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Resumo

Padrões de simetrias são observados frequentemente em nosso cotidiano, sendo en-

contrados na natureza, na arte e na arquitetura. Quando nos restringimos ao plano

euclidiano, podemos classificar os padrões utilizando como base o conjunto das iso-

metrias que, munido da operação de composição de funções, forma uma estrutura

algébrica chamada grupo. Qualquer isometria pode ser descrita em termos de trans-

lações, rotações, reflexões e reflexões transladadas e, dessas quatro transformações,

podemos estudar e classificar, juntamente com o Teorema da Restrição Cristalográ-

fica, os 17 Grupos de Papel de Parede distintos.

Palavras Chaves: Isometria, Grupos, Restrição Cristalográfica, Grupo de Papel de

Parede
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Abstract

Symmetry patterns are frequently observed in our daily lives, found in nature, art,

and architecture. When restricted to the Euclidean plane, we can classify these pat-

terns based on the set of isometries which, equipped with the operation of function

composition, forms an algebraic structure called a group. Any isometry can be des-

cribed in terms of translations, rotations, reflections, and glide reflections. From

these four transformations, along with the Crystallographic Restriction Theorem,

we can study and classify the 17 distinct Wallpaper Groups.

Keywords: Isometry, Groups, Crystallographic Restriction, Wallpaper Group
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Introdução

Quando pensamos em padrões de simetria no plano euclidiano, inúmeros exemplos

surgem em nossa mente, passando desde simples estampas de tecidos até incríveis

obras arquitetônicas. Desconsiderando os motivos que estes padrões trazem con-

sigo, estas inúmeras possibilidades de simetrias que se repetem pelo plano se tradu-

zem em apenas 17 grupos distintos e são denominados Grupos de Papel de Parede.

Uma primeira demonstração desse fato foi dada pelo matemático russo Evgraf Fe-

dorov em 1891 no artigo “Simmetrija na ploskosti” [3] (Simetria no Plano, em tra-

dução livre). Mais tarde, em 1924, o matemático húngaro George Pólya também

desenvolveu uma demonstração, apresentada na publicação “Über die Analogie der
Kristallsymmetrie in der Ebene” [8] (Sobre a Analogia da Simetria dos Cristais no

Plano, em tradução livre). Pólya foi uma das influências que o artista holandês

Maurits Cornelis Escher teve em grande parte de suas obras [1], juntamente com

a arquitetura moura do palácio de Alhambra (ver figura 0.1), na Espanha, o qual

Escher visitou em 1922 e 1936 [6].

Figura 0.1: Mosaico encontrado em Alhambra.

Fonte: https://www.alhambradegranada.org
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Apesar do próprio artista afirmar não possuir os conhecimentos matemáticos acerca

das simetrias [2], é notável que vários estudos foram feitos a fim de compor suas

obras. Há registros de diversas produções que mais tarde vieram a integrar outras

composições (ver figuras 0.2 e 0.3).

Figura 0.2: M. C. Escher, China Boy, 1936.

Fonte: https://mcescher.com

Figura 0.3: M. C. Escher, Metamorfose I, 1937, xilogravura, 19.5 cm × 90.8 cm.

Fonte: https://mcescher.com

Para realizar a classificação das simetrias, utilizamos a Teoria de Grupos e as iso-

metrias no plano. No Capítulo 1, apresentamos a definição de isometria, algumas

propriedades básicas e quatro isometrias importantes. No Capítulo 2, introduzimos

o básico de Teoria de Grupos, bem como alguns resultados envolvendo as isometrias.

No Capítulo 3, começamos a explorar mais a fundo as propriedades das isometrias

em relação aos pontos fixos, as composições entre si e a paridade de tais aplicações,
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o que nos leva ao resultado que afirma que qualquer isometria pode ser escrita em

termos de translações, rotações, reflexões e reflexões transladadas. No Capítulo 4, é

apresentada a definição do Grupo de Papel de Parede e suas propriedades que, jun-

tamente com o Teorema da Restrição Cristalográfica, são as principais ferramentas

para demonstrar o resultado principal do trabalho: classificar as simetrias do plano

nos 17 Grupos de Papel de Parede.
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1 Isometrias

Neste capítulo daremos a definição de isometria, um dos conceitos básicos mas fun-

damentais para o objetivo do trabalho. Mostraremos algumas de suas propriedades

básicas e apresentaremos quatro aplicações que satisfazem tal definição.

Para que o trabalho não fique sobrecarregado de conteúdo, tomamos como base a

geometria euclidiana plana, de modo que muitos dos resultados já conhecidos são

utilizados sem a devida menção. As principais referências utilizadas foram [7] e [9].

1.1 Definições e Propriedades Básicas

Definição 1.1 (Função Distância) Seja Π um plano. Uma função d : Π ×Π → R é
uma distância se, para x,y,z ∈Π, satisfaz

i. d(x,y) ≥ 0;

ii. d(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y;

iii. d(x,y) = d(y,x);

iv. d(x,y) ≤ d(x,z) + d(z,y).

A propriedade (iv) é conhecida como desigualdade triangular.

Definição 1.2 (Isometria) Seja φ : Π→Π uma transformação. Dizemos que φ é uma
isometria se para quaisquer pontos P ,Q ∈Π tem-se

d(P ,Q) = d(φ(P ),φ(Q)).

Ou seja, φ preserva distâncias.

Definição 1.3 (Simetria) Uma simetria é uma bijeção de um conjunto de pontos em si
mesmo.
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1 Isometrias

Definição 1.4 (Relação estar entre) Dados os pontos A,B e C no plano, dizemos que o
ponto B está entre A e C se A,B e C são colineares e

d(A,B) + d(B,C) = d(A,C).

Denotamos esse fato por A–B–C.

Definição 1.5 (Segmento de reta) Definimos o segmento de reta de extremos A e B

como sendo o conjunto de pontos que estão entre A e B.

Consideraremos que a aplicação d é a distância euclidiana, ou seja, a distância

entre dois pontos é o comprimento do segmento de reta que os une, podendo ser

calculada através da expressão

d((x1,x2), (y1,y2)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

Definição 1.6 Dizemos que uma isometria φ : Π→Π preserva um conjunto de pontos
S ⊂ Π se φ(S) = S. Se φ(x) = x para todo x ∈ S, então dizemos que a isometria fixa o
conjunto S.

Em particular, se uma isometria fixa um conjunto de pontos, então ela também o

preserva, mas a recíproca não é verdadeira.

Proposição 1.7 Sejam φ uma isometria em Π e P ,P ′,Q,Q′ ∈ Π tais que φ(P ) = P ′ e
φ(Q) = Q′. Se R ∈ PQ, então φ(R) = R′ ∈ P ′Q′, ou seja, as isometrias preservam a
relação estar entre.

Demonstração: De fato, temos que

R ∈ PQ ⇐⇒ d(P ,R) + d(R,Q) = d(P ,Q)

⇐⇒ d(φ(P ),φ(R)) + d(φ(R),φ(Q)) = d(φ(P ),φ(Q))

⇐⇒ d(P ′,R′) + d(R′,Q′) = d(P ′,Q′).

Logo, R′ ∈ P ′Q′. Note que, pela desigualdade triangular e pelo fato de que d é a

distância euclidiana, temos que P ′,Q′ e R′ são colineares; do contrário, teríamos que

d(P ,Q) < d(P ′,Q′). □

Teorema 1.8 Se φ é uma isometria em Π e r ⊂Π é uma reta, então φ(r) é uma reta.
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1 Isometrias

Demonstração: Sejam P ,Q ∈ r, com P , Q, e sejam P ′ = φ(P ) e Q′ = φ(Q). Tome s a

reta que passa por P ′ e Q′ e seja R ∈ r um ponto qualquer diferente de P e Q. Assim,

temos três casos:

• R ∈ PQ;

• P ∈ RQ;

• Q ∈ P R.

Suponha que R ∈ PQ. Pela Proposição 1.7, temos que R′ = φ(R) ∈ P ′Q′ e, dessa

forma, R′ ∈ s. Os demais casos são feitos de forma análoga. Segue então que φ(r) ⊂ s.

Por outro lado, tome R′ ∈ s arbitrário. Temos três casos a considerar:

• R′ ∈ P ′Q′;

• P ′ ∈ R′Q′;

• Q′ ∈ P ′R′.

Suponha que R′ ∈ P ′Q′ e tome R ∈ PQ tal que d(R,Q) = d(R′,Q′). Pela Proposição

1.7, temos que φ(R) ∈ P ′Q′. Como φ é uma isometria, temos que

d(φ(R),Q′) = d(φ(R),φ(Q)) = d(R,Q) = d(R′,Q′),

de modo que R′ = φ(R). Segue então que R′ ∈ φ(r). Os demais casos são analisados

de forma análoga. Assim, concluímos que s ⊂ φ(r) e, portanto, φ(r) = s. □

Teorema 1.9 Toda isometria φ : Π→Π preserva ângulos.

Demonstração: Seja AB̂C um ângulo em Π e tome

• φ(A) = A′;

• φ(B) = B′;

• φ(C) = C′.

Como φ é uma isometria, então temos que d(A,B) = d(A′,B′), d(A,C) = d(A′,C′) e

d(B,C) = d(B′,C′). Dessa forma, pelo caso LLL de congruência de triângulos, segue

que △ABC � △A′B′C′, logo os ângulos AB̂C e A′B̂′C′ são congruentes. □

Teorema 1.10 Toda isometria φ : Π→Π é bijetiva e sua inversa φ−1 : Π→Π é também
uma isometria.
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1 Isometrias

Demonstração: Para a injetividade, note que ∀P ,Q ∈Π, temos que

φ(P ) = φ(Q) =⇒ d(φ(P ),φ(Q)) = 0 =⇒ d(P ,Q) = 0 =⇒ P = Q.

Para a sobrejetividade, dado P ′ ∈Π, tome uma reta r1 ⊂Π tal que P ′ < r1. Pelo Teo-

rema 1.8, φ(r1) = s1 é uma reta em Π, de modo que P ′ ∈ s1 ou P ′ < s1. Se P ∈ s1, então

P ′ = φ(P ) para algum P ∈ r1. Caso contrário, tome s2 a única reta perpendicular a

s1 que passa por P ′ e defina {Q′} = s1 ∩ s2. Temos assim que existe Q ∈ r1 tal que

Q′ = φ(Q). Tomando r2 a única reta perpendicular a r1 que passa por Q, pelos Teo-

remas 1.8 e 1.9, temos que φ(r2) é uma reta que contém φ(Q) e é perpendicular a s1.

Da unicidade da perpendicular segue que s2 = φ(r2), o que implica que P ′ ∈ φ(r2),

de modo que existe P ∈ r2 tal que P ′ = φ(P ). Portanto, φ é sobrejetora.

Para a aplicação inversa, temos que

d(P ,Q) = d(φ(φ−1(P )),φ(φ−1(Q))) = d(φ−1(P ),φ−1(Q)),

para quaisquer P ,Q ∈Π. Logo, φ−1 é uma isometria. □

Proposição 1.11 Se φ,ϕ : Π→Π são isometrias, então a composição (também chamada
de produto de isometrias) φ ◦ϕ : Π→Π é uma isometria.

Demonstração: Basta notar que

d(P ,Q) = d(ϕ(P ),ϕ(Q)) = d(φ(ϕ(P )),φ(ϕ(Q))) = d(φ ◦ϕ(P ),φ ◦ϕ(Q)),

para todos P ,Q ∈Π. □

Definição 1.12 (Involução) Chamamos involução uma função que tem ela própria por
inversa.

1.2 Isometrias do Plano

1.2.1 Translações

Definição 1.13 (Translação) Sejam A,B ∈ Π pontos. A translação τA,B : Π → Π é
dada por

τA,B(P ) = P +
−−→
AB = P ′,
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1 Isometrias

com
−−−→
P P ′ =

−−→
AB . Em termos de coordenadas, se A = (xA,yA) e B = (xB,yB), consideramos

a = xB − xA e b = yB − yA e assim temos que

τA,B(x,y) = (x′,y′) = (x+ a,y + b).

τA,B

−−→
AB

Figura 1.1: Translação τA,B aplicada a um triângulo.

Teorema 1.14 Toda translação é uma isometria.

Demonstração: Sejam P ,Q ∈ Π pontos distintos, P ′ = τA,B(P ) e Q′ = τA,B(Q). Pela

definição, temos que
−−→
AB =

−−−→
P P ′ =

−−−−→
QQ′ . Podemos separar em dois casos:

1. P ,P ′,Q e Q′ são não colineares.

Como
−−−→
P P ′ =

−−−−→
QQ′ , então □P P ′Q′Q é um paralelogramo e, consequentemente,

PQ � P ′Q′. Assim, d(P ,Q) = d(P ′,Q′).

2. P ,P ′,Q e Q′ são colineares.

Se todos os pontos são distintos e Q–P ′–Q′, então temos d(P ,Q) = d(P ,P ′) −
d(Q,P ′) e d(P ′,Q′) = d(Q,Q′)− d(Q,P ′). Logo,

d(P ,Q)− d(P ′,Q′) = d(P ,P ′)− d(Q,P ′)− d(Q,Q′) + d(Q,P ′) = 0

Portanto, d(P ,Q) = d(P ′,Q′).

Caso P ′–Q′–P , de modo análogo concluímos que d(P ,Q) = d(P ′,Q′).

Agora, caso P –P ′–Q–Q′, então temos

d(P ,Q) = d(P ,P ′) + d(P ′,Q)⇒ d(P ′,Q) = d(P ,Q)− d(P ,P ′)
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1 Isometrias

e

d(P ′,Q′) = d(P ′,Q) + d(Q,Q′)⇒ d(P ′,Q) = d(P ′,Q′)− d(Q,Q′).

Logo,

0 = d(P ′,Q)−d(P ′,Q) = d(P ,Q)−d(P ,P ′)−d(P ′,Q′) +d(Q,Q′) = d(P ,Q)−d(P ′,Q′).

Assim, d(P ,Q) = d(P ′,Q′).

Analogamente, se P ′–P –Q′–Q, segue que

d(P ′,Q′) = d(P ′,P ) + d(P ,Q′)⇒ d(P ,Q′) = d(P ′,Q′)− d(P ′,P )

e

d(P ,Q) = d(P ,Q′) + d(Q′,Q)⇒ d(P ,Q′) = d(P ,Q)− d(Q′,Q).

Logo,

0 = d(P ,Q′)−d(P ,Q′) = d(P ′,Q′)−d(P ′,P )−d(P ,Q) +d(Q′,Q) = d(P ′,Q′)−d(P ,Q).

Assim, d(P ,Q) = d(P ′,Q′).

Caso P ′ = Q, então

d(P ,Q) = d(P ,P ′) = d(Q,Q′) = d(P ′,Q′).

De modo análogo, se P = Q′, segue que

d(P ,Q) = d(Q′,Q) = d(P ′,P ) = d(P ′,Q′).

Logo, podemos concluir que τA,B é uma isometria. □

Proposição 1.15 Dados P e Q pontos distintos do plano, existe uma única translação τ

que leva P em Q.

Demonstração: Seja τ uma translação que leva P = (xP ,yP ) em Q = (xQ,yQ). Assim,

pela definição de translação, temos que

τ(P ) = Q =⇒ τ(xP ,yP ) = (xQ,yQ) = (xP + a,yP + b).

Segue então que a = xQ − xP e b = yQ − yP , ou seja, τ = τP ,Q. □
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1 Isometrias

Teorema 1.16 Sejam τA,B e τC,D translações. Então

i. τA,B ◦ τC,D = τX,Y , com
−−−→
CD +

−−→
AB =

−−−→
XY ;

ii. τ−1
A,B = τB,A.

Demonstração:

i. Para um ponto P ∈Π, temos

(τA,B ◦ τC,D)(P ) = τA,B(τC,D(P ))

= τA,B(P +
−−−→
CD )

= (P +
−−−→
CD ) +

−−→
AB

= P + (
−−−→
CD +

−−→
AB )

= P +
−−−→
XY

= τX,Y (P ).

ii. Para um ponto P ∈Π, temos

(τA,B ◦ τB,A)(P ) = τA,B(τB,A(P ))

= τA,B(P +
−−→
BA )

= (P +
−−→
AB ) +

−−→
BA

= P + (
−−→
AB +

−−→
BA )

= P +
−→
0

= id(P ).

Logo, τ−1
A,B = τB,A.

□

Proposição 1.17 Sejam A,B e C pontos não colineares em Π. Então τA,B = τD,C se, e
somente se, □ABCD é um paralelogramo.

Demonstração: (⇐) Se □ABCD é um paralelogramo, então
−−→
AB =

−−−→
DC , portanto

τA,B = τD,C .

(⇒) Como A,B e C são não colineares e τA,B = τD,C , segue que
−−→
AB =

−−−→
DC , de onde

temos que □ABCD é um paralelogramo. □
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1 Isometrias

1.2.2 Rotações

Definição 1.18 (Rotação) Dados os pontos distintos O, P e Q em Π, a rotação ρO,α :

Π→Π de centro O e ângulo α = ∠POQ é dada por

ρO,α(A) =

O, se A = O

A’, se A ,O

onde OA = OA′ e ∠AOA′ = ∠POQ.

ρO,α

α

O

Figura 1.2: Rotação ρO,α aplicada a um triângulo.

Observação 1.19 Convencionamos que se α > 0 então a rotação se dá no sentido anti-
horário e se α < 0 então a rotação será no sentido horário. Além disso, frisamos a diferença
entre as notações P ÔQ e QÔP , onde ∠POQ = −∠QOP .

Posto isso, o Teorema 1.9 expresso de outra forma afirma que toda isometria pre-

serva ângulos a menos de sinal.

Definição 1.20 Sejam A,O,P e Q pontos distintos. Dizemos que A ∈ P ÔQ se A pertence
ao semiplano determinado pelas semirretas

−−→
OP e

−−−→
OQ e o ângulo P ÔQ.

Proposição 1.21 Sejam O,P ,Q ∈ Π e α = ∠POQ. Então para todo A ∈ Π \ {O} temos
que os ângulos P ÔA′ e QÔA, com A′ = ρO,α(A), possuem a mesma bissetriz.

11



1 Isometrias

Demonstração: Se α = 0, então o resultado é imediato. Suponha, então, que 0 < α <

2π. Sejam r a bissetriz de QÔA e R ∈ r ∩QÔA um ponto. Assim,

∠POR = ∠POQ+∠QOR = ∠ROA+∠AOA′ = ∠ROA′.

Logo, r é bissetriz de P ÔA′.

A

A′ P

Q

O
α α

r

R

Figura 1.3: Construção caso 0 < α < 2π.

Portanto, P ÔA′ e QÔA possuem a mesma bissetriz. □

Teorema 1.22 Toda rotação é uma isometria.

Demonstração: Sejam O,X,Y ∈ Π pontos distintos. Se α = 0, então ρO,α = id, que

é uma isometria. Supondo, então, α , 0, definimos ρO,α(X) = X ′ e ρO,α(Y ) = Y ′, de

modo que XÔX ′ � Y ÔY ′. Temos dois casos:

1. Se O,X e Y são colineares.

Se os pontos são colineares, então temos que

XY = XO+OY , se X–O–Y ,

XY = OY −OX, se O–X–Y ,

XY = OX −OY , se O–Y –X.

12



1 Isometrias

Da definição, temos que OX = OX ′, OY = OY ′. Como as isometrias preservam

a relação estar entre, temos que XY = X ′Y ′.

2. Se O,X e Y são não colineares.

Pela Proposição 1.21, temos que XÔY ′ e X ′ÔY possuem a mesma bissetriz r,

ou seja, tomando um ponto R ∈ r ∩XÔY ′, então RÔX ′ � Y ÔR e RÔX � Y ′ÔR.

Assim, segue que

∠XOY +∠YOR = ∠XOR = ∠ROY ′ = ∠ROX ′ +∠X ′OY ′,

de onde temos que

∠XOY +∠ROX ′ = ∠ROX ′ +∠X ′OY ′.

Portanto, ∠XOY = ∠X ′OY ′.

Em outras palavras, XÔY � X ′ÔY ′. Então, pelo critério LAL de congruência

de triângulos, temos que △XOY � △X ′OY ′. Logo, concluímos que XY = X ′Y ′.

Portanto, ρO,α é uma isometria. □

Teorema 1.23 Sejam ρO,α e ρO,θ rotações em Π. Então

i. ρO,α ◦ ρO,θ = ρO,α+θ;

ii. ρ−1
O,α = ρO,−α.

Demonstração:

i. Tome P ∈ Π e defina P ′ = ρO,θ(P ) e P ′′ = ρO,α(P ′). Se P = O, então é imediato.

Caso contrário, temos que ∠POP ′ = θ e ∠P ′OP ′′ = α, logo ∠POP ′′ = α+θ. Como

ρO,α+θ(P ) = P ′′ = ρO,α(ρO,θ(P )) = (ρO,α ◦ ρO,θ)(P ),

segue que ρO,α ◦ ρO,θ = ρO,α+θ.

ii. Do item anterior, temos que

ρO,α ◦ ρ−1
O,α = id = ρO,0 = ρO,α+(−α) = ρO,α ◦ ρO,−α =⇒ ρ−1

O,α = ρO,−α.

□
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1 Isometrias

1.2.3 Reflexões

Definição 1.24 (Reflexão por um ponto) Dado um ponto M ∈ Π, a reflexão pelo
ponto M é a função σM : Π→Π dada por

σM(A) =

A, se A = M

A’, se A ,M

onde A′ é tal que M é ponto médio do segmento AA′. Em outras palavras, podemos
escrever σM(A) = M +

−−−→
AM .

Em termos de coordenadas, se A = (xA,yA) e B = (xB,yB) = σM(A), como M = (a,b)

é o ponto médio do segmento AB, consideramos a = xA+xB
2 e b = yA+yB

2 e assim temos

que σM(A) = B = (xB,yB) = (−xA + 2a,−yA + 2b).

σM

M

Figura 1.4: Reflexão por ponto σM aplicada a um triângulo.

Teorema 1.25 Toda reflexão por ponto é uma isometria.

Demonstração: Sejam P ,Q ∈ Π e σM a reflexão pelo ponto M. Se P = Q, então

σM(P ) = σM(Q) e

d(σM(P ),σM(Q)) = 0 = d(P ,Q).

Se P ,Q, defina σM(P ) = P ′ e σM(Q) = Q′. Temos dois casos a considerar.

1. P ,Q e M são colineares.

Suponha que P ∈MQ. Temos que P ′ ∈Q′M, pela Proposição 1.7. Logo,

d(P ′,Q′) = d(M,Q′)− d(M,P ′) = d(M,Q)− d(M,P ) = d(P ,Q).
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Note que se P = M temos

d(P ′,Q′) = d(M,Q′) = d(M,Q) = d(P ,Q),

e se Q = M segue de modo análogo.

Caso Q ∈ PM e M ∈ PQ, o resultado segue de modo análogo.

2. P ,Q e M são não colineares.

Se os pontos são não colineares e M é, por definição, o ponto médio dos segmen-

tos P P ′ e QQ′, então d(P ,M) = d(P ′,M) e d(Q,M) = d(Q′,M). Observe que P P ′

e QQ′ são concorrentes em M, assim os ângulos P M̂Q e P ′M̂Q′ são opostos pelo

vértice, logo são congruentes. Dessa forma, pelo caso LAL de congruência de

triângulos, temos que △PMQ � △P ′MQ′, de onde segue que d(P ′,Q′) = d(P ,Q).

P

P ′

Q

Q′

M

Figura 1.5: Construção do caso 2.

Portanto, σM é uma isometria. □

Proposição 1.26 As reflexões por ponto são involuções, ou seja, σM = σ−1
M .

Demonstração: Basta notar que, para P ∈Π, como M é ponto médio de P P ′, temos

(σM ◦ σM)(P ) = σM(σM(P )) = σM(P ′) = P = id(P ).

□
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Definição 1.27 (Reflexão por uma reta) Dada uma reta r ⊂Π, a reflexão pela reta r
σr : Π→Π é dada por

σr(A) =

A, se A ∈ r

A’, se A < r

onde A′ é tal que r é mediatriz do segmento AA′.

σr

r

Figura 1.6: Reflexão por reta σr aplicada a um triângulo.

Teorema 1.28 Toda reflexão por reta é uma isometria.

Demonstração: Sejam P ,Q ∈ Π e σr a reflexão pela reta r. Defina σr(P ) = P ′ e

σr(Q) = Q′. Caso P ,Q ∈ r, então, por definição, P ′ = P e Q′ = Q, de onde o resultado

é imediato. Se P ∈ r e Q < r, como r é mediatriz de QQ′, segue que

d(σr(P ),σr(Q)) = d(P ′,Q′) = d(P ,Q′) = d(P ,Q).

Se Q ∈ r e P < r, a análise é feita de maneira análoga.

Resta verificar o caso em que P ,Q < r.

Suponha que P ,P ′,Q e Q′ são colineares. O resultado segue do fato de que r é

mediatriz dos segmentos P P ′ e QQ′.

Por último, vamos separar em dois casos:

1. P e Q pertencem ao mesmo semiplano definido pela reta r.
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Tome a reta s =
←−→
QQ′ e os pontos A,B ∈ s de modo que a reta paralela a r que passa

por P intersecta s em A e a reta paralela a r que passa por P ′ intersecta s em B.

Ou seja,
←→
PA//r e

←→
P ′B//r. Assim, sendo {C} = r∩s, temos que d(A,C) = d(B,C), uma

vez que r é mediatriz de P P ′, logo

d(Q,A) = d(Q,C)− d(A,C) = d(Q′,C)− d(B,C) = d(Q′,B).

Além disso, temos que d(P ,A) = d(P ′,B) e os ângulos P ÂQ e P ′B̂Q′ são congru-

entes pois, tomando M = r ∩ P P ′, obtemos os retângulos □APMC e □BP ′MC.

Segue então pelo caso LAL de congruência de triângulos que △PAQ � △P ′BQ′ e,

portanto, d(P ,Q) = d(P ′,Q′).

r

s
C

PP ′

QQ′ AB

Figura 1.7: Construção do caso 1.

2. P e Q pertencem a semiplanos distintos definidos pela reta r.

Defina {A} = r ∩
←→
PQ, {B} = r ∩

←→
P P ′ e {C} = r ∩

←−→
QQ′. Como a reta r é mediatriz

dos segmentos P P ′ e QQ′, temos que d(P ,A) = d(P ′,A) e d(Q,A) = d(Q′,A), de

forma que os triângulos △PAP ′ e △QAQ′ são isósceles de base P P ′ e QQ′, res-

pectivamente. Então, r coincide com a bissetriz dos ângulos P ÂP ′ e QÂQ′, de

forma que P ÂB � BÂP ′ e QÂC � CÂQ′. Por construção, P ÂB e QÂC são opostos

pelo vértice, então ∠PAB = ∠QAC. Disso temos que os ângulos P ÂP ′ e QÂQ′ são

congruentes. Por QÂQ′ e Q′ÂP , P ÂP ′ e P ′ÂQ serem suplementares, segue que
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P ′–A–Q′. Logo,

d(P ,Q) = d(P ,A) + d(A,Q) = d(P ′,A) + d(A,Q′) = d(P ′,Q′) = d(σr(P ),σr(Q)).

r

C

PP ′

QQ′

A

B

Figura 1.8: Construção do caso 2.

Portanto, σr é uma isometria. □

Proposição 1.29 As reflexões por reta têm por inversa si mesmas, ou seja, σr = σ−1
r .

Demonstração: Análoga à Proposição 1.26. □

Proposição 1.30 Uma reflexão por reta é uma transformação que inverte semiplanos.

Demonstração: Dada uma reta r, o plano é dividido em dois semiplanos distintos

por ela. A imagem de um ponto P ∈ Π pela reflexão σr resulta em um ponto si-

métrico a P em relação a r, ou seja, σr leva pontos de um semiplano ao semiplano

oposto, invertendo-os. □

1.2.4 Reflexões Transladadas

Definição 1.31 (Reflexão transladada) Seja
−−→
AB ∈Π um vetor não nulo e r ⊂Π uma

reta tal que r //
−−→
AB . A reflexão transladada determinada por

−−→
AB e r é a composição

σ−−→
AB ,r

= τA,B ◦ σr : Π→Π dada por σ−−→
AB ,r

(P ) = τA,B(σr(P )). A reta r é chamada eixo da
reflexão transladada.

18
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r

σ−−→
AB ,r

−−→
AB

Figura 1.9: Reflexão transladada σ−−→
AB ,r

aplicada a um triângulo.

Teorema 1.32 Toda reflexão transladada é uma isometria.

Demonstração: Imediata da Definição 1.31 e da Proposição 1.11. □

Como as reflexões transladadas são, por definição, uma composição de isometrias,

os resultados que as envolvam serão agrupados na Seção 3.2.
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2 Grupos

Outro conceito importante para a nossa classificação são as estruturas algébricas

chamadas grupos. Provaremos que o conjunto das isometrias forma um grupo e

que algumas isometrias possuem a propriedade de comutar entre si. A principal

referência utilizada foi [4].

Definição 2.1 (Grupo) Seja G , ∅ um conjunto munido de uma operação binária ∗.
Dizemos que (G,∗) é um grupo se as seguintes propriedades são satisfeitas:

• ∀a,b,c ∈ G tem-se (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) (associatividade)

• ∃e ∈ G ∀a ∈ G tem-se que e ∗ a = a = a ∗ e (existência do elemento neutro)

• ∀a ∈ G ∃a′ ∈ G tal que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e (existência do elemento inverso)

Neste caso, chamamos a′ de inverso de a em G e denotamos por a′ = a−1. Por vezes, é
comum denotarmos a ∗ b por ab. Além disso, definimos a−n = (a−1)n.

Proposição 2.2 Os elementos e e a−1 da definição anterior são únicos em um grupo G.

Demonstração: Suponha que e,e ∈ G sejam ambos elementos neutros. Então, pela

definição, e = ee = e, logo é único. Para o elemento inverso, suponha que existam

a−1,a−1 ∈ G tais que a−1a = e e aa−1 = e. Logo

a−1 = a−1e = a−1(aa−1) = (a−1a)a−1 = ea−1 = a−1.

Portanto, a−1 é único. □

Definição 2.3 (Ordem do grupo) A ordem do grupo G, denotado por |G|, é o número
de elementos que G possui. Se G possui um número finito de elementos, dizemos que G é
um grupo finito; caso contrário, dizemos que G é um grupo infinito.

Definição 2.4 (Subgrupo) Seja (G,∗) um grupo e H ⊂ G não vazio. Dizemos que H é
um subgrupo de (G,∗) se a operação ∗ é fechada em H e (H ,∗) é um grupo. Nesse caso,
escrevemos (H ,∗) ≤ (G,∗) ou, mais sucintamente, H ≤ G.
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Proposição 2.5 Sejam G um grupo e H ⊂ G, H ,∅. Então H ≤ G se, e somente se,

i. se a,b ∈H , então ab ∈H ;

ii. ∀a ∈H tem-se a−1 ∈H .

Demonstração: (⇒) Se H ≤ G, então (i) e (ii) são satisfeitos pois H é grupo.

(⇐) Suponha que valem (i) e (ii). Por (i), a operação que torna G um grupo está

definida em H . A associatividade dos elementos de H é herdada pela associatividade

de G. Seja agora a ∈ H . Por (ii), temos que a−1 ∈ H e por (i), e = aa−1 ∈ H . Logo,

existe elemento neutro em H . □

Teorema 2.6 O conjuntoG de todas as isometrias do plano munido da operação de
composição de funções forma um grupo.

Demonstração: SejaG o conjunto de todas as isometrias em Π e tome τ ,ρ,σ ∈G.

• Associatividade

Temos que para todo P ∈Π,

(τ ◦ (ρ ◦ σ ))(P ) = τ((ρ ◦ σ )(P )) = τ(ρ(σ (P ))).

Por outro lado,

((τ ◦ ρ) ◦ σ )(P ) = (τ ◦ ρ)(σ (P )) = τ(ρ(σ (P ))).

Logo, τ ◦ (ρ ◦ σ ) = (τ ◦ ρ) ◦ σ .

• Elemento neutro

Temos que a transformação identidade id : Π→Π pertence a G e

id ◦ τ = τ = τ ◦ id

para todo τ ∈G .

• Elemento inverso

Pelo Teorema 1.10, toda isometria é uma bijeção, logo possui inversa, e sua

inversa também é uma isometria.

Portanto, (G , ◦) é um grupo. □
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Proposição 2.7 O conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos S forma um
grupo.

Demonstração: Análogo ao Teorema 2.6. □

Definição 2.8 (Grupo abeliano) Um grupo G é dito abeliano se vale a propriedade
comutativa, ou seja, se para quaisquer a,b ∈ G tem-se ab = ba.

Proposição 2.9 O conjunto T de todas as translações do plano forma um grupo abeliano.

Demonstração: A translação pelo vetor nulo equivale à identidade. Pelo Teorema

1.16, a composição de translações resulta em uma translação e a inversa de um trans-

lação é uma translação. Logo, pela Proposição 2.5, segue que T ≤G e, portanto,

T é grupo.

Para a comutatividade do grupo, basta notar que, para um ponto P ∈Π, temos

(τA,B ◦ τC,D)(P ) = P + (
−−−→
CD +

−−→
AB )

= P + (
−−→
AB +

−−−→
CD )

= (τC,D ◦ τA,B)(P ).

□

Proposição 2.10 O conjunto de todas as rotações com centro em O forma um grupo
abeliano.

Demonstração: Pelo Teorema 1.23, o produto de duas rotações com centro em O é

uma rotação com centro em O e a inversa de uma rotação com centro em O também é

uma rotação com centro em O. Além disso, ρO,0 = id. Logo, o conjunto das rotações

é subgrupo das isometrias e, portanto, um grupo.

Para a comutatividade, note que

ρO,α ◦ ρO,θ = ρO,α+θ = ρO,θ+α = ρO,θ ◦ ρO,α.

□

Definição 2.11 (Subgrupo gerado) Sejam G um grupo e X ⊂ G. Denotamos por ⟨X⟩ o
subgrupo gerado por X, definido por ⟨X⟩ =

⋂
{H |H ≤ G e X ⊂H}.

Observação 2.12 O conjunto ⟨X⟩ é, de fato, um subgrupo de G e sua definição não é
uma intersecção de uma família vazia, uma vez que o próprio G é um elemento da família
considerada.
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Definição 2.13 (Grupo cíclico) Dizemos que G é um grupo cíclico se pode ser gerado
por um único elemento. Um grupo cíclico finito de ordem n é denotado Cn.
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3 Propriedades das Isometrias

Agora que já apresentamos os conceitos básicos necessários, podemos deduzir pro-

priedades mais específicas de cada isometria. Nesta primeira seção, exploramos o

que ocorre quando existem pontos fixos ou não numa isometria e quando algum

subconjunto do plano é preservado. Depois, examinaremos as composições entre

isometrias e, como mencionado no primeiro capítulo, os resultados das reflexões

transladadas serão exibidos neste momento. Em seguida, discutiremos a paridade

das isometrias, que nos permitirá escrever algumas composições de maneira mais

enxuta. Na quarta seção, mostraremos que os quatro tipos de isometrias que viemos

estudando até o momento são, na verdade, os únicos quatro tipos de isometrias que

existem, ou seja, qualquer aplicação que satisfaça a definição de isometria pode ser

classificada em um destes quatro tipos de isometrias além da aplicação identidade.

As principais referências utilizadas foram [7] e [9].

3.1 Pontos Fixos

Proposição 3.1 Seja φ : Π→Π uma isometria que fixa três pontos não colineares. En-
tão, φ = id.

Demonstração: Sejam P ,Q,R ∈ Π não colineares tais que φ(P ) = P , φ(Q) = Q e

φ(R) = R. Suponha, por absurdo, que φ não seja a identidade. Então, existe A ∈ Π
tal que φ(A) , A. Dessa forma, como

d(P ,A) = d(φ(P ),φ(A)) = d(P ,φ(A)),

então P pertence à mediatriz do segmento Aφ(A). Da mesma maneira, podemos

concluir que Q e R pertencem à mediatriz do segmento Aφ(A). Disso segue que P ,Q

e R são colineares, um absurdo. Portanto, φ(A) = A, ∀A ∈Π, isto é, φ = id. □

Teorema 3.2 Sejam φ1,φ2 : Π→Π isometrias e P ,Q,R ∈Π pontos não colineares tais
que φ1(P ) = φ2(P ), φ1(Q) = φ2(Q) e φ1(R) = φ2(R). Então φ1 = φ2.
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Demonstração: Tome φ : Π→Π dada por φ = φ−1
1 ◦φ2. Dessa forma,

φ(P ) = (φ−1
1 ◦φ2)(P ) = φ−1

1 (φ2(P )) = φ−1
1 (φ1(P )) = P .

De modo semelhante, temos que φ(Q) = Q e φ(R) = R. Pela Proposição 3.1 temos

que φ = φ−1
1 ◦φ2 = id e assim,

φ1 = φ1 ◦ id = φ1 ◦ (φ−1
1 ◦φ2) = (φ1 ◦φ−1

1 ) ◦φ2 = id ◦φ2 = φ2.

Portanto, φ1 = φ2. □

Este teorema nos permite verificar quando duas isometrias são a mesma e, em par-

ticular, é muito útil para descobrirmos quando duas composições diferentes repre-

sentam a mesma isometria. No decorrer deste trabalho será amplamente utilizado

para essa finalidade.

Proposição 3.3 Seja φ : Π→Π uma isometria que fixa dois pontos distintos P ,Q ∈Π.
Então φ é a identidade ou é uma reflexão pela reta que contém P e Q.

Demonstração: Seja r ⊂ Π a reta que contém os pontos P e Q. Pelo Teorema 1.8,

φ(r) = r ′ é uma reta e, como φ(P ) = P e φ(Q) = Q por hipótese, então r = r ′. Logo,

φ(A) = A para todo A ∈ r pois, do contrário, como na demonstração da Proposição

3.1, teríamos que r seria mediatriz do segmento Aφ(A) com A ∈ r e φ(A) < r, um

absurdo.

Assim, tome R < r, com R , P e R , Q. Se φ(R) = R, então, pela Proposição 3.1,

φ = id. Se φ(R) , R, temos que

d(P ,R) = d(φ(P ),φ(R)) = d(P ,φ(R)),

de modo que P pertence à mediatriz de Rφ(R). De forma análoga, concluímos que

Q também pertence a essa mediatriz, de forma que, sendo P ,Q, r é a mediatriz de

Rφ(R). Logo, φ(R) = σr(R). Além disso, φ(P ) = σr(P ) e φ(Q) = σr(Q), com P ,Q e R

não colineares e, portanto, segue do Teorema 3.2 que φ = σr . □

Proposição 3.4 Uma isometria que fixa exatamente um ponto é um produto de duas
reflexões por retas.

Demonstração: Suponha que α é uma isometria que fixa um ponto C. Sejam P , C,

P ′ = α(P ) e r a mediatriz de P P ′. Temos então que CP = CP ′, de modo que C ∈ r.

25



3 Propriedades das Isometrias

Segue que σr(C) = C e σr(P ′) = P . Logo,

σrα(C) = σr(C) = C

e

σrα(P ) = σr(P
′) = P .

Pela Proposição 3.3, temos que σrα = id ou σrα = σs onde s =
←→
CP . Mas σrα não pode

ser a identidade, do contrário, teríamos α = σ−1
r = σr , logo α fixaria mais de um

único ponto. Portanto,

σrα = σs⇒ σrσrα = σrσs⇒ α = σrσs.

□

Proposição 3.5 Dadas φ1,φ2 : Π → Π isometrias tais que φ1(P ) = φ2(P ) e φ1(Q) =

φ2(Q), para P ,Q ∈Π distintos, temos que φ1 = φ2 ou φ1 = φ2 ◦ σr , onde r =
←→
PQ.

Demonstração: Basta notar que a aplicação φ : Π→ Π dada por φ = φ−1
1 ◦φ2 é tal

que φ(P ) = P e φ(Q) = Q, com P , Q, de modo que, pela Proposição 3.3, φ = id ou

φ = σr , com r ⊂ Π a reta que passa por P e Q. A primeira igualdade implica que

φ1 = φ2. Da segunda, temos que

φ−1
1 ◦φ2 = σr ⇐⇒ φ−1

1 = σr ◦φ−1
2 ⇐⇒ φ1 = φ2 ◦ σr ,

pois σr é uma involução. □

Com estas propriedades básicas de uma isometria genérica, podemos explorar com

mais detalhes os pontos fixos e preservados dos quatro tipos de isometrias que temos

até o momento.

Proposição 3.6 A translação τA,B , id não fixa nenhum ponto do plano e preserva so-
mente as retas paralelas a AB.

Demonstração: Suponha, por absurdo, que τA,B , id preserva um ponto P = (xP ,yP ).

Logo,

(xP ,yP ) = P = τA,B(P ) = τA,B(xP ,yP ) = (xP + a,yP + b).

Assim, segue que a = 0 e b = 0, o que significa que A = B, ou seja, τA,B = id, contra-

dizendo a hipótese. Portanto, τA,B não fixa nenhum ponto.
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Falta mostrar que τA,B preserva apenas as retas paralelas a AB.

Seja s ⊂ Π uma reta paralela a AB e tome um ponto P ∈ s. Definindo τA,B(P ) = P ′,

temos que
−−−→
P P ′ =

−−→
AB . Como s//AB, então P ′ ∈ s. Pelo Teorema 1.8, τA,B(s) = s′ é uma

reta e ambos P e P ′ estão contidos em s′, logo s = s′ e, portanto, τA,B preserva s.

Suponha, agora, por absurdo, que τA,B preserva uma reta r ,
←→
AB concorrente a

←→
AB. Então, dado P ∈ r com P <

←→
AB, temos que τA,B(P ) = P ′ ∈ r, de modo que P P ′ ⊂ r.

Da unicidade das translações (Proposição 1.15), temos que τP ,P ′ = τA,B. Dessa forma,

caso A,P e P ′ e B,P e P ′ forem não colineares, pelo Teorema 1.17, temos que □ABP P ′

é um paralelogramo, logo r//AB. Agora, caso A ∈ r, o que implicaria que A,P e P ′ são

colineares, teríamos que B = τA,B(A) = τP ,P ′ (A) ∈ r e, como existe uma única reta que

passa por P e P ′, concluímos que r =
←→
AB, uma contradição. De maneira análoga, se

B ∈ r, teríamos que B,P e P ′ colineares e que r =
←→
AB. Logo, r não é preservada pela

translação. □

Proposição 3.7 A reflexão por ponto σM fixa um ponto P se, e somente se, P = M.

Demonstração: Imediata da Definição 1.24. □

Proposição 3.8 A reflexão por ponto σM preserva uma reta r se, e somente se, M ∈ r.

Demonstração: (⇒) Sejam r uma reta e P ∈ r um ponto. Supondo r é preservada

pela isometria, temos que σM(P ) = P ′ ∈ r, o que implica que M ∈ r pois M é o ponto

médio de P P ′.

(⇐) Se M ∈ r, então tomando P ∈ r temos que σM(P ) = P ′ ∈ r pois M é o ponto

médio do segmento P P ′. Logo, σM(r) ⊂ r. Para a inclusão reversa, tome A ∈ r. Então

podemos definir A′ B σM(A) ∈ r. Como as reflexões por ponto são involuções, segue

que σM(A′) = σM(σM(A)) = A ∈ r, portanto r ⊂ σM(r). Logo, σM(r) = r. □

Proposição 3.9 A reflexão por reta σr fixa um ponto P ∈Π se, e somente se, P ∈ r.

Demonstração: (⇒) Pela contrapositiva, suponha que P < r. Pela Proposição 1.30, σr
inverte semiplanos, ou seja, leva P ao semiplano oposto ao qual pertence, de modo

que σr(P ) , P .

(⇐) Imediata da Definição 1.27. □

Proposição 3.10 A reflexão por reta σr fixa uma reta s se, e somente se, s = r.

Demonstração: A reflexão σr fixa a reta s se para todo P ∈ s tem-se que σr(P ) = P , o

que acontece se, e somente se, P ∈ r, pela proposição anterior. Assim, como r contém

os pontos de s, então s = r.
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Reciprocamente, se s = r então segue da Definição 1.27 que, para todo P ∈ r tem-se

σr(P ) = P . Portanto, s é fixada. □

Proposição 3.11 A reflexão por reta σr preserva uma reta s se, e somente se, s = r ou
s ⊥ r.

Demonstração: Pela proposição anterior, para todo P ∈ s tem-se σr(P ) = P ⇐⇒ s = r

e, em particular, a reta s é preservada. Basta, então, verificar a perpendicularidade

de r e s.

(⇒) Suponha s , r tal que s é preservada por σr . Então, definindo σr(P ) = P ′ para

algum P ∈ s, temos que r é mediatriz de P P ′. Ou seja, temos que r ⊥ P P ′ ⊂ s, o que

implica que r ⊥ s.

(⇐) Sejam P ∈ s e P ′ = σr(P ). Como s ⊥ r e, por definição, r é mediatriz de P P ′,

segue que P P ′ ⊥ r. Portanto, P ′ ∈ s e, como P ∈ s é arbitrário, juntamente ao Teorema

1.8, concluímos que σr preserva a reta s. □

Proposição 3.12 A rotação ρO,α , id fixa exatamente o ponto O.

Demonstração: Temos que, pela definição, ρO,α(O) = O. Suponha que existe P ∈Π
tal que P , O e ρO,α(P ) = P . Então ∠POP = α e por outro lado, como P é fixo,

∠POP = 0, logo, α = 0, o que implica que ρO,α = id. Portanto, o único ponto que é

fixado por uma rotação é o seu centro. □

Proposição 3.13 A rotação ρO,α preserva todas as circunferências de centro O.

Demonstração: Seja CO uma circunferência de centro O. Então, para qualquer P ∈
CO, o segmento OP é um raio de CO. Definindo P ′ = ρO,α(P ), temos que OP = OP ′,

de modo que OP ′ também será um raio de CO e, portanto, P ′ ∈ CO. Logo, ρO,α

preserva CO. □

3.2 Composições

Proposição 3.14 Se R é o ponto médio de PQ, então σRσP = τP ,Q = σQσR.

Demonstração: Por hipótese, R é ponto médio entre o segmento que liga P = (xP ,yP )

e Q = (xQ,yQ), então R =
(xP +xQ

2 , yP +yQ
2

)
. Assim, para um ponto X = (x,y) segue que

σRσP (x,y) = σR(−x+ 2xP ,−y + 2yP )

=
(
x − 2xP + 2 ·

xP + xQ
2

,y − 2yP + 2 ·
yP + yQ

2

)
= (x − xP + xQ,y − yP + yQ).
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Além disso,

τP ,Q(x,y) = (x+ xQ − xP ,y + yQ − yP )

= (x − xP + xQ,y − yP + yQ)

e

σQσR(x,y) = σQ

(
−x+ 2 ·

xP + xQ
2

,−y + 2 ·
xP + xQ

2

)
= σQ(−x+ xP + xQ,−y + yP + yQ)

= (x − xP − xQ + 2xQ,y − yP − yQ + 2yQ)

= (x − xP + xQ,y − yP + yQ).

Como X é arbitrário, segue que σRσP = τP ,Q = σQσR. □

Proposição 3.15 Um produto de três reflexões por pontos é uma reflexão por ponto. Em
particular, se P ,Q e R são não colineares, então σRσQσP = σS , onde □PQRS é um para-
lelogramo.

Demonstração: Dados os pontos P = (xP ,yP ),Q = (xQ,yQ) e R = (xR,yR), tome X =

(x,y) qualquer. Assim,

σRσQσP (x,y) = (−x+ 2xP − 2xQ + 2xR,−y + 2yP − 2yQ + 2yR) = σS ,

onde S = (xP − xQ + xR,yP − yQ + yR) = (xS ,yS). Logo, por construção, o ponto S é

obtido através da soma P +
−−−→
QR . Então, P S e QR de □PQRS são paralelos e possuem

a mesma medida. Portanto, □PQRS é um paralelogramo. □

Proposição 3.16 Para quaisquer P ,Q,R ∈Π tem-se σRσQσP = σP σQσR.

Demonstração: Pela Proposição 3.15, temos que σP σQσR = σS , S ∈ Π. Como as

reflexões por ponto são involuções, segue que

σS = σ−1
S = (σP σQσR)−1 = σ−1

R σ−1
Q σ−1

P = σRσQσP .

□

Proposição 3.17 Se r e s são retas paralelas, então σsσr é a translação por um vetor
perpendicular a r e s e cujo módulo é o dobro da distância entre r e s.
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Demonstração: Suponha r e s retas paralelas e sejam R ∈ r e S ∈ s pontos tais que
←→
RS

é perpendicular a r e s. Temos que a distância entre r e s é dada pelo segmento RS.

Tome P ∈ r distinto de R e defina R′ = σs(R) e P ′ = τR,R′ (P ). Dessa forma, □P RR′P ′

é um paralelogramo e, pela Proposição 1.17, τP ,P ′ = τR,R′ . Além disso, s é mediatriz

de RR′ e P P ′, de onde segue que σs(P ) = P ′. Seja, agora, Q = σr(S). Como R é o ponto

médio de QS e S é o ponto médio de RR′, então τQ,S = τR,R′ , onde o módulo de
−−−→
RR′

é o dobro da distância entre r e s. Assim, temos

σsσr(Q) = σs(S) = S = τR,R′ (Q),

σsσr(R) = σs(R) = R′ = τR,R′ (R),

σsσr(P ) = σs(P ) = P ′ = τR,R′ (P ).

Pelo Teorema 3.2, segue que σsσr = τRR′ pois P ,Q e R são não colineares.

□

r s

Q R S R′

P P ′

Figura 3.1: Construção feita na demonstração da Proposição 3.17.

Proposição 3.18 Se t é uma reta perpendicular à reta r em R e perpendicular à reta s em
S, então σrσs = τ2

R,S = σSσR.

Demonstração: Como t ⊥ r e t ⊥ s, então temos que r // s. Pela Proposição 3.17

segue que σsσr = τ , com τ uma translação pelo dobro da distância entre as retas r e

s. Da perpendicularidade de t, a distância entre as retas é dada pelo vetor
−−→
RS , logo

τ = σsσr = τ2
R,S .
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Seja, agora, R′ = σs(R). Temos que S é ponto médio de RR′, então pela Proposição

3.14 temos τ2
R,S = τR,R′ = σSσR. □

Proposição 3.19 Toda translação é um produto de duas reflexões por retas paralelas e,
reciprocamente, um produto de duas reflexões por retas paralelas é uma translação.

Demonstração: (⇒) Sejam P ,Q ∈ Π e τP ,Q uma translação. Pela Proposição 3.14,

temos que τP ,Q = σRσP , com R ponto médio de PQ. Tomemos as retas r e s tais que

r ⊥←→P R em P e s ⊥←→P R em R. Então, pela Proposição 3.18, segue que σRσP = σsσr .

(⇐) Proposição 3.17. □

Proposição 3.20 Se P ,Q ∈ Π são pontos tais que P , Q, então τP ,Q pode ser escrita
como σsσr , onde r,s ⊥

←→
PQ. Além disso, escolhendo arbitrariamente r ou s, a outra pode

ser determinada.

Demonstração: Dada a reta s perpendicular a
←→
PQ em A, pela Proposição 3.14, temos

que τP ,Q = σRσP , com R ponto médio de PQ. Tomando B = τP ,R(A) segue que σBσA =

τP ,Q e, tomando a reta r perpendicular a
←→
PQ em B, então σrσs = σBσA = τP ,Q □

Proposição 3.21 Para um ponto O ∈Π qualquer, temos que ρO,π = σO.

Demonstração: Dado que o ângulo de rotação é π, então para P ∈ Π qualquer,

tomando ρO,π(P ) = P ′, teremos OP = OP ′. Assim, O é o ponto médio de P P ′, de

modo que ρO,π = σO, uma vez que P é arbitrário. □

Teorema 3.22 Sejam r,s ⊂ Π retas tais que r ∩ s = {O} e o menor (em módulo) ângulo
orientado de r para s mede θ

2 . Então σsσr = ρO,θ.

Demonstração: Suponha r e s concorrentes em O e θ
2 a medida do menor ângulo (em

módulo) orientado de r para s. Tome R ∈ r tal que R ,O e defina CR a circunferência

de centro O que passa por R. Seja {S} = CR ∩ s tal que o ângulo entre
−−−→
OR e

−−→
OS é θ

2 .

Assim, temos que r =
←→
OR e s =

←→
OS.

Seja, agora, R′ = ρO,θ(R). Pela Proposição 3.13, R′ ∈ CR e assim ∠ROR′ = 2∠ROS =

θ. Pelo caso LAL de congruência de triângulos, temos que △ROS � △R′OS, uma

vez que OR = OR′, OS é lado comum e ∠ROS = ∠R′OS pois R′ = ρO,θ(R). Assim,

RS � SR′, de onde segue que s é mediatriz de RR′ e, consequentemente, σs(R) = R′.

Tome S ′ = σr(S). Assim, r é mediatriz de SS ′, de onde segue que S ′ÔR = RÔS e

SO = S ′O. Logo, S ′ ∈ CR e ∠S ′OS = θ, de modo que S = ρO,θ(S ′). Dessa forma,

temos

• σsσr(O) = σs(O) = O = ρO,θ(O);
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• σsσr(S ′) = σs(S) = S = ρO,θ(S ′);

• σsσr(R) = σs(R) = R′ = ρO,θ(R).

Como os pontos O,S ′ e R são não colineares, pelo Teorema 3.2, concluímos que

σsσr = ρO,θ. □

r

s

O

R

R′

S

S ′

θ
2
θ
2

θ
2

Figura 3.2: Construção feita na demonstração da Proposição 3.22.

Semelhante a uma translação, também podemos escrever uma rotação como pro-

duto de duas retas, mas agora tais retas devem ser concorrentes.

Proposição 3.23 Toda rotação é um produto de duas reflexões por retas concorrentes e,
reciprocamente, um produto de duas reflexões por retas concorrentes é uma rotação.

Demonstração: (⇒) Dada uma rotação ρO,θ, tome uma reta r qualquer tal que O ∈ r.
Seja s uma reta tal que O ∈ s e a medida do menor ângulo (em módulo) da reta r para

s seja θ
2 (basta tomar s = ρO,θ2

(r), por exemplo). Assim, pelo Teorema 3.22, segue que

ρO,θ = σsσr .

(⇐) Teorema 3.22. □

Proposição 3.24 A rotação ρO,θ pode ser escrita como um produto de duas reflexões por
retas concorrentes em O, onde uma reta é escolhida arbitrariamente e a outra pode ser
determinada por esta escolha.

32



3 Propriedades das Isometrias

Demonstração: Suponha r uma reta qualquer contendo o centro de rotação O. Se-

jam R ∈ r, com R , O, e R′ = ρO,θ2
(R). Tome s =

←−→
OR′. Segue do Teorema 3.22 que

ρO,θ = σsσr . □

A reflexão por ponto, sendo um caso particular de rotação, também pode ser escrita

como produto de duas reflexões por retas.

Proposição 3.25 A reflexão por ponto σP é um produto de duas reflexões por quaisquer
duas retas perpendiculares em P .

Demonstração: Pela Proposição 3.21, σP = ρP ,π e pela Proposição 3.24, temos que

para uma reta r qualquer, existe uma reta s perpendicular (pois a medida do menor

ângulo (em módulo) entre elas é π
2 ), tais que σsσr = ρP ,π = σP . □

Proposição 3.26 As isometrias involutivas são reflexões por pontos ou reflexões por re-
tas.

Demonstração: Seja α uma isometria involutiva e tome os pontos P e Q tais que

α(P ) = Q. Assim, P = α2(P ) = α(Q), ou seja, α leva P em Q e vice-versa. Como as

isometrias preservam a relação estar entre, então o ponto médio M de PQ é fixado. Se

α fixa três pontos, então α é a identidade. Caso contrário, então, pelas Proposições

3.3 e 3.4, α pode ser escrita como um produto de no máximo duas reflexões por

retas.

Se α fixa dois pontos, então α fixa a reta que os contém, de modo que, pela Propo-

sição 3.3, α é a reflexão por esta reta.

Se α fixa exatamente um ponto, então sejam r e s retas tais que α = σsσr . Caso r // s,

então se r , s, pela Proposição 3.17, σsσr é uma translação, que pela Proposição 3.6

não fixa nenhum ponto, e se r = s então σsσr é a identidade, que fixa todos os pontos.

Logo, r e s devem ser concorrentes. Pela Proposição 3.22, σsσr é uma rotação. Como

α fixa o ponto M e leva o ponto A em B e o ponto B em A, pois é involução, segue

que α é uma rotação de ângulo π, ou seja, uma reflexão pelo ponto M. □

Definição 3.27 Dadas α e β isometrias, chamamos αβα−1 de conjugado de β por α.

Proposição 3.28 Sejam α e β isometrias. Então, αβα−1 é uma involução se, e somente
se, β for uma involução.

Demonstração: (⇒) Temos que αβα−1 é uma involução. Então

αβα−1αβα−1 = id =⇒ αββα−1 = id =⇒ ββ = α−1α = id.
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Logo, β é um involução.

(⇐) Note que, como ββ = id, temos

αβα−1αβα−1 = αββα−1 = αα−1 = id.

Portanto, αβα−1 é uma involução. □

Proposição 3.29 Sejam P um ponto, r uma reta e α uma isometria. Então ασrα
−1 =

σα(r) e ασPα−1 = σα(P ).

Demonstração: Pela Proposição 3.28, ασPα−1 é uma involução pois σP é uma invo-

lução. Note que

ασPα
−1(α(P )) = ασP (P ) = α(P ).

Então ασPα
−1 fixa α(P ) e mais nenhum outro ponto, uma vez que σP fixa somente o

ponto P . Portanto, ασPα−1 = σα(P ).

De modo análogo, ασrα−1 é uma isometria involutiva que fixa somente α(r) e, por-

tanto, temos que ασrα
−1 = σα(r). □

Proposição 3.30 Se α é uma isometria, então

ατA,Bα
−1 = τα(A),α(B)

e
αρO,θα

−1 = ρα(O),±θ.

Demonstração: Primeiramente, note que, pela Proposição 3.14, temos que τA,B =

σMσA, com M ponto médio de AB. Logo, pela proposição anterior,

ατA,Bα
−1 = ασMσAα

−1 = ασMα−1ασAα
−1 = σα(M)σα(A).

Além disso, α(M) é ponto médio entre α(A) e α(B), de modo que

ατA,Bα
−1 = τα(A),α(B).

Para a segunda parte, vimos que ρO,θ = σrσs, com r e s retas concorrentes em O e

tais que a medida do menor ângulo (em módulo) orientado de r para s é θ
2 . Logo,

pela proposição anterior,

αρO,θα
−1 = ασrσsα

−1 = ασrα
−1ασsα

−1 = σα(s)σα(r).
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Além disso, α(r) e α(s) são retas concorrentes no ponto α(O) que formam um ân-

gulo de ±θ2 no sentido anti-horário, uma vez que uma isometria não preserva, ne-

cessariamente, a orientação de um ângulo. Portanto, concluímos que

αρO,θα
−1 = ρα(O),±θ.

□

Teorema 3.31 Uma rotação por um ângulo θ seguida de uma rotação por um ângulo
φ é uma rotação por um ângulo θ + φ, no caso de θ + φ , 2kπ, com k um inteiro. Se
θ +φ = 2kπ, então a composição é uma translação.

Demonstração: Sejam ρP ,θ e ρQ,φ rotações. Se P = Q, então pelo Teorema 1.23 segue

que ρQ,θρP ,φ = ρP ,θρP ,φ = ρP ,θ+φ.

Suponha P , Q e θ,φ não nulos. Definindo t =
←→
PQ, então pela Proposição 3.24

existem retas r e s com P ∈ r e Q ∈ s tais que ρP ,θ = σtσr e ρQ,φ = σsσt. Logo,

ρQ,φρP ,θ = σsσtσtσr = σsσr .

Se θ +φ = 2kπ, pela Proposição 3.30, podemos escrever

τ−1
Q,P ρ

−1
P ,θτQ,P = τP ,Qρ

−1
P ,θτ

−1
P ,Q = ρτP ,Q(P ),±θ = ρQ,∓φ.

Note que, como as translações preservam a orientação de ângulos, podemos assu-

mir que

τ−1
Q,P ρ

−1
P ,θτQ,P = ρτP ,Q(P ),−θ = ρQ,φ.

Segue que

σsσr = ρQ,φρP ,θ = (τ−1
Q,P ρ

−1
P ,θτQ,P )ρP ,θ = τ−1

Q,P τρP ,θ(Q),ρP ,θ(P ).

Pela Proposição 1.16, τ−1
Q,P τρP ,θ(Q),ρP ,θ(P ) é uma translação e pela Proposição 3.19,

segue que r // s.

Agora, se r e s não são paralelas, então caímos no caso em que θ +φ , 2kπ. Sejam

P ′ = σs(P ) = σsσt(P ) = ρQ,φ(P )

e

Q′ = σr(Q) = σrσt(Q) = ρ−1
P ,θ(Q).

35



3 Propriedades das Isometrias

QP

R

R′

R′′s
r

θ

φ

Figura 3.3: Composição entre ρP ,θ e ρQ,φ no caso em que r // s.

Note que, agora, as retas r e s são as mediatrizes dos segmentos QQ′ e P P ′, respecti-

vamente. Defina {O} = r ∩ s. Assim, temos que ∠OPQ = θ
2 e ∠OQP = φ

2 . Aplicando

o Teorema do Ângulo Externo em △POQ, segue que a medida do menor ângulo (em

módulo) orientado de r para s é θ
2 + φ

2 e, pelo Teorema 3.22, podemos concluir que

σsσr = ρO,θ+φ. □

Corolário 3.32 A composição de uma translação e de uma rotação não nula em qualquer
ordem é uma rotação.

Demonstração: Suponha ρP ,θ uma rotação por ângulo não nulo. Pelo teorema an-

terior, basta substituir a translação por uma rotação de ângulo π e outra de ân-

gulo −π, de onde segue que a composição é uma rotação de ângulo θ, uma vez que

θ +π+π = θ. □

Proposição 3.33 Sejam r e s retas quaisquer. Então σrσs = σsσr se, e somente se, r = s

ou r ⊥ s.
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QP

R

R′

R′′

s

r

O

θ +φ− 2π

θ

φ

Figura 3.4: Composição entre ρP ,θ e ρQ,φ no caso em que r e s não são paralelas.

Demonstração: Pelas Proposições 3.10, 3.11 e 3.29, segue que

σrσs = σsσr ⇐⇒ σsσrσs = σr

⇐⇒ σσs(r) = σr

⇐⇒ σs(r) = r

⇐⇒ r = s ou r ⊥ s.

□

Agora que temos um repertório satisfatório sobre as composições de isometrias,

podemos apresentar os resultados relacionados às reflexões transladadas.

Proposição 3.34 Uma reflexão transladada é um produto de três reflexões por retas r,s
e t tais que s, t ⊥ r.

Demonstração: Pela definição, uma reflexão transladada é uma composição τA,Bσr
e, pela Proposição 3.19, uma translação é um produto τA,B = σtσs onde s e t são retas

paralelas e perpendiculares ao vetor
−−→
AB . Logo, uma reflexão transladada pode ser

escrita como um produto de três reflexões por retas distintas e, uma vez que o eixo

da reflexão transladada é paralelo ao vetor de translação
−−→
AB , tem-se τA,Bσr = σtσsσr
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com s, t ⊥ r. □

Proposição 3.35 Uma reflexão transladada não fixa nenhum ponto.

Demonstração: Sejam r,s e t retas com s, t ⊥ r e τA,Bσr = σtσsσr uma reflexão trans-

ladada e tome P ∈ Π um ponto. Se P ∈ r, então σtσsσr(P ) = σtσs(P ) = τA,B(P ) que,

pela Proposição 3.6, não fixa nenhum ponto. Suponha, então, P < r e, por absurdo,

que P = σtσsσr(P ). Então, tomando σr(P ) = P ′, temos

σtσsσr(P ) = P ⇒ σsσt(P
′) = σr(P

′).

Como r divide Π em dois semiplanos distintos e σsσt é uma translação por um vetor

paralelo a r, segue que σsσt(P ) e P pertencem ao mesmo semiplano. Por outro lado,

por σr ser uma reflexão pela reta r, então σr(P ) e P devem estar em semiplanos

distintos, uma contradição. Portanto, uma reflexão transladada não fixa nenhum

ponto. □

Proposição 3.36 Sejam τA,Bσr = σtσsσr uma reflexão transladada e P ∈Π um ponto tal
que τA,Bσr(P ) = P ′. Então o ponto médio de P P ′ pertence ao eixo da reflexão transladada.

Demonstração: Seja a a reta perpendicular a r que contenha P . Assim, pela Propo-

sição 3.20, existe uma reta b//a tal que σtσs = σbσa. Definindo {Q} = b∩ r temos que,

além de P e Q serem pontos distintos, pela Proposição 3.25 temos que

P ′ = σtσsσr(P ) = σbσaσr(P ) = σbσr(P ) = σQ(P ),

uma vez que σr(P ) ∈ a e as retas r e b são perpendiculares em Q. Logo, pela definição

de reflexão por ponto, Q é ponto médio de P P ′. □

Proposição 3.37 Uma reflexão transladada preserva somente a reta que é seu eixo.

Demonstração: Sejam r,s e t retas e τA,Bσr = σtσsσr uma reflexão transladada que

preserva uma reta a ⊂ Π. Note que, como a translação τA,B preserva somente retas

paralelas ao vetor
−−→
AB , podemos supor que a //

←→
AB e, portanto, a // r. Tome P ∈ a

e seja P ′ = τA,Bσr(P ). Pela Proposição 3.36, temos que, se M é o ponto médio de

P P ′, então M ∈ r. Como a reta a é preservada pela reflexão transladada, temos

que P ,P ′ ∈ a e, consequentemente, M ∈ a. Tome agora Q ∈ a de modo que P –P ′–Q

e defina Q′ = τA,Bσr(Q). Assim, Q′ ∈ a e se denotarmos M ′ o ponto médio de QQ′,

então M ′ ∈ a e M ′ ∈ r. Como P e Q são pontos distintos e
−−−→
PM =

−−−−→
QM ′ , então M ,M ′,

de onde segue que r e a se interceptam em dois pontos diferentes, o que significa
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P

σr

τA,B P ′

r

s ta b

Q

Figura 3.5: Construção da Proposição 3.36.

que r = a. Portanto, a única reta que é preservada pela reflexão transladada é o seu

próprio eixo. □

Proposição 3.38 Para toda reflexão transladada σ−−→
AB ,r

temos que

σ−−→
AB ,r

= τA,B ◦ σr = σr ◦ τA,B.

Demonstração: Seja P ∈Π um ponto arbitrário. Se P ∈ r, então a igualdade é trivial,

uma vez que r é fixada por σr e
−−→
AB é paralelo a r. Se P < r, definindo P ′ = σr(P )

temos que existe uma reta a tal que P ′ ∈ a e a ⊥ r. Da mesma maneira, se tomarmos

Q = τA,B(P ) e Q′ = σr(Q), então existe uma reta b tal que Q,Q′ ∈ b e b ⊥ r. Assim, a//b.

Também segue que d(P ,P ′) = d(Q,Q′) e
←→
PQ//

←−→
P ′Q′, logo □P P ′Q′Q é um retângulo

e, em particular, um paralelogramo. Assim, pelas Proposições 1.15 e 1.17, temos

τA,B = τP ,Q = τP ′ ,Q′ . Portanto,

σr(τA,B(P )) = σr(Q) = Q′

e

τA,B(σr(P )) = τA,B(P ′) = τP ′ ,Q′ (P
′) = Q′.

Logo, como P é arbitrário, temos τA,B ◦ σr = σr ◦ τA,B. □
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Proposição 3.39 Uma reflexão transladada é uma composição entre uma reflexão por
reta e uma reflexão por ponto em qualquer ordem. Reciprocamente, uma composição
entre uma reflexão por reta e uma reflexão por ponto fora dela em qualquer ordem é uma
reflexão transladada.

Demonstração: (⇒) Seja γ = σtσsσr uma reflexão transladada. Pela Proposição 3.34,

temos que s, t ⊥ r. Sejam {S} = s∩ r e {T } = t∩ r. Assim, pela Proposição 3.25, temos

que σS = σsσr = σrσs e σT = σtσr . Segue que

γ = σtσsσr = σtσS = σtσrσs = σT σs

(⇐) Sejam r uma reta e P < r. Tome s ⊥ r passando por P e t ⊥ s passando por P,

de maneira que r, t ⊥ s. Segue que, pelas Proposições 3.33 e 3.38, σP σr = σsσtσr e

σrσP = σrσsσt = σrσtσs são reflexões transladadas de eixo s. □

Proposição 3.40 Uma translação que preserva uma reta r comuta com uma reflexão
transladada que tem a reta r como eixo. Além disso, as reflexões transladadas não são
involuções.

Demonstração: Seja γ = σtσsσr uma reflexão transladada cujo eixo é a reta r, ou seja,

s, t ⊥ r. Suponha τ uma translação qualquer que preserva a reta r. Pelas Proposições

3.19 e 3.33, uma translação que preserva r comuta com σr e, pela Proposição 2.9, as

translações formam um grupo abeliano, logo

γτ = σtσsσrτ = σtσsτσr = τσtσsσr = τγ .

Para a segunda parte, defina {S} = s ∩ r, {T } = t ∩ r e T ′ = τS,T (T ) e assim, pela

Proposição 3.18, σtσs = τS,T ′ . Como S,T ′ ∈ r, temos que τS,T ′ preserva r. Logo, basta

notar que

γ2 = (σtσsσr)
2 = σtσsσrσtσsσr = τS,T ′σrτS,T ′σr = σrσrτ

2
S,T ′ = τ2

S,T ′ , id.

□

Proposição 3.41 Sejam γ uma reflexão transladada de eixo r e α uma isometria. Então
αγα−1 é uma reflexão transladada de eixo α(r).

Demonstração: Seja γ = σtσsσr uma reflexão transladada cujo eixo é a reta r. Assim,
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pela Proposição 3.29,

αγα−1 = ασtσsσrα
−1 = ασtα

−1ασsα
−1ασrα

−1 = σα(t)σα(s)σα(r).

Como α é uma isometria e s, t ⊥ r, então α(s),α(t) ⊥ α(r) e α(s) , α(t). Logo, αγα−1

é uma reflexão transladada de eixo α(r). □

3.3 Paridade

Definição 3.42 (Isometria par e ímpar) Uma isometria que pode ser escrita como um
produto de uma quantidade par de reflexões por retas é chamada isometria par. Uma
isometria que pode ser escrita como um produto de uma quantidade ímpar de reflexões
por retas é chamada isometria ímpar.

Proposição 3.43 Sejam P ∈Π um ponto e r e s retas. Então existem retas a e b tais que
P ∈ a e σsσr = σbσa.

Demonstração: Se r // s, então a reta a será a reta paralela a r passando por P e σsσr
é uma translação, e a Proposição 3.20 garante a existência da reta b como desejado.

Se r e s são concorrentes em Q, então a =
←→
PQ. Então σsσr é uma rotação com centro

em Q e, pela Proposição 3.24, temos a existência de b conforme o enunciado. □

Corolário 3.44 Se as retas r,s e a são concorrentes em Q, então existe uma reta b tal que
σsσrσa = σb.

Demonstração: Da demonstração da proposição anterior, temos que σsσr = σbσa⇒
σsσrσa = σb. □

Proposição 3.45 Um produto de quatro reflexões por retas pode ser escrito como um
produto de duas reflexões por retas.

Demonstração: Sejam p,q,r e s retas, P ∈ p e tome o produto σsσrσqσp. Pela Propo-

sição 3.43, existem q′ e r ′ tais que σrσq = σr ′σq′ e P ∈ q′. Também existem retas r ′′ e

a tais que σsσr ′ = σaσr ′′ e P ∈ r ′′. Logo, por construção, p,q′ e r ′′ são concorrentes em

P , de modo que, pelo Corolário 3.44, existe uma reta b tal que σr ′′σq′σp = σb. Segue

que

σsσrσqσp = σsσr ′σq′σp = σaσr ′′σq′σp = σaσb,

como desejado. □
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Proposição 3.46 Uma isometria par é um produto de duas reflexões por retas. Uma iso-
metria ímpar é uma reflexão por reta ou um produto de três reflexões por retas. Ademais,
nenhuma isometria é par e ímpar ao mesmo tempo.

Demonstração: Sejam σi reflexões por reta para todo i = 1,2, · · · ,n e γ = σ1σ2 · · ·σn,

uma isometria. Usando a Proposição 3.45, podemos escrever γ = σ1σ2 · · ·σn−4σ
′
1σ
′
2,

onde σ ′1σ
′
2 = σn−3σn−2σn−1σn. Como a cada iteração desse processo subtraímos em 2

o número total de reflexões no produto, se n for par, ou seja, se γ for uma isome-

tria par, então chegamos num produto de 2 reflexões por retas. Caso γ seja uma

isometria ímpar, então chegamos num produto de 3 reflexões por reta e, caso duas

reflexões consecutivas forem idênticas, obtemos apenas uma reflexão por reta.

Por fim, vamos mostrar que nenhuma isometria é par e ímpar simultaneamente.

Suponha, por absurdo, que existam retas p,q,r,s e t tais que σrσqσp = σsσt. Logo,

σsσrσqσp = σt de modo que, pela Proposição 3.45, segue que existem retas u e v tais

que

σvσu = σsσrσqσp = σt.

Mas, pelas Proposições 3.19 e 3.23, σvσu é uma translação ou uma rotação, que fixa

nenhum ou um único ponto, respectivamente, enquanto σt fixa os pontos da reta t,

um absurdo. Portanto, nenhuma isometria é par e ímpar ao mesmo tempo. □

3.4 Classificação das Isometrias

Não à toa viemos focando o estudo das isometrias apenas nestes quatro tipos de apli-

cações: qualquer isometria pode ser rotulada em algum deles, sendo este o principal

resultado desta seção.

Proposição 3.47 Sejam α : Π→ Π uma isometria diferente da identidade e P ∈ Π um
ponto tal que α(P ) , P . Se P ,Q = α(P ) e R = α(Q) são distintos e não colineares, então α

é uma rotação ou uma reflexão transladada.

Demonstração: Sejam os pontos P ,Q e R como dados no enunciado e defina α(R) =

S. Temos que △PQR � △QRS pelo caso LLL de congruência de triângulos, pois

• d(P ,Q) = d(α(P ),α(Q)) = d(Q,R);

• d(Q,R) = d(α(Q),α(R)) = d(R,S);

• d(R,P ) = d(α(R),α(P )) = d(S,Q).
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Como P Q̂R � QR̂S, então há duas posições possíveis para S: P e S pertencem ao

mesmo semiplano definido pela reta
←→
QR ou pertencem a semiplanos distintos.

Suponha que P e S pertençam ao mesmo semiplano. Seja s a mediatriz de P R e

note que

• σs(P ) = R;

• σs(Q) = Q;

• σs(R) = P .

Tome t a mediatriz de QR, de modo que

• σt(P ) = S;

• σt(Q) = R;

• σt(R) = Q.

Assim, segue que

• σtσs(P ) = σt(R) = Q = α(P );

• σtσs(Q) = σt(Q) = R = α(Q);

• σtσs(R) = σt(P ) = S = α(R).

Logo, pelo Teorema 3.2, temos que α = σtσs. Note ainda que s e t são concorrentes,

uma vez que P ,Q e R são não colineares. Pela Proposição 3.23, concluímos que σtσs
é uma rotação.

Suponha, agora, que P e S pertençam a semiplanos opostos. Tome a reta r como

sendo a mediatriz de PQ. Seja s como no caso anterior e tome u =
←→
PQ. Observe

que r ⊥ u, de maneira que, pela Proposição 3.22, temos σrσu = σM , onde M é o

ponto médio de PQ. Note que σM(P ) = Q e σM(Q) = P . Defina σM(R) = R′. Vamos

mostrar que σs(S) = R′. Para isso, suponha que σs(S) = S ′. Temos que △PQR �

△QPR′ aplicando σM a cada um dos vértices, e △QSR � △QS ′P aplicando σs e, por

fim, △QSR � △P RQ pelo caso LLL de congruência de triângulos. Logo, temos que

△QS ′P � △QR′P e como R′ e S ′ pertencem ao mesmo semiplano definido por u,

então R′ = S ′. Portanto, σM(R) = R′.

Juntando essas informações, segue que

• σsσM(P ) = σs(Q) = Q = α(P );
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• σsσM(Q) = σs(P ) = R = α(Q);

• σsσM(R) = σs(R′) = S = α(R).

Assim, pela Proposição 3.39, α = σsσM é uma reflexão transladada. □

Proposição 3.48 Sejam α : Π→ Π uma isometria diferente da identidade e P ∈ Π um
ponto tal que α(P ) , P . Se P ,Q = α(P ) e R = α(Q) são distintos e colineares, então α é
uma translação ou uma reflexão transladada.

Demonstração: Primeiramente, note que P –Q–R e Q é ponto médio de P R, uma

vez que d(P ,Q) = d(α(P ),α(Q)) = d(Q,R) e P , R. Além disso, temos que α(r) = r

pois α(r) é uma reta que contém α(P ) = Q e α(Q) = R. Considere o vetor
−−→
PQ e a

restrição da translação pelo vetor
−−→
PQ à reta r, denotada por τP ,Q ↾r . Assim, temos

que τP ,Q ↾r (P ) = Q = α(P ) e τP ,Q ↾r (Q) = R = α(Q). Tomando φ = (τP ,Q ↾r)−1α ↾r ,

temos

φ(P ) = (τP ,Q ↾r)
−1α(P ) = (τP ,Q ↾r)

−1(τP ,Q ↾r)(P ) = P

e

φ(Q) = (τP ,Q ↾r)
−1α(Q) = (τP ,Q ↾r)

−1(τP ,Q ↾r)(Q) = Q.

Afirmamos então que φ = idr pois, do contrário, existiria A ∈ r tal que φ(A) , A, de

modo que

d(P ,A) = d(φ(P ),φ(A)) = d(P ,φ(A)),

ou seja, P é ponto médio de Aφ(A). De modo análogo, teríamos que Q é ponto médio

de Aφ(A), de onde segue que P = Q, um absurdo. Logo, idr = φ = (τP ,Q ↾r)−1α ↾r o

que implica que α ↾r= τP ,Q ↾r .

Seja, agora, S < r. Então o triângulo △PQS é congruente ao triângulo formado

pelos vértices α(P ) = Q,α(Q) = R e α(S) = S ′. Há duas posições possíveis para S ′: S e

S ′ pertencem ao mesmo semiplano definido pela reta r ou pertencem a semiplanos

distintos.

Suponha que S e S ′ pertençam ao mesmo semiplano. Então □PQS ′S é um parale-

logramo pois d(P ,S) = d(α(P ),α(s)) = d(Q,S ′) e P S //QS ′, dado que os ângulos SP̂Q

e S ′Q̂R são congruentes. Note que τP ,Q é tal que

• τP ,Q(P ) = Q = α(P );

• τP ,Q(Q) = R = α(Q);

• τP ,Q(S) = S ′ = α(S).
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Portanto, pelo Teorema 3.2, α = τP ,Q é uma translação.

Suponha, agora, que S e S ′ não pertençam ao mesmo semiplano. Assim, temos que

△PQS é congruente ao triângulo de vértices σr(P ) = P ,σr(Q) = Q e σr(S) = S ′′. Segue

então, de maneira semelhante ao caso anterior, que S ′ = τP ,Q(S ′′). Assim sendo,

• τP ,Qσr(P ) = Q = α(P );

• τP ,Qσr(Q) = R = α(Q);

• τP ,Qσr(S) = S ′ = α(S).

Portanto, pelo Teorema 3.2, α = τP ,Qσr é uma reflexão transladada. □

Proposição 3.49 Sejam α : Π→ Π uma isometria diferente da identidade e P ∈ Π um
ponto tal que α(P ) , P . Se Q = α(P ) e P = α(Q), então α é uma reflexão por reta ou uma
rotação.

Demonstração: Temos que α(PQ) = α(P )α(Q) = PQ. Seja M o ponto médio do seg-

mento PQ, ou seja, temos que P –M–Q. Pela Proposição 1.7, segue que α(P )–α(M)–α(Q).

Além disso,

d(α(P ),α(M)) = d(P ,M) = d(Q,M) = d(α(Q),α(M)),

de modo que α(M) = M. Note que se tomarmos M ′ na mediatriz r de PQ mas que

não pertença ao segmento, temos que d(P ,M ′) = d(Q,M ′). Então,

d(P ,α(M ′)) = d(α(Q),α(M ′)) = d(Q,M ′) = d(P ,M ′) = d(α(P ),α(M ′)) = d(Q,α(M ′)).

Dessa forma, α preserva r, ou seja, α(r) = r. Seja N ∈ r, M , N e observe que

d(M,N ) = d(α(M),α(N )) = d(M,α(N )). Note que P ,Q e N não são colineares. Temos

então dois casos a considerar: se α(N ) = N ou se α(N ) = σM(N ).

Suponha α(N ) = N . Como

• σr(P ) = Q = α(P );

• σr(Q) = P = α(Q);

• σr(N ) = N = α(N ),

então pelo Teorema 3.2, segue que α = σr é uma reflexão por reta.

Suponha, agora, que α(N ) = σM(N ). Observe que

• α(N ) = σM(N );
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• σM(P ) = Q = α(P );

• σM(Q) = P = α(Q).

Logo, pelo Teorema 3.2, temos que α = σM = ρM,π é uma rotação. □

Teorema 3.50 Dada uma isometria α : Π→ Π é possível classificá-la em quatro tipos
além da identidade: translação, reflexão, rotação e reflexão transladada.

Demonstração: Suponha α , id. Então existe um ponto P ∈ Π tal que α(P ) , P .

Tome Q = α(P ) e R = α(Q).

Se P ,Q e R são distintos e não colineares, pela Proposição 3.47 temos que α é uma

rotação ou uma reflexão transladada.

Se P ,Q e R são distintos e colineares, pela Proposição 3.48 temos que α é uma

translação ou uma reflexão transladada.

Se R = α(Q) = P , pela Proposição 3.49 temos que α é uma reflexão por reta ou uma

rotação.

Portanto, com exceção da identidade, existem apenas quatro tipos de isometrias:

translações, reflexões, rotações e reflexões transladadas. □

Como consequência dessa classificação e o conteúdo da sessão anterior, podemos

afirmar que uma isometria par deve necessariamente ser uma translação ou uma

rotação (e, particularmente, uma reflexão por ponto) e uma isometria ímpar deve

necessariamente ser uma reflexão por reta ou uma reflexão transladada.
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Neste último capítulo, chegaremos ao objetivo final de classificar as simetrias do

plano, mas antes disso é necessário definirmos os Grupos de Papel de Parede e mos-

trar o Teorema da Restrição Cristalográfica, que facilitará as análises durante a clas-

sificação. A principal referência utilizada foi [5].

Para simplificar o texto, as reflexões por retas serão mencionadas apenas como

reflexões, visto que as reflexões por ponto podem ser encaradas como casos particu-

lares de rotações.

4.1 Restrição Cristalográfica

Definição 4.1 (Grupo de papel de parede) Um grupo de isometriasW cujas trans-
lações são exatamente as pertencentes a ⟨τ1,τ2⟩, onde τ1 = τA,B e τ2 = τA,C , sendo A,B e
C pontos não colineares, é chamado grupo de papel de parede.

Definição 4.2 (Reticulado de translação) Dado um ponto P , chamamos de reticulado
de translações determinado pelo ponto P o conjunto de todas as imagens de P em relação
às translações emW.

Observação 4.3 Toda translação emW é da forma τ
j
2τ

i
1, com i, j ∈ Z, de modo que

todos os pontos Aij B τ
j
2τ

i
1(A), sendo A ∈ Π um ponto fixo, formam um reticulado de

translação.

Definição 4.4 (Célula Unitária) Uma célula unitária deW em relação ao ponto A

é a região delimitada pelo paralelogramo de vértices Aij , Ai+1,j , Ai,j+1 e Ai+1,j+1. Se o
paralelogramo for um retângulo, chamamos de célula unitária retangular; se for um
losango, chamamos de célula unitária losangular.

Definição 4.5 Dado τA,B, dizemos que AB é o comprimento da translação. Além
disso, a translação τA,B é mais curta do que a translação τC,D se AB < CD.
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A−1,2 A0,2 A1,2 A2,2

A−1,1 A0,1 A1,1 A2,1

A−1,0 A0,0 A1,0 A2,0

A−1,−1 A0,−1 A1,−1 A2,−1

A−1,−2 A0,−2 A1,−2 A2,−2

Figura 4.1: Reticulado de translação.

Proposição 4.6 Seja r uma reta. Se σr pertence aW , então r é paralela à diagonal de
uma célula unitária losangular ou contém um lado de uma célula unitária retangular.

Demonstração: Seja A ∈ r um ponto. Defina τA,P a menor translação possível emW

diferente da identidade. Temos então três casos:

1.
←→
AP , r e

←→
AP não é perpendicular a r.

Seja Q = σr(P ). Pela Proposição 3.30 temos que σrτA,P σr = τσr (A),σr (P ) = τA,Q. Logo,

τA,Q ∈W.

Agora, como Q = σr(P ), segue que AP = AQ e, além disso, A,P e Q são não coline-

ares pois
←→
AP não é perpendicular a r. Dessa forma, ⟨τA,P ,τA,Q⟩ é o grupo de todas

as translações deW . Note ainda que a reta r contém a diagonal de uma célula

unitária losangular delimitada pelo losango de vértices P ,A,Q e τA,P τA,Q(A).

2.
←→
AP = r.

Sejam s a reta perpendicular a
←→
AP em A, m a mediatriz de AP e n = σs(m). Tome

τA,R a menor translação emW tal que τA,R < ⟨τA,P ⟩. Então o ponto R pertence

a m,n ou está entre m e n, do contrário, τ±1
A,P τA,R seria uma translação mais curta

do que τA,R emW . Como τ−1
A,R também pertence àW , tomando a composição

com σr quando necessário, podemos supor, sem perda de generalidade, que R

pertence a m,n ou está entre m e s. Seja S = σr(R).

Consideremos, então, o caso em que R está entre as retas m e s. Como
←→
AP = r,

temos que τA,SτA,R seria uma translação mais curta que τA,P emW . Segue que

R ∈m, R ∈ n ou R ∈ s.
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A

P

Q

r

Figura 4.2: Construção do caso 1.

Suponha R ∈m. Assim, temos que □ASPR é um losango e, pela Proposição 1.17,

segue que τA,S = τR,P e τA,R = τS,P . Dessa forma, pelo Teorema 1.16, temos que

τA,SτA,R = τR,P τA,R = τA,P .

Portanto, ⟨τA,R,τA,S⟩ = ⟨τA,R,τA,P ⟩. Perceba que r contém a diagonal da célula

unitária losangular □ASPR.

n m

s

R R1

A
P P1

S S1

r

Figura 4.3: Construção do caso 2 onde R ∈m.

No caso em que R ∈ n, basta tomar R′ = τA,P (R) no lugar de R no caso anterior

para obter o resultado.
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Suponha, agora, R ∈ s. Então ⟨τA,P ,τA,R⟩ é o grupo de translações emW e r

contém um lado de uma célula unitária retangular, pois s é perpendicular a
←→
AP

em ambos os casos.

3.
←→
AP ⊥ r.

Seguindo a construção feita no item anterior até a parte onde definimos S = σr(R),

continuamos com a hipótese de que R pertence às retas m,n ou está entre m e s.

Caso R esteja entre m e s, então, como
←→
AP ⊥ r, ou seja, como r = s, teríamos que

τS,AτA,R seria uma translação mais curta que τA,P . Segue que R ∈ m, R ∈ n ou

R ∈ s.

Suponha R ∈ m. Assim como no item anterior, τS,AτA,R = τA,P , basta seguir de

modo análogo. Tomando S1 = τA,R(S) segue que r contém a diagonal da célula

unitária losangular □ASS1R.

Se R ∈ n, novamente, basta tomar R′ = τA,P (R) no lugar de R no caso anterior para

obter o resultado.

Suponha, agora, R ∈ s. Então, do mesmo modo, ⟨τA,P ,τA,R⟩ é o grupo de trans-

lações emW e r contém um lado de uma célula unitária retangular, pois s é

perpendicular a
←→
AP .

□

Proposição 4.7 SeW não possui reflexões mas contém uma reflexão transladada, en-
tãoW possui apenas células unitárias retangulares ou losangulares.

Demonstração: Suponha queW não possui reflexões mas contém uma reflexão

transladada α cujo eixo é l. Seja τ a menor translação emW que preserva a reta

l. Como α2 é uma translação que preserva a reta l, então podemos escrever α2 =

τn para algum inteiro n > 0. Caso n seja par, então é da forma 2k, para algum k

inteiro. Pela Proposição 3.40, α e τ comutam, de modo que (ατ−k)2 = id. Então

ατ−k é uma isometria involutiva ímpar que, pela Proposição 3.26, deve ser σl pois l

é preservada, uma contradição pois por hipótese,W não possui reflexões. Logo, n

é ímpar e então podemos escrever n = 2k + 1, com k um inteiro, e α2 = τ2k+1. Segue

que (τ−kα)2 = τ . Assim, definindo γ = τ−kα, temos que γ é uma isometria ímpar

cujo quadrado é τ . Logo, γ é uma reflexão transladada que preserva l. Note que

γ2 é uma das menores translações que preserva l. Tome um ponto A em l e a a

reta perpendicular a l em A. Sejam m = γ(a), p = γ2(a) e P = γ2(A). Temos então

τA,P uma das translações mais curtas no subgrupo ⟨γ⟩. Tome, agora, τA,B uma das
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menores translações emW que não pertencem a ⟨γ2⟩. Além disso, como τ±1
A,P τA,B

não pode ser mais curta do que τA,B podemos supor que B pertence a a ou está entre

a e p. Caso B ∈ a, entãoW possui célula unitária retangular e l é paralela a um dos

lados de tal retângulo. Caso B esteja entre a e p, defina C = σl(B). Pela Proposição

3.30, segue que γτA,Bγ
−1 = τγ(A),γ(B). Note que A′ = γ(A) pertence à intersecção de

l e m e tomando B′ = γ(B), temos que □ACB′A′ é um paralelogramo. Assim, pela

Proposição 1.17, temos que τA,C = τγ(A),γ(B) e, portanto, τA,C ∈W . Desse modo,

segue que τA,BτA,C ∈W . Note que B ∈m pois, do contrário, caso B esteja entre a e m,

então τA,BτA,C seria uma translação mais curta do que τA,P ; caso B esteja entre m e p,

então τ−1
A,P τA,BτA,C seria uma translação mais curta que τA,P . Deste modo, □ACPB é

uma célula unitária losangular cuja diagonal é a reta l. □

Proposição 4.8 Se uma reflexão transladada emW preserva o reticulado de translação
deW , entãoW contém uma reflexão.

Demonstração: Suponha γ uma reflexão transladada que toma o ponto A e leva em

P no reticulado de translação determinado por A. Então, como γτP ,A é uma iso-

metria ímpar que fixa o ponto A, segue que γτP ,A é uma reflexão, uma vez que as

reflexões transladadas não fixam nenhum ponto. Portanto,W contém uma refle-

xão. □

Definição 4.9 Uma reta r é uma reta de simetria para um conjunto de pontos S se σr
preserva S.

Definição 4.10 Um ponto P é chamado n-centro de um grupo de isometriasG se as
rotações emG com centro em P formam um grupo cíclico finito Cn, com n > 1. Um
centro de simetria é um n-centro para algum n.

Observação 4.11 O grupo cíclico finito Cn da definição anterior possui o elemento ρP , 2π
n

como um gerador.

Observação 4.12 Se um ponto P é um n-centro de um grupo de simetrias de determinado
conjunto de pontos, então P também é dito um n-centro para tal conjunto.

Proposição 4.13 Se P é um n-centro de um grupo de isometriasG que contém uma
isometria que leva o ponto P em Q, então Q é também um n-centro deG . Analogamente,
se r é uma reta de simetria para um conjunto de pontos e o grupo de isometrias de tal
conjunto possui uma isometria que leva r em s, então s é também uma reta de simetria
para o conjunto.

51



4 Grupos de Papel de Parede

Demonstração: Seja α ∈G tal que α(P ) = Q. Pela Proposição 3.30, segue que

αρP ,θα
−1 = ρα(P ),±θ = ρQ,±θ.

Para a segunda parte, note que, se σr ,β ∈G e β é tal que β(r) = s, então, pela

Proposição 3.29,

βσrβ
−1 = σβ(r) = σs.

Logo, s é uma reta de simetria. □

Proposição 4.14 Sejam os pontos A,P ∈Π distintos e n > 1 inteiro. Se ρA, 2π
n

,ρP , 2π
n
∈W,

então 2AP é maior ou igual ao comprimento da menor translação diferente da identidade
em W.

Demonstração: Sejam ρP , 2π
n

,ρA, 2π
n
∈W rotações com A , P e n > 1. Então W

contém o produto ρP , 2π
n
ρA,−2π

n
que, pelo Teorema 3.31, é uma translação diferente

da identidade. Podemos escrever então ρP , 2π
n
ρA,−2π

n
= τ

j
2τ

i
1 com i, j ∈ Z. Segue que

ρP , 2π
n

= τ
j
2τ

i
1ρA, 2π

n
e assim,

ρP , 2π
n

(A) = τ
j
2τ

i
1ρA, 2π

n
(A) = Aij .

Assim, temos que se n = 2, ou seja, é uma rotação por π, então P é o ponto médio

do segmento AAij . Se n > 2, então △APAij é um triângulo isósceles. Em ambos os

casos, usando a Desigualdade Triangular, segue que

2AP = AP + PAij ≥ AAij > 0.

Portanto, a mais curta translação diferente da identidade em W possui compri-

mento de no mínimo 2AP . □

Teorema 4.15 (Restrição Cristalográfica) Se P é um n-centro de um grupo de papel
de paredeW, então n = 2,3,4 ou 6.

Demonstração: Dado P um n-centro deW, pela Proposição 4.13, podemos tomar

um n-centro Q , P à menor distância possível de P . Defina R = ρQ, 2π
n

(P ). Então

PQ = QR, de modo que R também é um n-centro. Da mesma forma, se S = ρR, 2π
n

(Q),

então S é um n-centro e RQ = QS.

Caso S = P , então o triângulo △PQR é equilátero pois PQ = QR e RQ = RS = RP .

Assim, seus ângulos internos medem 2π
6 , ou seja, n = 6.
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Caso S , P , então SP ≥ PQ = QR pela escolha do ponto Q. Dessa forma, devemos

ter n < 6 pois do contrário SP < PQ. Se n = 5 então □PQRS é um trapézio e SP < QR,

contradição. Se n = 4, então □PQRS é um quadrado, de modo que SP = PQ. Se n = 3

então o segmento SP é uma das diagonais maiores de um hexágono regular, ou seja,

SP = 2PQ > PQ. Se n = 2 então

SP = PQ+QR+RS > PQ.

Portanto, os únicos valores que n admite são 2,3,4 e 6.

□

S P

QR

S P

QR

S P

QR

P = S

QRS P

QR

n = 3

n = 4

n = 5

n = 6

n > 6

Figura 4.4: Intuição geométrica para os valores de n na Restrição Cristalográfica.

Corolário 4.16 Se um grupo de papel de paredeW possui um 4-centro, entãoW não
pode ter 3-centros nem 6-centros.

Demonstração: Pela Restrição Cristalográfica, as rotações ρP , 2π
4

, ρQ, 2π
3

e ρQ, 2π
6

não

podem estar no mesmo grupo, pois a composição ρP , 2π
4
ρQ,−2π

3
resulta numa rotação

de ângulo −2π
12 e a composição ρP , 2π

4
ρQ,−2π

6
resulta numa rotação de ângulo 2π

12 . □

Dado o conteúdo do teorema e corolário anterior, podemos ver que a Restrição

Cristalográfica reduz significativamente os casos a serem considerados para a clas-

sificação, uma vez que não precisamos considerar n-centros maiores do que 6 e que

4-centros não se misturam com 3-centros nem com 6-centros.
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4.2 Grupos de Papel de Parede

Para o restante deste trabalho, assumiremos queW é um grupo de papel de pa-

rede, não sendo necessário destacar essa informação nos resultados.

Definição 4.17 Dizemos que um centro de simetria G é determinado por um conjunto
S de centros de simetrias quando:

• É da forma α(A), com A ∈ S e α ∈W;

• Pode ser definido como o centro de rotação numa composição de rotações cujos cen-
tros pertencem a S;

• É uma combinação finita dos itens anteriores.

Teorema 4.18 Seja A um 6-centro deW . Então o n-centro mais próximo de A é um
2-centro M e A é o centro de um hexágono regular cujos vértices são 3-centros e cujas
arestas possuem 2-centros como ponto médio. Todos os centros de simetria deW são
determinados por A e M.

Demonstração: Pelo Corolário 4.16, temos queW não possui 4-centros. Seja M o

n-centro mais próximo de A. Caso M seja um 3-centro ou um 6-centro, pelo Teorema

3.31, existiria um n-centro F tal que ρM, 2π
3
ρA,π3

= ρF,π ou ρ2
M,π3

ρA,π3
= ρF,π e, além

disso, a reflexão pelo ponto F leva M em ρ−1
A,π3

(M) e vice-versa. Dessa forma, F seria

o ponto médio entre os pontos M e ρ−1
A,π3

(M), o que o tornaria um 2-centro mais

próximo de A do que M, uma contradição. Logo, M é necessariamente um 2-centro.

Seja, agora, G o ponto tal que ρM,πρ
−1
A,π3

= ρG, 2π
3

. Então G é um 3-centro ou um

6-centro. Note que, se G for um 6-centro, então a composição ρG,π3
ρA,π3

= ρJ , 2π
3

seria

tal que J estaria no segmento AM, logo, seria um 3-centro ou 6-centro mais próximo

de A do que M. De fato, seja a′ =
←−→
AM. Escrevendo a rotação ρA,π3

como produto

de duas retas, segundo a Proposição 3.24, podemos escolher a reta a′ e a outra reta

a pode ser obtida tomando a = ρA,−π
6
(a′), ou seja, temos que ρA,π3

= σa′σa. Para a

rotação ρG, 2π
3

, escolhendo a reta m =
←−→
GM, encontramos a reta a′′ = ρG,−π

3
(m), ou seja,

ρG, 2π
3

= σmσa′′ . Com isso, podemos escrever ρG,π3
= σmσm′ , onde m′ é a bissetriz do

menor ângulo (em módulo) formado pelas retas a′′ e m. Agora, note que

ρG,π3
= ρ−1

G,π3
ρG, 2π

3
= σm′σmσmσa′′ = σm′σa′′ .

Observe que, para a rotação ρM,π, escolhendo a reta a′, obtemos uma reta n que é

perpendicular a a′ em M, uma vez que a rotação se dá por um ângulo π. Como
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A

M

P

P ′

π
3

G

2π
3

J
2π
3

Figura 4.5: Rotações ρG, 2π
3

e ρJ , 2π
3

no caso em que G é um 6-centro.

ρM,πρ
−1
A,π3

= ρG, 2π
3

, segue que

σmσa′′ = ρG, 2π
3

= ρM,πρ
−1
A,π3

= σnσa′σaσa′ .

Pelo Corolário 3.44, podemos escrever σa′σaσa′ = σb, para alguma reta b. Assim,

σmσa′′ = σnσb é uma rotação com centro em G, ou seja, as retas m,n,a′′ e b devem

conter G. Portanto, m = n, m é perpendicular a a′ em M e b = a′′. Além disso, pela

Proposição 3.29, segue σa′′ = σa′σaσa′ = σσa′ (a), de modo que A ∈ a′′. Note que, como

σa′σaσa′ = σa′′ , temos que σa′′σa′σa = σa′ . Então,

ρJ , 2π
3

= ρG,π3
ρA,π3

= σm′σa′′σa′σa = σm′σa′ .

Portanto, J ∈ AM pois a reta m′, sendo bissetriz do ângulo oposto ao segmento

AM ⊂ a′, deve cruzar tal segmento.

Logo, G é um 3-centro. Segue que as imagens de G por potências de ρA,π3
são os

vértices do hexágono descrito no enunciado e, pela Proposição 4.13, cada um dos

vértices é um 3-centro. Da mesma maneira, as imagens de M por potências de ρA,π3
são 2-centros e são os pontos médios das arestas do hexágono.

Por último, temos que B = σM(A) e C = ρA,π3
(B) são 6-centros e N = ρA,π3

(M) é um

2-centro, de modo que os demais centros de simetria são encontrados compondo-se

com as rotações obtidas na demonstração.

□

55



4 Grupos de Papel de Parede

A

B

C

M

N

G

Figura 4.6: Disposição dos centros de simetria obtidos a partir dos pontos A e M.

Teorema 4.19 Seja A um 3-centro de um grupo de papel de paredeW que não possui
6-centros. Então todo centro de simetria é um 3-centro e A é o centro de um hexágono re-
gular cujos vértices são 3-centros. Todos os centros de simetria deW são determinados
por A e o 3-centro mais próximo.

Demonstração: Todo centro de simetria P ser um 3-centro segue do Corolário 4.16

e do fato de que a composição ρA,−2π
3
ρP ,π não pode estar emW, uma vez que resulta

numa rotação de π
3 e, por hipótese, W não possui 6-centros.

Tome G o 3-centro mais próximo de A e defina J um 3-centro tal que ρG, 2π
3
ρA, 2π

3
=

ρJ , 4π
3

. Pela Proposição 3.24, podemos escolher a reta a =
←→
AG e obter uma outra reta a′

para afirmar que ρA, 2π
3

= σa′σa. Pela Proposição 3.22, o menor ângulo entre as retas a

e a′ deve ser π
3 . Da mesma forma, podemos escrever ρG, 2π

3
= σa′′σa para alguma reta

a′′ que contém o ponto G e que forma um ângulo de π
3 com a reta a. Note que, como

as duas rotações são positivas, as retas a′ e a′′ são paralelas. Assim, pela Proposição

3.29, segue que

ρJ , 4π
3

= ρG,π3
ρA,π3

= σa′′ (σaσa′σa) = σa′′σσa(a′) = σa′′σb,

onde b é uma reta que passa pelo ponto A. Além disso, como a rotação é centrada

em J , as retas a′′ e b devem conter tal ponto. Agora, a reta b é imagem da reta a′

pela reflexão σa, de modo que o ângulo entre a e b na parte interna do triângulo
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△AGJ é π
3 . Como dito anteriormente, o ângulo entre a e a′′ também mede π

3 , de

onde concluímos que △AGJ é um triângulo equilátero, de modo que as imagens de

G e J por potências de ρA, 2π
3

são os vértices do hexágono descrito no enunciado.

A
G

J

ρA, 2π
3

ρG, 2π
3

ρJ , 4π
3

2π
3 2π

3

4π
3

Figura 4.7: Composição ρG, 2π
3
ρA, 2π

3
= ρJ , 4π

3
aplicada ao ponto G.

Por último, pela construção feita no parágrafo anterior, é imediato (pela escolha

de G) que os centros de simetria deW são obtidos por A e por G, finalizando a

demonstração. □

Teorema 4.20 Seja A um 4-centro deW . Então o centro de simetria mais próximo de
A é um 2-centro M e A é o centro de um quadrado cujos vértices são 4-centros e as
arestas possuem 2-centros como ponto médio. Todos os centros de simetria deW são
determinados por A e M.

Demonstração: Pelo Corolário 4.16, os centros de simetria deW são 2-centros ou

4-centros. Seja M o centro de simetria mais próximo de A. Se M é um 4-centro,

então existe um centro de simetria K definido ρM,π2
ρA,π2

= σK que está mais próximo

de A, pois, seguindo a construção feita no Teorema 3.31, △AKM é retângulo em K e

isósceles, de modo que o segmento AM é maior que AK , uma contradição. Logo, M

é um 2-centro.

O ponto E definido por ρM,πρA,−π2
= ρE,π2

é um 4-centro e as imagens de E pela ro-

tação ρA,π2
são os vértices do quadrado descrito no enunciado, enquanto as imagens

de M são os pontos médios.
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Por fim, seguindo a construção feita até aqui, é imediato (pela escolha de M) notar

que todos os centros de simetria são obtidos por A e por M. □

Com todos os resultados apresentados, podemos finalmente enunciar nosso obje-

tivo.

Teorema 4.21 Existem apenas 17 grupos de papel de parede.

Demonstração: Para esta demonstração, separaremos a classificação em tópicos de

acordo com os n-centros contidos em cada grupo que, segundo a Restrição Crista-

lográfica, podem admitir os valores 2,3,4 ou 6. Ao longo de cada item, definiremos

um grupo da categoria e encontraremos os demais adicionando isometrias. Note

que é irrelevante considerar adições de isometrias pares (rotações e translações),

pois todas as translações são provenientes do subgrupo ⟨τA,B,τA,C⟩, e as rotações

estão sendo consideradas nos n-centros de cada grupo. Dito isso, estenderemos os

grupos apenas adicionando isometrias ímpares (reflexões e reflexões transladadas).

• Grupos que contêm 6-centros.

Suponha que A seja um 6-centro emW . Pelo Teorema 4.18, se M é o n-centro

mais próximo de A, então M é um 2-centro. Tomando B = σM(A) e C = ρA,π3
(B),

temos que, pela Proposição 4.13, B e C são 6-centros. Pela Proposição 3.14 e

pelo fato de M ser ponto médio de AB e N ser ponto médio de AC, temos que

σMρ3
A,π3

= σMσA = τA,B

e

σNρ
3
A,π3

= σNσA = τA,C

são translações e, pelo Teorema 4.18, são as menores translações emW , ou

seja, geram o subgrupo de translações deW . Assim temos o primeiro grupo

de papel de parede da nossa classificação:

W 6 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA,π3
⟩,

com △ABC equilátero e M ponto médio de AB. Veja as Figuras 4.8 e 4.9.

Vamos estenderW 6 para um outro grupoW . Como o reticulado de transla-

ções determinado pelos 6-centros deve ser preservado pelas isometrias emW

e adicionaremos apenas reflexões e reflexões transladadas, pela Proposição 4.8,
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Figura 4.8: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 6.

A

B

C

D

G

M

N

Figura 4.9: Célula unitária em um grupoW 6.

tais extensões são obtidas adicionando-se reflexões em W 6 que fixam o re-

ticulado. Seja □ABDC uma célula unitária losangular e G como na demons-

tração do Teorema 4.18. Note que, ao adicionarmos a reflexão pela reta
←−→
MG,

todas as outras possíveis reflexões também são introduzidas ao grupo. De fato,
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temos que
←→
AG = ρB,−π3

(
←−→
MG) é uma reta de simetria, de acordo com a Proposi-

ção 4.13, e podemos escrever σ←→
AC

= ρA,π3
σ←→
AG

, bastando notar que os pontos

A,B e C satisfazem a hipótese do Teorema 3.2. Qualquer outra reflexão deve

ser como descrita na Proposição 4.6 e pode ser obtida através de composições.

Segue então o segundo grupo da classificação:

W 1
6 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA,π3

,σ←−→
MC
⟩.

Veja as Figuras 4.10 e 4.11.

Figura 4.10: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 1
6.

Com isso, concluímos que um grupo de papel de parede que contém um 6-

centro possui grupo de simetriaW 6 ou W 1
6.

• Grupos que contêm 3-centros e não possuem 6-centros.

Suponha que A seja um 3-centro emW . Pelo Teorema 4.19, todo centro de

simetria é um 3-centro. Tomando G e J como na demonstração de tal teorema,

então, como ρG, 2π
3
τA,G = ρQ, 2π

3
e ρJ ,− 2π

3
τA,J = ρQ,− 2π

3
, com Q o centro de massa

do triângulo △AGJ , segue que τA,G e τA,J não pertencem aW , do contrário,

Q seria um 3-centro mais próximo de A do que G. Agora, se τA,B é uma das

translações mais curtas emW , então B é um 3-centro que não é vértice do
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4 Grupos de Papel de Parede

A B

C D

G

M

N

Figura 4.11: Célula unitária em um grupoW 1
6.

hexágono descrito no Teorema 4.19. Defina, então, B e C de modo que

τA,B = ρG, 2π
3
ρA,−2π

3

e

τA,C = ρG,−2π
3
ρA, 2π

3

são as translações mais curtas não paralelas emW . Assim,

W 3 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA, 2π
3
⟩

é o nosso terceiro grupo de papel de parede da classificação. Veja as Figuras

4.12 e 4.13.

Vamos estenderW 3 para um outro grupoW adicionando uma reflexão

transladada. Pela Proposição 4.8, a reflexão transladada deve levar o 3-centro

A em um outro 3-centro que não pertence ao reticulado de translações de-

finido por A. Ao compor tal reflexão transladada com translações (e possi-

velmente rotações em torno de A), podemos assumir que existe emW uma

reflexão transladada que leva A em G ou J pois, caso contrário, se o ponto A

fosse levado a um ponto diferente de G ou J (dentro ou fora da célula unitária

□ABDC), compondo com as translações presentes no grupo, poderíamos en-
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4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.12: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 3 (desconsiderando as
flores ao fundo).

A B

C D

G

Figura 4.13: Célula unitária em um grupoW 3.

contrar um 3-centro em □ABDC cuja distância a outro 3-centro seria menor

do que a distância de A a G, uma contradição. Suponha γ a reflexão transla-

dada que leva A em G. Pela Proposição 3.39, podemos escrever γ = σtσT , com
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T ponto médio de AG e t uma reta que contém G. Note que σT preserva o con-

junto de todos os 3-centros, logo, σt também deve preservar, uma vez que γ

preserva o conjunto de 3-centros. Compondo σt com uma rotação em torno de

G, podemos assumir t = GJ ou t é a mediatriz de JB. Se t é a mediatriz de JB,

então
←→
AG é o eixo de γ e τB,Aγ

2 seria uma translação de tamanho AG, ou seja,

menor do que τA,B, uma contradição. Logo, t =
←→
GJ . Observe que, escolhendo a

reta t, a reta
←→
AG satisfaz a igualdade ρG,−2π

3
= σ←→

AG
σt, de onde segue que

ρG,−2π
3
γ = σ←→

AG
σtσtσT = σ←→

AG
σT = σ←→

T J
.

Note que, escolhendo a reta
←→
AG, a reta

←→
T J satisfaz σT = σ←→

AG
σ←→
T J

nesta ordem,

segundo as Proposições 3.23 e 3.24. Assim,

ρG,−2π
3
γ = σ←→

AG
σT = σ←→

T J
.

De forma análoga, se γ é tal que γ(A) = J , entãoW contém a reflexão pela

mediatriz de AJ .

Ou seja, ao adicionarmos uma reflexão transladada aW 3, então tal exten-

são contém uma reflexão por uma reta que, pela Proposição 4.6, deve conter

a diagonal de uma célula unitária losangular. Se quisermos estenderW 3

adicionando σl , então l é uma reta de simetria para o conjunto de todos os

3-centros e deve conter pelo menos um 3-centro. Suponha, sem perda de ge-

neralidade, que l passa por A. Dessa forma, esta extensão deve ser uma das

duas seguintes:

W 1
3 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA, 2π

3
,σ←→

AG
⟩

ou

W 2
3 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA, 2π

3
,σ←→

AB
⟩.

Veja as Figuras 4.14, 4.15, 4.16 e 4.17, respectivamente.

Perceba que cada um destes grupos contém a reflexão por apenas uma das dia-

gonais da célula unitária losangular, pois se adicionarmos a reflexão por ambas

as diagonais, introduziríamos 6-centros e 2-centros. Assim, qualquer grupo

de papel de parede que contém somente 3-centros deve ser W 3, W 1
3 ou

W 2
3.
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4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.14: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 1
3.

A B

C D

G

Figura 4.15: Célula unitária em um grupoW 1
3.

• Grupos que contêm 4-centros.

Suponha, agora, que A seja um 4-centro em um grupoW . Pelo Teorema 4.20,

o centro de simetria mais próximo de A é um 2-centro M. Seja E um 4-centro

como na demonstração de tal teorema. A translação τA,E não pertence aW ,
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4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.16: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 2
3 (desconsiderando as

estrelas ao fundo).

A

B

C

D
G

Figura 4.17: Célula unitária em um grupoW 2
3.

do contrário existiria um centro de simetria Z definido por τA,EσA = σZ que

estaria mais próximo de A do que M. Defina N = ρA,π2
(M). Se B e C são tais

que M é ponto médio de AB e N é ponto médio de AC então, pela Proposição
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3.14, segue que τA,B = σMσA e τA,C = σNσA. Assim, τA,B e τA,C são as menores

translações do grupo. Defina D = τA,CτA,B(A). Segue então o próximo grupo

da classificação:

W 4 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA,π2
⟩.

Veja as Figuras 4.18 e 4.19.

Figura 4.18: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 4 (desconsiderando os
círculos ao fundo).

Vamos estenderW 4 para um outro grupoW adicionando isometrias ím-

pares. Suponha que a reflexão σl seja adicionada. Então l deve ser uma reta

de simetria para o conjunto de todos os 4-centros deW . Assim, l contém pelo

menos um 4-centro ou l não contém nenhum 4-centro. Suponha, sem perda

de generalidade, que l =
←→
AE ou l =

←−→
MN . Então obtemos os seguintes grupos:

W 1
4 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA,π2

,σ←→
AE
⟩

e

W 2
4 = ⟨τA,B,τA,C ,ρA,π2

,σ←−→
MN
⟩.

Veja as Figuras 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23, respectivamente.

Note que, se σ←→
AE

e σ←−→
MN

fossem ambos adicionados aW 4, então a intersec-

ção entre
←→
AE e

←−→
MN seria um centro de simetria mais próximo de A do que M.
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A B

C D

E

M

N

Figura 4.19: Célula unitária em um grupoW 4.

Agora, se quiséssemos estender com isometrias ímpares mas sem reflexões, en-

tão, pela Proposição 4.8, podemos supor que existe uma reflexão transladada

γ que leva A em um 4-centro que não pertence ao reticulado de translações

determinado por A. Sem perda de generalidade, podemos supor que γ leva

A em E. Tomando T ponto médio de AE e t uma reta que passa por E mas

não por A, então, seguindo a demonstração da Proposição 3.39, temos que

γ = σtσT . Note que t =
←−→
ME, t =

←→
BE ou t =

←→
NE pois γ preserva o conjunto de

4-centros do grupo. No entanto, obtemos a reflexão por
←−→
MN ao compormos γ

com ρE,π2
, ρE,π ou ρE, 3π

2
, correspondendo respectivamente às retas citadas an-

teriormente. Portanto, como em qualquer extensão deW 4 existem reflexões

por retas, pela Proposição 4.6, essas reflexões devem conter a diagonal ou o

lado de uma célula unitária. Por conta disso, todas as extensões deW 4 por

isometrias ímpares devem serW 1
4 ouW 2

4.

• Grupos que contêm apenas 2-centros.

Seja, agora,W um grupo onde A e todos os outros centros de simetria são

2-centros. Tomando ⟨τA,B,τA,C⟩ o subgrupo de translações e, como σA ∈W,

usando a Proposição 3.14, defina M e N de modo que σM = τA,BσA e σN =

τA,CσA, ou seja, os pontos médios dos segmentos AB e AC, respectivamente.

Usando a Proposição 3.15, defina E tal que σE = σNσAσM . Segue que M,N e E
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Figura 4.20: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 1
4.

A B

C D

E

M

N

Figura 4.21: Célula unitária em um grupoW 1
4.

são 2-centros, assim como os demais centros de simetria e pontos médios entre

quaisquer pontos no reticulado de translações determinado por A. Obtemos
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Figura 4.22: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 2
4.

A

BC

D

E

MN

Figura 4.23: Célula unitária em um grupoW 2
4.

então o próximo grupo da classificação:

W 2 = ⟨τA,B,τA,C ,σA⟩.
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4 Grupos de Papel de Parede

Veja as Figuras 4.24 e 4.25.

Figura 4.24: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 2.

A B

C D

E

M

N

Figura 4.25: Célula unitária em um grupoW 2.

Vamos estenderW 2 para um outro grupoW adicionando isometrias ím-

pares. Suponha que σl seja adicionado. Neste caso, pela Proposição 4.6,W
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possui células unitárias retangulares ou losangulares. Vamos analisar primei-

ramente o caso em que o reticulado possui células unitárias losangulares.

Supondo que l é paralela à diagonal de uma célula unitária losangular não

retangular, então l contém pelo menos um 2-centro, uma vez que σl deve pre-

servar o conjunto de 2-centros deW . Sem perda de generalidade, podemos

supor que A ∈ l, de modo que l contém o segmento AE da diagonal da célula

unitária definida pelo reticulado de translações de W . Como o ponto mé-

dio das diagonais de tal célula é também um 2-centro, então necessariamente

temos que incluir a reflexão pela outra diagonal, uma vez que podemos escre-

ver uma rotação por um ângulo π como o produto de duas reflexões por retas

perpendiculares. Temos então mais um grupo:

W 1
2 = ⟨τA,B,τA,C ,σ←→

AE
,σ←→

BE
⟩.

Veja as Figuras 4.26 e 4.27.

Figura 4.26: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 1
2.

As extensões deW 2 só podem conter a reflexão pela reta que passa pela

diagonal de uma célula unitária quando esta é losangular, de acordo com a

Proposição 4.6. Além disso, não podem conter ambas as reflexões pela reta que

contém a diagonal e por uma reta paralela a um dos lados da célula unitária ao

mesmo tempo pois introduziria rotações por ângulos diferentes de múltiplos
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A

BC

D

E

MN

Figura 4.27: Célula unitária em um grupoW 1
2.

inteiros de π, o que estaria em desacordo com o fato de que todos os centros

de simetria são 2-centros.

Resta então verificar o caso em que a célula unitária é retangular e há no grupo

uma reflexão por uma reta paralela a um dos lados da célula. Como a célula

unitária quadrada é um caso particular da célula unitária retangular, vamos

tratar conjuntamente a seguir. Então, suponha que l seja paralela a um lado

da célula retangular. Temos dois casos: l contém um 2-centro ou l não contém

nenhum centro de simetria. No primeiro caso, podemos considerar sem perda

de generalidade que l contém o segmento
←−→
AM. Assim como anteriormente, ao

adicionarmos a reflexão por l, então também precisamos adicionar a reflexão

pela reta que contém o segmento
←→
AN pois os centros de simetria são 2-centros.

Definimos então

W 2
2 = ⟨τA,B,τA,C ,σ←−→

AM
,σ←→

AN
⟩.

Veja as Figuras 4.28 e 4.29.
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Figura 4.28: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 2
2.

A B

C D

E

M

N

Figura 4.29: Célula unitária em um grupoW 2
2.

No segundo caso, l não possui nenhum centro de simetria, de modo que pode-

mos considerar, sem perda de generalidade, que l seja paralela a
←→
AN . Assim,
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se p é mediatriz de AM, definimos

W 3
2 = ⟨τA,B,τA,C ,σA,σp⟩.

Veja as Figuras 4.30 e 4.31.

Figura 4.30: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 3
2.

Assim, pelo fato de que as reflexões devem preservar o conjunto de 2-centros,

temos que as únicas possibilidades de extensão por reflexões são as três anteri-

ores. Vamos, então, estender adicionando uma reflexão transladada γ emW 2

tendo a cautela de não introduzir uma reflexão ao grupo. Como γ2 ∈ ⟨τA,B,τA,C⟩,
temos que, se γ passar por um 2-centro, então γ preserva o reticulado de trans-

lações deW 2 e, pela Proposição 4.8, uma reflexão apareceria no grupo tam-

bém. Dessa forma, o eixo de γ está situado entre duas colunas adjacentes de

2-centros. Além disso, ao escolher γ com determinado eixo, podemos obter

as outras possibilidades de eixos através de composições, como será visto a se-

guir. Sejam p a mediatriz de AM e q a mediatriz de AN . Se γp é a reflexão

transladada de eixo p que leva M em C, então teríamos τC,Aγp = σp, ou seja,

introduziria uma reflexão no grupo. Suponha, então, que γ é uma reflexão

transladada tal que γ(M) = N e γ(A) = E. Note que, se as células unitárias

forem losangulares, então não é possível obter tal reflexão transladada, pois

o eixo seria paralelo ao segmento AE ou MN . Segue que as células unitárias
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A B

C D

E

M

N

p

Figura 4.31: Célula unitária em um grupoW 3
2.

devem ser retangulares e o eixo de γ é a reta p e γ2 = τA,C . Defina também ε a

reflexão transladada que leva ε(N ) = M e ε(A) = E e, de modo análogo, o eixo

de ε é a reta q e ε2 = τA,B. Assim, γσA = ε. Basta notar que

◦ γσA(A) = γ(A) = E = ε(A).

◦ Se N ′ = σA(N ), segue que

γ2σA(N ) = τA,CσA(N ) = τA,C(N ′) = N

e

γε(N ) = γ(M) = N .

Dessa forma,

γ2σA(N ) = γε(N )⇒ γσA(N ) = ε(N ).

◦ Se M ′ = τB,A(M), então

εγσA(M ′) = εγ(M) = ε(N ) = M

e

ε2(M ′) = τA,B(M ′) = M.
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Assim,

εγσA(M ′) = ε2(M ′)⇒ γσA(M ′) = ε(M ′).

Pelo Teorema 3.2, segue que γσA = ε. Deste modo, concluímos que as demais

reflexões transladadas que possuem outros eixos são obtidas através de com-

posições com γ . Assim, temos

W 4
2 = ⟨τA,B,τA,C ,σA,γ⟩

o próximo grupo da classificação. Veja as Figuras 4.32 e 4.33.

Todas as extensões deW 2 por isometrias ímpares devem serW 1
2 , W 2

2 ,

W 3
2 ouW 4

2.

Figura 4.32: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 4
2.

• Grupos que não possuem centros de simetria.

Por último, vamos verificar os grupos que não possuem centros de simetria.

Para esta parte, escolheremos o ponto A da seguinte maneira: se σl pertence

aW , tome o ponto A ∈ l; seW não contém uma reflexão, mas contém uma

reflexão transladada, tome A em seu eixo.

O primeiro grupo desta parte é o caso mais simples: quandoW contém ape-
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A B

C D

E

M

N

p

q

Figura 4.33: Célula unitária em um grupoW 4
2.

nas translações. Assim, definimos

W 1 = ⟨τA,B,τA,C⟩,

com A arbitrário e A,B e C não colineares. Veja as Figuras 4.34 e 4.35.

Para estenderW 1 para um outro grupoW vamos adicionar isometrias ím-

pares. Se σl pertence aW , com A ∈ l, então, pela Proposição 4.6,W possui

célula unitária losangular □ABDC considerando, sem perda de generalidade,

l =
←→
AD ou possui célula unitária retangular com l =

←→
AC. Note que, se □ABDC

é um quadrado, então σ←→
AD

e σ←→
AC

não podem estar no grupo conjuntamente,

poisW não possui centros de simetria. Temos então os seguintes grupos:

W 1
1 = ⟨τA,B,τA,C ,σ←→

AD
⟩,

e

W 2
1 = ⟨τA,B,τA,C ,σ←→

AC
⟩.

Veja as Figuras 4.36, 4.37, 4.38 e 4.39, respectivamente.
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Figura 4.34: Exemplo de bordado em ponto cruz cujo grupo de simetria éW 1.

A B

C D

Figura 4.35: Célula unitária em um grupoW 1.

Ao adicionarmos estas reflexões, também são adicionadas reflexões transla-

dadas aos grupos. De fato, paraW 1
1, tomando N o ponto médio de AC e

K o ponto médio de CD, defina γ a reflexão transladada de eixo
←−→
NK tal que

γ(N ) = K . Então γ2 = τA,D , γσ←→
AD

= τA,C e σ←→
AD

γ = τA,B, basta notar que, como
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←−→
NK é o eixo de γ e é paralelo à reta

←→
AD, então σ←−→

NK
σ←→
AD

é uma translação por

um vetor perpendicular a essas retas, cujo módulo é o dobro da distância entre

elas, segundo a Proposição 3.17. Definindo o ponto E como a intersecção das

diagonais de □ABDC, temos que

◦ σ←−→
NK

σ←→
AD

(E) = C = τE,C(E);

◦ σ←−→
NK

σ←→
AD

(B) = E = τE,C(B);

◦ σ←−→
NK

σ←→
AD

(M) = N = τE,C(M).

Pelo Teorema 3.2, segue que σ←−→
NK

σ←→
AD

= τE,C e, portanto,

σ←→
AD

σ←−→
NK

= (σ←−→
NK

σ←→
AD

)−1 = (τE,C)−1 = τC,E .

Logo,

γσ←→
AD

= τN ,Kσ←−→NK
σ←→
AD

= τN ,KτE,C = τA,C

e

σ←→
AD

γ = σ←→
AD

σ←−→
NK

τN ,K = τC,EτN ,K = τA,B.

Assim, temos que γ ∈W 1
1.

Agora, paraW 2
1, pelas Proposições 3.38 e 2.9, podemos rearranjar os termos

τA,Cσ←→AC = σ←→
AC

τA,C e τA,CτA,B = τA,BτA,C . Além disso,

τA,Bσ←→AC = σ←−→
ME

σ←→
AC

σ←→
AC

= σ←−→
ME

= σ←→
AC

σ←→
AC

σ←−→
ME

= σ←→
AC

τB,A = σ←→
AC

τ−1
A,B.

Assim, as reflexões transladadas emW 2
1 são da forma (σ←→

AC
τ
j
A,B)τ iA,C , com

i , 0.

Note que a reta
←−→
NK não é uma reta de simetria paraW 1

1. Todavia, emW 2
1

os eixos das reflexões transladadas são retas de simetria. Por conta da seme-

lhança entre esses dois grupos, essa característica fornece uma forma de dis-

tinguir se um padrão possuiW 2
1 ouW 1

1 como grupo de simetria.

Vamos verificar as extensões deW 1 para um outro grupoW adicionando

apenas reflexões transladadas, mas sem acrescentar reflexões por retas. Como

comentado na construção do grupoW 4
2, consideramos apenas as células uni-

tárias retangulares. Os eixos dessas reflexões transladadas devem ser paralelos

entre si, do contrário, seria possível compor uma rotação. Suponha que uma

das translações geradoras do subgrupo de translações seja o quadrado de uma

reflexão transladada γ , ou seja, γ2 = τA,B com γ(A) = M e cujo eixo é a reta
←→
AB.
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Figura 4.36: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 1
1 (desconsiderando o

fundo).

A

BC

D

Figura 4.37: Célula unitária em um grupoW 1
1.

Temos então

W 3
1 = ⟨τA,B,τA,C ,γ⟩

o último grupo da nossa classificação. Veja as Figuras 4.40 e 4.41.
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Figura 4.38: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 2
1.

A B

C D

E

M

N

Figura 4.39: Célula unitária em um grupoW 2
1.
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Tomando N o ponto médio de AC e ε a reflexão transladada tal que ε(N ) = E

e cujo eixo é a reta
←→
NE, verifica-se, de modo análogo ao grupoW 4

2, que ε =

τA,Bγ , de onde podemos concluir queW 3
1 contém todas as possíveis reflexões

transladadas.

Figura 4.40: Exemplo de padrão cujo grupo de simetria éW 3
1.

A B

C D

E
M

N

Figura 4.41: Célula unitária em um grupoW 3
1.
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4 Grupos de Papel de Parede

Portanto, as extensões deW 1 por isometrias ímpares devem serW 1
1 ,W 2

1

ou W 3
1.

□

Definidos os 17 grupos de simetrias do plano, reconhecê-los à primeira vista pode

parecer uma tarefa complicada. O fluxograma apresentado a seguir, baseado na

tabela encontrada em [5], mostra uma maneira resumida de se encontrar o grupo de

simetria de padrões no plano apenas com algumas perguntas.
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Figura 4.42: Fluxograma da classificação das simetrias no plano.
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