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REsuMoO

Padroes de simetrias sao observados frequentemente em nosso cotidiano, sendo en-
contrados na natureza, na arte e na arquitetura. Quando nos restringimos ao plano
euclidiano, podemos classificar os padroes utilizando como base o conjunto das iso-
metrias que, munido da operacao de composicao de fungoes, forma uma estrutura
algébrica chamada grupo. Qualquer isometria pode ser descrita em termos de trans-
lagoes, rotagoes, reflexdes e reflexdes transladadas e, dessas quatro transformacoes,
podemos estudar e classificar, juntamente com o Teorema da Restrigao Cristalogra-

fica, os 17 Grupos de Papel de Parede distintos.

Palavras Chaves: Isometria, Grupos, Restricao Cristalografica, Grupo de Papel de
Parede



ABSTRACT

Symmetry patterns are frequently observed in our daily lives, found in nature, art,
and architecture. When restricted to the Euclidean plane, we can classify these pat-
terns based on the set of isometries which, equipped with the operation of function
composition, forms an algebraic structure called a group. Any isometry can be des-
cribed in terms of translations, rotations, reflections, and glide reflections. From
these four transformations, along with the Crystallographic Restriction Theorem,

we can study and classify the 17 distinct Wallpaper Groups.

Keywords: Isometry, Groups, Crystallographic Restriction, Wallpaper Group



INTRODUCAO

Quando pensamos em padroes de simetria no plano euclidiano, inGmeros exemplos
surgem em nossa mente, passando desde simples estampas de tecidos até incriveis
obras arquitetonicas. Desconsiderando os motivos que estes padroes trazem con-
sigo, estas inumeras possibilidades de simetrias que se repetem pelo plano se tradu-
zem em apenas 17 grupos distintos e sao denominados Grupos de Papel de Parede.

Uma primeira demonstragao desse fato foi dada pelo matematico russo Evgraf Fe-
dorov em 1891 no artigo “Simmetrija na ploskosti” 3] (Simetria no Plano, em tra-
dugao livre). Mais tarde, em 1924, o matematico hungaro George Pélya também
desenvolveu uma demonstracao, apresentada na publicacio “Uber die Analogie der
Kristallsymmetrie in der Ebene” [8] (Sobre a Analogia da Simetria dos Cristais no
Plano, em traducao livre). Polya foi uma das influéncias que o artista holandés
Maurits Cornelis Escher teve em grande parte de suas obras [1]], juntamente com
a arquitetura moura do palacio de Alhambra (ver figura [0.1), na Espanha, o qual
Escher visitou em 1922 e 1936 [6].

Figura 0.1: Mosaico encontrado em Alhambra.

Fonte: https://www.alhambradegranada.org
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Apesar do proprio artista afirmar nao possuir os conhecimentos matematicos acerca
das simetrias [2], é notavel que varios estudos foram feitos a fim de compor suas

obras. Ha registros de diversas produgdes que mais tarde vieram a integrar outras

composigoes (ver figuras[0.2]e[0.3).

Figura 0.2: M. C. Escher, China Boy, 1936.

Fonte: https://mcescher.com

Figura 0.3: M. C. Escher, Metamorfose I, 1937, xilogravura, 19.5 cm x 90.8 cm.

Fonte: https://mcescher.com

Para realizar a classificacao das simetrias, utilizamos a Teoria de Grupos e as iso-
metrias no plano. No Capitulo 1, apresentamos a definicao de isometria, algumas
propriedades basicas e quatro isometrias importantes. No Capitulo 2, introduzimos
o basico de Teoria de Grupos, bem como alguns resultados envolvendo as isometrias.
No Capitulo 3, comegamos a explorar mais a fundo as propriedades das isometrias

em relacdo aos pontos fixos, as composicoes entre si e a paridade de tais aplicagoes,
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0 que nos leva ao resultado que afirma que qualquer isometria pode ser escrita em
termos de translagoes, rotagoes, reflexdes e reflexdes transladadas. No Capitulo 4, é
apresentada a defini¢cao do Grupo de Papel de Parede e suas propriedades que, jun-
tamente com o Teorema da Restri¢ao Cristalografica, sao as principais ferramentas
para demonstrar o resultado principal do trabalho: classificar as simetrias do plano

nos 17 Grupos de Papel de Parede.



1 ISOMETRIAS

Neste capitulo daremos a definicao de isometria, um dos conceitos basicos mas fun-
damentais para o objetivo do trabalho. Mostraremos algumas de suas propriedades
basicas e apresentaremos quatro aplicagoes que satisfazem tal definicao.

Para que o trabalho nao fique sobrecarregado de contetido, tomamos como base a
geometria euclidiana plana, de modo que muitos dos resultados ja conhecidos sao

utilizados sem a devida mencao. As principais referéncias utilizadas foram [7]] e [9].

1.1 Defini¢oes e Propriedades Basicas

Definicao 1.1 (Fungdo Distancia) Seja I1 um plano. Uma fungio d : TI xIT — R é
uma distdncia se, para x,v,z € I1, satisfaz

i. d(x,y)>0;
ii. d(x,y)=0 & x=y;
iii. d(x,y)=d(y,x);
iv. d(x,y) <d(x,z)+d(z,p).
A propriedade (iv) é conhecida como desigualdade triangular.

Definicao 1.2 (Isometria) Seja ¢ : I1 — I1 uma transformagao. Dizemos que ¢ é uma
isometria se para quaisquer pontos P,Q € I1 tem-se

d(P,Q) =d(¢(P), p(Q))-
Ou seja, ¢ preserva distdncias.

Definicao 1.3 (Simetria) Uma simetria é uma bijegcdao de um conjunto de pontos em si

mesmo.
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Definicao 1.4 (Relagdo estar entre) Dados os pontos A,B e C no plano, dizemos que o

ponto B estd entre A e C se A,B e C sdo colineares e
d(A,B)+d(B,C)=d(A,C).
Denotamos esse fato por A—B—C.

Definicao 1.5 (Segmento de reta) Definimos o segmento de reta de extremos A e B

como sendo o conjunto de pontos que estdao entre A e B.

Consideraremos que a aplicacao d é a distancia euclidiana, ou seja, a distancia
entre dois pontos é o comprimento do segmento de reta que os une, podendo ser

calculada através da expressao

d((x1,%2),(1,92)) = \/(xl —91)2+ (x2 = 12)2.

Defini¢ao 1.6 Dizemos que uma isometria ¢ : I1 — I1 preserva um conjunto de pontos
S clIlsed(S)=S. Se ¢p(x) = x para todo x € S, entdo dizemos que a isometria fixa o

conjunto S.

Em particular, se uma isometria fixa um conjunto de pontos, entao ela também o

preserva, mas a reciproca nao é verdadeira.

Proposicao 1.7 Sejam ¢ uma isometria em Il e P,P’,Q,Q’ € I tais que ¢p(P) = P’ e
$(Q)=Q". SeRe m, entdio ¢(R) = R’ € P’Q’, ou seja, as isometrias preservam a

relacdo estar entre.

Demonstragao: De fato, temos que

RePQ < d(P,R)+d(R,Q)=d(P,Q)

> d(¢(P),p(R)) +d(P(R), p(Q)) = d(P(P), $(Q))
— d(P,R)+d(R,Q)=d(P’, Q).

Logo, R" € P’QQ’. Note que, pela desigualdade triangular e pelo fato de que d ¢é a
distancia euclidiana, temos que P’,Q’ e R" sao colineares; do contrario, teriamos que

d(P,Q) < d(P’, Q). 0

Teorema 1.8 Se ¢ é uma isometria em Il e r CI1 é uma reta, entiao ¢(r) é uma reta.
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Demonstragao: Sejam P,Q e r,com P = Q, e sejam P’ = ¢(P) e Q' = ¢p(Q). Tome s a
reta que passa por P’ e Q" e seja R € r um ponto qualquer diferente de P e Q. Assim,

temos trés casos:
« RePQ;
« PeRQ;
* QePR.

Suponha que R € PQ. Pela Proposicio temos que R’ = ¢(R) € P’Q’ e, dessa
forma, R’ € s. Os demais casos sao feitos de forma analoga. Segue entao que ¢(r) Cs.

Por outro lado, tome R’ € s arbitrario. Temos trés casos a considerar:
« ReP'Q;
« P'eRQ;
e Q'eP'R.
Suponha que R’ € P’Q’ e tome R € PQ tal que d(R,Q) = d(R’,Q’). Pela Proposicio

temos que ¢(R) € P’Q’. Como ¢ é uma isometria, temos que

d($(R), Q") = d(p(R),$(Q)) =d(R,Q) = d(R’,Q),

de modo que R’ = ¢(R). Segue entdao que R’ € ¢(r). Os demais casos sao analisados

de forma andloga. Assim, concluimos que s C ¢(r) e, portanto, ¢(r) = s. O

Teorema 1.9 Toda isometria ¢ : I1 — I1 preserva dangulos.

Demonstragao: Seja ABC um angulo em IT e tome

¢ ¢(A) = A’;
© $(B)=B
¢ PpO)=C’

Como ¢ é uma isometria, entdo temos que d(A,B) = d(A’,B’), d(A,C) =d(A’,C’) e
d(B,C) =d(B’,C’). Dessa forma, pelo caso LLL de congruéncia de triangulos, segue
que AABC = AA’B’C’, logo os 4ngulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes. O

Teorema 1.10 Toda isometria ¢ : T1 — T1 é bijetiva e sua inversa ¢=' : T1 — T1 é também

uma isometria.
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Demonstragao: Para a injetividade, note que YP,Q €11, temos que

¢(P)=¢(Q) = d(¢(P),$(Q)) =0 = d(P,Q)=0 = P=Q.

Para a sobrejetividade, dado P’ € I'l, tome uma reta r; C I tal que P’ ¢ r;. Pelo Teo-
rema ¢(r1) =s; é uma reta em I'l, de modo que P’ € s; ou P’ ¢ s;. Se P € 51, entao
P’ = ¢(P) para algum P € r;. Caso contrario, tome s, a tnica reta perpendicular a
s1 que passa por P’ e defina {Q’} = s; N's,. Temos assim que existe Q € ry tal que
Q' = ¢(Q). Tomando r, a Gnica reta perpendicular a r; que passa por Q, pelos Teo-

remas|1.8]e temos que ¢(r,) é uma reta que contém ¢(Q) e é perpendicular a s;.
Da unicidade da perpendicular segue que s, = ¢(r;), o que implica que P’ € ¢(rp),
de modo que existe P € r, tal que P’ = ¢p(P). Portanto, ¢ é sobrejetora.

Para a aplicagao inversa, temos que

d(P,Q)=d(p(¢~"(P)), p(¢~(Q)) = (¢~ (P), ¢~ (Q)),
para quaisquer P,Q € I1. Logo, ¢! é uma isometria. O

Proposicao 1.11 Se ¢, ¢ : I1 — Il sdo isometrias, entdo a composigdo (também chamada

de produto de isometrias) ¢ o ¢ : I1 — I1 é uma isometria.

Demonstragao: Basta notar que

d(P,Q) =d(¢(P),p(Q)) = d(p(p(P)), p((Q))) = d(¢ o p(P),P o p(Q)),
para todos P,Q eI1. O

Definicao 1.12 (Involugdao) Chamamos involugdao uma fungao que tem ela propria por

inversa.

1.2 Isometrias do Plano

1.2.1 Translacoes

Definicao 1.13 (Translacdo) Sejam A,B € 11 pontos. A translacdo t4p: 11 —11¢
dada por
—
TA’B(P) =P+ AB = P’,
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% ﬂ .
com PP’ = AB. Em termos de coordenadas, se A = (x4,y4) e B = (xp,yg), consideramos

a=xp—x4eb=ypg—ya eassim temos que

Tap(x,9)=(x,v)=(x+a,y+D).

TA,B

Figura 1.1: Translagao 74 p aplicada a um tridngulo.

Teorema 1.14 Toda translagdo é uma isometria.

Demonstragao: Sejam P,Q € I pontos distintos, P’ = 74 g(P) e Q" = 14 5(Q). Pela

L. —_—> —> S .
defini¢ao, temos que AB = PP’ = QQ’. Podemos separar em dois casos:

1. P,P’,Q e Q' sao nao colineares.
— —
Como PP’ = QQ’, entao LJPP'Q’Q é um paralelogramo e, consequentemente,
PQ=P’Q’. Assim, d(P,Q) =d(P’,Q’).
2. P,P’,Q e Q’ sao colineares.

Se todos os pontos sao distintos e Q-P’-Q’, entao temos d(P,Q) = d(P,P’) -
d(Q,P)ed(P’,Q")=d(Q,Q")-d(Q,P’). Logo,

d(P,Q)—d(P/,Q/) = d(P,P/)—d(Q,P’)—d(Q,Q/)+d(Q,P/) =0

Portanto, d(P,Q) =d(P’,Q’).
Caso P’-Q’-P, de modo anélogo concluimos que d(P,Q) = d(P’,Q’).

Agora, caso P-P’-Q-Q’, entao temos

d(P,Q)=d(P,P’)+d(P’,Q)=>d(P’,Q)=d(P,Q)—d(P,P)
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d(P’,Q)=d(P’,Q)+d(Q,Q") = d(P’,Q) =d(P’,Q") -d(Q,Q).
Logo,
0=d(P’,Q)-d(P’,Q)=d(P,Q)~d(P,P")-d(P’,Q")+d(Q,Q") =d(P,Q)-d(P’,Q’).

Assim, d(P,Q) =d(P’, Q).

Analogamente, se P’-P-Q’-Q, segue que

d(P’,Q")=d(P,P)+d(P,Q")=d(P,Q")=d(P",Q")-d(P’,P)

d(P, Q) = d(P, Q’) + d(Q/, Q) = d(P, Q’) = d(P, Q) _d(Q’) Q)
Logo,
0=d(P,Q)-d(P,Q")=d(P’,Q")-d(P",P)-d(P,Q)+d(Q’,Q) =d(P’,Q")-d(P,Q).

Assim, d(P,Q) =d(P’,Q’).

Caso P’ = Q, entao
d(P,Q)=d(P,P)=d(Q,Q")=d(P’, Q).
De modo analogo, se P = Q’, segue que

d(P,Q) = d(Q,lQ) = d(P’,P) = d(P’,Q/).

Logo, podemos concluir que 74 g € uma isometria. O

Proposicao 1.15 Dados P e Q pontos distintos do plano, existe uma tinica translagiao ©

que leva P em Q.

Demonstracao: Seja T uma translagao que leva P = (xp,yp) em Q = (xg,vq). Assim,

pela definicao de translagao, temos que

(P)=Q = t(xp,yp) = (xQ,¥0) = (xp +a,yp + b).

Segue entao que a =xg—xp € b =y —yp, ou seja, T = Tp (. O
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Teorema 1.16 Sejam T4 p e Tc p translagdes. Entdo
. _— =
. TopoTcp=T1x,y,com CD + AB = XY ;
.o _1 _
ii. Ty p=TpA-

Demonstracao:

1. Para um ponto P €11, temos

(ta,B o Tc,p)(P) = Ta,B(Tc,p(P))

—TAB(P+ CD)
 — —_—

=(P+CD)+ AB
_— —

=P+(CD + AB)
—_—

=P+ XY

= 1x,y(P)

ii. Para um ponto P €1, temos

(ta,B o tBA)(P) =14 (TR A(P))

_TAB(P+ BA)
—
=(P+ AB)+ BA

— >
=P+ (AB + BA)
ﬁ
=P+ 0
=1id(P)

-1
Logo, Top=TBA-
O

Proposi¢ao 1.17 Sejam A,B e C pontos nao colineares em I1. Entdo tpop = Tp,c Se, e
somente se, JABCD ¢é um paralelogramo.

- , - —_—> —_—
Demonstragao: (<) Se LJABCD ¢é um paralelogramo, entao AB = DC, portanto

TA,B=1TD,C- o
(=) Como A, B e C sao nao colineares e 74 g = Tp ¢, segue que AB = DC, de onde
temos que [JABCD é um paralelogramo. O

10
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1.2.2 Rotacgoes

Definic¢ao 1.18 (Rotagdo) Dados os pontos distintos O, P e Q em I1, a rotacdo pg , :
IT — I1de centro O e angulo a = ZPOQ é dada por

O, seA=0

pO,a(A): )
A, seA=0

onde OA =0A" e ZAOA’ = ZPOQ.

Po,a

Figura 1.2: Rotagao pg , aplicada a um triangulo.

Observacao 1.19 Convencionamos que se a > 0 entdo a rotagao se da no sentido anti-
hordrio e se a < 0 entdo a rotagdo serd no sentido hordrio. Além disso, frisamos a diferenga
entre as notagoes P5Q e Q5P, onde ZPOQ =-2ZQOP.

Posto isso, o Teorema expresso de outra forma afirma que toda isometria pre-

serva angulos a menos de sinal.

Definicao 1.20 Sejam A, O, P e Q pontos distintos. Dizemos que A € POQse A pertence

. . . —% —9 A -
ao semiplano determinado pelas semirretas OP e OQ e o dngulo POQ.

Proposicao 1.21 Sejam O,P,Q €Il e a = ZPOQ. Entdo para todo A € IT\ {O} temos

que os dngulos POA’ e QOA, com A’ = P0,a(A), possuem a mesma bissetriz.

11
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Demonstragao: Se @ = 0, entao o resultado é imediato. Suponha, entao, que 0 < a <
27. Sejam r a bissetriz de Q6A eRern Q5A um ponto. Assim,

/POR = /POQ+ ZQOR = ZROA + ZAOA' = ZROA".

Logo, r é bissetriz de POA’.

A’ P

Figura 1.3: Construgao caso 0 < a < 2m.

Portanto, POA’ e Q6A possuem a mesma bissetriz. U

Teorema 1.22 Toda rotagdao é uma isometria.

Demonstragao: Sejam O,X,Y €Il pontos distintos. Se @ = 0, entao pp , = id, que
¢ uma isometria. Supondo, entao, a # 0, definimos pp ,(X) = X" e poo(Y) =Y’, de
modo que XOX’=YOY’. Temos dois casos:

1. Se O,X e Y sao colineares.

Se os pontos sao colineares, entao temos que
XY =X0O+0Y,se X-0-Y,

XY =0Y -0X, se O-X-Y,

XY =0X-0Y, se O-Y-X.

12
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Da definicao, temos que OX = OX’, OY = OY’. Como as isometrias preservam
a relacao estar entre, temos que XY = X'Y".

. Se O,X e Y sao nao colineares.

Pela Proposigao temos que XOY’ e X'OY possuem a mesma bissetriz 7,
ou seja, tomando um ponto R € rN X5Y’, entio ROX’ = YOR e ROX = Y’OR.
Assim, segue que

/XOY +/ZYOR = ZXOR = ZROY’' = ZROX' + ZX'OY’,

de onde temos que

/X0OY + /ZROX’ = ZROX' + /X'OY".

Portanto, ZXOY = /ZX’OY".

Em outras palavras, XOY = X’OY’. Entéo, pelo critério LAL de congruéncia

de triangulos, temos que AXOY = AX’OY". Logo, concluimos que XY = X"Y".

Portanto, pp , € uma isometria. O

Teorema 1.23 Sejam pg , e po g rotacoes em I1. Entao

. 00,0 ©P0,0 = P0,a+65

-1 _
. 00,0 =PO~a:

Demonstracao:

i. Tome P €I e defina P" = pg g(P) e P” = pp o(P’). Se P = O, entdo ¢ imediato.
Caso contrario, temos que ZPOP’ =0 e ZP’OP” = a, logo ZPOP” = a+6. Como

00,a+6(P) =P” = p0 a(p0,0(P)) = (P00 © p0,0)(P),

segue que Po,q ©P0,0 = PO,a+0-

ii. Do item anterior, temos que

00,a © P(_){a =id = 00,0 = 0,a+(-a) = PO,a © PO,~a = Pé{a =p0,-a-

13
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1.2.3 Reflexoes

Definicao 1.24 (Reflexdo por um ponto) Dado um ponto M € 11, a reflexao pelo
ponto M é a fungao oy : I1 — Il dada por

om(A) =

A, seA=M
A, seA+M

onde A’ é tal que M é ponto médio do segmento AA’. Em outras palavras, podemos
—_—
escrever op(A) =M+ AM..

Em termos de coordenadas, se A = (x4,v4) € B = (xg,y5) = op(A), como M = (a,b)

7 J O L A D . + + .
é o ponto médio do segmento AB, consideramos a = *1* e b = 24728 ¢ assim temos

que op(A) = B = (xp,yp) = (—Xa + 2a,—ya + 2b).

oM

Figura 1.4: Reflexao por ponto oy, aplicada a um triangulo.

Teorema 1.25 Toda reflexdo por ponto é uma isometria.

Demonstragao: Sejam P,Q € Il e o), a reflexao pelo ponto M. Se P = Q, entao
om(P) =om(Q) e
d(om(P),om(Q)) =0=4d(P,Q).

Se P = Q, defina o);(P) = P’ e 04(Q) = Q’. Temos dois casos a considerar.

1. P,Q e M sao colineares.

Suponha que P € MQ. Temos que P’ € Q’M, pela Proposicao Logo,

d(P’,Q")=d(M,Q")-d(M,P’) =d(M,Q)-d(M,P) =d(P,Q).

14
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Note que se P = M temos

d(P’,Q’) =d(M, Q’) =d(M,Q) = d(P,Q),

e se Q = M segue de modo analogo.

Caso Q € PM e M € PQ, o resultado segue de modo analogo.

2. P,Q e M sao nao colineares.

Se os pontos sao nao colineares e M ¢, por defini¢ao, o ponto médio dos segmen-
tos PP’ e QQ’, entio d(P,M) = d(P’,M) e d(Q,M) = d(Q’,M). Observe que PP’
e @ sao concorrentes em M, assim os angulos PM\Q e P’MQ’ sao opostos pelo
vértice, logo sao congruentes. Dessa forma, pelo caso LAL de congruéncia de
tridngulos, temos que APMQ = AP’M(Q’, de onde segue que d(P’,Q’) =d(P, Q).

P/

Figura 1.5: Construcao do caso 2.

Portanto, o, € uma isometria. OJ
Proposigao 1.26 As reflexdes por ponto sdo involucdes, ou seja, oy = oy,

Demonstragao: Basta notar que, para P € [, como M é ponto médio de PP’, temos

(oM © om)(P) = op(opm(P)) = opm(P’) = P = id(P).
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1 Isometrias

Definicao 1.27 (Reflexdo por uma reta) Dada uma reta r C 11, a reflexdo pela reta r

(4) A, seAer
o =
' A, seAer

o, : 11 =11 é dada por

onde A’ é tal que r é mediatriz do segmento AA’.

Figura 1.6: Reflexao por reta o, aplicada a um triangulo.

Teorema 1.28 Toda reflexdo por reta é uma isometria.

Demonstragao: Sejam P,Q € IT e o, a reflexdo pela reta r. Defina ¢,(P) = P’ e
0,(Q)=Q’. Caso P,Q € r, entdo, por definicao, P’ =P e Q" = Q, de onde o resultado
é imediato. Se Pere Q ¢ r, como r é mediatriz de QQ’, segue que

d(0,(P),0,(Q)) =d(P’,Q")=d(P,Q") =d(P,Q).

Se QereP ¢r,aanalise é feita de maneira analoga.

Resta verificar o caso em que P,Q ¢ r.

Suponha que P,P’,Q e Q’ sao colineares. O resultado segue do fato de que r é
mediatriz dos segmentos PP’ e QQ’.

Por ultimo, vamos separar em dois casos:

1. P e Q pertencem ao mesmo semiplano definido pela reta r.

16



1 Isometrias

—>
Tome a reta s = QQ’ e os pontos A, B € s de modo que a reta paralela a r que passa
por P intersecta s em A e a reta paralela a r que passa por P’ intersecta s em B.
>
Ou seja, ﬁ//r e P’B//r. Assim, sendo {C} = rNs, temos que d(A,C) =d(B,C), uma

vez que r é mediatriz de PP/, logo
d(Q,A)=d(Q,C)-d(A,C)=d(Q’,C)-d(B,C)=d(Q’,B).

Além disso, temos que d(P,A) = d(P’,B) e os angulos PAQ e P’BQ’ sdo congru-
entes pois, tomando M =r N PP’, obtemos os retangulos JAPMC e OOBP'MC.
Segue entao pelo caso LAL de congruéncia de triangulos que APAQ = AP'BQ’ e,
portanto, d(P,Q) =d(P’,Q’).

P’ P

Figura 1.7: Construcao do caso 1.

2. P e Q pertencem a semiplanos distintos definidos pela reta r.
Defina {A} =N %, {B} =rn W e {C}=rn (@3 Como a reta r é mediatriz
dos segmentos PP’ e QQ’, temos que d(P,A) = d(P’,A) e d(Q,A) = d(Q’,A), de
forma que os triangulos APAP’ e AQAQ’ sao isosceles de base PP’ e QQ’, res-
pectivamente. Entao, r coincide com a bissetriz dos angulos PAP’ e QA\Q’, de
forma que PAB =~ BAP’ e QZC = CA\Q’. Por construcao, PABe QZC sa0 opostos
pelo vértice, entao ZPAB = ZQAC. Disso temos que os angulos PAP’ e QA\Q’ sao
congruentes. Por QAQ’ e Q’AP, PAP’ e P’AQ serem suplementares, segue que

17



1 Isometrias
P’-A-Q’. Logo,

d(P, Q) = d(P,A) + d(A, Q) = d(P’,A) + d(A, Q/) = d(P’, Q’) = d(O‘r(P), Gr(Q))

P’ P

Figura 1.8: Construcao do caso 2.

Portanto, o, € uma isometria. U

Proposigao 1.29 As reflexdes por reta tém por inversa si mesmas, ou seja, 6, = o, ..

Demonstragao: Analoga a Proposi¢ao[1.26] O

Proposicao 1.30 Uma reflexao por reta é uma transformagao que inverte semiplanos.

Demonstragao: Dada uma reta r, o plano é dividido em dois semiplanos distintos
por ela. A imagem de um ponto P € II pela reflexao o, resulta em um ponto si-
métrico a P em relacgao a r, ou seja, o, leva pontos de um semiplano ao semiplano

oposto, invertendo-os. O

1.2.4 Reflexoes Transladadas

Definicao 1.31 (Reflexdo transladada) Seja AB € IT um vetor ndo nulo e r € IT uma
reta tal que r// AB. A reflexdao transladada determinada por AB eréa composicao

=1y poo,:11 =1l dada por 0-— (P)= 14 p(0,(P)). A retaréchamada eixo da

O-A—B>,r AB,r

reflexdo transladada.

18



1 Isometrias

Figura 1.9: Reflexao transladada 018, aplicada a um triangulo.

Teorema 1.32 Toda reflexdo transladada é uma isometria.

Demonstracao: Imediata da Definicao e da Proposi¢ao[1.11] O

Como as reflexdes transladadas sao, por defini¢ao, uma composi¢ao de isometrias,

os resultados que as envolvam serao agrupados na Sec¢ao
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2 GRUPOS

Outro conceito importante para a nossa classificacao sao as estruturas algébricas
chamadas grupos. Provaremos que o conjunto das isometrias forma um grupo e
que algumas isometrias possuem a propriedade de comutar entre si. A principal

referéncia utilizada foi [4].

Definicao 2.1 (Grupo) Seja G # @ um conjunto munido de uma operagdao bindria *.

Dizemos que (G, *) é um grupo se as seguintes propriedades sdo satisfeitas:
* Ya,b,ce G tem-se (axb)*c=a=(b=*c) (associatividade)
* dJee GVaeGtem-se que exa =a=axe (existéncia do elemento neutro)

* Yae Gda’ e Gtal que axa’ = a’+a = e (existéncia do elemento inverso)

1

Neste caso, chamamos a’ de inverso de a em G e denotamos por a’ = a—*. Por vezes, é

comum denotarmos a*b por ab. Além disso, definimos a™" = (a~!)".

Proposicio 2.2 Os elementos e e a~' da definicdo anterior sdo tinicos em um grupo G.

Demonstragao: Suponha que e,€ € G sejam ambos elementos neutros. Entao, pela
definicdo, e = ee = €, logo ¢é Unico. Para o elemento inverso, suponha que existam

-1 1

a7 € G tais quea ‘a=ee aa ! =e. Logo

al=ale=aYaa Y= a)at=eat =a7".

Portanto, a~! é nico. O
Definicao 2.3 (Ordem do grupo) A ordem do grupo G, denotado por |G|, é o niimero
de elementos que G possui. Se G possui um ntimero finito de elementos, dizemos que G é

um grupo finito; caso contrdrio, dizemos que G é um grupo infinito.

Definicao 2.4 (Subgrupo) Seja (G,*) um grupo e H C G nao vazio. Dizemos que H é
um subgrupo de (G,*) se a operagdo * é fechada em H e (H,*) é um grupo. Nesse caso,

escrevemos (H,*) < (G,*) ou, mais sucintamente, H < G.
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2 Grupos

Proposicao 2.5 Sejam G um grupoe H C G, H # @. Entdo H < G se, e somente se,
i. sea,be H, entao ab e H;
ii. Ya€ H tem-se a™! € H.

Demonstragao: (=) Se H < G, entao (i) e (ii) sao satisfeitos pois H é grupo.

(<) Suponha que valem (i) e (ii). Por (i), a operacao que torna G um grupo esta
definida em H. A associatividade dos elementos de H é herdada pela associatividade
de G. Seja agora a € H. Por (ii), temos que a™! € H e por (i), e = aa~! € H. Logo,

existe elemento neutro em H. O

Teorema 2.6 O conjunto &7 de todas as isometrias do plano munido da operagdo de

composigao de fungoes forma um grupo.
Demonstragio: Seja o conjunto de todas as isometrias em IT e tome 7,p,0 € &

e Associatividade

Temos que para todo P €11,

(to(po0))(P)=1((poo)(P))=1(p(c(P))).

Por outro lado,

(rop)oa)(P)=(Top)(a(P))=1(p(a(P))).
Logo, To(poo)=(top)oo.
* Elemento neutro
Temos que a transformagao identidade id : TT — IT pertencea < e

idot=1T=71oid

para todo T € ‘.

¢ Elemento inverso

Pelo Teorema toda isometria é uma bijecao, logo possui inversa, e sua

inversa também é uma isometria.

Portanto, ( (/c”, o) € um grupo. O
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2 Grupos

Proposicao 2.7 O conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos S forma um
Qrupo.
Demonstra¢ao: Analogo ao Teorema O

Defini¢ao 2.8 (Grupo abeliano) Um grupo G é dito abeliano se vale a propriedade

comutativa, ou seja, se para quaisquer a,b € G tem-se ab = ba.

Proposicao 2.9 O conjunto T de todas as translagoes do plano forma um grupo abeliano.

Demonstragao: A translacao pelo vetor nulo equivale a identidade. Pelo Teorema
1.16, a composicao de translagoes resulta em uma translagao e a inversa de um trans-
lagdo é uma translagao. Logo, pela Proposicao segue que 7 < ¢ e, portanto,
7 é grupo.

Para a comutatividade do grupo, basta notar que, para um ponto P € I, temos

— —
(TA,B OTC,D)(P) = P-l—(CD + AB)

—_— =
=P+(AB+CD)

= (7¢c,p © Ta,B)(P).
O

Proposicao 2.10 O conjunto de todas as rotagoes com centro em O forma um grupo

abeliano.

Demonstragao: Pelo Teorema o produto de duas rotagdes com centro em O é
uma rotacao com centro em O e a inversa de uma rotacao com centro em O também é
uma rotagao com centro em O. Além disso, pp,o = id. Logo, o conjunto das rotagoes
é subgrupo das isometrias e, portanto, um grupo.

Para a comutatividade, note que

P0O,a ©P0,6 = P0O,a+6 = L0,6+a = L0,0 °PO,a-
O

Defini¢ao 2.11 (Subgrupo gerado) Sejam G um grupo e X C G. Denotamos por (X) o
subgrupo gerado por X, definido por (X)=(\{H|H <Ge X C H}.

Observacao 2.12 O conjunto (X) é, de fato, um subgrupo de G e sua definicao nao é
uma intersecgdao de uma familia vazia, uma vez que o proprio G é um elemento da familia

considerada.
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2 Grupos

Definicao 2.13 (Grupo ciclico) Dizemos que G é um grupo ciclico se pode ser gerado

por um tinico elemento. Um grupo ciclico finito de ordem n é denotado C,,.
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3 PROPRIEDADES DAS ISOMETRIAS

Agora que ja apresentamos os conceitos basicos necessarios, podemos deduzir pro-
priedades mais especificas de cada isometria. Nesta primeira se¢do, exploramos o
que ocorre quando existem pontos fixos ou nao numa isometria e quando algum
subconjunto do plano é preservado. Depois, examinaremos as composi¢des entre
isometrias e, como mencionado no primeiro capitulo, os resultados das reflexdes
transladadas serao exibidos neste momento. Em seguida, discutiremos a paridade
das isometrias, que nos permitird escrever algumas composi¢oes de maneira mais
enxuta. Na quarta se¢ao, mostraremos que os quatro tipos de isometrias que viemos
estudando até o momento sao, na verdade, os inicos quatro tipos de isometrias que
existem, ou seja, qualquer aplicagao que satisfaca a definicao de isometria pode ser
classificada em um destes quatro tipos de isometrias além da aplicagao identidade.

As principais referéncias utilizadas foram [7]] e [9].

3.1 Pontos Fixos

Proposicao 3.1 Seja ¢ : I1 — I1 uma isometria que fixa trés pontos nao colineares. En-
tao, ¢ =1id.

Demonstragao: Sejam P,Q,R € Il nao colineares tais que ¢(P) = P, ¢(Q) = Q e
¢(R) = R. Suponha, por absurdo, que ¢ nao seja a identidade. Entao, existe A € Il

tal que ¢(A) = A. Dessa forma, como

d(P,A) = d(¢(P),p(A)) = d(P, p(A)),

entao P pertence a mediatriz do segmento A¢(A). Da mesma maneira, podemos

concluir que Q e R pertencem a mediatriz do segmento A¢p(A). Disso segue que P, Q
e R sdo colineares, um absurdo. Portanto, ¢(A) = A, VA €11, isto é, ¢ =id. O

Teorema 3.2 Sejam ¢y, ¢, : I1 — I isometrias e P,Q,R € Il pontos nao colineares tais

que ¢1(P) = ¢2(P), $1(Q) = ¢2(Q) e $1(R) = ¢2(R). Entdao ¢y = .
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3 Propriedades das Isometrias

Demonstragao: Tome ¢ : IT — IT dada por ¢ = ¢;' o ¢h,. Dessa forma,

G(P) = (¢7" 0 §2)(P) = 7' (¢2(P)) = 7" (¢1(P)) = P.

De modo semelhante, temos que ¢(Q) = Q e ¢(R) = R. Pela Proposicao temos
que ¢ = ¢1_1 o ¢, =id e assim,

$1=¢roid=¢io(Pp7 oPpr)=(Prodi")odr=idoy= .
Portanto, ¢ = ¢,. O

Este teorema nos permite verificar quando duas isometrias sao a mesma e, em par-
ticular, € muito util para descobrirmos quando duas composicoes diferentes repre-
sentam a mesma isometria. No decorrer deste trabalho sera amplamente utilizado

para essa finalidade.

Proposicao 3.3 Seja ¢ : I1 — I1 uma isometria que fixa dois pontos distintos P,Q € I1.

Entdo ¢ é a identidade ou é uma reflexao pela reta que contém P e Q.

Demonstragao: Seja r C Il a reta que contém os pontos P e Q. Pelo Teorema
¢(r) = r’ é uma reta e, como ¢(P) = P e $(Q) = Q por hipdtese, entao r = r’. Logo,
¢(A) = A para todo A € r pois, do contrario, como na demonstracao da Proposicao
teriamos que r seria mediatriz do segmento Ad(A) com A € r e ¢p(A) & r, um
absurdo.

Assim, tome R ¢ r, com R # P e R = Q. Se ¢(R) = R, entao, pela Proposicao
¢ =id. Se ¢(R) # R, temos que

d(P,R) = d(¢(P), $(R)) = d(P, $(R)),

de modo que P pertence a mediatriz de R¢(R). De forma analoga, concluimos que
Q também pertence a essa mediatriz, de forma que, sendo P = Q, r é a mediatriz de

R}(R). Logo, (R) = 0,(R). Além disso, ¢(P) = 0,(P) e $(Q) = 0,(Q), com P,Q e R
nao colineares e, portanto, segue do Teorema [3.2|que ¢ = o,. O

Proposicao 3.4 Uma isometria que fixa exatamente um ponto é um produto de duas

reflexdes por retas.

Demonstragao: Suponha que a é uma isometria que fixa um ponto C. Sejam P = C,

P’ = a(P) e r a mediatriz de PP’. Temos entdo que CP = CP’, de modo que C € r.
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3 Propriedades das Isometrias
Segue que ¢,(C) = C e 0,(P’) = P. Logo,

o,a(C)=0,(C)=C

o,a(P)=0,(P’)=P.

. ~ . % ~
Pela Proposn;ao temos que o,a = id ou 0,a = 05, onde s = CP. Mas o,a nao pode

1

ser a identidade, do contrario, teriamos @ = 0, = 0,, logo «a fixaria mais de um

unico ponto. Portanto,
0, = 0y = 0,0,& = 0,0, = & = 0,05.
O

Proposicao 3.5 Dadas ¢, ¢, : I1 — Il isometrias tais que ¢1(P) = ¢,(P) e $1(Q) =
$2(Q), para P,Q eIl distintos, temos que ¢p1 = ¢, ou ¢y = P, 00,, onde r = 1<3_Q>

Demonstragdo: Basta notar que a aplicagdo ¢ : IT — IT dada por ¢ = ¢|' o ¢, ¢é tal

que ¢(P) =P e ¢(Q) = Q, com P = Q, de modo que, pela Proposi¢ao ¢ =id ou
¢ = 0,, com r C Il a reta que passa por P e Q. A primeira igualdade implica que

¢1 = ¢,. Da segunda, temos que
$p1lopr=0, &= ¢1 =0,0¢3' = 1 =¢s00,
pois o, € uma involugao. 0

Com estas propriedades basicas de uma isometria genérica, podemos explorar com
mais detalhes os pontos fixos e preservados dos quatro tipos de isometrias que temos

até o momento.

Proposicao 3.6 A translacdo T, p # id ndo fixa nenhum ponto do plano e preserva so-

mente as retas paralelas a AB.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que 74 5 # id preserva um ponto P = (xp, Vp).
Logo,

(xp,yp) = P =7a,p(P) = T4 p(xp,yp) = (xp +a,yp + ).
Assim, segue que a = 0 e b = 0, o que significa que A = B, ou seja, T4 p = id, contra-

dizendo a hipétese. Portanto, 74 g ndo fixa nenhum ponto.
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3 Propriedades das Isometrias

Falta mostrar que 74 p preserva apenas as retas paralelas a AB.

Seja s C Il uma reta paralela a AB e tome um ponto P € s. Definindo 74 g(P) = P/,
temos que P—P’) — AB. Como s//AB, entdo P’ € s. Pelo Teorema T4 p(s) =s’ é uma
reta e ambos P e P’ estao contidos em s/, logo s = s’ e, portanto, T4 g preserva s.

Suponha, agora, por absurdo, que 74 p preserva uma reta r # AB concorrente a
jﬁ. Entdo,dadoPercom P ¢ jﬁ, temos que 74 g(P) = P’ € r, de modo que PP’ C .
Da unicidade das translagoes (Proposicao , temos que Tp pr = T4 p. Dessa forma,
caso A,P e P’ e B,P e P’ forem nao colineares, pelo Teorema temos que CJABPP’
é um paralelogramo, logo r//AB. Agora, caso A € r, o que implicaria que A,P e P’ sdo
colineares, teriamos que B = 74 g(A) = Tp p/(A) € r €, como existe uma Gnica reta que
passa por P e P’, concluimos que r = ﬁ, uma contradi¢do. De maneira analoga, se
B e r, teriamos que B,P e P’ colineares e que r = AB. Logo, r nao é preservada pela

translagao. O

Proposicao 3.7 A reflexdo por ponto oy fixa um ponto P se, e somente se, P = M.

Demonstragao: Imediata da Definicao[1.24] O

Proposicao 3.8 A reflexdo por ponto oy preserva uma reta r se, e somente se, M € r.

Demonstragao: (=) Sejam r uma reta e P € r um ponto. Supondo r é preservada
pela isometria, temos que oy((P) = P’ € r, o que implica que M € r pois M é o ponto
médio de PP’.

(<) Se M € r, entao tomando P € r temos que oy (P) = P’ € r pois M é o ponto
meédio do segmento PP’. Logo, oy (r) C r. Para a inclusao reversa, tome A € r. Entao
podemos definir A" := 0;(A) € r. Como as reflexdes por ponto sao involug¢oes, segue

que op(A”) = op(op(A)) = A e r, portanto r C op(r). Logo, op(r) = 1. O

Proposicao 3.9 A reflexdo por reta o, fixa um ponto P € Il se, e somente se, P € r.

Demonstragao: (=) Pela contrapositiva, suponha que P & r. Pela Proposi¢ao[1.30} o,
inverte semiplanos, ou seja, leva P ao semiplano oposto ao qual pertence, de modo
que o,(P) = P.

(<) Imediata da Definigao[1.27] O

Proposicao 3.10 A reflexdo por reta o, fixa uma reta s se, e somente se, s =r.

Demonstragao: A reflexao o, fixa a reta s se para todo P € s tem-se que 0,(P) =P, 0
que acontece se, e somente se, Per, pela proposi(;éo anterior. Assim, como r contém

os pontos de s, entao s =r.
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3 Propriedades das Isometrias

Reciprocamente, se s = r entao segue da Defini¢ao que, para todo P € r tem-se
o,(P) = P. Portanto, s é fixada. O

Proposicao 3.11 A reflexdo por reta o, preserva uma reta s se, e somente se, s = r ou

slr.

Demonstragao: Pela proposicao anterior, paratodo P € s tem-se 0,(P) =P < s=r
e, em particular, a reta s é preservada. Basta, entdo, verificar a perpendicularidade
deres.

(=) Suponha s # r tal que s é preservada por o,. Entao, definindo o,(P) = P’ para
algum P € s, temos que r é mediatriz de PP’. Ou seja, temos que r L PP’ Cs, 0 que
implica que r L s.

(<) Sejam P € s e P’ = ¢,(P). Como s L r e, por definicdo, r é mediatriz de PP’,
segue que PP’ | 7. Portanto, P’ € s e, como P € s é arbitrario, juntamente ao Teorema

concluimos que o, preserva a reta s. O

Proposicao 3.12 A rotacao po , # id fixa exatamente o ponto O.

Demonstragao: Temos que, pela definicao, pp ,(O) = O. Suponha que existe P € I1
tal que P # O e pp,(P) = P. Entao ZPOP = a e por outro lado, como P ¢ fixo,
ZPOP =0, logo, a = 0, o que implica que pp , = id. Portanto, o Ginico ponto que é

fixado por uma rotagao é o seu centro. O

Proposigao 3.13 A rotacio po , preserva todas as circunferéncias de centro O.

Demonstragao: Seja Cp uma circunferéncia de centro O. Entao, para qualquer P €
Co, 0 segmento OP é um raio de Cp. Definindo P’ = p0,«(P), temos que OP = OP’,
de modo que OP’ também sera um raio de Cp e, portanto, P’ € Cp. Logo, po

preserva Cop. UJ

3.2 Composigoes
Proposicao 3.14 Se R é o ponto médio de PQ, entdo orop = Tp,Q = OQOR-
Demonstragao: Por hipdtese, R é ponto médio entre o segmento que liga P = (xp,yp)

e Q =(xq,yq), entao R = (W%, yptyQ

5 ) Assim, para um ponto X = (x,y) segue que

URUP(X;}/) = GR(_X+ ZXp,—y + 23)1’)
Xp +XQ

,VY=2yp+2-

+
:(x—2xp+2- yPZyQ)

=(x=xp+x0,Y —¥Yp +¥0)-
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3 Propriedades das Isometrias

Além disso,

Tp,o(x,y) = (X +xg —Xp, ¥ + Vo — Vp)
=(x—xp+x0,¥—¥p +¥0)

e
Xp + X Xp+Xx
GQO-R(x/y):O-Q(_x-i_z' P2 Ql_y+2' = Q)
=0o(—x+xp+x0,~Y +Vp+70)
= (Xx—xp—XQ+2x0,¥ —yr — Yo + 2¥0)
= (x—xp+XxQ,¥ —Vp+90)-
Como X ¢ arbitrario, segue que orop = Tp,9 = OQOR. O

Proposicao 3.15 Um produto de trés reflexoes por pontos é uma reflexdao por ponto. Em
particular, se P,Q e R sdo ndo colineares, entdo orogop = og, onde DPQRS é um para-

lelogramo.

Demonstracao: Dados os pontos P = (xp,vp),Q = (xq,¥0) € R = (xg,¥r), tome X =
(x,v) qualquer. Assim,

0Rr0QOp(X,V) = (=X + 2xp — 2xg + 2xR,—V + 2Vp — 2 + 2Yr) = O,

onde S = (xp —Xxo + Xg,Vp — Yo + ¥r) = (Xs5,v5). Logo, por construcao, o ponto S é
obtido através da soma P + @) Entdo, PS e QR de (OPQRS sio paralelos e possuem
a mesma medida. Portanto, JPQRS é um paralelogramo. 0

Proposi¢ao 3.16 Para quaisquer P,Q,R € I1 tem-se orogop = 0poqOR.

Demonstragao: Pela Proposicao temos que opogor = o5, S € II. Como as
reflexdes por ponto sao involugoes, segue que

1 -1 _ -1 _-1 -1 _
os =o0g =(0opogoR)” =o0p 0g Op = OROQOp.
O

Proposicao 3.17 Se r e s sdo retas paralelas, entdo 050, é a translagao por um vetor

perpendicular a r e s e cujo modulo é o dobro da distancia entre r e s.
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Demonstragao: Suponha r e s retas paralelas e sejam R € r e S € s pontos tais que 1<Q_S>
é perpendicular a r e s. Temos que a distancia entre r e s é dada pelo segmento RS.
Tome P € r distinto de R e defina R’ = 04(R) e P’ = tg g/(P). Dessa forma, CJPRR’P’
é um paralelogramo e, pela Proposicao Tp pr = Tg g- Além disso, s € mediatriz
de RR’ e PP’, de onde segue que o4(P) = P’. Seja, agora, Q = 0,(S). Como R é o ponto
médio de QS e S é o ponto médio de RR’, entao 10,5 = Tr,r» onde o modulo de R—R_’)

¢ o dobro da distancia entre r e s. Assim, temos

Pelo Teorema segue que 0,0, = Trr’ pois P, Q e R sdo nao colineares.

Figura 3.1: Construcao feita na demonstracao da Proposi¢ao m

Proposicao 3.18 Set é uma reta perpendicular a reta r em R e perpendicular a reta s em

S, entdao 0,05 = TZ%’S = 0gO0R.

Demonstragao: Como t L r et L s, entao temos que r//s. Pela Proposicao [3.17]

segue que 0,0, = T, com T uma translacao pelo dobro da distancia entre as retas r e
—

s. Da perpendicularidade de ¢, a distancia entre as retas é dada pelo vetor RS, logo

T =00, = Tp 5.
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Seja, agora, R’ = 05(R). Temos que S é ponto médio de RR’, entdo pela Proposigao
temos TI% g = TR,R’ = O5OR. U

Proposicao 3.19 Toda translagdo é um produto de duas reflexdes por retas paralelas e,

reciprocamente, um produto de duas reflexoes por retas paralelas é uma translagao.

Demonstragdo: (=) Sejam P,Q € IT e 7p o uma translagao. Pela Proposigao [3.14)

temos que 7p o = orop, com R ponto médio de PQ. Tomemos as retas r e s tais que

rl 1(7% emPes L 1(73 em R. Entao, pela Proposicao|3.18} segue que ogop = 0,0,.
(<) Proposicao[3.17} .

Proposi¢ao 3.20 Se P,Q € II sdo pontos tais que P # Q, entdo tp o pode ser escrita
<«
como 050, onde r,s L PQ. Além disso, escolhendo arbitrariamente r ou s, a outra pode

ser determinada.

Demonstragao: Dada a reta s perpendicular a I<3_)Q em A, pela Proposi¢ao|3.14} temos

que Tp o = ogrop, com R ponto medio de PQ. Tomando B = Tp r(A) segue que op0y =

>
Tp,q €, tomando a reta r perpendicular a PQ em B, entao 0,05 = 0go4 = Tp,o 0J

Proposi¢ao 3.21 Para um ponto O € I1 qualquer, temos que pp = 0.

Demonstragao: Dado que o angulo de rotacao é 7, entao para P € Il qualquer,
tomando pp (P) = P/, teremos OP = OP’. Assim, O é o ponto médio de PP’, de

modo que pp ,, = 0p, uma vez que P ¢ arbitrario. O

Teorema 3.22 Sejam r,s C Il retas tais que r N's = {O} e 0 menor (em modulo) dngulo

orientado de r para s mede % Entao 050, = pog-

Demonstragao: Suponha r e s concorrentesem O e % amedida do menor angulo (em
modulo) orientado de r para s. Tome R € r tal que R # O e defina Cy a circunferéncia
de centro O que passa por R. Seja {S} = CgrN's tal que o angulo entre OR e 0S ¢ %
Assim, temos que 7 = (O_I>€ es= <O_S>

Seja, agora, R" = pp (R). Pela Proposi¢ao[3.13 R” € Cy e assim ZROR’ = 2/ROS =
0. Pelo caso LAL de congruéncia de triangulos, temos que AROS = AR’OS, uma
vez que OR = OR’, OS é lado comum e ZROS = ZR’OS pois R’ = po,0(R). Assim,
RS = SR’, de onde segue que s é mediatriz de RR’ e, consequentemente, o,(R) = R’.

Tome S” = 0,(S). Assim, r é mediatriz de SS’, de onde segue que S’OR = ROS e
SO =S§’0. Logo, S’ € Cre £5’0OS = 6, de modo que S = ppg(S’). Dessa forma,

temos

° GSO‘,(O) = Gs(o) =0= pO,@(O);
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* 0,0,(5')=0,(5)=S5 = pO,@(S,);
* Usar(R) = 04(R) = R = pO,G(R)-

Como os pontos O,S” e R sao nao colineares, pelo Teorema concluimos que

050y = 00,0- O

Figura 3.2: Construcao feita na demonstracao da Proposicao @

Semelhante a uma translagao, também podemos escrever uma rotagao como pro-

duto de duas retas, mas agora tais retas devem ser concorrentes.

Proposicao 3.23 Toda rotagdao é um produto de duas reflexdes por retas concorrentes e,

reciprocamente, um produto de duas reflexoes por retas concorrentes é uma rotagao.

Demonstragao: (=) Dada uma rotagao pgp g, tome uma reta r qualquer tal que O € r.

Seja s uma reta tal que O € s e a medida do menor angulo (em modulo) da reta r para

s seja % (basta tomar s = po’g(r), por exemplo). Assim, pelo Teorema|3.22| segue que

Po,6 = Os0r.
(<) Teorema[3.22] O

Proposicao 3.24 A rotacdo po g pode ser escrita como um produto de duas reflexoes por
retas concorrentes em O, onde uma reta é escolhida arbitrariamente e a outra pode ser

determinada por esta escolha.
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Demonstragao: Suponha r uma reta qualquer contendo o centro de rotagao O. Se-

>
jam Rer,com R# O, e R" = pog(R). Tome s = OR’. Segue do Teorema |3.22| que

po’g = 040;. O

A reflexao por ponto, sendo um caso particular de rotagao, também pode ser escrita

como produto de duas reflexdes por retas.

Proposicao 3.25 A reflexdo por ponto op é um produto de duas reflexoes por quaisquer

duas retas perpendiculares em P.

Demonstragao: Pela Proposicao op = pp, € pela Proposicao temos que
para uma reta r qualquer, existe uma reta s perpendicular (pois a medida do menor

angulo (em modulo) entre elas é 7), tais que 0,0, = pp , = Op. O

Proposicao 3.26 As isometrias involutivas sao reflexdes por pontos ou reflexoes por re-

tas.

Demonstragao: Seja @ uma isometria involutiva e tome os pontos P e Q tais que
a(P) = Q. Assim, P = a?(P) = a(Q), ou seja, a leva P em Q e vice-versa. Como as
isometrias preservam a relacao estar entre, entao o ponto médio M de @ ¢é fixado. Se
a fixa trés pontos, entao a é a identidade. Caso contrario, entao, pelas Proposicoes
e a pode ser escrita como um produto de no maximo duas reflexoes por
retas.

Se «a fixa dois pontos, entao « fixa a reta que os contém, de modo que, pela Propo-
sicao a € a reflexao por esta reta.

Se a fixa exatamente um ponto, entao sejam r e s retas tais que a = o,0,. Caso r//s,
entao se r = s, pela Proposicao 0,0, € uma translacao, que pela Proposicao
nao fixa nenhum ponto, e se r = s entao 0,0, € aidentidade, que fixa todos os pontos.
Logo, r e s devem ser concorrentes. Pela Proposicao 0,0, € uma rotacao. Como
a fixa o ponto M e leva o ponto A em B e o ponto B em A, pois é involucao, segue

que « é uma rotagao de angulo 7, ou seja, uma reflexao pelo ponto M. O]
Definigao 3.27 Dadas a e 8 isometrias, chamamos afa~! de conjugado de p por a.

Proposicio 3.28 Sejam a e B isometrias. Entdo, afa~' é uma involugdo se, e somente

se, B for uma involugao.

Demonstragao: (=) Temos que afa~! é uma involugao. Entio

apatapal =id = appal =id = pp=ala =id.
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Logo, p € um involugao.

(<) Note que, como S = id, temos
apatapat =appat =aa! =id.

Portanto, afa~! é uma involugio. O

Proposigao 3.29 Sejam P um ponto, r uma reta e a uma isometria. Entdo aoc,a™! =

-1 _
Og(r) € XOp& = = Og(p)-

Demonstragao: Pela Proposicao aopa~! é uma involugdo pois op é uma invo-
lug¢ao. Note que
aopa (a(P)) = aop(P) = a(P).

Entdo aopa~! fixa a(P) e mais nenhum outro ponto, uma vez que op fixa somente o
ponto P. Portanto, aopa™ = o, p).

-1

De modo analogo, ao,a™" é uma isometria involutiva que fixa somente a(r) e, por-

tanto, temos que aara_l = Oq(r)- 0

Proposicao 3.30 Se « é uma isometria, entao

-1 _
ATABEX = Ty(A),a(B)

apo,pa”" = Pa(0):0-

Demonstragao: Primeiramente, note que, pela Proposicao temos que T4 5 =
0M04, com M ponto médio de AB. Logo, pela proposicao anterior,

1 1

aTA,Ba_l = aaMoAa_l =a0pMO A0AQ T = Og(M)Oa(A)-
Além disso, a(M) é ponto médio entre a(A) e a(B), de modo que

-1 _
ATABX = Ty(A),a(B):

Para a segunda parte, vimos que pp g = 0,05, com r e s retas concorrentes em O e
tais que a medida do menor angulo (em moédulo) orientado de r para s € %. Logo,

pela proposicao anterior,

-1 _ -1 _ -1 -1 _
APop® = A0,0,a = A0, & AOQA = Og(s)0a(r)-
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Além disso, a(r) e a(s) sao retas concorrentes no ponto a(O) que formam um an-
gulo de i% no sentido anti-horario, uma vez que uma isometria nao preserva, ne-

cessariamente, a orientagao de um angulo. Portanto, concluimos que
_]_ _
apo,e® = Pa(0),+0-
O

Teorema 3.31 Uma rotagdao por um dngulo O seguida de uma rotagao por um dngulo
¢ ¢é uma rotagdao por um dngulo 6 + ¢, no caso de 6 + ¢ = 2km, com k um inteiro. Se

0 + ¢ = 2k, entao a composigdao é uma translagao.

Demonstragao: Sejam pp g € p 4 rotagoes. Se P = Q, entao pelo Teorema segue
que pQ,0Pp,p = PP,0PP,¢ = PP,0+¢-

Suponha P # Q e 0,¢ nao nulos. Definindo t = 1<3—)Q, entao pela Proposigao (3.24

existem retas r e s com P € r e Q € s tais que pp g = 010, € pg ¢ = 050;. Logo,

pQKPPP;@ = 050:0:0, = 040;.

Se 0 + ¢ = 2km, pela Proposicao podemos escrever

1 -1 _ 1,1 _ _
To,pPp,oTQ,P = TP,QPp,0Tp,Q = P1p,o(P),x0 = PQ,F¢-

Note que, como as translacoes preservam a orientacao de angulos, podemos assu-
mir que
-1 -1 _ _
TQ,pPP,oTQP = P1p(P)-0 = PQ,¢-

Segue que

-1 -1 -1
050r = PQ,¢Pr,o = (TQ,PpP,GTQ,P)pP,Q = TQ,PTpp,n(Q)ppe(P):

Pela Proposigao [1.16 Té}PTpP’G(Q)’pPIG(p) € uma translacao e pela Proposic¢ao [3.19

segue que 1//s.

Agora, se r e s nao sao paralelas, entao caimos no caso em que 6 + ¢ = 2k7m. Sejam

P’ = 04(P) = 0,04(P) = PQ,¢(P)
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R//

Rl

Figura 3.3: Composicao entre pp g € pg 4 NO caso em que r//s.

Note que, agora, as retas r e s sdo as mediatrizes dos segmentos QQ’ e PP’, respecti-
vamente. Defina {O} = r Ns. Assim, temos que ZOPQ = % e ZOQP = % Aplicando
o Teorema do Angulo Externo em APOQ, segue que a medida do menor angulo (em

modulo) orientado de r para s é % + % e, pelo Teorema |3.22|, podemos concluir que

0507 = 00,6+¢- u

Corolario 3.32 A composigao de uma translagdo e de uma rotagdao nao nula em qualquer

ordem é uma rotagao.

Demonstragao: Suponha pp g uma rotagao por angulo nao nulo. Pelo teorema an-
terior, basta substituir a translacao por uma rotacao de angulo 7 e outra de an-
gulo —7, de onde segue que a composi¢ao é uma rotacao de angulo 6, uma vez que
O+n+m=0. O

Proposicao 3.33 Sejam r e s retas quaisquer. Entdao 0,05, = 050, se, e somente se, r = s
our_Ls.
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R//

RI

O0+¢-2m

O

Figura 3.4: Composigao entre pp g € pg ¢ NO caso em que r € s nao sao paralelas.

Demonstragao: Pelas Proposicoes|3.10}(3.11|e|3.29} segue que

0,05 = 0,0, &= 0,0,0, =0,
— Gas(r) =0y
> oy(r)=r

& r=sour_ls.
U

Agora que temos um repertorio satisfatorio sobre as composicoes de isometrias,

podemos apresentar os resultados relacionados as reflexdes transladadas.

Proposicao 3.34 Uma reflexdo transladada é um produto de trés reflexdes por retas r,s

et tais que s,t L r.

Demonstragao: Pela definicao, uma reflexao transladada ¢ uma composigao 7,4 o,
e, pela Proposigéo uma translagao é um produto 74 g = 0;0; onde s e t sdo retas
paralelas e perpendiculares ao vetor AB. Logo, uma reflexao transladada pode ser
escrita como um produto de trés reflexdes por retas distintas e, uma vez que o eixo

—
da reflexao transladada ¢ paralelo ao vetor de translacao AB, tem-se T4 po, = 0,050,
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coms,t 1 r. [l

Proposicao 3.35 Uma reflexdo transladada nao fixa nenhum ponto.

Demonstragao: Sejam r,s e t retas com s,t L r € T4 g0, = 0;0,0, Uma reflexao trans-
ladada e tome P € IT um ponto. Se P € r, entdo o,050,(P) = 0;0,(P) = 14 p(P) que,
pela Proposicao nao fixa nenhum ponto. Suponha, entdo, P ¢ r e, por absurdo,

que P = 0;0,0,(P). Entao, tomando o,(P) = P/, temos
01050,(P) =P = O‘soul‘(P’) = Ur(P,)-

Como r divide I'T em dois semiplanos distintos e 0,0, € uma translagao por um vetor
paralelo a r, segue que o,0,(P) e P pertencem ao mesmo semiplano. Por outro lado,
por o, ser uma reflexao pela reta r, entao o0,(P) e P devem estar em semiplanos
distintos, uma contradi¢ao. Portanto, uma reflexao transladada nao fixa nenhum

ponto. U

Proposicao 3.36 Sejam 14 po, = 0,050, uma reflexdo transladada e P € Il um ponto tal

que T4 po,(P) = P’. Entdo o ponto médio de PP’ pertence ao eixo da reflexao transladada.

Demonstragao: Seja a a reta perpendicular a r que contenha P. Assim, pela Propo-
sicao existe uma reta b//a tal que 0,05 = 0j,0,. Definindo {Q} = bNr temos que,
além de P e Q serem pontos distintos, pela Proposi¢ao temos que

P’ = 01050,(P) = UbOaUr(P) = Gbgr(P) = GQ(P))

uma vez que o,(P) € a e as retas r e b sao perpendiculares em Q. Logo, pela definicao

de reflexao por ponto, Q é ponto médio de PP’. O

Proposicao 3.37 Uma reflexao transladada preserva somente a reta que é seu eixo.

Demonstragao: Sejam r,s e f retas e 14 po, = 0;0,0, uma reflexao transladada que
preserva uma reta a C I. Note que, como a translagao 74 g preserva somente retas
paralelas ao vetor zﬁ, podemos supor que a//ﬁ e, portanto, a//r. Tome P € a
e seja P’ = t4 go,(P). Pela Proposicao temos que, se M é o ponto médio de
PP’, entao M € r. Como a reta a é preservada pela reflexao transladada, temos
que P,P’ € a e, consequentemente, M € a. Tome agora Q € a de modo que P-P’-Q
e defina Q' = 7, 3o, (Q). Assim, Q' € a e se denotarmos M’ o ponto médio de QQ’,
entao M’ €ae M’ e r. Como P e Q sao pontos distintos e PM = W, entaoM = M’,

de onde segue que r e a se interceptam em dois pontos diferentes, o que significa
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TA,B P/

Figura 3.5: Construcao da Proposicao m

que r = a. Portanto, a Ginica reta que é preservada pela reflexao transladada é o seu
proprio eixo. O

Proposicao 3.38 Para toda reflexao transladada o temos que

045, = TABO Oy =0, 0Ty
Demonstragao: Seja P € IT um ponto arbitrario. Se P € r, entao a igualdade é trivial,
uma vez que r ¢ fixada por o, e AB ¢ paralelo a r. Se P ¢ r, definindo P’ = ¢,(P)
temos que existe uma reta a tal que P’ €a e a L r. Da mesma maneira, se tomarmos
Q=14p(P)e Q" =0,(Q), entdo existe umareta b tal que Q,Q" e beb L r. Assim, a//b.
Também segue que d(P,P’) =d(Q,Q') e %//lg’—Q_)’, logo OOPP’Q’Q é um retangulo
e, em particular, um paralelogramo. Assim, pelas Proposi¢oes e temos
Ta,B = Tp,Q = Tps,g- Portanto,

74,8(0,(P)) = T4 g(P’) = 1pr o(P') = Q.

Logo, como P ¢ arbitrario, temos 74 g0 0, = 0, 0 T4 p. OJ
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Proposicao 3.39 Uma reflexao transladada é uma composigao entre uma reflexao por
reta e uma reflexao por ponto em qualquer ordem. Reciprocamente, uma composigdo
entre uma reflexao por reta e uma reflexao por ponto fora dela em qualquer ordem é uma

reflexao transladada.

Demonstragao: (=) Seja y = 0,050, uma reflexdo transladada. Pela Proposi¢ao[3.34}
temos que s,t L r. Sejam {S}=sNre{T}=tNr. Assim, pela Proposi¢ao temos

que O0g = 0,0, = 0,05 € OT = 040. Segue que
7/ = 0400, = 0405 = 040,05 = 0TO;

(<) Sejam r uma reta e P ¢ r. Tome s | r passando por P e t | s passando por P,

de maneira que r,t 1 s. Segue que, pelas Proposigoes e Op0, = 050;0, €
0,0p = 0,0,0; = 0,0;0, sao reflexoes transladadas de eixo s. O

Proposicao 3.40 Uma translagio que preserva uma reta r comuta com uma reflexio
transladada que tem a reta r como eixo. Além disso, as reflexdes transladadas nao sao

involugoes.

Demonstragao: Seja y = 0,050, uma reflexao transladada cujo eixo é areta r, ou seja,

s,t L r. Suponha 7 uma translacao qualquer que preserva a reta r. Pelas Proposi¢oes

e uma translagao que preserva r comuta com o, e, pela Proposicao as
translagoes formam um grupo abeliano, logo

YT = 04050,T = 0;05T0, = T0;050, = TY.

Para a segunda parte, defina {S} =sNr, (T} =tNre T =15 7(T) e assim, pela
Proposicao 0,05 =75, 177. Como S, T’ € r, temos que 7g 7 preserva r. Logo, basta

notar que

2 _ 2 _ _ _ 2 _ .2 :
Y = (Gtasar) = 01050,01050y = Ts,104Ts,7'0r = GrOrTS,T/ - TS’T' #id.

O

Proposicao 3.41 Sejam y uma reflexdo transladada de eixo r e &« uma isometria. Entdo

aya~! é uma reflexio transladada de eixo a(r).

Demonstragao: Seja y = 0,00, uma reflexao transladada cujo eixo é a reta r. Assim,
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pela Proposigao|[3.29]

aya_l = aataso;a_l = aata_laasa_laarafl = O0a(t)0a(s)Oa(r)-
Como & é uma isometria e s,t L r, entdo a(s),a(t) L a(r) e a(s) # a(t). Logo, aya™!

€ uma reflexao transladada de eixo a(r). 0

3.3 Paridade

Definicao 3.42 (Isometria par e impar) Uma isometria que pode ser escrita como um
produto de uma quantidade par de reflexdes por retas é chamada isometria par. Uma
isometria que pode ser escrita como um produto de uma quantidade impar de reflexdes

por retas é chamada isometria impar.

Proposicao 3.43 Sejam P € Il um ponto e r e s retas. Entdo existem retas a e b tais que

Peaeoso, =00,

Demonstragao: Se r//s, entao a reta a sera a reta paralela a r passando por P e 0,0,

€ uma translacao, e a Proposi¢ao garante a existéncia da reta b como desejado.
<

Se r e s sao concorrentes em Q, entao a = PQ. Entdo 0,0, é uma rotagao com centro

em Q e, pela Proposicao temos a existéncia de b conforme o enunciado. O

Corolario 3.44 Se as retas r,s e a sao concorrentes em Q, entdao existe uma reta b tal que

050,0, = Op.

Demonstragao: Da demonstragao da proposi¢ao anterior, temos que 0,0, = 0,0, =

0500, = Op. O

Proposicao 3.45 Um produto de quatro reflexdes por retas pode ser escrito como um

produto de duas reflexdes por retas.

Demonstragao: Sejam p,q,r e s retas, P € p e tome o produto 050,0,0,. Pela Propo-
sicao existem q’ e r’ tais que 0,0, = 00, € P € q’. Também existem retas r” e
a tais que o,0,» = 0,0,» € P € r”’. Logo, por construcao, p,q’ e r”’ sdo concorrentes em
P, de modo que, pelo Corolario existe uma reta b tal que 0,70,0, = 0;. Segue
que

050,040 = 0507040y = 0,0,70,0, = 0,0,

como desejado. O
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Proposicao 3.46 Uma isometria par é um produto de duas reflexdes por retas. Uma iso-
metria impar é uma reflexdao por reta ou um produto de trés reflexoes por retas. Ademais,

nenhuma isometria é par e impar ao mesmo tempo.

Demonstragao: Sejam o; reflexoes por reta para todoi =1,2,---,ne y = 01030y,
uma isometria. Usando a Proposicao podemos escrever y = 010, 0,,_40,05,
onde 0{0) = 0,-30,_,0,-10,. Como a cada iteragao desse processo subtraimos em 2
o numero total de reflexdes no produto, se n for par, ou seja, se y for uma isome-
tria par, entao chegamos num produto de 2 reflexoes por retas. Caso y seja uma
isometria impar, entao chegamos num produto de 3 reflexdes por reta e, caso duas
reflexOes consecutivas forem idénticas, obtemos apenas uma reflexao por reta.

Por fim, vamos mostrar que nenhuma isometria é par e impar simultaneamente.
Suponha, por absurdo, que existam retas p,q,7,s e t tais que 0,0,0, = 0,0;. Logo,
050,040, = 0; de modo que, pela Proposi¢ao segue que existem retas u e v tais
que

0,0y = 050,040, = Ot.

Mas, pelas Proposicoes e 0,0, € uma translacao ou uma rotagao, que fixa
nenhum ou um Unico ponto, respectivamente, enquanto o; fixa os pontos da reta ¢,

um absurdo. Portanto, nenhuma isometria é par e impar ao mesmo tempo. O

3.4 Classificagao das Isometrias

Nao a toa viemos focando o estudo das isometrias apenas nestes quatro tipos de apli-
cacOes: qualquer isometria pode ser rotulada em algum deles, sendo este o principal

resultado desta segao.

Proposicao 3.47 Sejam a : 11 — I1 uma isometria diferente da identidade e P € IT um
ponto tal que a(P) = P. Se P,Q = a(P) e R = a(Q) sdo distintos e nao colineares, entiao a

é uma rotagdao ou uma reflexdo transladada.

Demonstragao: Sejam os pontos P,(Q e R como dados no enunciado e defina a(R) =

S. Temos que APQR = AQRS pelo caso LLL de congruéncia de triangulos, pois
* d(P,Q) =d(a(P),a(Q)) = d(Q,R);
* d(Q,R)=d(a(Q),a(R)) = d(R,S);

e d(R,P) =d(a(R),a(P)) = d(S,Q).
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3 Propriedades das Isometrias

Como PQR = QRS, entdo ha duas posicdes possiveis para S: P e S pertencem ao
<«
mesmo semiplano definido pela reta QR ou pertencem a semiplanos distintos.

Suponha que P e S pertencam ao mesmo semiplano. Seja s a mediatriz de PR e

note que
. 0,(P)=R;
* 0(Q)=0Q;
« 5,(R)=P.

Tome t a mediatriz de @, de modo que

* 0;(P)=S;
* 01(Q) =R
* 0¢(R)=Q.

Assim, segue que
* 0;05(P) = 0¢(R) = Q= a(P);
* 0105(Q) = 04(Q) =R = a(Q);
* 0,0:(R) = 0,(P) = S = a(R).

Logo, pelo Teorema temos que a = 0;0;. Note ainda que s e t sao concorrentes,
uma vez que P,(Q e R sao nao colineares. Pela Proposi¢ao concluimos que o;0;
€ uma rotacao.

Suponha, agora, que P e S pertengam a semiplanos opostos. Tome a reta r como
sendo a mediatriz de PQ. Seja s como no caso anterior e tome u = 1<3_Q> Observe
que r L u, de maneira que, pela Proposicao temos 0,0, = o), onde M é o
ponto médio de PQ. Note que op(P) = Q e 034(Q) = P. Defina o(R) = R’. Vamos
mostrar que oy(S) = R’. Para isso, suponha que 0,(S) = S’. Temos que APQR =
AQPR’ aplicando o), a cada um dos vértices, e AQSR = AQS’P aplicando o e, por
fim, AQSR = APRQ pelo caso LLL de congruéncia de triangulos. Logo, temos que
AQS’P = AQR’P e como R’ e S’ pertencem ao mesmo semiplano definido por u,
entao R’ = S’. Portanto, o) (R) = R’.

Juntando essas informacgoes, segue que

¢ OSUM(P) = GS(Q) =Q= a(P);
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* o,00(Q) =0s(P) =R=a(Q);
* o50M(R) = 04(R)) =S = a(R).
Assim, pela Proposi¢ao[3.39} a = 050y é uma reflexao transladada. O

Proposicao 3.48 Sejam « : 11 — I1 uma isometria diferente da identidade e P € IT um
ponto tal que a(P) = P. Se P,Q = a(P) e R = a(Q) sdo distintos e colineares, entdo o é

uma translagao ou uma reflexao transladada.

Demonstragio: Primeiramente, note que P-Q-R e Q ¢ ponto médio de PR, uma
vez que d(P,Q) = d(a(P),a(Q)) = d(Q,R) e P # R. Além disso, temos que a(r) =r
pois a(r) é uma reta que contém «a(P) = Q e a(Q) = R. Considere o vetor P_Q) ea
restricao da translacao pelo vetor P—Q> a reta r, denotada por 7p g [,. Assim, temos
que 7p I, (P)=Q=a(P)e tpg [, (Q) = R = a(Q). Tomando ¢ = (tp g I,) e I,
temos

¢(P)=(tpg ) (P)=(tpg I[,) Htp o [,)(P) =P

Q) =(tpg ) a(Q) = (tp,g I) (Tp,0 [)(Q) = Q.

Afirmamos entao que ¢ = id, pois, do contrario, existiria A € r tal que ¢(A) = A, de
modo que

d(P,A) = d(¢(P), p(A)) = d(P,P(A)),

ou seja, P é ponto médio de Ad(A). De modo analogo, teriamos que Q é ponto médio
de m, de onde segue que P = Q, um absurdo. Logo, id, = ¢ = (7p g ) la T, o
que implica que a [,=1p g [}

Seja, agora, S ¢ r. Entao o tridngulo APQS é congruente ao triangulo formado
pelos vértices a(P) = Q,a(Q) = Re a(S) = S’. Ha duas posi¢oes possiveis para S”: S e
S’ pertencem ao mesmo semiplano definido pela reta r ou pertencem a semiplanos
distintos.

Suponha que S e S’ pertencam ao mesmo semiplano. Entao OJPQS’S é um parale-
logramo pois d(P,S) = d(a(P),a(s)) = d(Q,S’) e PS//QS’, dado que os angulos SPQ

e S’QR sao congruentes. Note que p € tal que
* 1p,0(P) = Q= a(P);
* 7p,0(Q) = R=a(Q);

® Tp’Q(S) =S’ = (X(S)
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Portanto, pelo Teorema @ = Tp  é uma translagao.
Suponha, agora, que S e S’ nao pertengam ao mesmo semiplano. Assim, temos que
APQS é congruente ao triangulo de vértices 0,(P) = P,0,(Q) = Qe 0,(S) =S”. Segue

entao, de maneira semelhante ao caso anterior, que S” = 7p (S”). Assim sendo,
* 1p,00,(P) = Q= a(P);
* 1p,00,(Q) =R =a(Q);
* 7p 0, (S)=5"=a(S).
Portanto, pelo Teorema @ = Tp o0, € uma reflexao transladada. O

Proposicao 3.49 Sejam « :I1 — I1 uma isometria diferente da identidade e P € I1 um
ponto tal que a(P) = P. Se Q = a(P) e P = a(Q), entdo a é uma reflexao por reta ou uma

rotagao.

Demonstragao: Temos que a(PQ) = a(P)a(Q) = PQ. Seja M o ponto médio do seg-
mento PQ, ou seja, temos que P-M-Q. Pela Proposigéo segue que a(P)-a(M)-a(Q).
Além disso,

d(a(P),a(M)) =d(P,M) = d(Q,M) = d(a(Q),a(M)),

de modo que a(M) = M. Note que se tomarmos M’ na mediatriz r de PQ mas que

nao pertenca ao segmento, temos que d(P,M’) = d(Q,M’). Entao,
d(P,a(M')) =d(a(Q),a(M’)) =d(Q,M’) =d(P,M’) = d(a(P),a(M’)) = d(Q,a(M’)).

Dessa forma, a preserva r, ou seja, a(r) = r. Seja N € r, M # N e observe que
d(M,N)=d(a(M),a(N))=d(M,a(N)). Note que P,Q e N nao sao colineares. Temos
entao dois casos a considerar: se «(N)= N ou se a(N) = op(N).

Suponha a(N) = N. Como

* 0,(P)=Q=a(P);
+ 6,(Q)=P=a(Q);
* 0,(N)=N=a(N),

entao pelo Teorema segue que a = 0, é uma reflexdo por reta.

Suponha, agora, que a(N) = op;(N). Observe que

* a(N)=ou(N);
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* om(P)=Q=a(P);
* om(Q)=P=a(Q).

Logo, pelo Teorema temos que & = o) = Py, € uma rotagao. 0

Teorema 3.50 Dada uma isometria « : I1 — I1 é possivel classificd-la em quatro tipos

além da identidade: translagdo, reflexdo, rotagao e reflexao transladada.

Demonstragao: Suponha a # id. Entao existe um ponto P € II tal que a(P) = P.
Tome Q = a(P) e R = a(Q).

Se P,(Q e R sao distintos e nao colineares, pela Proposicao temos que a é uma
rotacao ou uma reflexao transladada.

Se P,Q e R sao distintos e colineares, pela Proposicao temos que a é uma
translacao ou uma reflexao transladada.

Se R = a(Q) = P, pela Proposi¢ao[3.49 temos que « é uma reflexdo por reta ou uma
rotacgao.

Portanto, com excecao da identidade, existem apenas quatro tipos de isometrias:

translacoes, reflexoes, rotacoes e reflexdes transladadas. O

Como consequéncia dessa classificagao e o contetdo da sessao anterior, podemos
afirmar que uma isometria par deve necessariamente ser uma translacdo ou uma
rotacao (e, particularmente, uma reflexao por ponto) e uma isometria impar deve

necessariamente ser uma reflexao por reta ou uma reflexao transladada.
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4 GrRUPOS DE PAPEL DE PAREDE

Neste ultimo capitulo, chegaremos ao objetivo final de classificar as simetrias do
plano, mas antes disso é necessario definirmos os Grupos de Papel de Parede e mos-
trar o Teorema da Restri¢ao Cristalografica, que facilitara as analises durante a clas-

sificacao. A principal referéncia utilizada foi [5].

Para simplificar o texto, as reflexdes por retas serdo mencionadas apenas como
reflexdes, visto que as reflexdes por ponto podem ser encaradas como casos particu-

lares de rotagoes.

4.1 Restricao Cristalografica

Definigao 4.1 (Grupo de papel de parede) Um grupo de isometrias 7/ cujas trans-
lagoes sao exatamente as pertencentes a (T1,T,), onde 1) = Top e Ty = Ty ¢, sendo A,B e

C pontos nao colineares, é chamado grupo de papel de parede.

Definicao 4.2 (Reticulado de translagdao) Dado um ponto P, chamamos de reticulado
de translagoes determinado pelo ponto P o conjunto de todas as imagens de P em relagcdo

ds translacdes em 7.

Observacao 4.3 Toda translagcao em 7 é da forma ’l’é’[i, com i,j € Z, de modo que

todos os pontos A;; = T%’l’{ (A), sendo A € IT um ponto fixo, formam um reticulado de

translagdo.

Definigao 4.4 (Célula Unitdria) Uma célula unitdria de 7/ em relagio ao ponto A
¢ a regiao delimitada pelo paralelogramo de vértices A;j, Ajy1,j, Aij+1 € Aivtjr1- Se o
paralelogramo for um retingulo, chamamos de célula unitaria retangular; se for um

losango, chamamos de célula unitaria losangular.

Definicao 4.5 Dado 75 p, dizemos que AB é o comprimento da translacdo. Além

disso, a translacdo T4 g é mais curta do que a translacdo tc p se AB<CD.
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4 Grupos de Papel de Parede

R N NS
DU NN

A1 Apn A Az
A—I,O\ Ao,\ Al,O\ Az\
Aq Ag,1 Ap 1 Ap 1

Afl,fx Ao,fx Al,fx Az,fx

Figura 4.1: Reticulado de translagao.

Proposicio 4.6 Seja r uma reta. Se o, pertence a 7/, entdo r é paralela a diagonal de

uma célula unitdria losangular ou contém um lado de uma célula unitdria retangular.

Demonstragao: Seja A € r um ponto. Defina 74 p a menor translagao possivel em v

diferente da identidade. Temos entao trés casos:

— — , .
1. AP #re AP nao é perpendicularar.

Seja Q = 0,(P). Pela Proposigéomtemos que 0,Tp pO; = Ty (A)0,(P) = TA,Q- LOZO,
TAQ € Ve

Agora, como Q = 0,(P), segue que AP = AQ e, além disso, A, P e Q sao nao coline-
>

ares pois AP nao ¢ perpendicular a . Dessa forma, (t4,p, 74 o) € 0 grupo de todas

as translagdes de 7. Note ainda que a reta r contém a diagonal de uma célula

unitaria losangular delimitada pelo losango de vértices P,A,Q e T4 pTa,o(A).

«—>
2. AP =r.

Sejam s a reta perpendicular a AP em A, m a mediatriz de AP e n = o,(m). Tome
T4 R @ menor translacao em 7 tal que To R € (Ta,p). Entao o ponto R pertence
a m,n ou esta entre m e n, do contrario, Tj’lPTA’R seria uma translacao mais curta
do que 14 g em 7. Como Tg}R também pertence & /7, tomando a composicao
com o, quando necessario, podemos supor, sem perda de generalidade, que R

pertence a m,n ou esta entre m e s. Seja S = 0,(R).

<>
Consideremos, entao, o caso em que R esta entre as retas m e s. Como AP =7,
temos que T4 sT4 g Seria uma translacao mais curta que 74 p em %Segue que

Rem,RenouRes.
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Q

Figura 4.2: Construgao do caso 1.

Suponha R € m. Assim, temos que [JASPR é um losango e, pela Proposigao[1.17}
segue que T4 g = Tpp € T4 R = Tg,p. Dessa forma, pelo Teorema temos que

TA,STAR = TRPTAR = TA,P-

Portanto, (T4 r,Tas) = (Ta,r, Ta,p). Perceba que r contém a diagonal da célula
unitaria losangular JASPR.

Figura 4.3: Construcao do caso 2 onde R € m.

No caso em que R € n, basta tomar R’ = 74 p(R) no lugar de R no caso anterior

para obter o resultado.
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Suponha, agora, R € s. Entdo (T4 p,Tar) € 0 grupo de translagdes em 77 e r
S
contém um lado de uma célula unitaria retangular, pois s € perpendicular a AP

em ambos 0s casos.

«—
3. AP L.

Seguindo a construcao feita no item anterior até a parte onde definimos S = 0,(R),
continuamos com a hipétese de que R pertence as retas m,n ou esta entre m e s.
Caso R esteja entre m e s, entao, como A(_)P 1 r,ou seja, como r = s, terlamos que
T ATAR Seria uma translacao mais curta que 74 p. Segue que R € m, R € n ou
Res.

Suponha R € m. Assim como no item anterior, Ts 4Ts,r = Ta,p, basta seguir de
modo analogo. Tomando S; = 74 g(S) segue que r contém a diagonal da célula
unitaria losangular JASS| R.

Se R € n, novamente, basta tomar R’ = 74 p(R) no lugar de R no caso anterior para
obter o resultado.

Suponha, agora, R € s. Entao, do mesmo modo, (74 p, T4 r) € 0 grupo de trans-
lagdes em 7/ e r contém um lado de uma célula unitéaria retangular, pois s é

. «—>
perpendicular a AP.

0

Proposicio 4.7 Se 7/ ndo possui reflexdes mas contém uma reflexdo transladada, en-

tdo 7/ possui apenas células unitdrias retangulares ou losangulares.

Demonstragio: Suponha que 7/ nao possui reflexdes mas contém uma reflexdo
transladada & cujo eixo é I. Seja T a menor translagio em 7/ que preserva a reta
I. Como a? é uma translacdo que preserva a reta [, entdao podemos escrever a’ =
t" para algum inteiro n > 0. Caso n seja par, entao é da forma 2k, para algum k
inteiro. Pela Proposicao a e T comutam, de modo que (a7t %)? = id. Entio

—k

at™" é uma isometria involutiva impar que, pela Proposicao deve ser o; pois |

é preservada, uma contradigao pois por hipétese, 77 nao possui reflexdes. Logo, n

é impar e entao podemos escrever n = 2k + 1, com k um inteiro, e a? = 7?*1

. Segue
que (t7%@)? = 7. Assim, definindo ¥ = 7%, temos que y é uma isometria impar
cujo quadrado é 7. Logo, ¥ é uma reflexao transladada que preserva I. Note que
y? é uma das menores translacdes que preserva I. Tome um ponto A em [ e a a
reta perpendicular a I em A. Sejam m = y(a), p = y*(a) e P = y*(A). Temos entdo

T4,p uma das translagées mais curtas no subgrupo (). Tome, agora, 74 p uma das
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menores translagdes em 7/ que nio pertencem a (p?). Além disso, como Ti’lPTA,B
nao pode ser mais curta do que 74 p podemos supor que B pertence a a ou esta entre
aep. Caso Bea,entio 7/ possui célula unitéria retangular e [ é paralela a um dos
lados de tal retangulo. Caso B esteja entre a e p, defina C = ¢(B). Pela Proposicao
3.30 segue que yTapy ! = Ty(A),7(B)- Note que A" = y(A) pertence a interseccao de
I e m e tomando B’ = y(B), temos que JACB’A’ é um paralelogramo. Assim, pela
Proposicao temos que T4 c = Ty(a),(B) € portanto, T4c € 7. Desse modo,
segue que T4 pTa c € 7 . Note que B € m pois, do contrario, caso B esteja entre a e m,
entao T4 pT4 ¢ seria uma translagao mais curta do que 7,4 p; caso B esteja entre me p,
entao T;}PTA’BTA’C seria uma translagao mais curta que 74 p. Deste modo, JACPB é

uma célula unitaria losangular cuja diagonal é a reta /. O

Proposicio 4.8 Se uma reflexdo transladada em 77" preserva o reticulado de translacdo

de 7 entdo 7/ contém uma reflexao.

Demonstragao: Suponha y uma reflexao transladada que toma o ponto A e leva em
P no reticulado de translagao determinado por A. Entdo, como y7tp 4 € uma iso-
metria impar que fixa o ponto A, segue que y71p 4 € uma reflexao, uma vez que as
reflexdes transladadas nio fixam nenhum ponto. Portanto, 77 contém uma refle-

Xao. [l

Definicao 4.9 Uma reta r é uma reta de simetria para um conjunto de pontos S se o,

preserva S.

Defini¢ao 4.10 Um ponto P é chamado n-centro de um grupo de isometrias < se as
rotaces em ¢ com centro em P formam um grupo ciclico finito C,, com n > 1. Um
centro de simetria é um n-centro para algum n.

Observacgao 4.11 O grupo ciclico finito C,, da defini¢cao anterior possui o elemento pp 2x

’n

como um gerador.

Observagao 4.12 Se um ponto P é um n-centro de um grupo de simetrias de determinado

conjunto de pontos, entao P também é dito um n-centro para tal conjunto.

Proposigao 4.13 Se P é um n-centro de um grupo de isometrias ¢ que contém uma
isometria que leva o ponto P em Q, entdo Q é também um n-centro de . Analogamente,
se r é uma reta de simetria para um conjunto de pontos e o grupo de isometrias de tal
conjunto possui uma isometria que leva r em s, entdo s é também uma reta de simetria

para o conjunto.
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Demonstracio: Seja a € ¢ tal que a(P) = Q. Pela Proposigao segue que

apaea_1=0awxﬂ9=PQ¢a

Para a segunda parte, note que, se o,,f € (; e p é tal que B(r) = s, entao, pela
Proposigao[3.29]

ﬁgrﬂ_l = 0p(r) = Os:-

Logo, s € uma reta de simetria. O

Proposigao 4.14 Sejam os pontos A, P € Il distintos e n > 1 inteiro. Se p 4 2, pp 2n € 7,

entdo 2AP é maior ou igual ao comprimento da menor translagdo diferente da identidade

em%

Demonstragao: Sejam Pp 2n,P  2n € v/ rotagoes com A # P e n > 1. Entao v/
contém o produto pp 2xp, 2« que, pelo Teorema € uma translacao diferente

da identidade. Podemos escrever entao pp oxpy -2n = Té’lfi com i,j € Z. Segue que
‘n ’on

j i -
2n = T,T 2 € aSS1m
Pp,2n = 11104, 2 ,

Pp,2(A) =TT py 20 (A) = Ay

Assim, temos que se n = 2, ou seja, € uma rotacao por 7, entao P é o ponto médio
do segmento AA;;. Se n > 2, entdo AAPA;; € um triangulo isosceles. Em ambos os
casos, usando a Desigualdade Triangular, segue que

2AP = AP +PA1']‘ > AAZ']' > 0.
Portanto, a mais curta translagao diferente da identidade em 7/ possui compri-

mento de no minimo 2AP. OJ

Teorema 4.15 (Restri¢do Cristalogrdfica) Se P é um n-centro de um grupo de papel
de parede W, entdon=2,3,4 ou 6.

Demonstragao: Dado P um n-centro de /7, pela Proposicio podemos tomar
um n-centro Q # P a menor distancia possivel de P. Defina R = pQ’%(P). Entao
PQ = QR, de modo que R também € um n-centro. Da mesma forma, se S = pp, 2:(Q),
entao S é um n-centro e RQ = QS. '
Caso S = P, entao o triangulo APQR ¢ equilatero pois PQ = QR e RQ = RS = RP.

Assim, seus angulos internos medem %", ou seja, n = 6.
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Caso S # P, entao SP > PQ = QR pela escolha do ponto Q. Dessa forma, devemos
ter n < 6 pois do contrario SP < PQ. Se n = 5 entao JPQRS é um trapézioe SP < QR,
contradi¢ao. Se n = 4, entao JPQRS é um quadrado, de modo que SP = PQ. Sen =3
entao o segmento SP é uma das diagonais maiores de um hexagono regular, ou seja,
SP=2PQ>PQ. Se n =2 entao

SP=PQ+ QR+RS >PQ.

Portanto, os Gnicos valores que n admite sao 2,3,4 e 6.

O
S P S P
R Q R Q
S P P=S
R 0 S P R Q
R Q

Figura 4.4: Intuicao geomeétrica para os valores de n na Restrigao Cristalografica.

Corolario 4.16 Se um grupo de papel de parede 77" possui um 4-centro, entio 7/ nao
pode ter 3-centros nem 6-centros.

Demonstragao: Pela Restri¢ao Cristalografica, as rotagoes pp 2, Po,2x € P, nao
podem estar no mesmo grupo, pois a composigao pp m P =n resulta numa rotacao

A =27 P s 3 A 2n
de angulo 55 e a composigao pp. P =m resulta numa rotacao de angulo 5. [

Dado o contetdo do teorema e corolario anterior, podemos ver que a Restrigao
Cristalografica reduz significativamente os casos a serem considerados para a clas-
sificacdo, uma vez que nao precisamos considerar n-centros maiores do que 6 e que

4-centros nao se misturam com 3-centros nem com 6-centros.
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4.2 Grupos de Papel de Parede

Para o restante deste trabalho, assumiremos que 77 ¢é um grupo de papel de pa-

rede, nao sendo necessario destacar essa informacao nos resultados.

Definicao 4.17 Dizemos que um centro de simetria G é determinado por um conjunto

S de centros de simetrias quando:
« Edaforma a(A),comAeSeac -

* Pode ser definido como o centro de rotagdo numa composigdo de rotagdes cujos cen-

tros pertencem a S;

* E uma combinagao finita dos itens anteriores.

Teorema 4.18 Seja A um 6-centro de 7/, Entdo o n-centro mais préximo de A é um
2-centro M e A é o centro de um hexdgono regular cujos vértices sio 3-centros e cujas
arestas possuem 2-centros como ponto médio. Todos os centros de simetria de 7/ sdo

determinados por A e M.

Demonstragao: Pelo Corolario temos que // nao possui 4-centros. Seja M o
n-centro mais proximo de A. Caso M seja um 3-centro ou um 6-centro, pelo Teorema

3.31}, existiria um n-centro F tal que py, 2PA% = PFn OU pjzw wPA%E = PFr € além
N ’ ’ 'z 7 ’

disso, a reflexao pelo ponto F leva M em p;"l% (M) e vice-versa. Dessa forma, F seria
o ponto médio entre os pontos M e p;ﬁ% (M), o que o tornaria um 2-centro mais
proximo de A do que M, uma contradicao. Logo, M é necessariamente um 2-centro.

Seja, agora, G o ponto tal que pM,np;"lg = PG,z Entao G é um 3-centro ou um
6-centro. Note que, se G for um 6-centro, entao a composicao PG,EPAE =Py 2 seria
tal que J estaria no segmento AM, logo, seria um 3-centro ou 6-centro mais préximo
de A do que M. De fato, seja a’ = AM. Escrevendo a rotagao p4,z como produto
de duas retas, segundo a Proposicao podemos escolher a reta a’ e a outra reta
a pode ser obtida tomando a = pA,_%(a’), ou seja, temos que PAE = 00 Para a
rotacao PG, escolhendo a reta m = <G_M), encontramos a reta a”’ = PG,z (m), ou seja,
PG,2x = OmOg- Com isso, podemos escrever PG,E = OmOp, onde m’ é a bissetriz do

menor angulo (em mddulo) formado pelas retas a” e m. Agora, note que

_ -1 _ _
pG,% - pG,%pG,zT” = 00100y = Oy’ Oy

Observe que, para a rotacao , escolhendo a reta a’, obtemos uma reta n que é
M,

perpendicular a 2’ em M, uma vez que a rotagao se da por um angulo 7. Como
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W[

|y

P/

Figura 4.5: Rotagoes PG,2x € Py,2x NO Caso em que G é um 6-centro.

-1 _
pM,nPA % - pG’ZTﬂl Segue que
-1
0,0, = pG 2?11 = pM,T(pA n = 0,0,0,0,.
2 )3

Pelo Corolario [3.44) podemos escrever o,,0,0,, = 0p, para alguma reta b. Assim,
0,0,7 = 0,0, € uma rotacao com centro em G, ou seja, as retas m,n,a”’ e b devem
conter G. Portanto, m = n, m é perpendicular a 2’ em M e b = a”. Além disso, pela
Proposigao segue 0,7 = 040,04 = 04 ,(a), de modo que A € a”. Note que, como

0,0,0, = 0,7, temos que 0,70,,0, = 0,. Entao,
P],%" = PGLIPAL = Om0g70y0,5 = Oy Og’-

Portanto, ] € AM pois a reta m’, sendo bissetriz do 4ngulo oposto ao segmento
AM c a’, deve cruzar tal segmento.

Logo, G é um 3-centro. Segue que as imagens de G por poténcias de P4,z S30 0s
vértices do hexagono descrito no enunciado e, pela Proposi¢ao cada um dos
vértices € um 3-centro. Da mesma maneira, as imagens de M por poténcias de p4,x
sao 2-centros e sao os pontos médios das arestas do hexagono.

Por ultimo, temos que B = o)y(A) e C = pA,%(B) sao 6-centros e N = py z(M) € um
2-centro, de modo que os demais centros de simetria sao encontrados compondo-se
com as rotacoes obtidas na demonstracao.

O
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Figura 4.6: Disposicao dos centros de simetria obtidos a partir dos pontos A e M.

Teorema 4.19 Seja A um 3-centro de um grupo de papel de parede 77 que ndo possui
6-centros. Entdo todo centro de simetria é um 3-centro e A é o centro de um hexdgono re-
gular cujos vértices sdo 3-centros. Todos os centros de simetria de 7/ sdo determinados

por A e o 3-centro mais proximo.

Demonstragao: Todo centro de simetria P ser um 3-centro segue do Corolario [4.16|
e do fato de que a composico p, -2z pp,x ndo pode estar em 7/, uma vez que resulta
numa rotagao de % e, por hipdtese, 77" nio possui 6-centros.

Tome G o 3-centro mais préximo de A e defina ] um 3-centro tal que PG, 2P, =

>
Py, 4 Pela Proposi¢ao|3.24} podemos escolher a reta a = AG e obter uma outra reta a’

para afirmar que p, 2x = 0,/0,. Pela Proposicao o menor angulo entre as retas a
73
e a’ deve ser . Da mesma forma, podemos escrever p. 2x = 0,70, para alguma reta
3 G4 a”Pa
a” que contém o ponto G e que forma um angulo de 5 com a reta a. Note que, como

as duas rotagoOes sao positivas, as retas a’ e a”’ sao paralelas. Assim, pela Proposicao

B2} segue que
P14 = PG 50PA5 = 047(0,04704) = 04705, (a’) = 07O,

onde b é uma reta que passa pelo ponto A. Além disso, como a rotagao é centrada
em J, as retas a” e b devem conter tal ponto. Agora, a reta b é imagem da reta a’

pela reflexao o,, de modo que o angulo entre a e b na parte interna do triangulo
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AAG] é %. Como dito anteriormente, o angulo entre a e a”” também mede %, de

onde concluimos que AAG]J é um tridngulo equilatero, de modo que as imagens de

G e ] por poténcias de p, 2= sdo os vértices do hexagono descrito no enunciado.
73

2
P2z
2
> 2
3
(e 4n
3
4
07,4z

Figura 4.7: Composic¢ao PGP, = P, ix aplicada ao ponto G.

Por altimo, pela construcao feita no paragrafo anterior, é imediato (pela escolha
de G) que os centros de simetria de 7/ sao obtidos por A e por G, finalizando a

demonstracao. OJ

Teorema 4.20 Seja A um 4-centro de 7/. Entdo o centro de simetria mais préximo de
A é um 2-centro M e A é o centro de um quadrado cujos vértices sio 4-centros e as
arestas possuem 2-centros como ponto médio. Todos os centros de simetria de 7/ sdo

determinados por A e M.

Demonstragao: Pelo Corolario os centros de simetria de 7/ sdo 2-centros ou
4-centros. Seja M o centro de simetria mais proximo de A. Se M é um 4-centro,
entao existe um centro de simetria K definido py,xp4, = = ox que estd mais proximo
de A, pois, seguindo a construcao feita no Teorema AAKM é retanguloem K e
isésceles, de modo que o segmento AM é maior que AK, uma contradicao. Logo, M
é um 2-centro.

O ponto E definido por pys,xp4,=x = pE,z € um 4-centro e as imagens de E pela ro-
tagao pu,z sdo os vertices do quadrado descrito no enunciado, enquanto as imagens

de M sao os pontos médios.
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Por fim, seguindo a construgao feita até aqui, é imediato (pela escolha de M) notar

que todos os centros de simetria sao obtidos por A e por M. O

Com todos os resultados apresentados, podemos finalmente enunciar nosso obje-

tivo.

Teorema 4.21 Existem apenas 17 grupos de papel de parede.

Demonstragao: Para esta demonstragao, separaremos a classificagao em topicos de
acordo com os n-centros contidos em cada grupo que, segundo a Restri¢ao Crista-
lografica, podem admitir os valores 2,3,4 ou 6. Ao longo de cada item, definiremos
um grupo da categoria e encontraremos os demais adicionando isometrias. Note
que é irrelevante considerar adi¢des de isometrias pares (rotagoes e translagoes),
pois todas as translagoes sao provenientes do subgrupo (74,74 c), € as rotagoes
estao sendo consideradas nos n-centros de cada grupo. Dito isso, estenderemos os

grupos apenas adicionando isometrias impares (reflexoes e reflexoes transladadas).

* Grupos que contém 6-centros.

Suponha que A seja um 6-centro em /7. Pelo Teorema se M é o n-centro
mais proximo de A, entdo M é um 2-centro. Tomando B = o);(A) e C = pAI%(B),
temos que, pela Proposicao B e C sao 6-centros. Pela Proposicao e
pelo fato de M ser ponto médio de AB e N ser ponto médio de AC, temos que

3 _ —
OMPa,z = OMOA = TAB

3 _ —
ONPA,x =ONOA=TAC

sao translagoes e, pelo Teorema sdo as menores translagdes em 7/, ou
seja, geram o subgrupo de translagdes de /7. Assim temos o primeiro grupo

de papel de parede da nossa classificacao:

V6 =(Ta B TaC/ PAL),

com AABC equilatero e M ponto médio de AB. Veja as Figuras e

Vamos estender 7/ ¢ para um outro grupo /. Como o reticulado de transla-
¢es determinado pelos 6-centros deve ser preservado pelas isometrias em 7/

e adicionaremos apenas reflexoes e reflexoes transladadas, pela Proposicao[4.8],
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Figura 4.8: Exemplo de padrio cujo grupo de simetria é 77 .

C
N
G
M
A

Figura 4.9: Célula unitaria em um grupo 77 .

tais extensdes sao obtidas adicionando-se reflexdes em 77 ¢ que fixam o re-

ticulado. Seja DABDC uma célula unitaria losangular e G como na demons-

tracao do Teorema

4.18

«—>
. Note que, ao adicionarmos a reflexao pela reta MG,

todas as outras possiveis reflexdes também sao introduzidas ao grupo. De fato,
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temos que jﬁ = pB‘%(Z\(/I—é) € uma reta de simetria, de acordo com a Proposi-
cao e podemos escrever oz = pa,z042, bastando notar que os pontos
A,B e C satisfazem a hipotese do Teorema Qualquer outra reflexao deve
ser como descrita na Proposicao e pode ser obtida através de composigoes.
Segue entao o segundo grupo da classificagao:

1
%6 = <TA,BlTA,ClpA,%10m>-

Veja as Figuras e

Figura 4.10: Exemplo de padréo cujo grupo de simetria é 77 .

Com isso, concluimos que um grupo de papel de parede que contém um 6-

centro possui grupo de simetria /" gou 7 é.

Grupos que contém 3-centros e nao possuem 6-centros.

Suponha que A seja um 3-centro em 7. Pelo Teorema todo centro de
simetria é um 3-centro. Tomando G e ] como na demonstracao de tal teorema,
entao, COMo P 2 Ty,G = Pg 2n € Pf 2Ty = Pq 2, COM Q o centro de massa
do triangulo AAGJ, segue que T4 g € T4; ndo pertencem a /7, do contrério,
Q seria um 3-centro mais proximo de A do que G. Agora, se T4 5 € uma das

~ . & ~ ’ ~ s, , .
translagcoes mais curtas em 7/ entao B é um 3-centro que nao ¢ vértice do
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Figura 4.11: Célula unitéria em um grupo 7 ;.
hexagono descrito no Teorema Defina, entao, B e C de modo que

TAB = PG, Pa, 2

TAC = PG, 22PA %

sd0 as translacdes mais curtas ndo paralelas em 7. Assim,

V= (T4,B:TAC/ P4, 20)

€ 0 nosso terceiro grupo de papel de parede da classificagdao. Veja as Figuras

412le[413l

Vamos estender 7/ ; para um outro grupo 7/ adicionando uma reflexio
transladada. Pela Proposigao 4.8} a reflexao transladada deve levar o 3-centro
A em um outro 3-centro que nao pertence ao reticulado de translagoes de-
finido por A. Ao compor tal reflexao transladada com translacoes (e possi-
velmente rota¢des em torno de A), podemos assumir que existe em 7/ uma
reflexao transladada que leva A em G ou J pois, caso contrario, se o ponto A
fosse levado a um ponto diferente de G ou J (dentro ou fora da célula unitaria

LJABDC), compondo com as translagoes presentes no grupo, poderiamos en-
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Figura 4.12: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 7 3 (desconsiderando as
flores ao fundo).

Figura 4.13: Célula unitaria em um grupo 7 ;.
contrar um 3-centro em [JABDC cuja distancia a outro 3-centro seria menor

do que a distancia de A a G, uma contradicao. Suponha y a reflexao transla-

dada que leva A em G. Pela Proposicao podemos escrever y = 0,07, com
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T ponto médio de AG e t uma reta que contém G. Note que o7 preserva o con-
junto de todos os 3-centros, logo, o; também deve preservar, uma vez que y
preserva o conjunto de 3-centros. Compondo o; com uma rotagao em torno de
G, podemos assumir t = GJ ou t é a mediatriz de JB. Se t é a mediatriz de JB,
entio AG é o eixo de y e T3 4y seria uma translagio de tamanho AG, ou seja,
menor do que 74 g, uma contradigao. Logo, t = ((?f Observe que, escolhendo a

> . .
reta t, a reta AG satisfaz a igualdade p —2x = 0<=0;, de onde segue que
g pG 5 AG t g q
PG,=2nY = 043010107 = 0G20T = O

> <~
Note que, escolhendo a reta AG, a reta T] satisfaz or = 0205 nesta ordem,
segundo as Proposigoes e Assim,

pc’%y = UzT)GGT = U<,IT]>.

De forma analoga, se y é tal que y(A) = ], entio 7/ contém a reflexdo pela
mediatriz de AJ.

Ou seja, ao adicionarmos uma reflexdo transladada a 77 3, entao tal exten-
sao contém uma reflexao por uma reta que, pela Proposicao deve conter
a diagonal de uma célula unitaria losangular. Se quisermos estender 7/ ;
adicionando o7, entao | é uma reta de simetria para o conjunto de todos os
3-centros e deve conter pelo menos um 3-centro. Suponha, sem perda de ge-
neralidade, que | passa por A. Dessa forma, esta extensao deve ser uma das

duas seguintes:

1
%3 = <TA,B’TA1C’pA,2TT[’O~j4—G)>

ou

2
%‘3 = <TA,B,TA’C,pA,ZTn,Gﬁ>.

Veja as Figuras|4.14}4.15|(4.16|e[4.17 respectivamente.

Perceba que cada um destes grupos contém a reflexao por apenas uma das dia-
gonais da célula unitaria losangular, pois se adicionarmos a reflexao por ambas
as diagonais, introduziriamos 6-centros e 2-centros. Assim, qualquer grupo

de papel de parede que contém somente 3-centros deve ser 7 3, 7/ '} ou

V)

63



4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.14: Exemplo de padrio cujo grupo de simetria é 77 é

Figura 4.15: Célula unitéria em um grupo 77 }.

* Grupos que contém 4-centros.

Suponha, agora, que A seja um 4-centro em um grupo /. Pelo Teorema m
o centro de simetria mais proximo de A é um 2-centro M. Seja E um 4-centro

como na demonstracao de tal teorema. A translagao t4 p nao pertence a v,
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Figura 4.16: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é %% (desconsiderando as
estrelas ao fundo).

Figura 4.17: Célula unitéria em um grupo 77 3.
do contrario existiria um centro de simetria Z definido por 74 pos = 07 que

estaria mais proximo de A do que M. Defina N = py z(M). Se B e C sao tais

que M é ponto médio de AB e N é ponto médio de AC entio, pela Proposicio
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3.14} segue que T4 p = Op04 € Ty c = ONO4. ASSIM, T4 p € T4 c SA0 as menores
translagoes do grupo. Defina D = 74 ¢74 g(A). Segue entao o préoximo grupo

da classificacao:

V4 =(TaB TaC/PAL)-

Veja as Figuras e

Figura 4.18: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 7/ 4 (desconsiderando os
circulos ao fundo).

Vamos estender 7/ 4 para um outro grupo 7 adicionando isometrias im-
pares. Suponha que a reflexao o; seja adicionada. Entao I deve ser uma reta
de simetria para o conjunto de todos os 4-centros de 7. Assim, [ contém pelo
menos um 4-centro ou ! nao contém nenhum 4-centro. Suponha, sem perda

o — .
de generalidade, que I = AE ou I = MN. Entao obtemos os seguintes grupos:

1
7y =Ta B TAC PAL 05

e 2_
%4_<TA,BITA,CJPA,%'UM(—>N .

Veja as Figuras [4.20}, [4.21], [4.22] e [4.23 respectivamente.

Note que, se 053 € O fossem ambos adicionados a %4, entao a intersec-

~ H % . . . . /7 .
cao entre AE e MN seria um centro de simetria mais proximo de A do que M.
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A M B

Figura 4.19: Célula unitaria em um grupo 77 4.

Agora, se quiséssemos estender com isometrias impares mas sem reflexoes, en-
tao, pela Proposicao podemos supor que existe uma reflexao transladada
¥ que leva A em um 4-centro que nao pertence ao reticulado de translagdes
determinado por A. Sem perda de generalidade, podemos supor que y leva
A em E. Tomando T ponto médio de AE e t uma reta que passa por E mas
nao por A, entao, seguindo a demonstracao da Proposigao temos que
y = o;or. Note que t = m, t=BE out=NE pois y preserva o conjunto de
4-centros do grupo. No entanto, obtemos a reflexao por m ao compormos y
com pg,x, P,z OU P 3x, correspondendo respectivamente as retas citadas an-
teriormente. Portanto, como em qualquer extensio de 7/ 4 existem reflexdes
por retas, pela Proposicao essas reflexoes devem conter a diagonal ou o
lado de uma célula unitaria. Por conta disso, todas as extensoes de %4 por

isometrias impares devem ser 77 | ou 7/ 2.

Grupos que contém apenas 2-centros.

Seja, agora, //  um grupo onde A e todos os outros centros de simetria sdo
2-centros. Tomando (7,4 p,74,c) 0 subgrupo de translagoes e, como o4 € v,
usando a Proposigao defina M e N de modo que o) = 1404 € ON =
T4 04, OU seja, 0s pontos médios dos segmentos AB e AC, respectivamente.
Usando a Proposi¢ao [3.15] defina E tal que o = oyo40. Segue que M,N e E
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Figura 4.20: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é %}1.

Figura 4.21: Célula unitaria em um grupo 7 }.

sao 2-centros, assim como os demais centros de simetria e pontos médios entre

quaisquer pontos no reticulado de transla¢oes determinado por A. Obtemos
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Figura 4.22: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é %ﬁ.

Figura 4.23: Célula unitéria em um grupo 7 3.
entao o proximo grupo da classificagao:

%2 = <TA,B'TA,C'O'A>-
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Veja as Figuras e

Figura 4.24: Exemplo de padrio cujo grupo de simetria é 77 5.

Figura 4.25: Célula unitaria em um grupo 77 .

Vamos estender 7/, para um outro grupo 7/ adicionando isometrias im-

pares. Suponha que o; seja adicionado. Neste caso, pela Proposicao v
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possui células unitarias retangulares ou losangulares. Vamos analisar primei-

ramente o caso em que o reticulado possui células unitarias losangulares.

Supondo que | é paralela a diagonal de uma célula unitaria losangular nao
retangular, entdo I contém pelo menos um 2-centro, uma vez que o; deve pre-
servar o conjunto de 2-centros de 7. Sem perda de generalidade, podemos
supor que A € [, de modo que I contém o segmento AE da diagonal da célula
unitaria definida pelo reticulado de transla¢des de 7. Como o ponto mé-
dio das diagonais de tal célula é também um 2-centro, entao necessariamente
temos que incluir a reflexao pela outra diagonal, uma vez que podemos escre-
ver uma rotagao por um angulo 7t como o produto de duas reflexoes por retas
perpendiculares. Temos entao mais um grupo:

1
%2 = <TA'B'TA'C'G;4—E>’GB<—)E>'

Veja as Figuras e

Figura 4.26: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 77 .

As extensdes de 7/, s6 podem conter a reflexdo pela reta que passa pela
diagonal de uma célula unitaria quando esta é losangular, de acordo com a
Proposi¢ao[4.6] Além disso, nao podem conter ambas as reflexdes pela reta que
contém a diagonal e por uma reta paralela a um dos lados da célula unitaria ao

mesmo tempo pois introduziria rotagoes por angulos diferentes de maltiplos
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Figura 4.27: Célula unitria em um grupo 7 .

inteiros de 7, o que estaria em desacordo com o fato de que todos os centros

de simetria sao 2-centros.

Resta entao verificar o caso em que a célula unitaria é retangular e ha no grupo
uma reflexao por uma reta paralela a um dos lados da célula. Como a célula
unitaria quadrada é um caso particular da célula unitaria retangular, vamos
tratar conjuntamente a seguir. Entdo, suponha que [ seja paralela a um lado
da célula retangular. Temos dois casos: [ contém um 2-centro ou ! nao contém
nenhum centro de simetria. No primeiro caso, podemos considerar sem perda
de generalidade que I contém o segmento AM. Assim como anteriormente, ao
adicionarmos a reflexao por /, entdo também precisamos adicionar a reflexao
pela reta que contém o segmento AN pois os centros de simetria sao 2-centros.
Definimos entao

S 2
%2 = <TA,BITA,C'Om10m>'

Veja as Figuras e
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Figura 4.28: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 77 2.

C D
N E
A M B

Figura 4.29: Célula unitria em um grupo 7 2.

No segundo caso, | nao possui nenhum centro de simetria, de modo que pode-

mos considerar, sem perda de generalidade, que / seja paralela a AN. Assim,
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se p é mediatriz de AM, definimos

3
X3 ={TA B TACHTas Op)-

Veja as Figuras e

Figura 4.30: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 77 3.

Assim, pelo fato de que as reflexdes devem preservar o conjunto de 2-centros,
temos que as Unicas possibilidades de extensao por reflexdes sao as trés anteri-
ores. Vamos, entao, estender adicionando uma reflexao transladada y em v/ 2
tendo a cautela de nio introduzir uma reflexao ao grupo. Como y? € (TA,B TAC)
temos que, se y passar por um 2-centro, entdo y preserva o reticulado de trans-
lagoes de 77 ', e, pela Proposicao uma reflexao apareceria no grupo tam-
bém. Dessa forma, o eixo de y esta situado entre duas colunas adjacentes de
2-centros. Além disso, ao escolher ¥ com determinado eixo, podemos obter
as outras possibilidades de eixos através de composicoes, como sera visto a se-
guir. Sejam p a mediatriz de AM e g a mediatriz de AN. Se Vp € a reflexao
transladada de eixo p que leva M em C, entdo teriamos 7c 4y, = 0,, OU se€ja,
introduziria uma reflexao no grupo. Suponha, entao, que y é uma reflexao
transladada tal que y(M) = N e y(A) = E. Note que, se as células unitarias
forem losangulares, entao nao é possivel obter tal reflexao transladada, pois

o eixo seria paralelo ao segmento AE ou MN. Segue que as células unitarias
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C D

N E

A M B
p

Figura 4.31: Célula unitria em um grupo 7 3.

devem ser retangulares e o eixo de y é areta p e y> = 74 ¢. Defina também ¢ a
reflexao transladada que leva ¢(N) =M e ¢(A) = E e, de modo analogo, o eixo

decéaretagee?

o yoa(d)=y(A) = E = £(A).

=Ty . Assim, yo, = €. Basta notar que

o Se N’ =0,4(N), segue que

Y204(N)=74c0a(N) =14 c(N)=N

Dessa forma,
y?oa(N) = ye(N) = you(N) = &(N).

o Se M’ =1 4(M), entao

eyoa(M') = ey(M) = e(N) = M
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Assim,
eyoa(M') = (M) = yop (M) = e(M').

Pelo Teorema segue que Yo, = €. Deste modo, concluimos que as demais
reflexoes transladadas que possuem outros eixos sao obtidas através de com-

posicoes com y. Assim, temos
4 _
75 =Ta B, TAC OA V)

o préximo grupo da classificacao. Veja as Figuras e
1 2

Todas as extensdes de 7, por isometrias impares devem ser 5 5

P 3ou WL

. . ~ . . . 4
Figura 4.32: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 77 5.

* Grupos que nao possuem centros de simetria.

Por altimo, vamos verificar os grupos que nao possuem centros de simetria.
Para esta parte, escolheremos o ponto A da seguinte maneira: se o; pertence
a 7/ tome o ponto A € [; se 7" nao contém uma reflexdo, mas contém uma

reflexdo transladada, tome A em seu eixo.

O primeiro grupo desta parte é o caso mais simples: quando 77 contém ape-
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4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.33: Célula unitéria em um grupo 7 3.

nas translacoes. Assim, definimos
7 =(taptac)

com A arbitrario e A,B e C nao colineares. Veja as Figuras e

Para estender // | para um outro grupo //  vamos adicionar isometrias im-
pares. Se o; pertence a /7, com A € I, entdo, pela Proposicao 7 possui
célula unitaria losangular LJABDC considerando, sem perda de generalidade,
I = AD ou possui célula unitaria retangular com [ = AC. Note que, se JABDC
¢ um quadrado, entdo o< e o< nao podem estar no grupo conjuntamente,

AD ~ TAC
pois 7/ nao possui centros de simetria. Temos entdo os seguintes grupos:

%% = <TA,Bl TA,CIGI‘B ’

%% = <TA,B'TA,CIGR .

Veja as Figuras|4.36}4.37} [4.38|e [4.39, respectivamente.
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4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.34: Exemplo de bordado em ponto cruz cujo grupo de simetria é 77 ;.

Figura 4.35: Célula unitaria em um grupo 77 ;.

Ao adicionarmos estas reflexoes, também sao adicionadas reflexdes transla-

dadas aos grupos. De fato, para /7 !, tomando N o ponto médio de AC e
_ >

K o ponto médio de CD, defina y a reflexao transladada de eixo NK tal que

_ 512 — _ _
y(N) =K. Entao y“ =14 p, YOS5 = TAC € 0557 = TAB) basta notar que, como
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4 Grupos de Papel de Parede

H /7 . /7 N ﬁ ~ /7 ~

NK ¢é o eixo de y e ¢ paralelo a reta AD, entao o043 € uma translagao por
um vetor perpendicular a essas retas, cujo médulo é o dobro da distancia entre
elas, segundo a Proposigao Definindo o ponto E como a intersec¢ao das

diagonais de JABDC, temos que

) CTWG@(E) =C =1 c(E);
o ogposp(B) = E =1gc(B);
) GWGA‘_D)(M) =N =1 c(M).

Pelo Teorema segue que 05053 = TE,C € portanto,

-1 -1
o0z = (o5 0s) ! = (tec) ! = ek,

Logo,

Y093 = TN KOGRO9E = IN.KTE,C = TAC

09pY = 993ONRIN.K = TC,ETN K = TA,B-

Assim, temos que y € 7 %

Agora, para 7/ 2, pelas Proposigoes e podemos rearranjar os termos
TA’CG<A—C> = OIT)CTA'C e TA,CTA,B = TA,BTA,C- Além diSSO,
_ _ _ _ _ -1
TABIGE = ONE9aeTac T OME T 9acTacoME T 9acTBA = 95 Ta s

Assim, as reflexdes transladadas em 77 2 sio da forma (U}TC)T,]AB)TA o, com

1#0.

<2 ~ 4 . . 1 . 2
Note que a reta NK ndo é uma reta de simetria para 7/ |- Todavia, em %1
0s eixos das reflexdes transladadas sao retas de simetria. Por conta da seme-
lhanga entre esses dois grupos, essa caracteristica fornece uma forma de dis-

tinguir se um padrao possui %% ou %% como grupo de simetria.

Vamos verificar as extensdes de 7/ | para um outro grupo /  adicionando
apenas reflexdes transladadas, mas sem acrescentar reflexoes por retas. Como
comentado na construgio do grupo 7 %, consideramos apenas as células uni-
tarias retangulares. Os eixos dessas reflexoes transladadas devem ser paralelos
entre si, do contrario, seria possivel compor uma rotagao. Suponha que uma
das translagoes geradoras do subgrupo de translacoes seja o quadrado de uma

<«
reflexdo transladada y, ou seja, y? = 74 g com y(A) = M e cujo eixo é a reta AB.
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4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.36: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 77 | (desconsiderando o
fundo).

Figura 4.37: Célula unitaria em um grupo 7 1.

Temos entao

73 =(tap tacy)
o ultimo grupo da nossa classificacao. Veja as Figuras e
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4 Grupos de Papel de Parede

Figura 4.38: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 77 2.

Figura 4.39: Célula unitria em um grupo 7 2.
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4 Grupos de Papel de Parede

Tomando N o ponto médio de AC e ¢ a reflexio transladada tal que ¢(N) = E
e cujo eixo € a reta ﬁl_:z, verifica-se, de modo analogo ao grupo /S que ¢ =

74 Y, de onde podemos concluir que 773 contém todas as possiveis reflexdes
transladadas.

Figura 4.40: Exemplo de padrao cujo grupo de simetria é 77 3.

ANB

Figura 4.41: Célula unitria em um grupo 7 3.
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4 Grupos de Papel de Parede

Portanto, as extensdes de 7/ | por isometrias impares devemser 77 1, 7/ 2

ou 73
O
Definidos os 17 grupos de simetrias do plano, reconhecé-los a primeira vista pode
parecer uma tarefa complicada. O fluxograma apresentado a seguir, baseado na

tabela encontrada em [5]], mostra uma maneira resumida de se encontrar o grupo de

simetria de padroes no plano apenas com algumas perguntas.
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