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REsuMO

Neste trabalho de conclusdo de curso estudaremos alguns aspectos basicos de duas
l6gicas nao cldssicas: a logica fuzzy e a l6gica modal. Na légica fuzzy, também cha-
mada légica difusa, as afirmag¢des ndo recebem apenas valores-verdade de verda-
deiro ou falso, mas sim qualquer valor real no intervalo [0, 1], possibilitando assim
o estudo da nogao de “verdades parciais”; estudaremos como isso possibilita abor-
dagens interessantes na modelagem matematica de situagdes concretas. Enquanto
que a légica modal é uma extensao da légica classica, obtida com o acréscimo de
dois operadores, comumente lidos como “necessariamente” e “possivelmente”; es-

tudaremos, em particular, a semdntica de mundos possiveis de Kripke e Hintikka.

Palavras Chaves: Logica ndo cléssica, Logica modal, Légica fuzzy, Logica difusa



ABSTRACT

In this undergraduate thesis we will study some basic aspects of two non-classical
logics: fuzzy logic and modal logic. In fuzzy logic, the statements receive not only
truth-values truth or false, but any real value in the interval [0, 1], thus enabling the
study of the notion of “partial truths”; we will study how this leads to interesting
approaches on the mathematical modeling of factual situations. Modal logic is an
extension of the classical logic, obtained with the addition of two operators, com-
monly read as “necessarily” and “possibly”; we will study, in particular, the possible
worlds semantics from Kripke and Hintikka.

Keywords: Non-classical logic, Modal logic, Fuzzy logic



1 INTRODUCGCAO

A légica fuzzy e a logica modal sdo légicas ndo cldssicas que possibilitam novas
formas de elaborar e interpretar afirmagdes. Estas logicas fornecem ferramentas
que proporcionam meios de lidar com a incerteza de diferentes maneiras: na légica
fuzzy, ha graus de incerteza nos valores-verdade das afirmagoes; na légica modal,
temos algumas modalidades que possibilitam a existéncia de incertezas nas suas
afirmacaoes.

A légica fuzzy foi desenvolvida no inicio do século XX, por L. Zadeh [Zadehl], sendo
uma légica na qual os valores-verdade podem ser qualquer valor real no intervalo
[0,1]. Esta logica é uma extensao da légica classica, desenvolvida para lidar com ver-
dades parciais, na tentativa de imitar o raciocinio humano em que o valor-verdade
situa-se entre o completamente verdadeiro e o completamente falso. Além disso, al-
guns conceitos podem ser subjetivos quando escolhidos para ser uma caracteristica
de um conjunto, como, por exemplo, se quiséssemos considerar um conjunto A dado

por

A ={x eR|x estd préximo de 2}. (1.1)

Nao é evidente quais valores reais pertencem a este conjunto; o nimero 7 estd mais
préximo de 2 quando comparado a 100, mas 2,001 esta mais préximo de 2 quando
comparado a 7. Para solucionar este problema sao definidas funcdes especificas
para cada caracteristica subjetiva escolhida para descrever o conjunto. Estas fungées
tém o objetivo de modelar a caracteristica do conjunto e assim mostrar quanto um
elemento pertence ao conjunto, o que é traduzido em um valor do intervalo [0, 1]
(sendo que, se o valor da fungao for 1, entdo este elemento pertence ao conjunto, e,
se o valor for 0, entdo o elemento ndo pertence).

A légica fuzzy possui diversas aplicagdes, em particular na drea de modelagem,
como em biomatemadtica. Por exemplo, imagine que queiramos definir o conjunto
fuzzy das pessoas fumantes. Caracterizar uma pessoa como fumante é subjetivo.
Para ser considerada fumante, quantos dias na semana a pessoa tem que fumar? Ou

quantos macos no més? Para isso podemos definir



1 Introdugao

d
dr ()= (1.2)
onde d € N é a quantidade de dias na semana em que a pessoa fuma. Ou poderiamos

definir

—, n<100
¢p,(n)=41+n (1.3)
1, n>100

onde n € N é a quantidade de magos fumados no més. Ambas as fungdes caracteri-
zam um conjunto fuzzy e a escolha de qual seria mais apropriado depende de como
se deseja definir este conjunto.

O inicio do estudo da légica modal nos remete ao inicio do estudo da prépria
légica, com Aristételes, que escreveu alguns capitulos do livro De Interpretatione
estudando no¢oes de modalidade [Lemmonl], que permitiam qualificar a veracidade
de uma senten¢a. No século XIX, C. I. Lewis fundou a légica modal moderna, em
sua série de trabalhos iniciados em 1912 com “Implication and the Algebra of Logic”
[Lewis]. Lewis desenvolveu a sintaxe da légica modal implementando nela opera-
dores simbdlicos, originando em 1932 o livro “Symbolic Logic” desenvolvido com
C. H. Langford [LL]. Ja em 1963, S. Kripke introduziu uma semdantica para a légica
modal [Kripke[|; esta semantica, independentemente proposta por J. Hintikka, é co-
mumente chamada de semdntica dos “mundos possiveis”. Com isso, Kripke obteve
uma versao do teorema da completude para légica modal, relacionando a sintaxe de
Lewis e a semdntica de mundos possiveis.

Visualizando a l6gica modal como uma expansdo da légica cldssica, observamos
varias possibilidades de modalidades, como, por exemplo, quanto a eventualidade,
acreditabilidade e ao tempo. As modalidades mais comuns sdo de necessidade e
possibilidade, também chamadas de modalidades aléticas. Muitas modalidades sdao
descritas através da simbologia [J e . Nas modalidades aléticas, [] representa ne-
cessidade e () possibilidade. Assim quando temos [1P lemos “é necessdrio que P”, e
quando temos ¢P lemos “é possivel que P”.

Este trabalho se propde a fazer uma exploragao inicial de aspectos basicos dessas
duas légicas, ilustrando assim as possibilidades que se apresentam a partir de suas
abordagens. Para a légica fuzzy nosso objetivo serd de apresentarmos um exemplo
de aplicagdo, enquanto que para légica modal, demonstraremos o teorema da com-

pletude desta légica.



2 Loéaica Fuzzy

Teoria de conjuntos fuzzy

O contetido a seguir estd baseado no livro escrito por Bassanezi [BBL].

Comecaremos nosso estudo sobre légica fuzzy apresentando as defini¢des basicas,
e veremos como se diferenciam a ldégica cldssica da légica fuzzy ja nas primeiras
defini¢des. Seguiremos apresentando conceitos importantes e que serao utilizados
para a conclusao da nossa proposta. Por ter um viés mais pratico, temos o objetivo
de apresentar uma aplicac¢do para a légica fuzzy ao fim do estudo.

Nossa primeira defini¢do trata do modo como podemos verificar se um elemento
pertence a um conjunto. Na légica cldssica, fazemos isso através da fungdo carac-

teristica.

Defini¢do 2.1 (fungao caracteristica) Consideraremos que a fungdo caracteristica de

] ) ) ] ) lsexeA
um conjunto A C U, onde U é o conjunto universo, é dada por X,(x) = ,

OsexeA
VxeU.

Ja para a légica fuzzy, um elemento tem mais possibilidades de relagao ao conjunto
do que somente pertencer ou nao pertencer, podendo ter uma relagao de pertenci-
mento que é traduzida através de um valor real. Damos a isso o nome de grau de

pertencimento.

Defini¢do 2.2 (fung¢do de pertencimento) Seja U o conjunto universo. O subcon-
junto fuzzy F de U é caracterizado pela fungdo de pertencimento p : U — [0,1]. O

valor de g € [0,1] indica o grau com que o elemento x € U pertence a F.

Desta forma, para x € U, dado um conjunto fuzzy A, quando ¢4(x) = 0, considera-
mos que x ndo pertence ao conjunto A, e quando 4(x) = 1, x pertence ao conjunto
A.

10



2 Logica Fuzzy

Conectivos basicos da logica fuzzy

Vamos definir os conectivos bésicos da légica cldssica que servirao de base para a
légica fuzzy.

@

Definig¢do 2.3 (Conectivo “e”) Representaremos o conectivo “e” pela simbologia A. Este

édado por A:{0,1} x{0,1} — {0,1} com (p,q) — A(p,q) = p A q = min{p, q}.

Definig¢do 2.4 (Conectivo “ou”) Representaremos o conectivo “ou” pela simbologia V.

Este é dado por Vv : {0,1} x{0,1} — {0,1} com (p,q) — V(p,q) =p V q = max{p, q}.

Implicagdo na légica fuzzy

A implicagdo, uma importante ferramenta para légica, possui diversas abordagens
na légica fuzzy. Mostraremos a abordagem mais natural. Pelo fato da implica¢do na
légica cldssica, p = ¢q, possui uma equivaléncia légica a —p V q, vamos modula-la

para légica fuzzy através da seguinte fungdo, dados x,y € [0, 1]:

I(x,y) = max{1l —x,p}. (2.1)

Este modelo para implicagdo tem o nome de implicagdo Kleene-Dienes.
Exemplo 2.5 Vamos tratar neste exemplo de percepgoes térmicas. Seja A o conjunto
fuzzy de dia ensolarado e B o conjunto fuzzy de temperatura alta no local. Dado
uma pessoa que considere o dia 50% ensolarado e com 20% de temperatura alta, ou

seja Pa(x) = 0.5 para x € A e Pp(x) = 0.2, para x € B. Temos que a implicagdo “Dia

ensolarado = temperatura alta” é dada por

I(tha(x), Pp(x)) = max{l — 4(x), Pp(x)} = max{0.5,0.2} = 0.5.

Conjuntos fuzzy

Daremos um nome especifico a conjuntos classicos na légica fuzzy.
Defini¢do 2.6 (conjunto nitido) Chamamos um conjunto classico na logica fuzzy (em

que a fungdo de relagcdo é uma fungdo caracteristica) de conjunto nitido.

Vamos apresentar as operagdes bdsicas entre conjuntos fuzzy, iniciando pelo trata-

mento do conjunto vazio e o conjunto universo.

Defini¢ao 2.7 (conjuntos vazio e universo fuzzy) Definimos pgy(x) = 0 Vx € U para

o conjunto vazio ) e Py (x) =1, Vx € U para o conjunto universo U.

11
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Descrevemos a relagdo de conjuntos fuzzy através de comparagdes entre suas fungdes

de relacao.

Defini¢ao 2.8 (relagdo entre conjuntos) Sejam A e B conjuntos fuzzy com suas res-
pectivas fungdes de relagio P e g. Dizemos que A C B se Vx € Uh,(x) < Pg(x), onde

U é o conjunto universo.

Assim, dado um conjunto fuzzy A # () qualquer, temos que Pp(x) < Pa(x) < Py(x),
Vx e U, logo® c Ac U. Além disso para mostrarmos que dois conjuntos fuzzy A
e B sdo iguais, é necessario mostrar que A C B e B C A, ou seja Pa(x) < Pp(x) e
Pp(x) < Pa(x) Vx e U, sendo assim, 4(x) = Pp(x) Vx e U.

Definigdo 2.9 (suporte) Seja F um conjunto fuzzy. Um subconjunto classico de U

chamado de suporte é dado por suppF = {x € U : p(x) > 0}.

Este conjunto conecta a teoria cldssica de conjuntos a teoria fuzzy de conjuntos. E

podemos verificar um resultado sobre sua ordenagdo na proposigdo a seguir.

Proposi¢ao 2.10 Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Se A C B entdo suppA C
suppB.

Demonstragdo: Dado que A C B entdo p4(x) < Pp(x), Vx € U. Seja y € suppA; logo
Pa(y) > 0. Assim Pp(y) > 0, e, consequentemente y € suppB. Portanto suppA C
suppB. U

Definiremos a unido e intersecdo de conjuntos fuzzy através da analise dos valo-
res das fun¢Ges de relacao de cada conjunto. Isto ocorre por meio das fun¢des de

maximo e minimo.

Defini¢do 2.11 (unido de conjuntos fuzzy) A unido entre dois conjuntos fuzzy A e

B, subconjuntos de U (conjunto universo no sentido classico), possui a sequinte fungdio

relagdo: Payp(x) = max{pa(x), Pp(x)}, com x € U.
Notemos com isso que A, BCAUBCU.

Definic¢do 2.12 (intersecdo de conjuntos fuzzy) A intersecio de dois conjuntos fuzzy

A e B, subconjuntos de U (conjunto universo no sentido classico), tem a fungdo relagdo

dada por P snp(x) = min{p4(x), Pp(x)}, com x € U.
LogoANBCA,BCU.

Por fim, resta definir como é dado o complemento de conjuntos fuzzy.

12



2 Logica Fuzzy

Definig¢do 2.13 (complemento A C B) O complemento do conjunto A em relagido ao

conjunto B, onde A C B, é dado por gbAcB(x) = p(x) — Ya(x), com x € U. Isto garante
que Pac () € [0,1],

Notemos que, dado um conjunto fuzzy A, o caso em que P c(x) = P4(x) para algum

x € U é quando se tem mais duvida a qual conjunto x pertence, pois este pertence e

nao pertence a A com o mesmo grau de relagdo. Esta é a maior diferenga entre a teo-

ria dos conjuntos fuzzy e a teoria dos conjuntos cldssica, onde um elemento pertence

a um conjunto ou ao complementar deste, sendo ambas as situagdes mutualmente

excludentes.

Proposicdo 2.14 As operagoes entre conjuntos fuzzy satisfazem as sequintes proprieda-

des:

1.

10.

11.

AUB=BUA;

. ANB=BNA;
. AU(BUC)=(AUB)UC;

. AN(BNC)=(ANB)NC;

AUA=A;
ANA=A;

AU(BNC)=(AUB)N(AUC);

. AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

AND=0e AUD=A;
ANU=AeAUU=U;

(AUB) =A°NB°e(ANB)°=A°UBC (Lei de DeMorgan).

Demonstragdo: Provaremos os itens 7 e 11; fica a cargo do leitor a demonstragdo

dos outros itens, mas suas provas ocorrem de maneira semelhante, utilizando as

seguintes propriedades das fun¢des maximo e minimo:

max{a, b} = %[a +b+la-bl],

min{a, b} = %[a +b—la-Dbl]

13



2 Logica Fuzzy

Com a,b € R. Consideremos a = 4(x),b = Pg(x) e c = Pc(x).
(7) A fungao relagao do conjunto AU (BN C) é dada por

Y auBnc)(x) = max{a, min{b, c}},
para essa prova, analisaremos CasSoO a caso.

1. Caso a = max{a, min{b, c}}:
a) Caso b = min{b,c}: temos entdo que a = max{a, b}.
i. Caso a = max{a,c}: entdoa =
min{max({a, b}, max{a, c}} = Paup)n(auc)(x)-
ii. Casoc =max{a,c}:entdoa =min{a,c}, logo a = min{max{a, b}, max{a,c}} =
P(auB)N(AuC)(X)-

b) Caso ¢ = min{b, c}: andlogo.

2. Caso min{b, c} = max{a, min{b, c}} :

a) Caso b = min{b,c} : temos que b = max{a, b} e ¢ = max{a,c}, logo b =
min{max({a, b}, max{a, c}} = P aup)nauc)(x)-

b) ¢ =min{b,c}: andlogo.

(11) Para este item, analisaremos de outra forma. Notemos que a fun¢ao relagdo do

conjunto (A U B)® é dado por

Pauy(x) = 1-1aup(x)
= 1-max{a,b}
= 1—%[a+b+|a—b|]
= 3[2-a-b—la-b|]
= 3[(1-a)+(1-b)-[(1-a)-(1-b)|]
= min{(1 —a),(1 -b)}
= min{gac(x), Ppe(x)}
= Pacnpe(x),

que é a expressao da fungdo de pertencimento do conjunto A°N B¢. Logo (AU B)¢ =
AN B,
A prova para (AN B)° = A°U B¢ é andloga. O

14



2 Logica Fuzzy

Relagobes fuzzy

A construgao de relagdo fuzzy é semelhante a de relacao de teoria dos conjun-
tos, sendo esta um caso particular das rela¢des fuzzy caso as fungdes relagao sejam
funcoes caracteristicas. A relagdo classica diz que existe ou nao uma relagao en-
tre dois elementos, enquanto na relagdo fuzzy é indicado em adicional o grau desta
relacdo.

Definigdo 2.15 (Relagao classica) Uma relagdo classica R é uma correspondéncia de
elementos entre conjuntos. Dados conjuntos Uy, U,,..., U, temos que uy € Uy, up € Uy,

..., U, € U, se relacionam se (uy,uy,...,u,) €R.

Definig¢do 2.16 (Relagao fuzzy) Uma relagio fuzzy R é uma correspondéncia de ele-
mentos entre conjuntos. Dados conjuntos Uy, U,,..., U, temos que uy € Uy, uy € Uy, ...,
u, € U, se relacionam se (uq,uy,...,u,) € R. Desta forma, a relagdo fuzzy é definida por
uma fungdo de relagio g : Uy x Uy x---x U, — [0, 1].

Exemplo 2.17 Dados os conjuntos U; e U,, com fungdes de pertencimento iy, e
Yy, e elementos u; € U e u, € Uy, respectivamente. A seguinte fungao g : Uy x U,

dada por

W11y, 143) = ¢U1(u1);¢uz(”2) c[01]

define uma relagdo fuzzy sobre esses elementos.

Sistemas baseados em regras fuzzy

Nesta se¢do apresentaremos como a légica fuzzy pode ser usada para tratar informagoes
imprecisas de modo a se tomar decisdes baseadas nelas. Para isso utilizaremos um
sistema baseado em regras fuzzy (SBRF) para que se tenha uma acao a cada condicao,
tendo por tras regras da légica fuzzy. Informalmente, teremos fatores, que, com sua
combinacdo, culminardo no resultado final. Este conjunto de fatores e resultado
final, que podem possuir diversos cendrios, é reunido na base de regras fuzzy. O
resultado final que é obtido da combinagao dos fatores é identificado através do
controlador fuzzy.

Defini¢ao 2.18 (Base de regras fuzzy) Uma base de regras fuzzy seque o modelo da
tabela[2.7)

Onde cada proposig¢ao fuzzy tém a forma: Se “combinagio de condigdes” entdo “agio”.

Cada “condig¢do” e cada “a¢do” tem um valor fuzzy atribuido pelas suas fungoes de per-

15



2 Logica Fuzzy

”

R; | “Proposicao fuzzy 1
R, | “Proposicao fuzzy 2”

R, | “Proposicao fuzzy r”

Tabela 2.1: Forma geral de uma base de regras fuzzy.

tencimento baseadas em seus conjuntos fuzzy respectivos.

Vamos agora tratar da metodologia dos controladores fuzzy descrevendo sua construgao.

Defini¢do 2.19 (Controlador fuzzy) Controladores fuzzy sio sistemas fuzzy cujas en-
tradas sdo as condigbes do sistema e cujas saidas sdo as “agdes” que devem ser tomadas.
Podemos visualizar como uma fungio que vai de R" (com n entradas) a R™ (com m

saidas).

Esta fungao é gerada pelo seguinte processo:

1. Médulo de Fuzzificacao

Sendo o primeiro passo da construgao, as entradas do sistema sdo associadas a
conjuntos fuzzy obtendo-se suas func¢des de relagdo. Se neste caso for possivel
associar as entradas a conjuntos cldssicos suas fung¢des serdo fungdes carac-

teristicas.

2. Médulo de regras basicas

Neste passo sdo montadas as proposi¢des para o sistema, onde sdo tratados os
diversos casos de combinag¢des das varidveis em cada conjunto fuzzy (dados no
passo anterior) usando as fun¢des de relagdo. Podemos observar na tabela
um exemplo de base de regras. Neste exemplo, cada linha é uma combinacgao
de fatores: nivel de chuva acumulada; salinidade inicial de um estuario; vazdao
de um rio que desdgua sobre o estudrio; esta combinagdo culmina no nivel de

salinidade final, apresentado na tltima coluna dessa linha.

3. Mdédulo de inferéncia fuzzy

Aqui sdo usados conectivos légicos para se obter rela¢des fuzzy de saidas para

o sistema.

4. Moédulo de defuzzificagao

Por fim, temos que, dado um conjunto de entradas, obtemos que a saida per-

tence a um conjunto fuzzy, restando sua “traduc¢do” para um valor real através

16



2 Logica Fuzzy

da fungdo de relagdo relativa a este conjunto. Vamos apresentar um método,

que serd utilizado em nosso modelo, posteriormente.

Método de defuzzificacdo: centro de massa

Temos como resposta ao modelo, seguindo os métodos do controlador fuzzy, um
conjunto saida fuzzy, restanto apenas passd-lo a um valor real. Para isso, precisamos
defuzzificar esta informacgao. O método de defuzzificacao centro de massa (G(B)) é
semelhante a tomar uma média aritmética para uma sequéncia de distribuicao de
uma dada variavel, onde os pesos das distribuigdes sdo o grau de relagdo da variavel
com seu conjunto fuzzy, Pp(u;) (grau de relagao entre u; e o conceito modelado pelo
conjunto fuzzy B). Temos as seguintes equagdes e para dominios discretos e

continuos respectivamente.

Yo uipp(uy)
G(B) = —Z?:O Da(it) ) (2.2)
G(B) = M. (2.3)
J B(u)du

Exemplo de aplicacao

Vamos demonstrar a utilizagdo da légica fuzzy através de um exemplo. Veremos
a aplicagao dos conceitos apresentados até aqui. Exploraremos um modelo criado
para realizar previsdes da salinidade de um estudrio em Cananeia e Ilha Comprida
(litoral paulista). Um estudrio é um corpo d’agua formado pelo encontro das dguas
doces de rios e corregos com as aguas salgadas dos oceanos.

O modelo é baseado em um sistema fuzzy usando o método de defuzzificagdo cen-
tro de massa. As variaveis de entrada sdo: as chuvas, a salinidade inicial e o quo-
ciente de vazdo do Rio Ribeira de Iguape. A varidvel de saida é a salinidade final
do estudrio. Temos que as varidveis sdo dadas por valores fuzzy, cujas fungdes de
relagdo sdo dadas por formas triangulares ou trapezoidais (figura[2.2). Com os da-
dos passados podemos através de uma base de regras, relaciona-los e, com isso,
estimar um valor para a salinidade final. Essa previsdo sera dada pelo processo de
defuzzificacdo centro de massa. Na figura vemos a estrutura do modelo e na
tabela [2.2]relacionamos a simbologia com os nomes dos conjuntos fuzzy.

Agora iremos dar um exemplo de como este modelo opera. Vamos considerar as

seguintes varidveis de entrada: o valor da precipitacdo acumulada é de 300 mm, a
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Salinidade
Inicial

h

Precipitac&o
acumulada
em n dias

h 4

Fuzzificacdo
Base de regras
Inferéncia

Defuzzificacdo

A

Quociente de vazéo
do Rio Ribeira

h

Final

Salinidade

Figura 2.1: Arquitetura do modelo de previsdo do nivel de salinidade do estuario de
Cananeia e ITha Comprida.

Chuva acumulada Sal. inicial Quoc. de vazido Sal. final
Baixa = C, Muito baixa = S1,,;;, Baixa = V), Muito baixa = SF,,;,
Média = C,, Baixa = S1,, Média =V, Baixa = SF),
Média alta = C,,, | Média baixa = SI,,,, | Média alta = V,,,, | Média baixa = SF,,,;,
Alta = C, Média = S1,, Alta =1V, Média = SF,,
Muito alta = Cy Alta =SI, Muito alta =V Alta = SF,

Tabela 2.2: Simbologia para as classificagdes das variaveis analisadas.
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(a) Precipitacdo acumulada em Cananeia

baixa muito alta

 J

50 100 150 200 250 300 350

(b) Salinidade em Cananeia
F

muito baixa média baixa

Y

5 10 15 20 25 30 35

(c) Quociente de vaz3o do rio Ribeira

muito alta

¥

500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 2.2: Fun¢Ges de relagdo: a) Precipitacdo acumulada em Cananeia; b) Sali-
nidade em Cananeia (partes por milhar); ¢) Quociente de vazdo do rio
Ribeira. Figura traduzida da obra “First Course in Fuzzy Logic, Fuzzy
Dynamical Systems, and Biomathematics”[BBLI.
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salinidade inicial é de 24%/;, e o fluxo do rio é de 500 m3/s. Cada variavel de entrada
pertence a um conjunto fuzzy definido anteriormente, sendo o grau de pertenci-
mento dado pela fung¢do de relacdo. De acordo com a figura[2.2} temos que esse valor
de precipitagdo acumulada pertence aos conjuntos fuzzy “alta” e “muito alta”, vamos
supor, com os seguintes graus de pertencimento ¢ (300) = 0.24 e ¥ (300) = 0.23,
respectivamente. O valor de salinidade inicial pertence aos conjuntos “média baixa”
e “média”, com sy . (24) = 0.25 e gy, (24) = 0.21, respectivamente. Por fim, o valor
do fluxo do rio pertence ao conjunto “baixa”, com ¥y, (500) = 1.
Dessa forma, estes valores iniciais satisfazem quatro diferentes cenarios:

* precipitacao alta, salinidade média e fluxo baixo;
* precipitacdo alta, salinidade média baixa e fluxo baixo;
* precipitacdo muito alta, salinidade média e fluxo baixo;

* precipitagdo muito alta, salinidade média baixa e fluxo baixo.

«o_ 9,

Vamos agregar estas funcdes de relacao de cada cendrio através do conectivo “e

min{ipc (300), Ps; (24), ¥y, (500)) in{0.24;0.21;1} = 0.21
min{ipc (300), Ps; , (24), Py, (500)) in{0.24;0.25;1} = 0.24
min{pc (300), s, (24),9y,(500)}  =min{0.23;0.21;1} = 0.21
minf{ic (300), sy, (24),¢y,(500)} =min{0.23;0.25;1} = 0.23

3 3

(2.4)

Segundo a base de regras para este modelo, que pode ser visto na tabela da-
das as entradas, pelas regras R4, Ry5, Ry € Ry7, temos os seguintes cendrios finais

respectivos:

Salinidade final média baixa;

Salinidade final baixa;

Salinidade final muito baixa;

Salinidade final muito baixa.

Vamos projetar os valores obtidos no passo anterior sobre os conjuntos de saida
fuzzy, de modo que os possiveis valores para o grau de pertencimento nos conjuntos
sdo menores ou iguais aos valores encontrados. Isto ¢, 0.21 para o conjunto relativo

a salinidade final “muito baixa” no primeiro cendrio, 0.24 para o conjunto “baixa”
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2 Logica Fuzzy

Chuva acumulada | Salinidade inicial Vazao Salinidade final
R, baixa média baixa média média baixa
R, baixa média média alta média baixa
R3 baixa média baixa média alta baixa
Ry baixa média baixa alta baixa
R baixa baixa alta média baixa
Rg baixa média muito alta baixa
R, baixa média baixa muito alta média baixa
Rg baixa baixa muito alta média baixa
Ry baixa média baixa média
Rio baixa média média média baixa
Rq4 baixa baixa baixa baixa
R;, média média baixa média baixa
Ry; média média baixa baixa média baixa
Ry4 média média média média baixa
Ris média média média alta média baixa
Rig média média baixa média baixa
Ry~ média alta baixa média
Rig média alta média média baixa
Ry média alta média alta baixa
Ry média baixa média baixa
Ry, média baixa baixa baixa
R5) média alta média baixa média baixa
Ry3 média alta média baixa baixa média baixa
Ryy alta média baixa média baixa
Ry5 alta média baixa baixa baixa
Ry6 muito alta média baixa muito baixa
Ry muito alta média baixa baixa muito baixa
Ryg muito alta baixa baixa muito baixa

Tabela 2.3: Base de regras fuzzy para o modelo

21




2 Logica Fuzzy

Precipitacdo acumulada Salinidade Quociente de vazdo Salinidade Final

alto

baixa

media baixa

alto

20 25

muito baixa

muito alto

:’Iﬂ 25

muito baixa
T T
20 25

Figura 2.3: Processo de inferéncia.
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no segundo caso, 0.21 para o “muito baixa” no terceiro caso e 0.23 para o “muito
baixa” no quarto caso. Podemos ver esse processo através da figura

Agora vamos agregar os conjuntos de saidas usando o conectivo “ou”, pois trata-
mos de quatro possiveis cenarios, temos como resultado a figura para ilustrar o
conjunto de saida. Por fim, resta-nos defuzzificar o conjunto. Utilizando o método

de centro de gravidade, vamos calcular o valor da salinidade final.
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Ve

25,8
Figura 2.4: Conjunto de saida do processo de inferéncia Mamdani sem

defuzzificacdo.

Calculo 2.20

Sejam B o conjunto de saida do processo de construcao e u € B. Temos que

6.765 7.285 8.528
J ug(u)du :J ut,bB(u)du+J m,bB(u)du+f ug(u)du+
R 0 6.765 7.285
16.66 16.8 24.5
+J u¢B(u)du+J u¢3(u)du+f up(u)du (2.5)
8.528 16.66 16.8
25.8
+J- uppg(u)du,
24.5
onde
6.765 6.765
J upg(u)du = j 0.23udu ~ 5.263; (2.6)
0 0
7.281 7.281
J up(u)du :J 1(=0.313u + 2.347)du ~ 0.538; (2.7)
6.765 6.765
8.528 8.528
f upg(u)du = J 1(0.139u — 0.944)du ~ 1.546; (2.8)
7.281 7.281
16.66 16.66
j upg(u)du = J 0.24udu ~ 24.58; (2.9)
8.528 8.528
16.8 16.8
J ug(u)du :J u(-0.214u +3.81)du ~ 0.538; (2.10)
16.66 16.66
24.5 24.5
J uwB(u):J 0.21udu ~ 33.391; (2.11)
16.8 16.8
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25.8 25.8
J upg(u)du :f u(-0.162u +4.168)du ~ 3.034. (2.12)
245 24.5

Logo, IR up(u)du ~ 68.89.

Do mesmo modo,

6.765 7.285 8.528
L¢B(”)du :J; ¢B(u)du+J ¢B(u)du+J p(u)du+

6.765 7.285
16.66 16.8 245
+f ¢B(u)du+f Pp(u)du + g(u)du (2.13)
8.528 16.66 16.8
25.8
+ Yp(u)du,
24.5
onde
6.765 6.765
f Vp(u)du :j 0.23du ~ 1.556; (2.14)
0 0
7.281 7.281
J Wp(u)du = J (—0.313u + 2.347)du ~ 0.077; (2.15)
6.765 6.765
8.528 8.528
J wp(u)du :J (0.139u —0.944)du ~ 0.193; (2.16)
7.281 7.281
16.66 16.66
J p(u)du = j 0.24du ~1.952; (2.17)
8.528 8.528
16.8 16.8
Wp(u)du :J (—0.214u + 3.81)du ~ 0.032; (2.18)
16.66 16.66
245 245
Wp(u)du :j 0.21du ~ 1.617; (2.19)
16.8 16.8
25.8 25.8
Wp(u)du = J (-0.162u + 4.168)du ~ 0.122; (2.20)
24.5 245
Assim, IR Yp(u)du ~ 5.542.
upg(u)du
Desta forma, G(B) = JRL ~ 12.431.
Jg ¥(u)du

Portanto a salinidade final ¢ 12.431%/,,. Notemos com este exemplo como a légica

fuzzy se destaca por sua capacidade de lidar com a ambiguidade. Dado que teriamos

25



2 Logica Fuzzy

quatro possiveis descri¢des para o cendrio visto, devido aos valores apresentados
para as variaveis.

Com isso atingimos nosso objetivo, completando nosso estudo sobre légicas fuzzy.
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Introducdo a légica modal

O contetdo a seguir esta baseado no livro escrito por Fitting [FM]| e no artigo escrito
por Kripke [Kripke].

Iniciaremos nosso estudo em légica modal apresentando as principais estruturas
que serdo utilizadas e suas propriedades. Apresentaremos os diferentes sistemas
de légicas modais e algumas de suas formas axiométicas. Os modelos apresentados
detalhadamente serdo importantes para a demonstracao do teorema da completude
para légica modal, o objetivo de nosso estudo.

Uma breve defini¢do do que seria uma modalidade pode se dar pelos advérbios (pa-
lavra invariavel que funciona como um modificador de um verbo, adjetivo, um outro
advérbio ou uma frase). Por exemplo na frase: “possivelmente terminarei esse TCC
hoje”, a palavra “possivelmente” desempenha o papel de advérbio. Basta apenas
definirmos uma interpretagao matematica para este advérbio. Em nossos sistemas
modais analisados teremos as modalidades “possivelmente” e “necessariamente”.

Comecemos com as defini¢des de conectivos 16gicos e varidveis proposicionais.

Defini¢ao 3.1 (Conectivos proposicionais) Sdo utilizados os seguintes conectivos na
légica proposicional modal: — (conectivo unario de negagdo), A (conectivo binario “e”),
V (conectivo binario “ou”), O (conectivo binario implicagdo), = (conectivo bindrio equi-

valéncia), U (conectivo unario “necessariamente”), { (conectivo unario “possivelmente”).

Definig¢do 3.2 (Variaveis proposicionais) As varidveis proposicionais, também cha-
madas de letras proposicionais, sdo definidas pelas letras maiiisculas normalmente usadas

A, B, C, etc. Elas podem assumir valor-verdade verdadeiro ou falso.

Com estas duas defini¢oes iniciais podemos comegar a gerar férmulas a partir de

sua juncao.

Defini¢ao 3.3 (Férmulas modais proposicionais) As formulas da logica modal seguem

as seguintes regras:
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1. Toda variavel proposicional é uma formula;

2. Se X é uma formula entdo —X também é uma formula;

3. Se X e Y sdo formulas, e o é um conectivo binario, X oY e (X oY) sdo formulas;
4. Se X é uma formula entdo 10X e ¢X sdo formulas.

Além disso, diremos que formulas X e Y sdo subformulas das formulas =X, X oY, X e

0X.

Agora apresentaremos uma estrutura fundamental para nosso estudo, o frame, que
constituird parte de nosso modelo. Nele temos a introdugdo de mundos possiveis.
Informalmente, um mundo possivel representa um cendrio como as coisas poderiam
ser. A verdade de uma proposi¢ao modal depende ndo apenas do mundo atual, mas
também dos mundos acessiveis a partir dele. O modelo constitui a jun¢do dos mun-
dos possiveis com suas relagoes de acessibilidade, definindo assim valores verdade

para as variaveis proposicionais em cada mundo.

Definic¢do 3.4 (Frame) Um frame é um par (K,R), onde K é um conjunto ndo vazio,
cujos elementos sdo chamados de “mundos possiveis”, e R é uma relagdo binaria em K,

chamada de relagdo de acessibilidade.

Iremos simbolizar os mundos possiveis pelas letras G,H,H’,H”,...,H;,H,,.... Da-
dos Hy,H, € K lemos HiRH, como “H, é possivel (ou acessivel) a partir de H;” ou
“H, é possivel em H;”.

Para a definicdo de modelo adicionamos duas novas informacoes ao frame, sendo
estas um mundo possivel que terd um papel fundamental, porém sé sera apresen-
tado posteriormente, e uma func¢ao que atribuird valores-verdade para as férmulas

do modelo em cada mundo.

Definig¢do 3.5 (Modelo) Um modelo modal é uma quadrupla (G,K,R,IF), em que G €
K é dito “mundo real”, (K,R) é um frame e I é uma relagdo entre mundos possiveis e
variaveis proposicionais. De modo que, se H I- P, dizemos que P é verdadeiro no mundo
H. Caso nio seja verdade que H |- P, entdo denotamos H ¥ P e dizemos que P é falso em
H. Em alguns momentos iremos nos referir como estrutura de modelo a tripla (G,K,R) e

apenas modelo a fungao |F.

Observemos que a notacao H |- X nado expressa qual modelo estamos tratando,
somente um mundo possivel e uma férmula. Em casos em que a notagdo pode ficar

ambigua escreveremos o tipo do modelo que estamos tratando, como por exemplo
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M = (G,K,R,IF); assim, dizemos que a férmula X é verdadeira no mundo H € K do
modelo M.

Podemos tragar um paralelo com a légica cldssica, onde cada linha de uma ta-
bela verdade é um modelo, dado que estas possuem atribuicdo completa de valores-
verdade, dizendo quais letras proposicionais sao verdadeiras e quais sdo falsas. Ob-
servemos que modelos modais tém um salto de complexidade, pois agora ao especi-
ficarmos valores estamos fazendo isso nos mundos possiveis, isto é, em uma familia
de elementos de K, além do fato destes mundos se relacionarem pela relagao R.
Definiremos agora como é feito o calculo de valores-verdade para férmulas mais

complexas a partir de férmulas menores.

Definic¢do 3.6 (Verdade no modelo) Seja (G,K,R,IF) um modelo. Para cada H,H' €

K e formulas X,Y, a relagdo |- deve sequir as seguintes regras:
1. HF - X © HFX;
2. HIF(XAY)e (HFXeHIFY);
3. HIFOX < para todo H € K, se HRH' entdo H' I+ X;
4. HIF 0X < para algum H € K, HRH' e H' IF X.

Além disso diremos que X é verdadeira no modelo | se G I+ X; equivalentemente, dire-

mos que X possui um modelo, no caso, I-.

Notemos que as duas primeiras regras tratam do comportamento de cada mundo,
que se d4 de forma semelhante ao de tabelas verdade. As duas ultimas regras abor-
dam o comportamento das férmulas entre mundos. A regra 3 diz que ser necessa-
riamente verdadeiro é equivalente a ser verdadeiro em todos os mundos possiveis
acessiveis a partir do que estamos tratando. A regra 4 diz que ser possivelmente
verdadeiro é equivalente a ser verdadeiro em algum mundo possivel acessivel.

Agora iremos demonstrar o comportamento da atribui¢do dos valores-verdade para
0s conectivos V, D e =. Para isso definiremos primeiramente sua equivaléncia em

relagdo aos conectivos ja tratados, — e A.

Definicao 3.7 Dados X e Y formulas, os conectivos V, D e = sdo escritos a partir dos

conectivos — e A da seguinte forma:
* X VY se esomentese, ~(~X A-Y);

e XDY se esomentese, - XVY;
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* X =Y se, esomentese, ( XDY)A(Y DX).

Visto isso, segue da seguinte proposi¢do seus comportamentos em relacao a atribuigao

dos valores-verdade.

Proposicao 3.8 1. HIF(XVY)e (HIFXouHIFY);
2.HIF(XDY)eseHIFXentdgo HIFY;

3. HIF(X=Y) < (HIF X se, e somente se, HIF Y).

Demonstracgao: 1.

HIF(XVY) HlF ~(=X A =Y)

HW¥F (=X A=Y)
HW¥F-XeHWKF-Y

nao H IF-X endo H IF =Y

ndo (HIF-Xe HIF-Y)

nio( HF XeHWKY)

ndo (nado (H IF X) e ndo (H I+ Y))
HIFXouHIFY.

(U R R

HIF(XDY) HIF(=XVY)
HIF-XouHIY
HFXouHIFY

nio (HIF X)ouHIFY

se HIF X entao HIF Y.

to o020

HIF(X=Y) © HIF(XDY)A(YDX))
© HIF(XDY)eHIF(YDX)
& (seHIFXentaoHIFY)e(se HIFY entdo H IF X)
& HIF X se, e somentese, HIFY.

O

Vamos mostrar as relagdes entre os conectivos necessariamente e possivelmente.

Proposi¢ao 3.9 Para cada mundo possivel H € K de um modelo modal (G, K, R, |F) temos
que H I (OX = -0-X) e H IF (0X = -0-X).
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Demonstragdao: Vamos mostrar primeiro que H I+ (X = -0-X).

HIF-0-X o HFJO-X

<  nao (HIF0=X)
nao (para algum H' € K, HRH' e H' IF =X)
para todo H' € K, ndo HRH’ ou ndo H' IF =X
para todo H' € K, ndo HRH’ oundo H' ¥ X
para todo H € K, nao HRH' ou H' IF X
para todo H € K, se HRH' entdo H' IF X
H IFOX.

tsoo00¢Q

Desta forma, da proposicao [3.8]3, obtemos o resultado desejado. Agora, vamos
mostrar que H I (0X = -[0-X).

HIF-0-X o HKO-X

& ndo (H IFO-X)

nao (para todo H' € K, se HRH’ entdo H' IF —=X)

nao (para todo H' € K, se HRH’ entdo H' I X)
nao (para todo H' € K, ndo HRH' ou H' ¥ X)
para algum H' € K, HRH’ e ndo H' ¥ X
para algum H' e K, HRH' e H' I X
HIFOX.

tso00¢Q

Com isso, da proposigdo[3.8]3, obtemos o resultado desejado. O
Agora iremos apresentar algumas propriedades do conectivo [J, comegando com

um exemplo.

Exemplo 3.10 Vamos tratar de um exemplo em que temos os mundos possiveis
G,H,H’ € K e as féormulas P,Q tais que: HIF P, H¥ Q, H' ¥ P e H' I Q. Além
disso, GRH e GRH’. Como H I+ P entdo H I PV Q. Do mesmo modo, H I PV Q
pois H I Q. Como H e H’ sdo os tnicos mundos possiveis acessiveis a partir de
G e PV Q é verdadeiro em ambos, logo G IF (P v Q). Observemos que ndo ocorre
G IF OP, pois se fosse verdade deveriamos ter H' |- P, o que ndo é verdade. Da
mesma forma ndo ocorre G I 1JQ, logo ndo ocorre G I- OPvQ. Consequentemente
(P Vv Q) D (P vIOQ) ndo é verdade em G. Além disso, G IF QP e G IF OQ; deste
modo, G IF 0P AQQ. Mas nao é verdade que G IF O(P A Q) pois ndo ocorre H IF PAQ
enem H’IF P A Q. Portanto, ndo é verdade em G que (0P A 0Q) D O(P A Q).
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Este modelo é um exemplo que demonstra que [J nao tem a propriedade distribu-
tiva sobre V. Mostraremos que esta propriedade existe quando aplicada sobre A.
Temos que (P A Q) D (P ALIQ) é verdadeira em todo mundo possivel de qualquer
modelo.

Proposicao 3.11 Sejam (G,K,R,IF) um modelo, e H € K. Se H I- (P A Q) entdo H I+
OP AOQ.

Demonstrag¢do: Vamos supor que H |- (P A Q). Seja H' € K um mundo possivel

arbitrario que é acessivel a partir de H, isto é, HRH’. Como H IF (P A Q), entdo

H’IFPAQecomisso, H' IF P e H’IF Q. Visto que H’ é arbitrario, entdo todo mundo

possivel acessivel a partir de H tem P e Q como verdadeiros, tornando, em H, [IP e

0JQ verdadeiros. Logo H I- P A TJQ. O
A reciproca, (OP AOQ) D O(P A Q), também é verdadeira em qualquer mundo.

Proposicdo 3.12 Sejam (G,K,R,IF) um modelo, e H € K. Se H |- JP AUQ entdo H I+
(P A Q).

Demonstragdo: Seja H € K tal que H I P AUQ. Entdo H IF 0P e H I JQ. Dado
H’ € K com HRH’ entdao H' I+ P e H' I Q, assim H’ |- P A Q. Como H’ é arbitrario
temos que H IF (P A Q). O
Com isso, temos que H IF (O(P A Q) = P AJQ), para todo mundo possivel H € K.
Por fim, mostremos que a implicacao (P D Q) D (JP > JQ) também ¢é verdadeira.

Proposicao 3.13 Sejam (G,K,R,IF) um modelo, e H € K. Se H I LJ(P D Q) entdo
H I (@OP > 0Q).

Demonstrag¢dao: Dado H IF (P D Q), seja H' € K com HRH’. Entao H'IF P D> Q;
logo, se H' IF P entdo H’ I+ Q. Pelo fato que H’ ser arbitréria, tem se que se H I JP
entdo H IF 0JQ; logo pela proposi¢ao[3.8(2) H I (0P > Q). O

Observemos que a reciproca nao é verdadeira, basta tomarmos mundos H,H’ e

H” que possuem as seguintes relagcoes: HRH’ e HRH” com os seguintes valores
verdade H'W P, H' W Q,H”IFPe H” ¥ Q.

Tipos de modelos modais

Nesta secao apresentaremos alguns tipos de modelos modais, suas caracteristicas e

como estes se relacionam. Comecemos tratando das propriedades da relagao R.
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Definig¢do 3.14 (Propriedades da relagdo) Sejam (G,K,R,IF) um modelo e a relagio

binaria R:

1. R é reflexiva se para todo H € K, HRH, ou seja, todo mundo é acessivel a partir de

S1 mesmo;
2. R é simétrica se, dados H,H’ € K, se HRH’ entdo H'RH;
3. R é transitiva se, dados H H',H” € K, se HRH’ e H'RH" entdo HRH”.

Chamamos R de relagio de equivaléncia se esta satisfaz as 3 propriedades.

Se R satisfaz alguma propriedade, podemos chegar a conclusdes sobre o modelo.

As seguintes proposi¢oes sao exemplos disso.

Proposicdo 3.15 Seja (G,K,R,IF) um modelo com a relagdo R transitiva. Temos entdo
que, para todo H € K, H |- P > JOP.

Demonstracao:

Pela proposigdo [3.8|2), queremos provar que se H I- 0P, entdo H |- OOP, ou seja,
dado H’ € K onde HRH’ tem se H’ |- [JP. Para mostrar que H’ IF P dado H” € K
onde H'RH” tem se H” I P. Como R é transitiva, temos que HRH”. Dado que
H IFOP entao H” IF P, o que queriamos demonstrar. O

Proposicdo 3.16 Seja (G,K,R,IF) um modelo com a relagio R reflexiva. Entdo para
todo He K, HIFOP D P.

Demonstrag¢dao: Dado H € K, vamos supor que H I- [P, isto é, dado H’ € K tal que
HRH’ entao H’ IF P. Como R é reflexiva, HRH, entao H I P. O

Proposicao 3.17 Seja (G,K,R,IF) um modelo com a relagdo R simétrica. Entdo para
todo H € K, H I P > JOP.

Demonstragdao: Dado H € K tal que H I- P, queremos mostrar que H |- OOP isto
é, para todo H’ € K tal que HRH’ tem se H' IF {P, ou seja existe H” € K tal que
H'RH” e H” IF P. Visto que R é simétrico entdo H"RH e como por hipétese H |- P

entdo basta tomar H” = H. O

Proposicdo 3.18 Seja (G,K,R,IF) um modelo com a relagido R simétrica e transitiva.
Entdo para todo H € K, H IF OP > LOOP.
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Demonstragdo: Seja H € K tal que H I OP. Pela proposi¢do[3.8(2), queremos mos-
trar que H IF OOP, isto é, para todo H' € K tal que HRH’' tem se H' I+ OP, ou
seja, existe H” € K tal que H'RH” e H” I P; vamos mostrar que de fato é esse o
caso. Tome H’ € K tal que HRH’. Da hipétese temos que H I QP, ou seja, existe
H, € K tal que HRH; e H; I P. Pela simetria temos que H;RH. Pela transitividade,
como HRH e HRH’ segue que HRH’. Por fim pela simetria novamente temos que
H’RH;. Deste modo basta tomarmos H” = H;. O

Utilizaremos essas propriedades para justificar a ordenagao de alguns tipos de mo-
delos modais. As variagdes que apresentaremos de sistemas de ldgicas modais sao:
K, D, T, K4, B (também chamado sistema brouweriano), S4 e S5. A seguir daremos
uma definicao que usamos para diferenciar em qual tipo de sistema uma férmula é

valida (quando estamos tratando de mais de um tipo ao mesmo tempo).

Defini¢ao 3.19 (L-Valida) Diremos que uma formula X é valida no modelo (G, K, R, IF)
se ela for verdadeira em todos os elementos de K. A formula X serd valida em um frame
se ela for valida em todo modelo baseado naquele frame. Diremos, quando necessario,
que X é L-valida se, para uma classe de frames L (a classe é um conjunto de frames que

compartilham de uma mesma propriedade), X é valida em todos os frames do tipo L.
Visto isso, diferenciaremos os frames a partir das propriedades de suas relagdes.
Definic¢do 3.20 (Propriedade frame) Dado um frame (K, R). Teremos que o frame é:
1. reflexivo, se R for reflexiva;
2. simétrico, se R for simétrica;
3. transitiva, se R for transitiva;
4. serial, se para cada H € K existe algum H’ € K tal que HRH'.

A tabela[3.1Jmostra os tipos de frames e suas condi¢des correspondentes. Em muitos
casos vamos nos referir a propriedades da relacdo do modelo apenas dizendo seu
tipo de estrutura, por exemplo, uma estrutura de modelo S5 especifica que estamos
tratando de uma relagdo que é de equivaléncia. Agora traremos uma ordenagao para
estas logicas, onde uma légica pode ser uma sub-logica de outra. Isto se segue da
seguinte maneira: se toda formula X que for E-vélida ¢ F-valida, entdo dizemos que

E é uma sub-légica de F.
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Loégica | Propriedades do frame
K sem condigdes
D serial
T reflexivo
B reflexivo, simétrico
K4 transitivo
S4 reflexivo, transitivo
S5 reflexivo, simétrico, transitivo

Tabela 3.1: Algumas légicas modais padrao.

Como vimos, a propriedade distributiva da necessidade sobre o conectivo “e”,
O(P A Q) D (P ALJQ), é valida para qualquer mundo possivel em qualquer mo-
delo; em outras palavras, esta férmula é K-valida. O mesmo vale para as proprie-
dades (OP AOQ) > O(P A Q) e O(P > Q) D (IP > 1Q). Na proposi¢ao [3.15 vimos
que 0P D OOP é valida em qualquer modelo com frame transitivo. Deste modo
essa formula é K4-valida, S4-valida e S5-valida. Além disso, na proposigao[3.16|vi-
mos que LJP D P é T-valida, ou seja, essa férmula é verdadeira para qualquer frame
com relagdo reflexiva. Na proposicao vimos que P D [JOP é B-valida, isto é,
valida para qualquer frame reflexivo e simétrico. Por fim vimos que na proposi¢ao
QP D OOP ¢é S§5-valida, valida para qualquer frame com uma relagdo de equi-
valéncia. Notemos com isso que se uma férmula é K4-valida entao é S4-valida. Da
mesma forma, T é sub-légica de B, além de que B e S4 sdo sub-légicas de S5. Ainda,
notemos que K é sub-légica de todas as outras. Resta apenas conectarmos D com as

outras logicas. Para isso provemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.21 Seja (G,K,R,IF) um modelo. Se a relagio R é reflexiva, entdo o frame
(K,R) é serial.

Demonstragio: E imediato, uma vez que, dado H € K, HRH pois R é reflexiva,
satisfazendo a propriedade de frame serial. O

Deste modo, D é sub-légica de T. Assim, podemos representar todos esses tipos de
modelo em um diagrama; na figura as setas ligam as sub-légicas a suas corres-

pondentes particularizagdes.

Sistemas axiomaticos modais

Nesta secdo apresentaremos um tratamento sintatico da légica modal, dado através

de axiomas que serdo usadas para demonstragao do teorema da completude poste-
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Figura 3.1: Diagrama de l6gicas modais.
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riormente. Conceitualmente, a sintdtica de uma légica diz respeito ao que pode ser
provado formalmente usando regras de um sistema dedutivo (regras de inferéncia,
axiomas, etc.). Enquanto a semantica trata do que é verdade em todos os modelos
possiveis da logica (forma de interpretagao da légica).

O trabalho que se seguird utilizara apenas os conectivos —, A e [J para formar as
férmulas, juntamente com as variaveis proposicionais, dado que o restante dos co-
nectivos podem ser gerados a partir de uma combinag¢do destes. Chamamos um
calculo modal proposicional de normal quando os seguintes axiomas e regras de
inferéncia sao validos:

« A1)0OADA;

« A2)J(ADB)> (HADOB);
* R1)Se+Aetr+ ADBentao+ B;
* R2) Se + A entdo + [JA.

Estas propriedades estruturam a légica modal T. Adicionando mais alguns axio-
mas podemos formar outras légicas modais, como B, S4 e S5. Caso adicionemos o

axioma
* A3)rADOUA,

temos uma estrutura de légica modal S4.

Caso adicionemos
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e Ad)r ADOA,

aos axiomas da légica T, teremos uma estrutura de légica modal B.

Caso adicionemos ambos axiomas, A3 e A4 aos axiomas da légica T teremos uma
estrutura de légica modal S5.

Observemos que modelos T satisfazem as propriedades da légica modal T, devido
a sua reflexibilidade (propriedade semantica). O mesmo ocorre para modelos S4
na légica modal S4, e modelos B na légica modal B (devidos as suas propriedades
semanticas: transitividade e simetria, respectivamente, além da reflexiva). Conse-
quentemente, um modelo S5 satisfaz a 16gica modal S5 (propriedades semdnticas:
reflexiva, transitiva e simétrica).

Observemos que até agora podiamos estar tratando de modelos que possuem mun-
dos que ndo sdo acessiveis a partir de nenhum mundo; estes mundos isolados ndo
serdo interessantes para o que se segue. Vamos definir um modelo conectado. Para
isso definiremos fecho transitivo. Posteriormente apresentaremos uma forma dife-
rente de observarmos o modelo, tratando-o como uma arvore, e o fecho transitivo

serd essencial para isso.

Defini¢ao 3.22 (Fecho transitivo) O fecho transitivo R* de uma relagdo binaria R é a

menor relacdo que contém R e é transitiva.

Defini¢ao 3.23 (Modelo conectado) Diremos que um modelo (G,K,R,IF) é conectado
se, e somente se, para todo H € K, tem se GR"H.

Apresentaremos agora a definicdo de férmula satisfativel e um resultado impor-
tante, que utilizaremos para a construcao de um método de demonstragao de férmulas

para sistemas modais.

Defini¢ao 3.24 (Formula satisfativel) Dado um modelo (G,K,R,I\), uma formula é

dita satisfativel se é verdadeira em pelo menos um mundo possivel, H € K.

Observemos que a negacdo de uma férmula ndo valida é uma férmula satisfativel

e a negagao de uma férmula nao satisfativel é uma férmula vélida.

Proposicao 3.25 Toda férmula satisfativel possui um modelo conectado.

Demonstragdao: Dado um modelo modal (G, K, R, IF), seja A uma férmula satisfativel
para o modelo I definido na estrutura de modelo (G,K,R). Sejam K’ o conjunto
de todos os H € K tais que GR*H, R’ a restri¢do da relagio R a K’ e I 0 mo-
delo I restrito a K. Com isso temos o modelo modal (G,K’,R’,IF'). Dada sua
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construcdo, temos que I é conectado. Vamos mostrar por indu¢ao que, para quais-
quer subférmula Bde A e H € K’, tem se H I’ B se e somente se H I B; com isso vai
se seguir que se G I- A (IF é um modelo para A) entdo G I’ A, assim I’ é um modelo
para A.

Se B é uma férmula atdmica, temos o resultado a partir da construcao de I". Con-
sideremos B uma férmula a partir das subférmulas C e D, como sendo B=C A D
ou B = =C; a verificagdo segue das regras de I-. Por exemplo, caso HIF C e H I D
por hipétese de indugao, entdo H I C e H I’ D, notemos entdo que se H I (C A D)
ocorre H I (C A D). Para LJC, observemos que se H € K’ e HR'H’ entdo H' € K.
Visto que R’ é uma restri¢do de R sobre K’ e como H,H’ € K’ entdo HRH’. Logo,
para H € K’ e H' € K, tem-se que HRH’ se, e somente se, HR'H’. Agora vamos su-
por que, para H € K’, H' I C se e somente se H' I’ C. Lembremos que H |- OIC se,
e somente se, para todo H’ € K tal que HRH’, H’ IF C; e da mesma forma H I [JC
se, e somente se, para todo H’ € K’ tal que HR'H’, H' I’ C. Como vimos, se H € K’,
entdo para todo H’ € K tal que HRH’ tem-se H’ € K’, logo H’ I C se e somente se
H’ I C, logo H I OC se, e somente se, H I [JC. Ou seja, H IF JC se e somente
se HIF" OC. A partir disso, isto também é verdade para férmulas mais complexas.

Desta maneira temos que I’ é um modelo para A. O

Método de tabelas

Uma importante ferramenta semantica que serd utilizada sao as tabelas; a partir
de regras de construcgdo, verificaremos se uma férmula é semanticamente védlida. A
seguir, apresentaremos defini¢des para isso.

Defini¢ao 3.26 (Contramodelo) Um contramodelo de uma formula A é um modelo em

que a A ndo é valida.

Defini¢ao 3.27 (Férmula valida) Uma formula A é valida se ndo existirem contramo-

delos para ela.

Observemos com isso que, equivalentemente a proposicao |3, toda férmula nao
valida possui um contramodelo conectado.

Para provar a validade de uma férmula, tentaremos construir um contramodelo
para ela; se falharmos nisso, chegando a um absurdo, a férmula serd valida. Na
prética, é feito da seguinte forma: se a formula A é da forma (A; A---AA,,) D (B V
---VB,)entao Ay,..., A, precisam ser verdadeiras e By,..., B,, precisam ser falsas para

qualquer contramodelo de A. Representamos isto colocando Ay, ..., A, na esquerda
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e By,...,B,, na direita da tabela inicial da construgdo; isso representa uma tentativa
de encontrar um modelo em que Ay,...,A,, sdo verdadeiras enquanto By,..., B, sdo
falsas. Assim, continuamos a constru¢do da demonstragao seguindo algumas regras
que serdo apresentadas. Antes disso precisamos definir dois conceitos fundamentais

para aplicagdo das regras.

Defini¢ao 3.28 (Estagio inicial de construc¢do) Chamamos de estagio inicial de construgao
0 passo em que colocamos Ay,...,A,, na coluna da esquerda e By,...,B, na coluna da di-
reita. O estagio em que a j-ésima regra de construgdo é aplicada é chamado de j+ 1-ésimo

estagio.

Defini¢ao 3.29 (Conjunto alternativo de tabelas) Na construcio da demonstragao por
tabelas, sequiremos, através das aplicacoes das regras, estagios de construgdo. Durante a
construgao, devido as regras de construgio, podemos gerar diversas tabelas. Diremos que
estas tabelas formam um conjunto de tabelas. Em cada estagio, uma tabela pode ser cha-
mada de principal enquanto as outras sdo as auxiliares. Caso seja aplicada na construgio
uma determinada regra em que o processo linear de construgdo de tabelas divirja, cada
um destes novos desenvolvimentos serd chamado de conjunto alternativo de tabelas. O
conjunto destes conjuntos alternativos serd chamado de sistema de conjuntos alternativos
de tabelas.

Visto isso, as regras de construgao sdo as seguintes:

1. Se —A aparece na coluna da esquerda de uma tabela, coloque A na coluna da
direita, figura

2. Se —A aparece na coluna da direita de uma tabela, coloque A na coluna da
esquerda, figura

3. Se AAB aparece na coluna da esquerda de uma tabela, coloque A e B na coluna
da esquerda da tabela, figura

4. Se AAB aparece na coluna da direita de uma tabela, existem duas alternativas:
coloque A na coluna da direita ou coloque B na coluna da direita; nesse caso a
tabela vai ser dividida em duas tabelas auxiliares, figura

Detalhadamente, dada uma tabela t em um conjunto alternativo %, se t possui

a férmula A A B na direita, nds substituimos & por dois conjuntos alternativos,
HeF,onde A =(F-{t))u{t} e S =(F —{t})U{t,}, onde t; e t, sdo iguais

a t porém possuem A e B na direita, respectivamente. Além disso, precisamos
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-A | A

Figura 3.2: Regra 1 de construgao.

Al A

Figura 3.3: Regra 2 de construgao.

ter cuidado com a relagdo entre as tabelas nestes novos conjuntos alternativos.
Dado que estamos considerando nossos modelos como sendo no minimo T,
todos que serdo trabalhados serdo no minimo reflexivos, com isso em & existe
uma relagdo reflexiva R; definiremos as relagdes R; e R, nos conjuntos A e
S, respectivamente. Fazemos isto da seguinte forma: para 4, sejam t’ ou
t” quaisquer tabelas de & diferentes de t. Temos que t'R;t; se, e somente
se, t'Rt (no conjunto &), t; Rt se, e somente se, tRt’, e t’Rit” se, e somente
se, t'Rt”. Além disso, para fazer com que R; seja reflexiva, ndés impomos que

t; Rt;. Reproduzimos um processo andlogo para 5.

5. Se LJA aparece na coluna da esquerda de uma tabela ¢, entdo coloque A na
coluna da esquerda de todas as tabelas t’ tais que tR¢’, figura[3.6}

6. Se [JA aparece na coluna da direita da tabela ¢, entdo introduza uma nova

tabela auxiliar t’ tal que tRt’ e que inicia colocando A na sua coluna da direita,

figura

Observemos como as regras sdo construidas para replicar a ideia de negagdo das
férmulas a direita da tabela. Por exemplo, na regra 4, temos que uma férmula AA B
é falsa, ou seja, A é falsa ou B é falsa, tornando assim necessaria a criagao de duas
tabelas em que se negue uma de cada dessas férmulas. Do mesmo modo a regra
5 estd reproduzindo a férmula [JA, isto é, para toda tabela que se relaciona com a
atual, temos que A é verdadeiro. A negacdo disto ocorre na regra 6, em que existe
uma tabela que se relaciona com a atual, mas tem A falsa. Além disso, notemos a
distingdo entre relagdes: a notagdo K serd usada para relagao entre tabelas, enquanto
R para os modelos.
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Figura 3.4: Regra 3 de construgao.
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Figura 3.5: Regra 4 de construgao.
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A —
t t2

Figura 3.6: Regra 5 de construgao.

Figura 3.7: Regra 6 de construgao.
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Resta-nos definir como é concluida a demonstragao pelo método de tabelas. Isso

se dara a partir da seguinte definicdo.

Defini¢do 3.30 (Tabela encerrada) Uma tabela é dita encerrada (concluida, fechada)
se, e somente se, uma formula A ocorre em ambas as colunas. O sistema de conjuntos
alternativos de tabelas é dito fechado quando todos os conjuntos alternativos possuem

uma tabela encerrada.

Ou seja, a demonstragdo esté finalizada quando chegamos a um absurdo, em que
uma mesma férmula é verdadeira e falsa. Além disso, dada a aplicagdo da regra
de construcdo 4, uma construgdo com A; A --- A A, na coluna da direita deve ser
separada em conjuntos alternativos, neste caso dizemos que a construcao é encer-
rada se e somente se chegarmos a um absurdo em uma tabela em todos os conjuntos
alternativos.

Precisamos provar a equivaléncia entre as tabelas e os modelos, para que possa-
mos afirmar que de fato estamos demonstrando férmulas em modelos modais. Os
préoximos dois teoremas nos mostrardo que, dada uma férmula A, a construgdo da
demonstragdo por tabelas para A é concluida se, e somente se, A é valida em um

modelo modal.

Teorema 3.31 Se a construgio da demonstragdo por tabelas para uma férmula A é con-

cluida entdo A é L-valida.

Demonstragdao: Vamos provar por absurdo. Suponhamos que A ndo é L-vdlida.
Entdo dada a estrutura (G, K, R) existe um modelo I tal que H * A para um mundo
H € K. Mostraremos de forma indutiva que a constru¢do semantica condiz logica-
mente com a constru¢ao do método de tabelas. Com isso, dada a hipétese de que a
construcdo da tabela foi concluida, chegaremos que a constru¢ao semantica também
o foi. Assim A deveria ser valida, o que supomos como hipétese que nao é, chegando
a um absurdo e concluindo nossa demonstragao.

Vamos realizar essa indugdo através dos estdgios da construgdo. Ou seja, para cada
n-ésimo estagio de construgdo existe um conjunto alternativo & da construgdo de
tabelas e uma func¢do a, que mapeia as tabelas de & em elementos de K, satisfa-

zendo as seguintes propriedades:
1. Se B é uma férmula ocorrendo a esquerda de t e H' = a(t), entdo H' I B;
2. Se B é uma férmula ocorrendo a direita de t e H = a(t), entdo H' ¥ B;

3. Se t,t, € ¥, Hy = a(t;) e Hy = a(t,), caso t; Rt, entdo H{RH,.
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Para o caso inicial, estagio n = 1, temos apenas um tabela t com A na direita,
uma vez que supomos A falso. Seja a(t) = H; temos H ¥ A (pois estamos to-
mando o modelo em que isso ocorre, que existe por hipétese, no comego da nossa
demonstragdo), condizendo com a construgdo. Por hipdtese indutiva, vamos assu-
mir que as construgdes sdo condizentes até o k-ésimo estdgio; entdo existem um
conjunto alternativo % no k-ésimo estdgio e uma fun¢do @ com as propriedades
requeridas.

Vamos verificar o resultado para o estdgio (k + 1) da construgao. Esta etapa sera
extraida da etapa anterior, através de alguma regra de construcgdo que sera aplicada
a alguma tabela de um conjunto alternativo %’ no estagio k. Caso ¥’ # & entdo &
permanece imutavel no estagio (k + 1) e o passo indutivo se verifica naturalmente.
Caso ¥’ = ¥, entdo a regra ¢ aplicada para algum t € .

Caso aregra 3 de construgao tenha sido aplicada, entdo uma férmula com estrutura
BAC aparece na esquerda de t e por hip6tese temos que nesse estagio, para H' = a(t),
n6s temos H' I- (B A C). Deste modo, H' IF Be H’ I C. Vendo agora a construcao
por tabela, temos B A C a esquerda na tabela t, e pela regra 3, colocamos B e C na
esquerda de t. Observemos com isso que as propriedades de a sdo preservadas com
a aplicacdo da regra de construcdo 3. O mesmo pode ser facilmente verificado para
as regras de construgdo 1 e 2.

Caso a regra de construgao 4 tenha sido aplicada entdo B A C aparece na direita
de t e por hipétese temos que nesse estagio, para H' = a(t), nés temos H’ ¥ (B A
C). Logo, H' ¥ B ou H' ¥ C. Semanticamente, substituiremos a tabela t por duas
tabelas alternativas, t; e f,, onde na tabela t; temos B adicionado a direita e em t,
temos C adicionado a direita. Tendo com isso dois novos conjuntos alternativos A
e 5, com H = a(t;) e H = a(t,), respectivamente. Se H' ¥ B entdo o conjunto A
satisfaz as propriedades de a; do mesmo modo, se H' ¥ C, o conjunto % satisfaz as
propriedades.

Caso a regra de construgao 5 tenha sido aplicada a tabela t com [JB na esquerda
de t, entdo no estagio (k + 1) colocamos B a esquerda de cada tabela t’ tal que tRt’.
Sintaticamente, por hipdtese temos H’ I [IB, logo para todo H” € K tal que H'RH”,
n6s temos H” I B. Notemos que se a(t’) = H” entdo a propriedade 3 de a continua
sendo verdadeira para este caso.

Caso a regra de construgdo 6 tenha sido aplicada a tabela t tem-se [1B na direita,
temos por hipétese que H’ ¥ OB, com H’ = a(t). Segundo a regra 6 adicionamos a
tabela t’, de modo que tRt" e B esta na direita de t’. Pela definiqéo como H’ ¥ OB,
por definicdo existe H” € K tal que H'RH"”, e H” ¥ B. Com isso estendamos a nesse

43



3 Légica Modal

(k + 1)-ésimo estdgio de modo que a(t’) = H”. Com isso todas as propriedades de a
sdo satisfeitas.

Por fim, resta-nos verificar se dado um par de tabelas t e t’ tais que tRt’ tem-se
H'RH” com H' = a(t) e H” = a(t’). Como as hip6teses sobre a relagdo R (reflexibi-
lidade, simetria e transitividade) entre tabelas sdo as mesmas que para a relagao R
para o modelo (G, H,R,I), esta condi¢do segue naturalmente.

Com isso, verificamos que a construcdo semdntica e o método de tabelas sao coe-
rentes em uma demonstragdo com n passos, gerada a partir das suas regras. Como
por hipétese a construgdo é encerrada, em algum estdgio, todos os conjuntos alter-
nativos contém uma tabela em que alguma férmula ocorre na esquerda e na direita.
Consequentemente esse estagio contém um conjunto %, uma fung¢ao a relacionada
a estrutura (G, K,R) e ao modelo IF, como descrito no inicio de nossa demonstragao
e a satisfazendo as propriedades dadas anteriormente. Deste modo, temos t € &
com uma férmula B na esquerda e na direita. Visto que se H = a(t), como B ocorre
em ambos os lados de t, temos H I- B e H ¥ B, um absurdo (seméntico)! Portanto
temos que A é valida. O

O lema que se segue serd utilizado na demonstracao do préximo teorema. Ele, bem
como a demonstragao do seguinte teorema em si, é uma prévia do capitulo posterior,

no qual trataremos o modelo como uma arvore.

Definig¢do 3.32 (w-arvore) Seja T um conjunto parcialmente ordenado pela relagio <.

Dizemos que T é uma w-arvore se:
1. T é um conjunto infinito;
2. paracaday €T, o conjunto {x € T : x <y} é finito e totalmente ordenado por <;
3. todos os niveis de T sdo finitos.

Diremos que o nivel n de uma w-arvore T é o conjunto de todos os y € T tais que o

conjunto {x € T : x <y} possui n elementos.

O lema a seguir é um importante resultado da teoria dos Grafos.

Proposicdo 3.33 (Lema de Kénig) Se T é uma w-arvore, entdo T possui um caminho
infinito.
Demonstragdo: Dado x; € T, temos que x; pertence a algum nivel da 4rvore; de-

notaremos este nivel por Niv;(T). Tomemos xy € Nivy(T) de modo que o conjunto

{v € T : xo <y} é infinito, isto é possivel, dado que T é uma w-arvore, pois Nivy(T) é

44



3 Légica Modal

finito, T é infinito e todo elemento de T é comparavel (em relacdo a ordem <) a al-
gum elemento de Nivy(T). Do mesmo modo, indutivamente pegamos x,, € Niv,(T)
de modo que para cada n, x,,1 > x, e {y € T : x,,1 <y} é infinito. Deste modo,

{x,, : n € N} é um caminho infinito em T. l

Teorema 3.34 Se A é valida entdo a construgdo da demonstracdo por tabelas para A é

concluida.

Demonstragdo: Faremos a demonstragao deste teorema pela sua contrapositiva, isto
é, dado que a construgdo para a férmula A nao é concluida provaremos que A ndo
é vélida. Para isso apresentaremos um contramodelo para A, visto a defini¢do [3.27]
sobre féormula vélida.

Uma importante observacdo para esta demonstragao é o fato de que podemos tra-
tar o sistema de conjuntos alternativos como uma arvore, sendo a relac;éo presente
entre os conjuntos alternativos a relacdo de descendéncia (neste ponto adiantaremos
brevemente nossa discussdo da préxima se¢do, onde na defini¢do[3.36]apresentamos
o conceito de arvore). Esta relacdo se dd da seguinte forma: no n-ésimo estagio de
construgdo, uma regra é aplicada sobre sobre uma tabela em um conjunto alterna-
tivo ¥, podendo ou néo afetd-la. Caso nada ocorra com esta tabela ¢, diremos que
t no estagio (n+ 1) é descendente de t no estagio 1, e 0 mesmo vale para seu con-
junto alternativo . Caso a regra aplicada a tabela modifique-a, teremos 0 mesmo
comportamento de descendéncia para este conjunto alternativo; caso a regra apli-
cada a tabela t gere duas novas tabelas t; e t,, diremos que estas novas tabelas sdo
descendentes de ¢; 0 mesmo vale para seus conjuntos alternativos.

A seguir dividiremos nossa demonstragao em casos. Para uma construc¢ao que nao
foi encerrada temos o caso desta ser finita ou infinita. Vamos primeiro para o caso
finito.

Como esta construgdo nao encerrada é finita, tomaremos o conjunto alternativo
mais recente na etapa de construgdo, ¥, e construiremos um contra modelo para
A com ele. Seja (G,K,R) a estrutura de modelo dada por K = %, G € K sendo G a
tabela principal de K e R = R a relagdo que ordena tabelas. Seja IF um modelo que
operara da seguinte maneira: dada uma férmula atémica P, temos que P ocorre a
esquerda de uma tabela t € K se, e somente se, t |- P; P ocorre a direita de ¢t se, e
somente se, t i P.

Vamos mostrar agora que este modelo estd bem definido. Sejam B e C férmulas
atomicas. Caso tenhamos B na esquerda ou na direita de t temos por atomicidade,

que este segue a definicdo. Caso ocorra —B na esquerda de f, como estamos no
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ultimo estdgio de construcao, todas as regras ja foram aplicadas; assim, pela regra
de construcdo 1 temos B na direita de f, logo no nosso modelo t ¥ B, o que era
esperado. Se —B aparece na direita de t entdo pela regra 2 temos B na esquerda de t;
assim, pelo nosso modelo, t I B, o que é coerente. Para BA C na esquerda de t temos
pela regra 3 que B e C ocorrem na esquerda de ¢, assim pelo modelo t I- Be ¢ I C;
desta forma, por definigdo, t IF BAC, o que era esperado. Se BA C ocorrem na direita
de t entdo pela regra 4 a existéncia de uma tabela t; com B na direita ou uma tabela
t, com C na direita, pelo nosso modelo, para t{, t; ¥ B, e para t,, t, ¥ C, o que é
coerente. Caso tenhamos [JB na esquerda de t temos, pela regra 5, B na esquerda de
todas as tabelas ¢’ tais que tRt’, para estas tabelas temos pelo modelo que t’ I B, logo
pela regra sintdtica ¢ I- OB, o que era esperado. Por fim, caso tenhamos [JB na direita
de t, temos pela regra 6 que existe uma tabela t’ tal que tRt’ onde B esta na direita;
pelo nosso modelo, tem-se que t' ¥ B, assim, pela regra sintdtica, t ¥ (1B, o que ¢é
coerente. Dada a demonstragdo para férmulas atdmicas, a coeréncia do modelo para
férmulas mais complexas segue. Portanto o modelo construido esta bem definido.

Como esta é uma construgado para A, ela foi iniciada com A na direita, desta forma
temos que neste ultimo estdgio de constru¢do A ainda se encontra na direita da
tabela principal de . Logo G ¥ A. Ou seja, IF é um contramodelo para A. Isso
completa o caso finito.

Para o caso infinito, aplicaremos o lema de Konig, |3.33} isto é, temos um ramo
infinito de conjuntos alternativos na arvore. Chamaremos esta sequéncia de . Para

construgdo de um contramodelo para A, definiremos pseudotabelas.

Definigdo 3.35 (Pseudotabela) Da-se o nome de pseudotabela, a uma sequéncia de ta-
belas que se inicia com uma tabela de um conjunto alternativo 5, e é estendida com as
respectivas tabelas descendentes imediatas. A tinica pseudotabela que contém o primeiro
conjunto alternativo da construgio é chamada de pseudotabela principal. Dada uma ta-

bela t € &, que pertenca a pseudotabela t, diremos que t é um representante de T em

.

E com isso definiremos uma relagdo entre pseudotabelas: dados duas pseudotabe-
las 7; e T, de «, dizemos que estas se relacionam, 7, p1,, se, e somente se, existe um
S, com representantes t| e t, de 7, e T, em %, tais que t; Rt,.

Afirmacgdo: Se R é reflexiva, transitiva ou simétrica, entdo p também é.

Reflexiva: caso R seja reflexiva, dado t representante de T em %, como R é refle-

xiva entao tRkt; deste modo, Tpt pela defini¢ao. Deste fato segue que p é reflexiva.

Simétrica: se 1, pT, entdo, existe S, com t| e t, de 1 e T, tais que t; Rt,; como R é
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simétrica, £, Rt;. Ou seja, T,p7;. Logo p é simétrica.

Transitiva: por fim, se 7,p7, e T,p7; entdo, existem ¥, e ¥, sendo representantes
t; e t, de 11 e T, pertencentes a &, tais que t; Rty; t, e t3 de T, e T3 pertencentes
a %, tais que t,Rt3. Como R é transitiva entdo t; Rt3. Sem perda de generalidade,
suponha n > m. Logo t1,t3 € ¥, ou seja, 71 p73. Portanto p € transitiva. O

Agora definiremos o que é uma férmula estar na esquerda, ou na direita, de uma
pseudotabela. Dada uma pseudotabela 7 : t,t/,t”,..., temos que uma férmula B
ocorre na esquerda de 7 se, e somente se, B ocorre na esquerda de alguma tabela
que é termo da sequéncia 7; uma férmula B estd na direita de 7 se, e somente se, B
ocorre na direita de alguma tabela que é termo da sequéncia .

Afirmacao: Dada sua definicdo, as pseudotabelas seguem as regras de construgao.

Comecemos com a regra 1. Dada uma férmula —B na esquerda de uma pseudota-
bela 7, temos por defini¢do que —B esta na esquerda de alguma tabela ¢t em 7; esta
férmula segue na esquerda de seus sucessores na sequéncia. Em algum estdgio da
construgdo a regra 1 é aplicada, supomos que na tabela t’. Com isso passamos a ter
B na direita de t”, logo B estd na direita de . Notemos que para a regra 2 é andlogo.

Analisemos a regra 3. Dada uma férmula B A C na esquerda de 7, temos que BA C
esta na esquerda de alguma tabela t em 7; esta férmula segue na esquerda de seus
sucessores. Posteriormente na construgdo a regra 3 é aplicada em alguma tabela,
supomos que t’, assim B e C estdo na esquerda de t”, logo B e C estdo na esquerda
de 7.

Para regra 4, dada uma férmula B A C na direita de 7, temos que B A C estd na
direita de alguma tabela t em 7; esta férmula segue na direita de seus sucessores.
Em algum estdgio da constru¢do a regra 4 é aplicada, supomos que na tabela t’. Com
isso passamos a ter B ou C na direita de t”, logo B ou C estdo na direita de 7.

Seguiremos para a regra 5. Dada uma férmula 0B na esquerda de 7, temos que
0B esta na esquerda de alguma tabela t em 7; esta férmula segue na esquerda de
seus sucessores. Deste modo, em algum estdgio de construcdo a regra 5 é aplicada,
supomos que na tabela t’, assim, B ocorre na esquerda de todas as tabelas t” tais que
t'Rt”. Desta forma para as pseudotabelas 7/ que tém as tabelas iniciais t”” temos que
tpt’ com B na esquerda de todas 7’.

Por fim, para a regra 6, dada uma férmula B na direita de 7, temos que B esta
na direita de alguma tabela t em 7; esta férmula segue na direita de seus sucessores.
Em algum estdgio da construgdo a regra 6 é aplicada, supomos que na tabela t’.
Com isso introduz-se uma nova tabela t” tal que t'Rt” iniciando-a com B na direita.

Esta nova tabela t” é tabela inicial de uma pseudotabela 7’. Logo pela relagdo entre
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tabelas, tem-se Tpt’, onde B esta na direita da pseudotabela 7’. Com isso finalizamos
nossa afirmacdo. O
Afirmacao: Uma férmula B nao pode ocorrer em ambos os lados de 7.

Vamos supor por absurdo que uma férmula B ocorra em ambos os lados de 7. Deste
modo temos que na sequéncia de tabelas que compdem 7, uma tabela t possui B na
esquerda e uma tabela f possui B na direita. Da defini¢do de pseudotabelas, uma das
tabelas é predecessora da outra (ndo necessariamente imediatas), com isso a tabela
posterior na sequéncia apresentara B em ambos os lados. Deste modo esta tabela
se daria por encerrada. Mas como uma tabela encerrada ndo tem descendentes e ©
é infinita entdo 7 ndo pode possuir esta tabela, contrariando nossa hipétese. Deste
modo nenhuma férmula pode ocorrer em ambos os lados de uma pseudotabela. ¢

Visto isso, construiremos nosso contramodelo a partir da seguinte estrutura: sejam
K o conjunto de pseudotabelas de a, G a pseudotabela principal e R = p a relagao
entre pseudotabelas. Além disso, seja IF um modelo que operara de maneira seme-
lhante ao caso finito j4 demonstrado: dado uma férmula atémica P, temos que P
ocorre a esquerda de uma tabela f se, e somente se, t [ P; P ocorre a direita de t se,
e somente se, t ¥ P.

Resta-nos mostrar que o modelo esta bem definido, porém esta parte é analoga a
demonstracdo do caso finito e serd omitida. Assim, como esta é uma construgdo
para A, ela foi iniciada com A na direita, desta forma temos que A se encontra na
direita da pseudotabela principal. Logo G I A, isto é, I ¢ um contramodelo para A,
finalizando nossa demonstracao. U

Com isso, mostramos que, de fato, ao realizarmos a demonstragdo por tabelas esta-
mos provando férmulas em modelo modal. Desta forma as relagdes, entre mundos
e entre tabelas, devem ser coerentes em suas propriedades, ou seja, preservando
reflexividade, simetria e transitividade, dependendo do tipo de modelo. Com este
conceito fundamentado podemos prosseguir na demonstracao do teorema da com-

pletude.

Tratando modelos como arvores

Nessa sec¢do, definiremos melhor o conceito de drvore que sera usado para a de-
monstracao do teorema da completude. Alteraremos as regras de construgao para
se adaptarem as caracteristicas de drvore e apresentaremos algumas defini¢oes im-
portantes para nosso objetivo final.

Comecemos pela definicdo formal de drvore; ja apresentaremos este conceito com
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uma estrutura de facil adaptagado para a estrutura do modelo.
Definicdo 3.36 (Arvore) Damos o nome de arvore a tripla (G,K,S), onde K é um con-
junto, G € K e § é uma relagdo binaria definida sobre K. Chamaremos G de origem, ou

raiz, caso:
» ndo exista H € K tal que HSG;
* para todo H € K exceto G, existe um iinico H' tal que H'SH;
* para todo H € K, GS*H.

Se HSH' diremos que H é o predecessor de H' em relagido a S. K pode ser visto como o
dominio de S, e G é o tinico elemento de K que ndo possui predecessor. Caso existam G,

S e K nessas condigdes chamaremos S de relagdo de arvore.

Com essa definicdo adaptaremos os sistemas de modelos para drvores. Para isso
usaremos a relagao R, relacionando-a com S. Diremos que uma estrutura de modelo
(G,K,R) é uma estrutura de modelo em arvore se existir uma relacdo S tal que
(G,K,S) é uma arvore e R é a menor relagao que contém S e possui a propriedade
requerida do modelo (reflexiva; simétrica; transitiva). Notemos que uma estrutura
de modelo S4 pode ser uma estrutura de modelo em arvore S4, mas nao ser uma
estrutura de modelo em arvore T, pois R pode ndo ser a menor relagdo que contém
S de modo a ser somente reflexiva; para os outros casos de modelos isso também
pode ocorrer. Além disso, notemos que todas as estruturas de modelo em drvore sao
conectadas, pois para cada H € K, GS*H e como S C R segue que §* C R*, dado que
S CRCR"eS" éamenor relagdo transitiva que contém S. Logo, para todo H € K,
GR'H.

Dada a equivaléncia entre modelo e tabelas, como apresentado na demonstracao do
teorema cada conjunto alternativo ordenado pelos estagios de construgdo na
demonstragao por tabelas possui uma estrutura de arvore. Pois, dado um conjunto
alternativo & a partir de um estagio de construcdo e t um descendente da tabela
principal, diremos que t,t, € K se relacionam através de S, t;5t,, se, e somente
se, em algum estdgio k da construcdo existe uma tabela t{, descendente de t; (isto
é, a tabela t] é a tabela t; em algum estdgio n > k), com [JA na direita e com ¢,
descendente de t,, sendo introduzida pela regra de construgdo 6, ou seja, tﬂ%té.
Visto isso, do modo que foi construido, (t,.%,S) é uma arvore, pois: ndo existe t’ €
& tal que t’'St, dado que este é um descendente da tabela principal; para todo

t'e & com t’ # t existe um unico t” tal que t”St’, isto ocorre devido a formulagdo
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das regras de construcdo; para todo t’ € & tem-se tS*t’ visto que as estruturas de
modelo em arvore sao conectadas.

Pela equivaléncia entre tabelas e modelos, apresentada no teorema arelacao k
¢ a menor relagdo entre tabelas que contém S e satisfaz as condigdes impostas pelo
modelo em questdo (reflexividade; simetria; transitividade), dado que isto ocorre
com a relagdo R, do modelo modal. Ou seja, (t, %, R) é uma estrutura de modelo
em arvore gerada pela arvore (¢, #,S).

Dadas estas consideragodes, as regras de construcao serdo modificadas em termos da
relagdo de arvore S. Comecemos observando que uma construcado feita em termos
de § tem as regras de construcgdo 1, 2 e 3 inalteradas. A regra 4 sofre pequenas

alteracdes:
1. “R” é substituido por “S” (além disso “R;” por “S;” e “R,” por “S,”);
2. Removemos a condi¢do imposta para que S; e S, sejam reflexivas.

A regra 5 sofre muitas alteragdes em relagao ao tipo de sistema empregado. Para o
modelo do tipo T, onde a relagao R é reflexiva, temos que se [JA é verdadeiro em um
mundo entdo A é verdadeiro neste mesmo mundo. Desta maneira usamos a regra 5

da seguinte forma:

* Dado A na esquerda de t;, colocamos A na esquerda de t; e na esquerda de

quaisquer tabelas ¢, tais que t;St,.

Caso o sistema seja S4, temos que R é reflexiva e transitiva. Baseado no fato de
que t IF UA e tRt’ entdo t’' IF A (Por absurdo, se t’ ¥ [JA entdo existe t” tal que
t'Rt” onde t”" ¥ A. Como R é transitiva entdo tRt”, logo t” I- A, pois como hipétese

tIF OA, chegando a uma contradi¢do). A regra 5 é alterada para:

* Se LJA ocorre na esquerda de t;, coloquemos A na esquerda de t; e [JA na

esquerda de quaisquer t, tal que t; St,.

Dadas as tabelas descritas na regra, seja uma tabela t5 tal que t,St3; como [JA esta
na esquerda de t,, pela regra 5, colocamos A na esquerda de ¢, e [JA na esquerda de
t3. Desta forma, temos transitivamente que se t; IF UA, t;St;, e t,St3 entao t; IF LA.

Para o sistema B, R é reflexiva e simétrica, com isso temos a seguinte regra:

* Caso LJA esteja na esquerda de t;, entdo coloquemos A na esquerda de 1, A na
esquerda de cada t, tal que #;St, e A na esquerda da tnica tabela anterior t3

tal que #3S5t;, caso esta exista.
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Rank 0 Rank 0

Rank 1 Rank 0

Rank 2

Figura 3.8: Arvore exemplo para defini¢do de rank.

Para S5, dado que R é uma relagdo de equivaléncia, a regra 5 é a combinacdo das
alteragdes para os sistemas S4 e B.

Por fim a regra de constru¢do 6 mantém sua forma original, apenas substituindo
“R” por “S”.

As defini¢Oes a seguir tratardo de nomenclaturas para construgdo de tabelas; estas
serdo utilizadas no lema para o teorema da completude. Comecemos pela defini¢ao
de rank, que pode ser parecido com a defini¢ao de nivel em um primeiro momento,
mas possui diferencas fundamentais. Para o nivel seguimos a valoragdo em relagao
a raiz da arvore, ja para o rank teremos a valoracao dos pontos sendo atribuidas a

partir dos extremos em relagao a raiz.

Definic¢do 3.37 (Rank) O rank de uma tabela t é dado da seguinte forma: uma tabela
t tem rank 0 na arvore se ndo existe tabela t’ tal que tSt’. Do contrario, sejam tq,...,t,

todas as tabelas t; tais que tSt;. Definamos rank(t) = max{rank(t;): 1 <i<n}+1.

Esta defini¢do recursiva permite examinarmos a estrutura de arvores finitas; a fi-
gura ¢ um exemplo para melhor visualizagdo. A préxima defini¢do trata do
caso em que nos referimos a férmula de uma tabela em um determinado estagio de

construgao.

Definig¢do 3.38 (formula associada) A formula associada a uma tabela t em um estagio
de construgdo é Ay A--- ANA, A=By A--- A=B,, onde Ay,...,A,, ocorrem na esquerda e

By,...,B, ocorrem na direita da tabela t no respectivo estagio de construgao.

Ja a formula caracteristica serd sobre uma tabela e as tabelas com as quais ela tem

relacdo, levando em conta o rank destas tabelas.

Definicao 3.39 (férmula caracteristica) A formula caracteristica de uma tabela t em

um estagio de construgdo é dada por uma indugdo no rank de t: se t tem rank 0, a formula
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Rank 0 Rank 0

Figura 3.9: Arvore exemplo para defini¢do de férmula caracteristica.

caracteristica é a formula associada. Se rank(t) > 0, sejam tq,...,t, todas as tabelas t; tais
que tSt;. Para cada t;, o rank(t;) < rank(t), dado que a formula caracteristica de t; ja foi
definida, sejam B; a formula caracteristica de t; e A a formula associada a t; temos entdo
que a formula caracteristica de t é dada por ANOBy A--- AOB,,.

Deste maneira recursiva com o rank geramos a férmula caracteristica de uma ta-
bela. Observemos a aplicagao do conectivo possibilidade, dado o fato de poder exis-
tir uma tabela t; com a férmula B que possui relagdo com a tabela analisada t com
a féormula A, gerando assim a férmula caracteristica A A OB. Para melhor entendi-

mento faremos um exemplo tratando das férmulas caracteristicas.

Exemplo 3.40

Neste exemplo temos a arvore da figura onde nas folhas (rank 0), as férmulas
associadas sao C,D e E. Além disso, B é a férmula associada de uma tabela de rank
1 e A é a féormula associada da tabela principal, que tem rank 2, como ja vimos
na figura Com isso a férmula caracteristica da tabela principal é A A O(B A
OD A QE) A OC. Ajudaria pensar primeiramente no né da arvore que tem férmula
associada B. Temos que sua férmula caracteristica € BA 0D A QOE. Agora analisamos
a arvore por completo e atribuimos a férmula caracteristica do ponto que possui B

como se BA OD A QF fosse sua férmula associada, gerando assim a férmula final
AANOBAOD AQE)AQC.

Resta-nos levar em consideracdo conjuntos alternativos; seu préprio nome ja su-
gere como serd a elaboracgdo de sua férmula caracteristica: dado que sdo conjuntos

alternativos, usaremos o conectivo “ou” entre suas féormulas caracteristicas.

Defini¢ao 3.41 (féormula caracteristica de conjuntos alternativos) Sejam Dy,...,D,,

férmulas caracteristicas de conjuntos alternativos de um sistema de conjuntos alternati-
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vos de tabelas em um estagio de construgdo. Entdo a formula caracteristica deste sistema
é definida como Dy V ---V D,,.

Tendo visto estas defini¢des, temos todas as ferramentas para demonstrar o teo-

rema da completude.

Teorema da Completude

Finalmente chegamos ao objetivo deste trabalho para légica modal, o teorema da
completude. Este teorema faz a ponte entre sintaxe e semantica, de modo que mos-
tra a equivaléncia entre validade de férmulas (semdntica) e demonstrabilidade de
férmulas (sintatica). Separaremos a equivaléncia do teorema em suas duas implicagdes.

A seguir teremos um lema que encurtard a demonstragdo da implicagao da ida do
teorema; o simbolo + indica que o que se segue é demonstravel.

Lema 3.42 Se A é a formula caracteristica do estagio inicial de uma construgdo e By é

a formula caracteristica de um estagio qualquer, entdo + Ay O By.

Demonstragdao: Vamos demonstrar este lema através da prova de que a férmula
caracteristica de um estagio m implica a férmula caracteristica de um estégio m + 1.
Pois, deste fato, chegamos recursivamente que a férmula do estdgio inicial implica
a formula de um estagio qualquer.

Considerando os conjuntos alternativos, temos que a férmula caracteristica no
estdgio m é da forma Dy V---V D; V-V D,, dada a definigao Observemos
que podemos manter nossa atengao apenas no conjunto alternativo que é modifi-
cado na passagem do estagio m para o m + 1, pois 0s outros se manterdo iguais.
Existem duas possibilidades para a férmula caracteristica no estagio m + 1 conside-
rando que apenas um conjunto sofreu influéncia de uma regra de construgdo, estas
sdo: D; Vv --- VD]fV VD, eD;V--- \/Djf1 VD]f2 V---V D, (a segunda férmula é pro-
veniente da aplicagdo da regra de construcdo 4, que gera duas novas tabelas). Entao
precisamos mostrar apenas que D; D D]f ouD;D D]fl Y Djfz.

Vamos mostrar que é possivel concentrar mais ainda nosso foco para a andlise dessa
implicagdo. Mostraremos que na férmula caracteristica do conjunto alternativo em
questdo, basta observar a férmula que sofre modificacdo pela regra de construgdo,
semelhante ao que acabamos de concluir com os conjuntos alternativos. Para isso,
observemos a forma da féormula caracteristica do conjunto alternativo D; no estdgio
m:

BAO(C AOG(EL AO(-++))) AO(Co AO(E; AO(--+)))-
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Nesta forma, estruturada da definicao podemos ver B, que é a férmula as-
sociada a tabela inicial do conjunto alternativo, C; e C, as férmulas associadas de
tabelas que se relacionam a tabela inicial, E; e E, as férmulas associadas de tabelas
que se relacionam com as que se relacionam com a tabela inicial, e assim por diante.

Para os proximos passos desta demonstragao precisaremos de algumas implicagoes
auxiliares. Por exemplo, se uma férmula C; sofre modificagdo, e tivermos provado

que + C; D C{, onde C; é a férmula no estdgio m + 1, precisaremos mostrar que
FBAQC] AO(E;L AO(-++)) DBAOC] AO(ET AO(--+)),

assim demonstrando que D; D D]f.

Para isso notemos que, dadas férmulas X e Y tais que - X D Y, entdo pela regra
de inferéncia R2 do modelo, temos  [J(X D Y). Observemos que, para todos os
sistemas de modelos que consideramos, com a relacdo sendo pelo menos reflexiva,
temos que:

Afirmacao: FO(X DY) D (0X DQY).

Demonstraremos esta afirmacao através dos axiomas presentes no inicio do capi-
tulo de sistemas axiomaticos modais, para uma leitura mais fluida colocamos entre
parenteses os axiomas usados. Pelo axioma Al (A D A), tem-se - X D Y, o que (pela
contrapositiva) é equivalente a + (=Y) D (=X). Assim, decorre de R2 (se - A entdo
F OA) que + O((=Y) D (=X)), e entdao por A2 ((ADB)>(UADOB)) e Rl (set+ A
e - A D B entdo + B) tem-se + (J-Y) D (0-X). Pela contrapositiva, obtemos entdo
F(=0-X) > (=0-Y), isto é, - (0X) D (OY). O

Logo + OX D QY. Além disso, podemos afirmar que + X D Y implica + (X A Z) D
(Y A Z). Com isso, podemos a partir da implicagao +- C; D C] construir a férmula

caracteristica dos conjuntos alternativos D; e D]ﬂ Dado + C; D C| temos que
FOCy D OCy,

e com isso

FOCI AQ(EL AO(++)) 2 OCT AQ(EL A ().

Deste modo,
FBAOCT AOQ(EL AO(-++)) DBAQC] AO(EL AO(-++)).

Obtendo assim, que D; > D]f. Portanto justificamos por que podemos apenas obser-

var a férmula influenciada pela regra de construgdo na passagem do estdgio m para
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om+1.

Visto isso vamos justificar o porque é valida a implicagdo de uma férmula do esta-
gio m para o m+1 através das possiveis regras de construcdo que podem ser aplicadas
a esta férmula. Para isso separaremos em casos:

Regra de construgao 1: Se a regra 1 foi aplicada entao temos —A do lado esquerdo
da tabela, e com a regra, colocamos A no lado direito. Assim a férmula associada a
este estagio é dada por X A =A A —(A), onde X é o restante das férmulas na tabela
(se existirem). Notamos com isso que a férmula associada nao é um absurdo. Isto é
justificado pela implicagdo + -A D -A.

Regra de construcao 2: Dado que a regra 2 foi aplicada, temos —A do lado direito
e A do lado esquerdo, deste modo a férmula associada é dada por X A A A =(=A),
que é demonstravel dado que - —=—A D A.

Regra de construgdo 3: Tendo aplicado a regra 3 entdo tem se A A B do lado es-
querdo da tabela, com isso A e B ocorrem novamente na esquerda da tabela. Com
isso a féormula associada deste estagio € X AAABA(A)A(B), esta férmula é verdadeira
dada a demonstrabilidade da implicacio - AAB D A A B.

Regra de construcao 4: Para este caso em especial, estamos tratando da implicagao
D; > D]fl \ D]fz. Aqui precisaremos tratar de dois casos, se a tabela que sofre a
alteragao pela regra de construgdo é uma tabela principal, ou uma tabela auxiliar;
caso seja uma tabela auxiliar, precisaremos compor a férmula caracteristica até ter-
mos a férmula caracteristica da tabela principal, pois esta é a férmula caracteristica
do conjunto alternativo, isto é, D;1 \% D]fz.

Caso a tabela tratada seja a tabela principal, tendo aplicado a regra de construgao 4,
a tabela t possui uma férmula A A B na direita. Com isso supomos que sua férmula
caracteristica no estagio m é E A —~(A A B); temos que a férmula caracteristica do
estagio m+1 é (EA=(AAB)A=A)V(EA-(AAB)A—-B), sendo EA-(AAB)A—A a férmula
caracteristica da tabela t; (relativo ao conjunto alternativo D]fl) eEA-(AAB)A—-Ba
férmula caracteristica da tabela t, (relativo ao conjunto alternativo D]fz). Vemos de

imediato que é verdadeira a implicacdo
FIEA=(AAB)]D[(EA—=(AAB)A—-A)V(EA-(AAB)A-B)]
Agora, caso a tabela tratada seja a tabela auxiliar, da implicagdo anterior temos
F O[E A=(AAB)] D O[(EA-(AAB)A-A)V(EA—(AAB)A-B)].

Afirmagao: - O(XVY)D (OX VOY).
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Mostraremos esta afirmacdo por absurdo. Isto é - (X V Y) A =(OX vV OY). Coloca-
remos entre parenteses os axiomas usados para uma leitura mais fluida. Notemos
que por equivaléncia temos F —==(X V Y) A =(0X Vv QY), logo + =L(=X A =Y) A
-(0X VOY). Pelo axioma Al ((JA D A) obtemos + (=X A =Y) A =(OX V QY). Deste
forma - (X VY)A=(0X Vv QY). Por outro lado, temos que - (X VY) A =0X A =QY,
logo F (X VY)A—==-0O-XA-=-0-Y, assim + (X VY)AO-X AO-Y. Por Al tem-se
F(XVY)A=XA=Y,assim+ (XVY)A=(XVY), chegando a uma inconsisténcia logica.
Por tanto - (X VY) D (0X V QY). Como queriamos demonstrar. O

FO[EA-(AAB)]D(O(EA-(AAB)A=A)V O(EA—=(AAB)A=B).

Deste fato, sendo t’ o predecessor de t (¢’ é uma tabela tal que t’St), a férmula carac-
teristica de t” é da forma X A O(E A =(A A B)), onde X é a férmula caracteristica de t’
tendo removido da arvore as tabelas de t em diante. Usando a regra de distribuicao

para os conectivos temos que
FXAQ[EA-(AAB)D(XAQ(EA-(AAB)A-A))V(XAOEA-(AAB)A-B)).

Se t’ é a tabela inicial da demonstracao, entdo terminamos; caso contrario, basta
repetirmos estes passos usando as relagdes - Q(XAY) D (OXAQY)er[(XAY)VZ]D
[(XAZ)V(Y AZ)], até reconstruirmos a arvore. Com isso, justificamos esta regra de
construgdo.

Regra de construgdo 5: Caso esta regra tenha sido aplicada, temos uma férmula
do tipo [JA na esquerda da tabela t e assim a férmula caracteristica no estagio m é
dada por HAAXAQE; AQE, A..., onde E; sdo as formulas caracteristicas das tabelas
t; tais que tSt;, e JA A X é a féormula associada de .

Vamos examinar os diferentes sistemas de modelos, pois temos diferentes rela¢des
entre as tabelas, modificando o modo que devemos justificd-las. Vamos comecar
pelo modelo T. Temos A na esquerda de t (pois S é reflexivo) e de todos os t; tais
que tSt;. Com isso a férmula caracteristica de t no estagiom+1é AANLAAX A
O(Ey NA)AO(E; ANA)..., com E; sendo a férmula caracteristica de t;. Precisamos
justificar a demonstrabilidade da implicagao da férmula caracteristica inicial para
esta nova féormula caracteristica (apds a regra de construgdo). Isto ocorre pois +
[JA D A (axioma Al), e também
Afirmacgao: + (HAAQE) D O(EAA).

Demonstraremos esta afirmacgdo pela sua contrapositiva, isto é - =O(EAA) D =(LAA

QE). Para uma leitura mais fluida colocamos entre parenteses os axiomas usados.
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Temos por equivaléncia + =—=[J=(EAA), logo F [I=(EAA). Por Al (A D A), + =(EAA),
assim + —(A A E). Pelo axioma A4 (r A D JOA) temos - —(A ATOE). Novamente por
Al, + (A A QE). Por fim, por R2 (se - A entado + [JA) tem-se + —=(LJA A OE). Como
queriamos demonstrar.

O

Se estamos num sistema S4, S é transitiva, e com isso a regra 5 sofre modificacdes:
[JA ocorre na esquerda de cada tabela t; tal que tSt;. Visto isso a férmula carac-
teristica de f no estagio m+ 1 é dada por AATAAX A Q(E; AUA) AOQ(E, ALIA). .,
que é justificado por FJAD A e
Afirmagao: + (A A QE) D O(E ADA).

Faremos a prova desta afirmagao por contrapositiva, para uma leitura mais fluida
colocamos entre parenteses os axiomas usados. Ou seja, mostraremos que + —Q(E A
0A) D —(0A A OE). Primeiramente notemos que dada a hipétese, temos por equi-
valéncia que F ==[J—-(E ALJA). Pelo axioma A1l (LJA D A) temos + ———(E ALJA), logo
F —=(E AOA), assim + —(JA A E). Por A4 (- A D OOA) tem-se + —-(LJA ATIOE), que
novamente por Al obtemos + —=(LJA A OE. Como queriamos demonstrar.

O

Caso estejamos usando um sistema B, S é simétrica, a regra 5 sofre alteragdo, ainda
que semelhante a regra para T: A ocorre na esquerda de toda tabela t’ tal que t'St.
Dada a simetria posta nesta situagdo, precisamos examinar a tabela predecessora de
t, caso exista, que chamamos aqui de t’; esta possui a seguinte férmula caracteristica
YAQ(OAAXAQE{AQEyA...),onde Y é a férmula associada a t’. Apds a aplicagao da
regra de construcdo esta passaaser AAY AQ(AAOAAXAOQ(E; ANA)AQ(E; AA)A.LL).
Esta passagem ¢é justificada por F JAD A, F (YAQUAAXAQE; A...)) DO0A e
F QLA D A; vamos mostrar essas duas ultimas implicagdes.

Afirmacao: H (Y AQ(LUAAXAQE; A...)) DOLA

Para esta afirmacdo, vamos primeiro mostrar que F O(A A B) D (0A A OB). Para uma
leitura mais fluida colocamos entre parenteses os axiomas usados.

Por equivaléncia, queremos mostrar que + —==(A A B) D (=0-A A =[J-B). Isto
é o mesmo que + =[J=(A A B) D =(0J=A v J=B). Pela sua contrapositiva, temos +
(0-A Vv [O=B) > O=(A A B). Ou seja, + (U-A Vv -B) D (-=AV =B).

A seguir tomaremos C = =A e D = =B. Usaremos algumas tautologias para nos
auxiliar. Uma delas é que + C D (C vV D). Com isso, por R2 (se + A entdo + [JA)
temos + [J(C D (C Vv D)). Pelo axioma A2 (+ J(A D B) D (A > UB)) tem-se + LJ(C D
(Cv D)) >(@C>O(CVD)). Assim, por R1 (se - A e+ A D B entdo + B) obtemos
FOCDOO(C VD).
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Analogamente, usando a tautologia + D D (C Vv D), concluimos que + D > J(C v
D). Visto isso, usando a tautologia  ((p D r) A(g D 1)) D ((p V q) D r). Obtemos
F{OCvUOD)>UO(CvVD),isto é+ (U-AVvI-B) D (-AV =B).

Portanto concluimos que + O(A A B) D (0A A OB). Consequentemente F (Y A Q(LA A
XAQEINA...)) D(YAQUAAOXAQOE| A...). Em particular - (Y AQ(LAAX AQE| A
...)) D OUA. Como queriamos demonstrar. O

e
Afirmagao: + OUJA D A.

Mostraremos esta afirmacdo provando-a pela sua contrapositiva, para uma leitura
mais fluida colocamos entre parenteses os axiomas usados. Com a contrapositiva
nossa hipdtese passa a ser + —=A. Pelo axioma A4 (- A D JOA) temos + [JO—-A. Por
equivaléncias, temos entao + [J-[J--A4, logo + [J-[JA, assim + ——[-=[A, deste modo
+ —QUA. Concluindo nossa demonstragao.

O

Por fim, caso o sistema tratado seja S5, como ele é a combinacdo do sistema S4 e
o B, que ja foram foram provados, sua prova ¢ imediata. Com isso finalizamos este
caso de regra de construgao.

Regra de construgdo 6: Dado que a regra 6 foi aplicada, temos que [JA estd do lado
direito da tabela t, isto é, a tabela tem férmula caracteristica da forma X A—[JA; além
disso, foi criada uma nova tabela ¢’ tal que tSt’ e A estd na direita, levando a férmula
caracteristica de t’ a ser da forma X A -[JA A —=A. Notemos que + =[JA D {—A, pois
OA = =0-A, logo F (X A=0A) D (X A =0A A $—A), justificando esta regra. Notemos
que a regra 5 tem influéncia sobre este caso, dada a possibilidade de existéncia de
uma férmula a esquerda de t’, mas este caso ja foi justificado sobre o caso da regra
5.

Desta forma abordamos todas as regras de construcdo que podem ser aplicadas a
um férmula no estagio m para o estagio m + 1. Provando, assim, que uma férmula
caracteristica de um estdgio implica a férmula caracteristica do estdgio seguinte.
Com isso, podemos notar que aplicando esta afirmagdo recursivamente chegamos
ao que queriamos: a férmula caracteristica do estdgio inicial implica a férmula ca-
racteristica de um estagio qualquer. O

Agora mostraremos a ida do teorema.

Teorema 3.43 (Ida do Teorema da Completude) Se uma formula A é valida, entdo A

é demonstravel.

Demonstragdao: Como ja demonstramos que se uma férmula A é valida, entdo sua
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construcdo da demonstracdo por tabelas é fechada, teorema vamos mostrar
que dada a construgao fechada de A temos que A é demonstravel.

Visto que a construcdo para A é fechada, temos que em algum estdgio de construgdo
n todos os conjuntos alternativos apresentam uma tabela fechada. Dada a definicao
a forma da férmula caracteristica para esta unido de conjuntos alternativos é
Dy Vv---Vv D,, onde D; é a férmula caracteristica do conjunto alternativo ffj Como
cada conjunto possui uma tabela fechada, diremos que estas possuem uma férmula
associada da forma X ACA—-C, onde C é uma férmula ocorrendo em ambos os lados
da tabela. Devido ao trecho C A —=C temos que a férmula associada é falsa.

Lembremos agora que o conjunto alternativo apresenta uma estrutura de arvore;
mostraremos que a formula caracteristica para o conjunto alternativo é falsa. Visto
que + =(X A C A =C) implica - =O(X A C A =C) (por R2 e pelo fato de -0X = [0-X)
e deste modo F ~(Z AO(Y AO(X ACA=C))),onde Y e Z sdo possiveis formulas dos
estagios anteriores da arvore (caso existam). Prosseguindo desta forma até concluir
que a formula D; é falsa. Ou seja, + =D;. Dada a arbitrariedade de j entdo + —~(D; V
eV Dm).

Por fim, dado o lema temos que a férmula caracteristica do primeiro estagio
de construgdo, —A, implica a férmula caracteristica do estagio n, ou seja, - =A D
Dy V---Vv D,. Como vimos, + =(D; V---V D,,), logo, por contrapositiva, tem-se que
+ A. Provando que a férmula A é demonstrdvel na 16gica modal. O

Resta-nos mostrar a volta do teorema da completude.

Teorema 3.44 (Volta do Teorema da Completude) Se uma formula A é demonstravel,

entdo A évalida.

Demonstragdao: Uma vez que construimos nossas demonstra¢des através dos axio-
mas apresentados no inicio do capitulo “Sistemas axiomaticos modais”, mostrare-
mos que cada axioma é valido e cada regra de inferéncia produz uma férmula vélida
a partir de uma férmula valida.

Comecemos pelo axioma A1) JA D A. Sejam (G, K, R,IF) um modelo e H € K tal que
H |- 0A; logo, para todo H’ € K, se HRH’ entdao H’ IF A. Como todos os modelos
que estamos tratando tém relacao pelo menos reflexiva, entdo em particular H I+
A. Assim [JA D A é vélido em todos os mundos possiveis. Portanto, pela escolha
arbitraria de H € K, A1 é valido.

Para o axioma A2) [J(A D B) D (A D IB), seja um modelo (G,K,R,IF) e H € K.
Vamos mostrar por absurdo; entao temos H |- J(=A V B) A (HA A =0IB), ou seja,
HIFO(-AVB)e HIFUOAe H IF-0OB. Logo, para algum H’ € K com HRH’ tem-se
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H'IF-AvBeH'I[FAeH’IF-B,istoé,(H' IFr-AouH’IFB)eH'IFAe HIF =B, um
absurdo. Portanto, pela escolha arbitrdria de H € K, A2 ¢é valido.

Para a inferéncia R1) Se + A e + A D B entdo + B. Seja (G,K,R,IF) um modelo, e
suponha que A e A D B sdo validos neste modelo, isto é, sdo verdadeiros em todos
os mundos possiveis do modelo. Notemos que se A O B é verdadeiro em um mundo
H € K, temos que H IF =A V B. Logo se H I A é preciso que H I B para que de fato
H I -=A V B. Portanto essa inferéncia produz uma férmula vélida a partir de uma
férmula vélida.

Para demonstragao da inferéncia R2) Se + A entdo + [JA. Dado (G,K,R,IF) um
modelo e quaisquer H,H’ € K tais que HRH’, supondo que A é védlido no modelo
entdo temos que H' |- A para todo H’. Desta forma A é valido em todos os mundos
acessiveis a H. Logo, pela definicao, H I [JA. Pela arbitrariedade na escolha de
H temos que LA é verdadeiro em todos os mundos possiveis de K. Portanto [JA é
valida no modelo.

Para o axioma A3) + [JA D OUJA consideraremos modelos S4, ou seja sua relagao
é transitiva e reflexiva. Seja um modelo (G,K,R,IF) e H € K, vamos mostrar por
absurdo, entdo temos H I JA A =0J0JA, logo H I- A e H IF -0JA. Portanto, para
algum H’ € K com HRH’ tem-se H' IF A e H’ |- —=[JA; desta forma, para algum
H” € K com H'RH” tem-se H” IF =A. Pelo fato de R ser transitivo, como HRH’ e
H'RH” entdo HRH”, consequentemente temos H” |- A e H” |F =A, um absurdo.
Portanto, pela escolha arbitraria de H € K, A3 é valido.

Por fim, para o axioma A4) - A D JOA consideraremos modelos B, ou seja, sua
relacdo é simétrica e reflexiva. Seja um modelo (G,K,R,IF) e H € K, vamos mos-
trar por absurdo, entdo temos H I A A -LJOA. Logo H IF A e H IF =[0--A, pela
equivaléncia QA = —[0-A. Desta forma, para algum H’ € K com HRH’ tem-se
H’ |F ==[-A, que é o mesmo que H’ IF [J-A. Isto é, para todo H” € K, se H'RH"”
entdo H” + —A. Dado que a relagdo no modelo do tipo B é simétrica, em particu-
lar temos que H"RH, com isso, H |- —=A, um absurdo, pois H |- A. Portanto, pela
escolha arbitriria de H € K, A4 é véalido.

Com isso, concluimos que se uma férmula A é demonstravel entdao A é vdlida.
Como queriamos demonstrar. O

Por fim, chegamos ao teorema da completude para légica modal. Neste teorema,
mesmo que indiretamente, usamos todas as defini¢bes e conceitos que vimos até

este ponto.

Teorema 3.45 (Teorema da Completude) Uma formula A é valida se, e somente se, A

é demonstravel.
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Demonstragdo: Segue dos teoremas e
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