Trabalho de Conclusao de Curso - Bacharelado em Matematica

Introducao a Teoria de Codigos
Corretores de Erros

Vinicius Marques Santorsula

&

Universidade Federal do ABC



Titulo: Introducdo a Teoria de Cédigos Cor-
retores de Erros

Autor: Vinicius Marques Santorsula
Orientador: Prof. Dr. Nazar Arakelian

Trabalho de conclusao de curso apresentado como requisito par-
cial para obtencao do titulo de Bacharel em Matematica pela Uni-
versidade Federal do ABC.

Banca Examinadora:

Prof. Dr.

Universidade Federal de ..

Prof. Dr.

Universidade Federal de ..

Santo André, X de Marco de 2024.



SUMARIO

(1 Introducao] 7
DT o5 Iniciais 9
2.1 Definigoes|. . . . . . . . .. 9
2.2 Meétricade Hamming|. . . . . . . .. ... ... ... ... ... 9
[3 Cobdigos Lineares| 15
(3.1 Introducaol. .. ... ... .. ... ... ... 15
(3.2 Definic¢les| . . . . . . . .. 15
[3.3 Equivaléncia de Codigos Lineares| . . . . . ... ... ... ...... 19
[3.4 Matriz Geradora de Codigos Lineares| . . . . . .. ... ... ..... 21
4  Codigos Duais| 28
[4.1 Introducaol. .. .. ... ... ... ... .. 28
[4.2 Definicoes| . . . . . . . . .. 28
[4.3 Matrizes Geradoras de Cédigos Duais| . . . . . ... .. ... ..... 31
[4.4 Equivaléncia de Codigos Duais|. . . . ... ... ... ... ...... 33
[4.5 Propriedades entre Matrizes Geradoras Duais e Lineares| . . . . . . 35
[> Decodificacao| 40
[5.1 Introducaol. . ... ... ... ... ... ... 40
[5.2 Definicoes| . . . . . . . ... 40
[5.3 Algoritmo de Decodificacao| . . . . . ... ... ... ... ...... 42




AGRADECIMENTO

Agradeco a minha familia e aos meus professores.



REsuMO

Este trabalho tem como objetivo estudar o contetdo introdutério da Teoria dos
Codigos Corretores de Erros.

O trabalho foi desenvolvido devido a motivacao durante a gradugdo em temas cor-
relatos a dlgebra abstrata, bem como sua aplicacdo em teoria da informacdo e dados.

A elaboragao do trabalho baseou-se na pesquisa em bibliografias e artigos publica-
dos sobre o assunto em seu amplo aspecto histérico.

O enfoque foi dado aos Cédigos Lineares e suas aplicagdes abordando a correcdo e

deteccdo de erros em uma transmissao.

Palavras Chaves: Informacdo, Cédigos, Erros



ABSTRACT

This work aims to study the introductory content of the Theory of Error Correcting
Codes.

The work was developed due to motivation during underraduation in topics rela-
ted to abstract algebra, as well as its application in information and data theory.

The preparation of the work was based on research in bibliographies and articles
published on the subject in its broad historical aspect.

The focus was on Linear Codes and their applications addressing the correction

and detection of errors in a transmission.

Keywords: Information,Codes, Errors



1 INTRODUCGCAO

A teoria de c6digos corretores de erros iniciou-se com a publicagdo de A mathema-
tical theory of communication”, em Julho de 1948 por Claude Shannon abordando
a Teoria de InformacgGes. Atualmente esta teoria tem varias aplicagdes nas mais di-
versas areas, incluindo inferéncia estatistica, processamento de linguagem natural,
criptografia, neurociéncia computacional, evolugdo e computagdo quantica.

Os codigos corretores de erros estdo presentes no cotidiano de todos noés, basta
debrucarmos sobre a necessidade de transmissdo e armazenamento de dados com a
possibilidade de geracdo de erros ou ruidos no processo. Assim, a aplicagdo desta
teoria é extremamente util quando visamos aumentar a precisao e confiabilidade da

informacao.

Um exemplo simples e cotidiano que podemos recorrer é o CPF, Cadastro de Pes-
soas Fisicas. O numero de CPF é composto por 11 digitos. Os 9 primeiros sdo os
numeros base, e os 2 ultimos sao os chamados digitos verificadores, que sdo utiliza-
dos para validar se os 9 nimeros base estdo corretos. Para verificarmos a validade,
peguemos os numeros da base e multipliquemos por sua posicao em ordem decres-
cente, sendo o primeiro digito a 10? posicao e o tltimo digito da base a 2°. Somamos
os resultados das respectivas multiplicagdes e com o resto de sua divisao por 11,

podemos comparar com as seguintes regras:

* Se o resto for 0 ou 1, entdo o primeiro digito verificador é igual a 0.

* Seorestofor 2,3,4,5,6,7,8,9ou 10, entdo o primeiro digito verificador é a
diferencga entre o namero 11 e o resto da divisao por 11.

Para o segundo digito verificador utiliza-se a mesma légica e regras do primeiro
digito verificador mas tomando o primeiro digito da base na 11? posigado e incluindo

o primeiro digito verificador na tltima posigao.

Vamos a um exemplo com o CPF 965.963.620-27.



1 Introdugao
Multiplicando para validar o primeiro digito verificador, temos:
(9:10)+(6-9)+(5-8)+(9-7)+(6-6)+(3-5)+(6-4)+(2-3)+(0-2) = 328
Como 328 mod 11 =9, caimos na segunda regra resultando entdo ao digito 2.
Agora para o segundo:
(9-11)+(6-10)+(5-9)+(9:8)+(6-7)+(3-6)+(6-5)+(2-4)+(0-3)+(2-2) =378

Como 378 mod 11 = 4, caimos na segunda regra resultando entdo ao digito 7 e
portando validando o CPE.

Note que ao acrescentarmos os digitos verificadores construidos em func¢ao da base
conseguimos recorrer a uma forma de validar a informagao e encontrar possiveis

erros, aumentando assim a confiabilidade de todo o processo de cadastro.

Abordaremos neste trabalho uma introdugao a teoria envolta nos c6digos correto-

res de erros.



2 CoNcEITOos INICIAIS

Defini¢oes

Para conseguirmos abordar os c6digos corretores de erros necessitamos definir pri-

meiramente onde estes irdo se aplicar.

Defini¢ao 2.1 Chamamos de alfabeto um conjunto finito A com q elementos e A" o con-
junto formado pela combinagio de seus elementos tendo a maior combinagdo tamanho

n.

Defini¢ao 2.2 Um cédigo corretor de erros é qualquer subconjunto proprio de A" com
neN.

A exemplo, tome o alfabeto utilizado na lingua portuguesa, teremos contando to-
das as letras com suas respectivas acentuagdes e o espaco em branco um conjunto
finito que podemos denominar como A. A maior palavra da lingua portuguesa é

“inconstitucionalissimamente”, contendo 27 letras, o que nos da o A%,

Note que pela Defini¢ao 2.2 a lingua portuguesa ¢ um cédigo corretor de erros

pois é um subconjunto préprio de A%,

Podemos exibir agora uma nogao de distancia entre palavras de A”.

Métrica de Hamming

Defini¢ao 2.3 (Distdncia de Hamming) Sejam u,v € A". A distiancia de Hamming
entreuev,eé
dlu,v)={i; u;#zv;, 1 <i<nj



2 Conceitos Iniciais

Exemplificando, em {a, b}* podemos calcular a Distancia de Hamming dos seguin-

tes termos:
d(aaaa,aaab) =1

d(aaab,aaab) =0

d(bbab,aaaa) = 3

Proposicao 2.4 A Distiancia de Hamming definida em A" é uma meétrica.

Demonstracao:
Para a Distancia de Hamming ser uma métrica ela deve respeitar as seguintes pro-

priedades:
» Positividade: d(u,v) > 0ecasod(u,v)=0=u =v.
* Simetria: d(u,v)=d(v,u).
* Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w)+d(w,v)

Note que pela prépria construgdo da Distdncia de Hamming a positividade se faz

verdadeira e para d(u,v) =0temos que |{i ; u; =v;, 1 <i<n}| .. u=v.

Agora, veja que para a simetria, podemos partir da definicao de Distdncia de Ham-

ming:
duv)={i; u;zv;, 1<i<nl|=|{{i;vizu;, 1 <i<n}|=d(v,u)

Validado a simetria, nos resta entdo verificar a desigualdade triangular. Para isso,

vamos analisar as possibilidades comparando as i-ésimas coordenadas.
Podemos ter u; = v; ou u; = v;.

Caso u; = v; a contribui¢do para d(u,v) serd zero, e portanto, menor ou igual a
contribuicdo das i-ésimas coordenadas de d(u,w) + d(w,v).
Caso u; # v; a contribui¢do para d(u,v) sera 1 para cada i, mas note que como

u; # v; nao poderemos ter v; = w; e u; = w; assim a contribuicdo para d(u, w)+d(w,v)

10



2 Conceitos Iniciais

serd ao maior ou igual a 1 para cada i ((v; = w; e u; # w;) ou (v; # w; e u; = w;) ou
(Ui FW; eu# wl))
Logo, d(u,v) <d(u,w)+d(w,v).

Como as trés propriedades sao validas a Distdncia de Hamming é uma métrica e

também chamada de Métrica de Hamming. O

Definig¢do 2.5 (Disco e Esfera) Sejaaec A" et > 0, t € R. Definimos respectivamente

Disco e Esfera de centro a e raio t como sendo os conjuntos finitos:
D(a,t)={ueA"; d(u,a) <t},
S(a, t)={ue€A"; d(u,a) =t}.
E|D(a,t)| e |S(a,t)| suas respectivas cardinalidades.

Lema 2.6 Para todo a € A" e todo natural r > 0 temos:

ID(a, )| = Z(’Z)(q— 1y

i=0
Demonstracao:

Partimos da defini¢ao de Esfera.
S(a,i)={ueA"; d(u,a)=1i}.

Para um elemento u pertencer a esfera ele deve ter i coordenadas diferentes de
a. Como A" tem g elementos e podemos repeti-los, temos (q — 1) possibilidades
para as i diferentes coordenadas totalizando (g — 1)’. Assim como podemos ter ()

combinagdes destes elementos, logo:

1S(a,t)| = (’7)<q 1)

-~

Note agora que para i =k, S(a,1)()S(a,k) =@ e como D(a,t) ={u € A"; d(u,a) < t},

temos que:



2 Conceitos Iniciais

Defini¢do 2.7 Distincia Minima
Dado um cédigo C (Definigdo 2.2) define-se distancia minima, a menor das distancias

entres os elementos diferentes contidos em C.

d=min{d(u,v); u,veC, u=v}

Lema 2.8 Sejac,c’eC e c#c’. Tome x = [d—gl], onde [r] representa a parte real de r e

d a distdncia minima em C, entdo:

D(c,K)ﬂD(c',K) -0

Demonstracgdo:
Por contradigdo, tome um x tal que x € D(c,«)(D(c’, k). Como o raio dos discos des-

critos é k., temos que a distdncia de x até seus respectivos centros serd menor que o raio:

dx,c)<x e d(x,c’)<x,

Como a distancia de Hamming é uma métrica, podemos utilizar a desigualdade tridngular:

d(c,c’) <d(x,c)+d(x,c') = d(c,c)) <2k = d(c,c')<d-1=d(c,c’)<d,

Absurdo, como d é a distancia minima em C, d(c,c’) > d.
Logo,
D(c, ) ﬂ D(c,x) =@

O

Introduziremos agora algumas defini¢des praticas da aplicagao de cédigos correto-
res de erros que utilizaremos e aprimoraremos durante o desenvolvimento do tra-
balho.

Suponha que uma fonte origem esteja tentando transmitir uma informagao a um
receptor e para isto utiliza um canal. Na pratica este canal pode ser uma radio-
frequéncia, um circuito digital, um canal de microondas, uma fita magnética, uma

fibra Gtica etc.

12



2 Conceitos Iniciais

Neste processo podem haver interferéncias, isto é, modifica¢es na informacao ori-

ginal quando comparada a recebida.

Definicdo 2.9 Transmissdo e Erro
Seja c,,, 1, € A" respectivamente uma palavra emitida e uma palavra recebida.

transmissao . , .
O processo ¢, —— 1, entre o emissor e receptor é chamado de transmissdo.

. / ’ / ’ / ’ / ’
Sejac, =cy,...,c er,=1,.,r,ondecy,..c, er,.r, €A.

Chamaremos de erro todos os

7 7

c;zr, 1=1,.,n

. transmissao , e . .
Assim, o total de erros gerados em c,, ——— r,, serd a distancia de Hamming d(c,,, ,,).

Veja que a geracdo de erros durante a transmissao pode transformar uma palavra

do alfabeto em outra, limitando a identificagdo da informacdo de origem.

Defini¢do 2.10 Detecgio e Corregio

. transmissao
Considere c ———— r onde c,r € A",

Diremos que conseguimos detectar g erros em r, se

VYae A" —{r}, ae D(c,g).

Diremos que conseguimos corrigir g erros com d(c,r) = g se conseguirmos univocamente

relacionar c e r e suas respectivas componentes.

Teorema 2.11 Um cédigo C pode corrigir até k = [d%l] erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracgdo:
Tome t erros na trasnsmissdo da palavra c com t < k. Apds a tramissdo, com os t erros
teremos a palavra r, Logo:
d(c,r)=t = d(c,r) <k

Sabemos do Lema anterior que:

D(c,K)ﬂD(c’,K) =0,

13



2 Conceitos Iniciais

Como d é a distancia minima do codigo C e por construgio k < d, sabemos que qualquer
outra palavra do codigo tera distancia maior que x.
Assim, conseguimos tinica e exclusivamente relacionar r com ¢, a palavra original, ja
que
r € D(c, k),

Note que podemos incluir d-1 erros na palavra original e ainda conseguiriamos a relagdo

jé que ndo ha intersecgdo dentre os discos. O

Defini¢ao 2.12 Cédigo Perfeito
O cddigo C C A" sera dito perfeito se:

UD(C,K) = A",

ceC

14



3 CobpIGos LINEARES

Introducao

Dentre os c6digos corretores de erros a classe mais empregada sdo os codigos line-
ares. Eles sdo uma classe de c6digos que utilizam principios de dlgebra linear para
detectar e corrigir erros que podem ocorrer durante a transmissao de dados. Sao
baseados na ideia de que um conjunto de dados pode ser representado como um ve-
tor em um espago vetorial. A codificagdo é realizada através de uma transformacgao
linear, que mapeia o vetor de dados de entrada para um vetor de cédigo em um
espaco vetorial de maior dimensdo. A decodificagdo é entao realizada revertendo

essa transformacdo.

A principal vantagem dos c6digos corretores de erros lineares é a sua eficiéncia.
Eles permitem a detecgdo e correcdo de um grande numero de erros com um custo
computacional relativamente baixo. Além disso, eles sao flexiveis e podem ser adap-
tados para uma ampla gama de aplicagdes, desde comunicagdes via satélite até ar-
mazenamento de dados. Em resumo, os c6digos corretores de erros lineares sao uma
ferramenta poderosa para garantir a integridade dos dados em um mundo cada vez
mais digital. Eles sdo um campo de estudo fascinante e continuam a ser um tépico

ativo de pesquisa na teoria da informacao e nas ciéncias da computagao.

Definicoes

Para podermos facilitar nossas notagdes, tomaremos K um corpo finito com g ele-
mentos como o anterior alfabeto denotado por A”. Assim, teremos para cada n

natural, um K espaco vetorial K" de dimensao n.

15



3 Cédigos Lineares

Defini¢ao 3.1 Cédigo Linear

Um coédigo C C K" serd chamado de codigo linear se for um subespago vetorial de K".

Note que por ser C C K" ser subespaco vetorial, temos, por defini¢cao, que C também
é espaco vetorial sobre o mesmo corpo de K", ganhamos entdo uma forma de notagdo
dos elementos de C em funcdo de suas bases.

Seja k a dimensdo do codigo C e vy,v,,...,vx uma de suas bases, podemos denotar

os elementos de C como:

/\1v1+/\17}2+...+/\kvk, /\i,i: 1,...,k€K

Definicdo 3.2 Dado x € K", define-se o peso de x como sendo o nitmero inteiro
w(x):={i, x;# 0}
Ou seja, a distancia de Hamming de x até 0.
w(x) =d(x,0).
Defini¢ao 3.3 O peso de um codigo linear C é o inteiro w(C), dado:

w(C) :=min{w(x); Yxe C-{0}}.

Proposicao 3.4 Seja C C K" um codigo linear com distancia minima d. Temos entdo:
1. Vx,y € K" temos que: d(x,y) = w(x—7v)
2. d=w(C)

Demonstracao:

1. Pela defini¢do, sabemos que:

w(x—y):d(x—y,()): |{Z ; Xi =i =0, 1Sl§n}| = |{l, Xi #Yi, 1 SZSV[}| :d(x’y),

2. Note que como C é um subespaco vetorial, este, se municia do fechamento da

adicao, logo, Vx,y € C,com x#y = x-y e C Assim como:

d=min{d(x,y); x,yeC, u=v} e w(C):=min{w(x); Yxe C—-{0}}

16



3 Cédigos Lineares

Pelo item 1., temos que
d=w(C).

0

Note que caso queiramos calcular a distdncia minima de um cédigo linear grande,

computacionalmente teremos uma demanda impraticavel.

A fim de otimizar essa busca, podemos representar os subespagos vetoriais C de

um espaco vetorial K" de duas formas.

* Imagem:
Tome uma base de C, vy, v,..., v, e a seguinte aplicagao linear:

T: K< - K"

X =(X1,X0, ., Xg) > VIX] VX + . + VpXg

Como T é uma transformacdo linear injetora, temos C = Im(T). Assim, ao
fazer tal transformacgdo, conseguimos simplificar a grandeza do problema e
encontrar os elementos de C. Porém note que por C C K",teremos elementos
em K" que nao pertencerdao a C sendo necessario o teste (retorna-se o calculo

através da propria transformacgao vyxy + voxp + ... + VgXg).
* Niucleo:
Tome um subespago C’ de K" complementar de C, ou seja:
CeC’ =K"
E considere a seguinte aplicagdo com Ker(H) = C:
H: CeC — Kk

udbv — v

Assim, basta verificar, pela defini¢dao de ntcleo, se dado v € K", H(v) é um ve-

tor nulo do espaco vetorial K"*, facilitando o processamento computacional.

17



3 Cédigos Lineares

A fim de sintetizar, considere F5 = {0,1,2} um corpo finito e C C F4, onde C é um
cédigo corretor de erros linear de base vy =1011 e v, =0112.
Como a base é composta por v; e v,, temos que dimensao de C é 2, isto aplicado ao

corpo F3 nos d4 3% = 9 elementos.

Pela defini¢do de base, podemos descrever os elementos de C como:

Vee C, ¢ =x1v1 +Xx,vy, onde x; € F3,

Agora, podemos representar o coédigo linear C através do ntucleo da seguinte transformagao

linear:
H: F; — F?

(X1, Xxgq) > (2x7 4+ 2x5 4+ X3, 2X7 + X3 + Xy)

Veja, que como C é o Ker(H), basta verificar se dados x1,x,,x3 e x4 € Pg‘ transforma-
dos por H formam um vetor nulo em F2, que este estara no Ker(H) e por construcio,

serd um elemento de C.

18



3 Cédigos Lineares

Equivaléncia de Codigos Lineares

Definicdo 3.5 Isometria
Sejam V, W espacos vetoriais sobre K, munidos de produto interno.
Dizemos que T : V. — W é uma isometria se T é linear bijetora e (T,,T,) = (u,v)

quaisquer que sejam u,v € V.

Definigdo 3.6 Seja K um corpo finito. Os codigos lineares C e C’ serdo linearmente
equivalentes se houver uma isometria linear T : K" — K" tal que T(C) = C’.

Para que possamos definir operagdes préticas a fim de inferir se dois cddigos corre-

tores de erros lineares sdo equivalentes, tomaremos os seguintes resultados:

Lema 3.7 Sejam K um corpo, ™ uma permutagdo de {1,...,n}. Entdo T, : K" — K" ¢é

uma isometria linear.

Demonstracao:
Para ser isometria linear devemos provar que a métrica de Hamming é mantida

com a transformacgdo. Assim:
d(T(u), Ty(v)) =d(u,v) onde, u,vek,
Avaliando as coordenadas de u e v, bem como, a permutacdo 7, temos:
u=(uy,...u,) e v=(vy..v,)
T(u) = (up,..u,) e T@)=(vy,..v,)
Agora, tome a defini¢do da distdncia de hamming:

du,v)={i; u;=zv;, 1 <i<nj

Como a permutacdo age da mesma forma e mantem a bijecao entre as componeten-
tes de v e u, respectivamente pela defini¢do acima u; e v; a distdncia de Hamming

nao se alterard, logo d(T, (u), T,,(v)) = d(u,v) e T, é uma isometria linear. O

Lema 3.8 Sejam K um corpo, ™ uma permutagio de {1,..,n}e f;: K - K, i=1,..,n,

19



3 Cédigos Lineares

bijegoes.Assim, T, o Tfl1 0..0 T]? é linear se, e somente se, cada f; for linear. Onde:
n

Ti.

n n
£ K" — K

(X1, X)) > (X fi(X7), e X3)

Demonstracao:

Tome e um escalar.
* ComoG=T,o0 Tfl1 0..0 T]? é linear:
G(ev)=eG(u) =

(TeoTjo..oT})(ev)=e(Tro T} 0.0 Tf)(v) =

T(ev)o Tfll(ev) 0..0 Tf:(ev) =e[T,(v)o Tfll(v) 0..0 T;:l(v)]
Assim, termo a termo, como:
T} (ev) = el T} ()]
Pela construgao da transformacdo linear, temos:

fn(ev) = e[fn(v)]-
Portanto f; é linear.

» Agora, como f; é linear, por construgdo:

fulev) =e[fy(v)] = T;:, linear

Como T,, também é linear e a composi¢do de transformagoes lineares é linear

G=T,o0 Tfl1 0..0 T]lz é linear.

O

Com os lemas anteriores conseguimos avaliar a equivaléncia linear de dois c6digos

de forma mais 4gil.

20



3 Cédigos Lineares

Corolario 3.9 Dois codigos lineares C e C em K" sdo linearmente equivalentes se, e

somente se, existem uma permutagio 1 de {1,...,n} e elementos cy,...,cx € K —{0} tais que
C' = {(c1Xp(1)r s CnXpe(m)); (%1500 X,) € C}.

Na prética dois cédigos serdo linearmente equivalentes se, e somente se, cada um

deles puder ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagdes do tipo:

e Multiplicagdo dos elementos numa dada posigdo fixa por um escalar ndo nulo

em todas as palavras

* Permutagao das posigdes de todas as palavras do c6sdigo, mediante uma permutagao

fixa dos n elementos.

Matriz Geradora de Cédigos Lineares

Defini¢ao 3.10 Pardmetros do Cédigo Linear

Sejam K um corpo finito com q elementos e C C K" um codigo linear.

Definiremos a terna de inteiros (n,k,d) como os parametros do codigo linear C, onde
k é a dimensdo do codigo C sobre K, d é a distancia minima de C (d = w(C), provado

anteriormente) e n, o tamanho das palavras do espago vetorial K".

Note que com a terna de pardametros conseguimos encontrar, de imediato, o niimero de

elementos do codigo C, exibido anteriormente como q~.

Definicdo 3.11 Matriz Geradora
Seja B = {vy,...,vx} uma base ordenada de C. Tome a matriz G cujas linhas sio formadas

pelas coordenadas dos vetores de B, isto é, v; = (vjq,..., Vi) onde i = 1,..., k, ou seja:

V1 V11 V12 t Vin
Uk Vk1 Vk2 -t Vkn
Assim, a matriz G é denominada matriz geradora de C associada a base B.

Com as defini¢oes anteriores e o resultado de equivaléncia de c6digos, podemos de

forma matricial, comparar e gerar c6digos lineares de forma mais eficiente.
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3 Cédigos Lineares

Considere a seguinte transformacao linear aplicada a matriz da defini¢do anterior:

T: KF = Kk©
x — xG

Considerando as componentes de x = (xy, ..., X), temos na imagem da transformacao:

T(x)=xG =x1v1 +... + X Vg,
Por construgdo B = {vy,..., v} € uma base ordenada de C, logo temos:
T(x)cC.
Agora se aplicarmos a transformacgdo a todo alfabeto, temos:

T(K*) =C.

Note que a matriz G ndo estd diretamente associada ao c6digo C e sim a sua base
B. Como uma base de um espago vetorial pode ser obtida de outra base através de

operagées comao:

* (L1) Permutacgao de linhas
* (L2) Multiplicacao de uma linha por escalar nao nulo

* (L3) Adicdo de um maultiplo escalar de uma outra linha

Assim podemos gerar matrizes diferentes, porem geradoras de um mesmo, ou

equivalente cédigo C.

Veja que podemos agora construir c6digos lineares a partir de matrizes geradoras.
Para isso precisamos definir uma base D, ou seja, uma matriz com linhas linear-

mente independentes, e através da seguinte tranformacao linear:
T: kF - K"

x +— xD

Obteremos entdo, através da Im(T), um novo cédigo linear.
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3 Cédigos Lineares

Para exemplificar, considere o corpo, K = F», e seja G matriz geradora:

G=

T
—_ = O
—_ O
—_ = O
—_ O =

Note que esta saftisfaz os critérios para tal, visto que suas linhas sdo linearmente

independentes formando uma base.

Considerando agora a transformacdo linear que nos trds através de sua imagem um

c6digo C =xGem F5 :

T: F5 — F
x — xG

A palavra 101 em F; ¢ decodificada para F3 como 01010 seguindo T.
Tome agora, arbitrariamente, p = 10101 com p € Fg.

Para decodificar p, ou seja, encontrar sua correspondente originaria p’ € F3, pode-

mos usar a transformacdo T descrita acima resolvendo o sistema:

=(10101),

—_— = O
_ O =
—_— = O
—_— O

1
pP'G=p = (x1,x2,x3)[1
1

Expandindo:

X1+ Xpt+ X3 =
Xo+ X3 = X1 = 1

1
0

X+ x3= 1 = X, =0
X+ x3= 0
1

X1+ X3 =

Assim, temos p’ € F3, sendo p’ = 100.

Pela propria construcao deste exemplo o sistema de equagdes ndo foi dificil de se
resolver, porém com uma matriz G mais complexa isso pode se tornar mais traba-

lhoso.
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3 Cédigos Lineares

Assim, utilizando do conjunto de operagdes previamente exibidas (L1), (L2) e (L3),
conseguimos uma forma mais prdtica simplificar estas resolugoes.

Veja como facilitamos ainda mais a resolu¢do do exemplo acima, operaremos em G
com (L3):

1 01 0 1 0 -1 0 -1 0
xp=x1+(-1)x3 x1=x1+(1)x,
Gzsl17 1 01 0] ——f1 1 0 1 Oo]———
(L3) (L3)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0O o 1 0 0 0O 1)
= +(— = +(—
1101 o221 1 o1 o222
(L3) (L3)
1 1 1 11 0 01 01
1 0 0 0 O
01 01 0|l=¢
0 01 01

Note que xG” = (x1 x, X3 X, x3), assim podemos simplificar ainda mais a matriz para

uma G”,ficando apenas com as componentes a serem decodificadas xG’ = (x; x; X3 ):

G/} —

S O =
S = O
— o O

Logo voltando ao problema inicial onde , p = 10101 é agora facilmente decodificado

extraindo de forma direta p’ = 101.

Defini¢ao 3.12 Forma Padrio de Matrizes Geradoras

Uma matriz geradora G de um codigo C estard na forma padrdio se tivermos;
G = (IdilA)

Onde Idy é a matriz identidade k x k e A, uma matriz k x (n —k).

Note que entramos em um problema, de fato nem todos os c6digos terdo uma ma-

triz geradora na forma padrao. Seja a matriz geradora G do cédigo C sobre F3:
0 0101
G=
[O 0 01 1]
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3 Cédigos Lineares

Note que as duas componentes iniciais da base, sdo nulas, logo, com as operagoes
definidas (L1), (L2) e (L3) jamais conseguiremos uma matriz geradora no formato

padrdo para este exemplo.

Entretanto, caso se adicione permutag¢oes, agora entre colunas, podemos facilmente

1 0001
G’ =
01001
Que é uma matriz geradora na forma padrao porém de um cédigo C’ equivalente

aC.

Podemos entdo nos munir de mais duas operagdes a fim de encontrar uma matriz

obter a matriz:

geradora de forma padrdo de um c6digo C’ equivalente a C.

* (C1) Permutacdo entre colunas.

e (C2) Multiplicagao de uma coluna por um escalar nao nulo.

Vale evidenciar que caso se utilize de tais operagdes, estas se aplicardo em todas as

palavras do cédigo C, tendo assim efeito sobre as palavras resultantes em C’.

Teorema 3.13 Dado um codigo C, existe um cédigo equivalente C com matriz geradora

na forma padrao.

Demonstracao:

Tome G uma matriz geradora de C.

S11 812 0 &in
G=]| : : :

8kt 8k2 - 8kn

Utilizando as operagoes (L1), (L2), (L3) e (C1), encontraremos a forma padrao de
G.

Pela defini¢do de matriz geradora, temos os vetores da base de C, estes por definigao
de base sdo linearmente independentes, logo sabemos que a primeira linha de G ndo

é nula e portanto podemos utilizar a operagdo (C1) para garantirmos que g # 0.
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3 Cédigos Lineares

Como g;; # 0 = (g11)"! # 0, podemos entao utilizar (L2) tomando (g;;)~! como o

escalar referido. Com esta operagao temos na posigao g1, 1.
Note que agora para deixarmos a primeira coluna de G no formato de Idy, precisa-
mos zerar as demais componentes. Para isso utilizemos a operac¢do (L2) em seguida

a operacdo (L3) da seguinte forma:

Como o primeiro termo da matriz, através da primeira operacdo, foi transformado
em 1, utilizemos (L2) para multiplicar a primeira linha por (-1)g,; e posterior-
mente, com (L3), somemos a segunda linha, colocando entdao 0 na posi¢do de g;;.

Fazendo este processo para todas as k linhas obtemos:

1 by - by
0 by -+ by
0 bra =+ bru

Para a segunda coluna, vamos manter a estratégia.

Por ser uma base, certamente a segunda linha também ndo serd nula, utilizando
entdo (C1), garantimos que o elemento da segunda coluna sera nao nulo. Multipli-

cando a segunda linha pelo inverso desse elemento, temos:

I ¢ 13 -+ cC1p
0 1 Crz - Copy
0 c30 ¢33 - €3y
0 cro ck3 + Ckn

Utilizando novamente as operagdes (L2) e (L3) para zerar as demais posi¢oes da

coluna, temos:

0 dis dyy,
dys -+ dyy,

0 ds;3 dsy,

0 0 dis Ay,
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3 Cédigos Lineares

Repare que encontramos um método para imputar 1 ou 0 em quaisquer k posi¢oes
da matriz utilizando apenas as operagdes definidas. Operando sucessivamente tere-

mos a forma padrdo equivalente a matriz geradora G de C, G’ de C’ tal que:

G’ =(Idi|A)
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4 Cobpicos Duals

Introducao

Os c6digos duais sao também lineares e intimamente relacionados por ortogonali-

dade a tematica do capitulo anterior.

Para esta abordagem, precisaremos definir algumas novas operagdes e proprieda-

des que abordaremos a seguir.
Definicoes

Defini¢ao 4.1 Produto Interno

Dados u,v € K" espago vetorial sobre K, sendo:

u=(uy,..u,) e v=_vy,..,7,)
Define-se o produto interno:
(U, v) = uvq +... + U, v,

Proposicao 4.2 O produto interno definido acima possui as seguintes propriedades:

1. Simetria:(u,v) =(v,u)
2. Positividade:(v,v) > 0 com (v,v) = 0 se, e somente se v = (0,...,0)
3. Distributividade:(u +v,w) = (u,w) + (v, w)

4. Homogeneidade: (au,v) = a{u,v) onde a € K .
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4 Cédigos Duais

Demonstracao:

1. Simetria:(u,v) = (v, u)

Pela definicao, temos:

u,v)=uv1+..+uU,v, =vu;+...+v,u, =V, u
11 nbn 141

2. Positividade:(v,v) > 0 com (v,v) = 0 se, e somente se v = (0,...,0)

Aplicando a defini¢cdo em (v, v):

V,VY=V V] +..+ VU,V =24+ +v2>0e¢ v,my=0v=(0,...,0
1Y1 nn 1 n

3. Distributividade:(u + v, w) = (u, w) + (v, w)

Expandindo (u + v,w) nas coordenadas:
(u+v,w)=(ug +v)wy +... + (U, +v,)wy, = YWy + VWY + ... + U, W, +V,, W, =
(Hqwy + ... + uwy,)(Viwy +... +v,wy,) = (U, w) + (v, w)

4. Homogeneidade: (au,v) = a(u,v) onde a € K.

Expandindo (a@u,v) nas coordenadas:

au,v)=au vy +..+au,v, = a(uvy +...+u,v,) = a{u,v
11 n¥n 11

De fato, as quatro propriedades usuais de produto interno sao satisfeitas.

Definicao 4.3 Seja C C K" um cédigo linear, define-se:
Ct={veK"; (v,u)=0, YueC).
Lema 4.4 Seja C C K" um coédigo linear com matriz geradora G, entdo:
1. C+ é um subespaco vetorial de K".
2. xeCteGxl=0

Demonstracao:
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4 Cédigos Duais

1. Para que C+ seja subespacgo vetorial de K", devemos conferir se temos em C+

o fechamento da operagao.

Para isto utilizemos a propriedade distributiva com u,v € C+ e w € C, assim
sabemos:

(u+v,w)={u,w)+{v,w)

Pela defini¢do de C+, temos que (u,w) = 0 e (v, w) = 0. Logo,

(u+v,w)y=0 = u+veC

2. Expandindo x € C+ & Gx' =0,

Y11 V12 o Vx|l X1 V11X1 +... T V1uXy

Vk1 Vk2 - Vin )\ Xy Vi1X1 + .. ¥ VknXy

Como v; = (v;1,...,v;,) onde i = 1,...,k, é base de C, v; € C e pela definicao de

x € C+, temos:

V11X] + . F VX, (v, x)

Vi1 X1 + oo + Vi Xy, (Vg, X)

Definigao 4.5 Codigo Dual
Seja o subsespago vetorial C+ C K", ortogonal a C, chamaremos entdo CL de codigo
dual de C.
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4 Cédigos Duais

Matrizes Geradoras de Codigos Duais

Proposicdo 4.6 Seja C C K" um codigo linear com dimensio k com matriz geradora G

na forma padrao (G = Idy|A), entdo:

1. dim(C+)=n—k

2. A matriz geradora de C+ é H = (—A'|ld,,_y)
Demonstracao:

1. Sabemos que x € C+ = Gx' =0

Como G esta na forma padrao, expandindo como G = (Idi|A):

0 O aj; - @My (n—k) X1
o1 --- 0 ayy - 4dp (n_k) x2
) ) = 0 =
O 0 1 g - g (n—k) X,
X1+ a1 X1 + o0+ A1 (n-k)Xn X1 A11Xk+1 - T A1 (n-k)Xn
Xy + a1 Xgy1 + - T A2 (n—k)Xn X2 A1 Xk+1 + 0+ A (n—k)Xn
) = + =0 =
Xk + g1 X1 00+ Ak (n-k)Xn Xk A1 X1 + -+ Ak (n—k)Xn
X1 air o A1 (n-k) || Xk+1
= + =0 =
Xk Akl - Ak (n-k))\ *n
X1 Xk+1
= = -A
Xk Xn

Temos entdo xi,q,...,x, para a base de C+, assim, Ct tem q”_k elementos e

consenquentemente dim(C+) =n—k.
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4 Cédigos Duais

2. Note que (Id,_) garante que H = (Id,_t|A) tenham linhas linearmente inde-
pendentes (apenas a respectiva componente da diagonal principal nao é ze-
rada).

Tomando entdao H como uma base, podemos através dela gerar um subespaco

vetorial de K" de dimensao n — k.

Veja que as linhas de H sdo ortogonais as de G :
10 - 0 ay - ay i a;; - a1 0 -« 0
G=|: ¢t oo : , H=-

o0 --- 1 gy - ag (n—k) a (n—k) " ay. (n—k) O o0 --- 1

Analisando as linhas g; de G e h]- deH,ondei=1,..,kej=1,..,n—k, vemos:

<g1,]’l1> = 1(-&11)4— 0(-&21)4—... +O(—ak1)+ 16!11 +0a21 +...+ Oaln_k =-dj1ta; = 0
Repare que para todas as g; e hj linhas, teremos :

(gi-hj) =0

Sabendo:
xeCteGxl=0

Temos que o espago gerado por H estd contido em C1, mas como este espaco

gerado também tem dimensdo n —k, ele s6 poderd ser CL.

Logo, a matriz geradora de C+ é H = (-A'|ld,,_y).
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4 Cédigos Duais

Equivaléncia de Cédigos Duais

Lema 4.7 Seja C codigo linear em K™. Para toda permutagio o de 1,...,n,Yce K* e Vj =

1,...,n, temos que:
1. (TG(C))J_ = TU(CJ_)

2. (TLO)y+ =T/, (CH)

Onde:
T,: K" — K"
(X1 Xn) > (Xg(1) s X ()
e
T): K' - K"
(xl,...,xj,...,xn) — (xl,...,cxj,...,xn)
Demonstracao:

1. Tome (yy,...,y,) € C* ortogonal a (xy,...,x,,) € C, e note que se aplicarmos a ¢
permutagdo a (yy,...,¥,), a ortogonalidade é mantida em relagdo a (xXs(1), -+ X5 (m))
pela prépria defini¢do do produto interno, portanto:

(%9)=0 = (x5,95)=0

Assim, (T, (C))* serd o ortogonal a T, (C) = (Xg(1), .- X5 (n)) OU S€j2

Ta(c))J_ = (ya(l)’--vya(n)) = Ta(yl’-wyn) = Ta(cl)-

2. Tome (yy,..., Y- ¥y) € C* ortogonal a (xy, ..., xj, ..., x,) € C.

O vetor ortogonal a T/(C) sera igual ao C+ em todas, menos na j-ésima coor-

denada. Analisemos entdo sua contribuicao ao produto interno <TC] (C), y> =0.

Pela definigdo: <ch(C),y> = X191+ HCXYj F e X Y

33



4 Cédigos Duais

Por construgdo sabemos que (x,y) = 0, assim para de fato encontrarmos o orto-

gonal a T.(C), precisamos extinguir a contribui¢do de c € K*, portanto temos:

(TN = 1o 2 = (T (C)
U

Proposicao 4.8 Sejam C e D dois codigos lineares em K". Se C e D sdo linearmente

equivalente, entdo Ct e Dt sdo linearmente equivalentes.

Demonstracao:
Como vimos na se¢ao de Equivaléncia de Cédigos Lineares, existem uma permutagao

o de 1,.,n elementos e cy,...,, ¢, € K* tais que:

D:TaoTcllo...oTn.

Cn

Utilizando o lema provado anteriormente, temos o resultado direto:

D+ =(T, o Tcl1 0..0 TCZ(C))J‘ =T,0 Tcl_l 0..0 Tcril(CJ‘).
1 n
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4 Cédigos Duais

Propriedades entre Matrizes Geradoras Duais e Lineares

Lema 4.9 Seja C um codigo de dimensio k em K" com matriz geradora G. Uma matriz
H de ordem (n—k) x n, com coeficientes em K e linhas linearmente independentes é uma

matriz geradora de Ct se, e somente se:
GH'=0

Demonstracao:
Tome as linhas h]- deHcomj=1,.,n—keg de Gcomi=1,..k esuas respectivas

componentes h’ de H e g’ de G. Podemos expandir a expressao:

g o &l M o b
GH'=|: . Lo = ((gohy))
h/

S & h(,n—k)l (n—k) k

Pela propria defini¢do de C+, temos que:

<gi’hj>:0 = GHt =0

O

Corolario 4.10 (Ct)+t=C

Demonstracao:

Do lema anterior:
GH'=0 = (GH")' =(0)) = (G)'(H" =(0)) =G'H=0
Logo G é a matriz geradora de (C1)+ e portanto,
(CHt=cC

O

Proposi¢do 4.11 Seja C um cédigo linear e H uma matriz geradora de C* , temos entdo:

veC o Hvi=0
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Demonstracao:
Como demonstrado anteriormente, sabemos que: x€ C+ & Gx'=0

Pelo corolario anterior, podemos entao:
ve(CHt © Hv =0 = veC & Hv'=0
O

Defini¢do 4.12 A matriz geradora H de C+ é chamada de matriz teste de paridade de C.

Note que agora temos uma outra forma de avaliar se os elementos v € K" perten-
cem ao cédigo C.

Anteriormente desenvolvemos métodos e operagdes a fim de simplificar esta avaliagao.
Em geral utilizdvamos como insumo, G matriz geradora de C e sua definic¢do, recor-
rendo 4 propriedade:

xG=v

Ou seja, avalidvamos se o elemento v poderia ser construido através da base de C,
representada por G.

Contudo, caiamos na dificultade de resolugdo do sistema de n equagdes com k
incoégnitas x = (xq,...,Xx) e apesar das simplificagdes de G com o uso das operagdes
(L1), (L2), (L3), (C1) e (C2) visando a forma padrao G = (Id|A) e consequentemente
a otimizacdo da resolugdo do sistema, ainda poderiamos ter dificuldades para tal a

depender da dimensao de G.

Com o resultado anterior, por uma condi¢do de anulamento, utilizando H, matriz
teste de paridade de C podemos delimitar seus proprios elementos dada a seguinte
caracteristica:

veC o Hvi=0

Dada a vantagem trazida por tal propriedade definiremos:

Definicao 4.13 Seja C um codigo linear com H matriz teste de paridade e v € K".

O vetor Hv' é chamado entdo de sindrome de v.

Tome agora o seguinte exemplo:

Seja C um cddigo linear sobre F, com a seguinte G matriz geradora.

36
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1 00111
G=|01 0011
0 01 010

Como a matriz G estd na forma padrdo G = (Idi|A), fica facil encontrarmos H

através da relagao :

H=(-A"lld,_y)
Logo,
1 001 0O
H=|1 11 010
1 1 0 0 01

Para evidénciar a facilidade na verificacao dos elementos de C através da sindrome,
tome v; = (100111) e v, = (010101). Testaremos se v; e v, € C. Assim aplicando &

definicao de sindrome de v; e v,, temos:

1
0
100 0 0 0
Hvi= |1 1 1:O:0:>vleC
110 0 0
1
1
0
1
100 0 0 1
Hvi= |1 10 1:1¢0:>v265C
110001 0
0
1

Vimos que o teste de anulamento se mostra mais pratico na verificagdo de elemen-
tos de C. Ainda, a matriz de paridade traz consigo informagoes sobre o valor do

peso d do cédigo.

Proposicao 4.14 Seja H a matriz teste de paridade de um coédigo C. Temos que o peso
de C é maior do que ou igual a s se , e somente se , quaisquer s — 1 colunas de H sdo
linearmente independentes.
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Demonstracao:
e &
Suponha entdo que s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes. Tome

também, ¢ = cy,...,c, tal que ¢ # 0 um elemento de C. Como Hct =0, expan-

dindo temos:

Hc! = Zcihi, onde h!,..., h" sdo colunas de H.

Pela defini¢do de peso, w(c) < s—1, visto que s—1 é o numero de colunas de H

e portanto o numero de componentes da base de c.

Assim, para que Hc! = 0 deveriamos ter uma combinag¢do nula de um numero

t de colunas,com 1 <t <s—1.

Como H é uma base entramos em contradi¢do. Logo, s < w(c) e pela definigdo

de peso de um cédigo linear, temos, s < w(C).

« =

Suponha agora, que s < w(C) e por absurdo, tome H com s—1 colunas h,... ksl

linearmente independentes.

Como H forma uma base, teriamos c = (cy,...,cs_1) € C tal que:

chl+.+c B =0

Assim para satisfazer a equagdo teriamos que ter componentes nulas em c,

consequentemente, w(c) < s—1 <s, absurdo.

O

Teorema 4.15 Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso de C
éigula a s se, e somente se, quaisquer s— 1 colunas de H sdo linearmente independentes e

existem s colunas linearmente dependentes.

Demonstracao:

Suponha que o peso do cédigo C é igual a s, assim, teremos s — 1 colunas em H
linearmente independentes e s colunas serdo dependentes pois caso contrdrio pela
proposicao anterior teriamos w(C) =s+ 1.

Reciprocamente, tome o conjunto s — 1 de colunas de H linearmente independetes

e s colunas dependentes. Pela proposic¢do anterior, entdo temos w(C) > s, mas ndo
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podemos ter w(C) > s pois assim todas as colunas s seriam linearmente independetes

e chegariamos a uma contradigao. O

Corolario 4.16 Cota de Singleton
Os pardametros (n,k,d) de um codigo linear satisfazem:

d<n—-k+1.

Demonstragdao: Como o posto de uma matriz teste de paridade é n — k, temos do
teorema anterior:
n-k>d-1 = d<n-k+1.

Este corolério define um particular tipo de c6digo linear que vale mencao:

Definicao 4.17 Coédigos Lineares MDS

Um codigo linear serd chamado de MDS (Maximum Distance Separable) se:

d=n-k+1
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5 DECODIFICACAO

Introducao

De forma pratica, a decodificacdo dos cédigos corretores de erros é o enfoque na

aplicacdo desta teoria, visto ser o procedimento de deteccao e correcao de erros.

O método de decodificagdo abordado a seguir é baseado nos estudos de David Sle-
pian. Este matemadtico junto a nomes consagrados ja até mencionados neste trabalho
como Claude Shannon autor de “A Mathematical Theory of Communication”, em Ju-
lho de 1948 e Richard Hamming introdutor do conceito de distdncia de Hamming
em 1950, trabalharam na mesma época no Bells labs, desenvolvendo e aprimorando

o que futuramente seria nomeado Teoria da Informacao.

Definicoes
Definicdo 5.1 Vetor Erro

Defini-se o erro e como a diferenga entre a palavra recebida r e a palavra transmitida c.

e=r—=c¢

Note que o erro é um vetor de marcagdo. Para exemplificar tome a palavra trans-
mitida ¢ = (010011) e a recebida r = (101011), entdo o erro se dara:

e= r—c = (101011)-(010011) =(111000)

Repare que nas componentes onde ouve divergéncia na transmissao é marcado no
vetor erro com 1 em contra partida as componentes corretas na transmissao que sao
marcadas com O.

Sendo assim, w(e) corresponde a quantidade de erros ocorridos na transmissao da

palavra c sendo recebida como r.
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5 Decodificagao

Dado que estas palavras estardo sob a estrutura de um cédigo, podemos aproveitar

o ferramentério desenvolvido anteriormente.

Proposicao 5.2 Seja c € C, tal que C seja um codigo linear com H matriz de paridade.

A sindrome do erro na transmissdo de c é igual a sindrome da palavra recebida r.

Demonstracao:

Fazendo a sindrome do erro, temos:
He' =H(r—c¢)' =H(r' =c"y=Hr' —H('

ComoceC = Hc'=0,logo,
He' = Hr!

O

Lema 5.3 Seja C um codigo linear em K" com capacidade de corregido k. Ser € K" e
c € C sdo tais que d(c,r) < K, entdo existe um finico vetor e com w(e) < k, cuja sindrome

éigual a sindrome de r tal quec=r—e

Demonstracao:
Na secdo anterior esta propriedade sobre os pesos ja fora demonstrada, assim, sa-
bemos:

w(e)=w(r—c)=d(r,c) <k

Para findar a demonstragao necessitamos mostar a unicidade.
. . ’ 7
Assim, suponha dois erros e = (ay,...,a,) e e =(a1/,...,a,), logo, teremos seus res-

pectivos pesos que seguem a propriedade acima, sendo w(e) < x e w(e') < «.

Suponha agora que tenham a mesma sindrome que r. Como H é uma matriz pari-

dade de C, temos a seguinte igualdade:

Podemos expandir a matriz H denotando suas colunas porh; e i = 1,...,n. Assim:

n

H(e)' =H(e) = iaihi = Za;hi,
i=1

i=1
Veja que para i = 1,...,n tem-se a dependéncia linear entre 2x colunas de H. Como
2x < d—1 e como sabemos dos teoremas anteriores que quaisquer d — 1 colunas de

H sao linearmente independentes temos que e’ = ¢, provando a unicidade. O
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5 Decodificagao

Algoritmo de Decodificagao

A unicidade do peso do erro nos da um resultado parecido a visdo inicial, onde
os discos ndo se intersectavam, assim temos a garantia que caso saibamos o vetor
e conseguiremos corrigir a palavra r recebida a fim de encontrar unicamente a ¢
transmitida.

O problema agora se configura na determinacao de e através de Hr'.

Tomemos alguns exemplos:

B Seja C um cddigo linear com distancia minima d > 3 e que o peso do erro da
. transmissio .
transmissdo de c — > 7, w(e) < 1. Assim note que podemos fazer uma

primeira averiguacao para, de fato, avaliar se houve erros na transmissao.
SeHe' =0 — Hr'=0elogoreCsendor=c.

Suponhamos agora que He' # 0, logo por construcdo do exemplo teremos um
erro na transmissao e pela propria definicdo de vetor erro, teremos apenas
uma coordenada nao nula, e = (0,...,a,...,0) com a # 0 na i-ésima coordenada,
portanto a sindrome de e se dar4 por He! = ah’, onde h' é a i-ésima coluna de
H.

Note que decaimos no problema do desconhecimento de e, mas da forma que
o exemplo fora estruturado, conseguimos supor todas as coordenadas de ¢ e

além disso, i ¢ bem determinado pois sabermos que d > 3.

B Considere agora um cédigo C com matriz teste de paridade H determinada:

uy

I
S =
—_— = O
oS O =
o = O
— o O

Seja r = (10100) uma palavra recebida, tal que ¢ tranomissdo, .

Sabemos que:

He' =Hr! =

S =
—_— = O
S O =
o = O
— O O
oS O = O =
Il
Il
=
1SN
m\"-
I
=
=
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5 Decodificagao

Assim, sabemos que hé erro na quarta coordenada de r, logo, e = (00010).

Temos entao:

c=r—e=(10110)

Note que nos exemplos seguimos uma linha de raciocinio a fim de encontrar e

corrigir os erros da transmissdo. Podemos entdo formalizar um algoritmo para tal:

Algoritmo de Decodificagao para um Erro

. 2 1 . . transmissao
Seja C um c6digo, H sua matriz de paridade e ¢

(1.) Calcule Hr!.
(2.) Se Hr' = 0, ndo h4 erros, assuma r = c.
(3.) Se Hr! =s" # 0, compare s’ com as colunas de H.

(4.) Se s’ = ah', com a € K, entdo e é a n-upla com & na posicdo i e demais coorde-

nadas nulas. Corrija r através de c =r —e.

(5.) Caso (4.) nado for verdadeiro, entdo mais de um erro foi cometido.

Visto a limitagdo deste algoritmo a um erro, traremos a estrutura necessaria para

ampliar seu dmbito de aplicacdo.

Definicdo 5.4 Classe Lateral
Seja C C K™ um cbdigo linear, definimos o conjunto chamado classe lateral de v € K"
segundo C como:
v+C={v+c¢; ceC}

Note que por C ser subespago vetorial, temos :

1v+C=C & veC
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5 Decodificagao

Lema 5.5 Sejam u,v € K", Hu' = Hv' se, e somente se, u € v+ C

Demonstracao:
Como Hu' =Hv' © Hu'-Hv' =0 H(u-v) =0 u—-v € C Tomandoc=u—v,
pela definicido de v+ C,temos v+c=v+u—-v=uecv+C O

Defini¢ao 5.6 Elemento lider

Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento lider da classe.

Proposicdo 5.7 Unicidade do Elemento lider
Tome C € K" um codigo linear com d distancia minima e u € K".

w(u) < [d%l] =K.

Seja

Entdo u é o tinico elemento lider de sua classe.

Demonstracao:

Para provar a unicidade, tomemos u,v € K" com w(u) < k e w(v) < x,seu—-veC
encontrando seu peso, temos:

Anteriormente vimos:

w(u—-v)=d(u,v)
Como a distdncia de Hamming é uma métrica, podemos usar a desigualdade tridngular
e a propriedade de simetria:
w(u—-v)=d(u,v)<d(u,0)+d(0,v)=d(u,0)+d(v,0)

Pela defini¢do de peso temos:

w(u—-v) <w(u)+w)

Como w(u) < k e w(v) < «k e pela defini¢do de «, temos:

wu-v)<2k = wu-v)<d-1

Logo,
u-v=0 = u=v

Assim, o elemento lider é inico em sua classe. O
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5 Decodificagao

De forma mais abrangente podemos agora definir um algoritmo capaz de decodi-
ficar ndo mais apenas um erro, mas sim até a capacidade de corre¢ao maxima, x, de
um cédigo.

Para isso, se faz necesséario calcular todos os elementos lideres das classes desse
cédigo. Como visto na propriedade anterior, podemos selecionar todos os elementos
u tal que w(u) < « e pela unicidade, teremos que cada u serd lider de uma e somente
uma classe. Com esta listagem de lideres feita, calcula-se suas respectivas sindromes

e organize em uma tabela de insumo para o algoritmo.

Algoritmo de Decodificagao para « erros

. T . . transmissao
Seja C um codigo, H sua matriz de paridadee c ——— r.

(1.) Calcule s = Hr'.

(2.) Se s estd na tabela, seja L o elemento lider da classe determinada por s, troque
rporr—L

(3.) Se s ndo esta na tabela, foram cometidos erros além da capacidade méxima de

correc¢ao do codigo.

Agora note, como He' = Hr!, temos que a classe lateral de e pode ser mapeada pela
sindrome de r.

Se o cédigo tiver capacidade de corrigir a quantidade de erros da transmissao, isto
é, w(e) < «, pela unicidade do elemento lider, e sera tinico em sua classe e encon-
trado dentre os elementos calculados da tabela.

Como temos a relagdo ¢ = r — e podemos corrigir o vetor r através de c =r — L.

Afim de exemplificar o algoritmo, tome o exemplo a seguir:
Considere o cddigo C com matriz teste de paridade H a seguir, e distancia minima
3.

T

Il
o O
oS = O
_ o O
[ R G
—_— = O
—_ O =

Comoad=3 = «x=1.
Assim os elementos lideres u, terdo w(u) < 1.

Construindo a tabela com as sindromes:
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5 Decodificagao

Lider | Sindrome

000000 000
000001 101
000010 011
000100 110
001000 001
010000 010
100000 100

Utilizando o algoritmo para os seguintes casos:

* r=(100011) Fazendo entdo o (1.) do algoritmo.
st =Hr' =(010)"
Fazendo o (2.) do algoritmo. Temos o lider (010000) e consequentemente:
c=r—-(010000)=(100011)—-(010000) = (110011)
 r=(111111) Fazendo entéo o (1.) do algoritmo.
st=Hr' = (111)"

Como s’ ndo esté na tabela, caimos no (3.) do algoritmo. Consequentemente

temos mais erros do que o c6digo é capaz de corrigir.
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