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Resumo

Dado um processo pontual = em um compacto K e a bola unitdria A, o espacamento maximal dos pontos
de N pode ser definido como o maior valor de » > 0 para o qual existe uma copia de rA contida em K sem
intersec¢do com os pontos de E.

Um exemplo a ser estudado é a distribui¢do assintética do espagamento maximal quando = é formado por n

pontos independentes e identicamente distribuidos na regido K.

Palavras Chaves: Espacamento Maximal, Recobrimento, Processo Pontual, Processo de Poisson, Convexos



Abstract

Given a point process = over a Compact K and the unitary circle A, the Maximal Spacing between points of =

may be defined as the largest value of » > 0 for which there exists a copy of A4 in K intersecting no points of

—
—

An example to be studied is the asymptotic distribution of the maximal spacing when = a set of n identically

distributed independent points over K.

Keywords: Maximal Spacing, Covering, Point Process, Poisson Process, Convex Sets



Introducao

Consideremos o seguinte problema: dado um intervalo I em R e um conjunto de pontos {z1,z2,...z,} C L,
como definir o espagamento maximal nesse intervalo? Podemos simplesmente tomar {21, z(2), . - ., Z(») } uma
ordenacdo desses pontos e tomar o maior intervalo entre esses, em outras palavras A,, = max{z; — x;_1}. O
nosso problema passar a ser levar essa definicdo para maiores dimensdes. Um método formulado por Janson
em [8] é considerar um compacto K em R? e um conjunto =,, = {z1,x2,...,z,} de pontos uniformemente
distribuidos sobre K, e tomar o raio que um convexo A centrado em um ponto de 2 € K pode ter de forma a
ndo encontrar nenhum ponto do Processo. Ou seja, precisamos encontrar A,, dado por:

A, =sup{r:Jzxtqr+rAC K\=,} (0.1)

Essa fungdo é primeiro definida por Ranneby [12] e Cheng [4] como alternativa a Maxima Verossimilhanga e
Deheuvels [5] estuda o caso em que tanto K quanto A sdo cubos. Este trabalho seguira os resultados de Janson
em [7] e [8], utilizando a esfera A como um caso particular de convexo por ele analisado. Resultados adicionais
sdo apresentados por Fraiman em [1] que, além de generalizar a distribui¢do dos pontos, define um teste de
hipéteses para a convexidade do suporte K.

Provaremos, ao final deste, as trés afirmagdes abaixo:

nV, —logn — (d — 1)loglogn — loga — U

n — 1
lminf 2V 18" _ g
n—oo  loglogn

. nV, —logn
limsup ————

=d+1gqs.
n—oo  loglogn tlags

e

Em que U tem distribuigio P(U < u) = e~¢ ", V,, = A% e a é uma constante referente ao formato da esfera,

dada por:

Observando que, se os pontos do processo estdo a distdncia maior que r do centro = da esfera estudada,

entdo o centro podemos construir uma esfera sobre cada ponto sem que alguma delas toque z, ou seja, po-



Introducgédo

demos transformar o problema de encontrar 2 no problema de encontrar um ponto néo coberto pelas esferas

construidas. Em outras palavras, ao invés de abordarmos diretamente o Maximo Espacamento, trataremos de
Recobrimento e faremos a conexado usando a seguinte argumentagao:

{A>r}={3zcR?: |z; — 2| > r,Va; € E}
= {3z cR: x ¢ B(x;,7),Va; € =}

(1]

= {Uz,e=B(zi,7) = Uz, e=r; — rA ndo cobre K}

Outro problema que podemos enfrentar e a distribuicdo de pontos quando o niimero desses cresce. Subs-
tituiremos, entdo, o processo uniforme em K por um Processo de Poisson em R? que, além de preservar

caracteristicas locais, nos proporciona observar que os nimeros de pontos para dois ou mais limitados sao
independentes.

O trabalho serd estruturado da seguinte forma:

No Capitulo [l] apresentaremos alguns resultados principais sobre Processos de Poisson, definiremos o Pro-

cesso como processo temporal e pontual, além de conectarmos sua definigdo com a do Processo Binomial.

No Capitulo 2 usaremos bolas centradas nos pontos do processo para cobrirmos uma malha a partir de um
cilindro em R¢, daremos especial atengio a vetores tteis e estruturas importantes de convexos.

O Capitulo [3| sera voltado a formalizagdo do Espacamento Maximal e & demonstragdo das afirmag¢des nas

equagdes , e . Usaremos a argumentacdo como base para as trocas entre esses dois capitulos.



Capitulo 1

Processos de Poisson

Como comentamos na introducédo, nosso objetivo neste trabalho é estudar a distribuicdo do maior espago vazio
em um compacto depois de espalharmos pontos aleatoriamente em seu interior. Assim, o primeiro passo no es-
tudo em tal estudo é distribuir os pontos de forma uniforme sobre um limitado K C R?. A forma natural de se
fazer isso é fixar n € N e simplesmente tomar uma sequéncia iid de pontos uniformemente distribuidas em K.
Tal processo, conhecido como Processo Binomial, imp®e, no entanto, dificuldades criadas pelo alta correlagdo
espacial de sua distribui¢do. Para resolver esse problema, substituiremos o Processo Binomial pelo chamado
Processo de Poisson, que preserva caracteristicas locais com a vantagem de, para dois ou mais subconjuntos
limitados de K, os totais de pontos nestes sdo independentes.

Comecaremos entdo apresentando o Processo Binomial, recuperando algumas de suas propriedades e ten-
tando motivar a defini¢do do processo de Poisson. Seguiremos entdo para a construgao do processo de Poisson

em R?, fazendo um paréntese para o caso unidimensional.

Em seguida apresentaremos um pouco da estrutura formal de processos pontuais, e concluiremos com algu-
mas propriedades importantes dos Processos de Poisson.

1.1 O Processo Binomial

O Processo Binomial é o primeiro exemplo simples do que chamamos de um Processo Pontual. Processos pon-
tuais sdo, por sua vez, uma importante classe de processos estocasticos espaciais, representando modelos es-
tocésticos de espalhamento de pontos em R?. Podem ser vistos, portanto, como um conjunto = C R¢ aleatério

e discreto (enumeréavel e sem pontos de acumulagdo).

Nas préximas sessoes definiremos os processos pontuais de modo mais preciso, mas por enquanto esta nogao

informal e imprecisa nos serd suficiente.

Antes de prosseguir é importante fixar algumas notac¢des e quantidades que permeardo este trabalho. Dado

um conjunto discreto = C R? e um conjunto B C R¢ denotaremos por Zp o conjunto = restrito a B. Ou seja,

NnB.

[1]

w
I
(1]

10



1 Processos de Poisson

E denotaremos por N(-) a medida de contagem dada por

B c R%

Defini¢do 1.1 Dado W C R? e uma fungio densidade de probabilidade f : W — R*, chamaremos de Processo
Binomial em W de pardmetros n > 1 e f como o conjunto de = = {X1,...,X,} C R%, formado por pontos iid de
densidade f.

Caso os pontos X; tenham distribuicdo Uniforme em W limitado, o processo serd chamado de homogéneo.

O processo = recebe esse nome, pois se
pp:=P(X;, € B) = / f(z)dz
BNW
segue entdo que N(B) = |= N B| tem distribui¢do binomial de parametros n e pp.

No caso de um processo binomial homogéneo, se denotarmos por v4 a medida de Lebesgue em R4, temos

_ ’Ud(B n W)
bB va(W)

Espalhando pontos “uniformemente” em R?

O processo binomial é um exemplo simples de como espalhar pontos independentes em uma regido, mas ele

tem ao menos duas limita¢des importantes. Primeiro ele fixa o ntimero de pontos distribuidos no espaco.

O processo binomial é claramente uma resposta a essa pergunta no caso de uma regido W limitada. Mas e se

quisermos espalhar pontos em uma regido nado limitada? Ou mesmo no espago inteiro?

A resposta para essa pergunta pode ser um pouco mais delicada. Primeiro, ndo podemos seguir a mesma
ideia de espalhar cada ponto individualmente, uma vez que o conceito de distribui¢do uniforme em uma

regido de volume néo finito ndo faz sentido.

Seria muito dificil (se ndo impossivel) distribuir finitos pontos, uma vez que estes certamente ocupariam uma

regido limitada do espago.

Uma ideia possivel seria tomar uma sequéncia de regides limitadas (retingulos por exemplo) crescendo para
o espaco inteiro. Tomarfamos entdo uma sequéncia de processos binomiais nestas regides, onde o total de

pontos seria escolhido de modo a manter constante a densidade de pontos em cada regido.
Mas o que esperar do limite deste processo?
Esta questdo sera respondida, ao menos parcialmente, em breve. Mas antes, lembremos de um resultado

béasico de varidveis binomiais.

Proposi¢do 1.2 Se {X,, }nen € uma sequéncia de varidveis aleatérias, tais que X,, ~ Binomial(n,p,), comn - p, — A
quando n — oo, entdo
X, 2 X, com X ~ Poisson(\)

11



1 Processos de Poisson

Este mesmo resultado pode ser aplicado a nossa sequéncia de processos binomiais, e neste caso teriamos o
seguinte resultado.

Proposicdo 1.3 Dados A > 0 e N € N, defina | = (n/)\)4. Seja entdo =, = {X7},..., X"} um processo binomial
Ry = [—L, L1 Tome entaio A C Ry limitado e defina N,,(A) a cardinalidade de =,, N A. Nestas condigdes, N,(A)
converge em distribuicdo, quando n — oo, para uma varidvel aleatéria de Poisson de média Avg(A). Além disso, se
A, B C R? sdo limitados com AN B = (), entdo (N,,(A), N,,(B)) converge em distribuicio, quando n — oo para um

vetor (N, M) onde N, M sdo independentes com N ~ Poisson(Avg(A)) e M ~ Poisson(Avq(B)).

Demonstragido: Sabemos que N,, ~ Binomial(n,p4(n)), com

o md(A) o Ud(A) - )\’Ud(A)
pA(n) - Ud(Rl) - 1d - n ’

e a primeira parte do resultado segue diretamente da Proposicdo

Dados agora k,m € N, temos que

P(Nn(A) = k§Nn(B) = m) = P(N'n(A) = k|Nn(B) = m) 'P(NH(B) = m)

Dado que

vq(B)
1

o Ava(B)
N,,(B) ~ Binomial (n, " ),

) = Binomial (n,
precisamos mostrar que P(N,,(A) = k|N,(B) = m) converge, quando n — oo para P(N = k), onde N ~
Poisson(Avg(A)).

Temos dois modos de fazer isso.

O primeiro consiste em observar que {N,,(B) = m} = {N,,(R;\B) = n —m}. Além disso, como uma varidvel
uniforme em R;, condicionada a estar em C' C R;, tem distribui¢do uniforme em C, condicionar a N,,(B) = m
é 0 mesmo que dizer que existem n — m uniformes em R;\ B, e portanto

(N, (A)|N,(B) = m) ~ Binomial (n —m; %) .

O resultado segue entdo da proposigao|[1.2] se observarmos que

vg(A) n—m _on—m

(n—m) va(R\B) ~ 19— vd(B)“d(A) = n— \wa(B)

Avg (A) — /\’Ud(A),

quando n — oo.

Outro modo é seguir o argumento combinatério, e notar que o evento {(N,,(A) = k; N,,(B) = m} consiste em
distribuir £ pontos em A, m pontos em B e n — m — k pontos em R;\(A U B). Como temos

() (")

12



1 Processos de Poisson

modos de realizar tal distribui¢cdo dos n pontos, temos que

o= - () (4 (42 (2

P (E) =)= (1) (AR (LA

De modo que

P (N, (A) = K[No(B) = m) = (“ B ’”) (”M)’“ (w(Rl\B) - vd<A>)"‘”"’“ <d<Rz\B> )’”‘"

Id [ 14

() ) ()

concluindo a demonstragéo. O

Os resultados acima, apesar de ndo definitivos, nos ndo uma boa ideia do que esperar de um processo pontual
Z que represente o pontos distribuidos “uniformemente” em R¢. Primeiro, condicionado a haver n pontos de
= em uma regido limitada A C R?, devemos recuperar um processo Binomial em A. Segundo, o total de pontos
em cada regido limitada deve ter distribui¢do de Poisson. E em tltimo, mas ndo menos importante, o total de

pontos em regides disjuntas deve ser independente.

Com isso estamos prontos para definir e construir o chamado Processo de Poisson.

1.2 Processo de Poisson

Sao vdérias as formas de se definir o processo de Poisson encontradas na literatura. Aqui seguiremos o definigdo
proposta em [10]. Continuaremos ainda com a nogédo informal de Processo Pontual colocada anteriormente,

deixando a formalizagdo para as proximas sessoes.

Definigdo 1.4 Dada )\ : RY — R* uma funcdo localmente integrdvel, diremos que um processo pontual = C R¢ é um

Processo de Poisson com intensidade )\ se:

1. para qualquer B € B(R?) com u(B) := [z A(z)dx < oo, N(B) ~ Poisson(u(B)). Se n(B) = 0, entio
N(B) = 0;

2. para qualquer n € Ne B C RY com 0 < u(B) < oo. Condicionado a "N(B) = n”, Ep é um processo binomial
com n pontos e fungio de densidade f(&§) = A(§)/u(B)

Se \ é constante, o Processo de Poisson é dito homogéneo em R,

O ntimero esperado de pontos em um limitado B C R? é dado por

e por esta razdo, p é conhecida como medida de intensidade do processo. No caso de um processo de Poisson
homogéneo, p1 = Avg.

13



1 Processos de Poisson

A seguir mostraremos como construir tal processo.

1.2.1 Construindo o Processo de Poisson

FacaR? = Un21 Ay, onde A, élimitado. Sejam N1, N, .. . varidveis aleatérias independentes com distribuigao

de Poisson de média u(Ay,).

Para construir o processo E faga o seguinte. Para cada n > 1, sorteie o valor de N,,, e dado N,, = k defina =4,
como um processo Binomial de densidade f,,(§) = A(§)/1(Ay) e k pontos em A,,.

Defina agora

Lema 1.5 O processo = construido acima é um Processo de Poisson de intensidade X em R%. Além disso, se A, B C R?
sdo tais que AN B = (), entdo N(A) e N(B) sdo independentes.

Demonstracio: Mostraremos a distribui¢do de N(A) junto com a independéncia do processo em conjuntos

disjuntos.

Para isso, note que se A, B sdo tais que p(A) < oo e pu(B) < oo, entdo segue, por construgdo, que {N(A N
A,), N(BN Ay,);n > 1} sdo va.’s independentes.

Considerando agora que a soma de v.a.’s de Poisson independentes tem distribui¢do de Poisson, basta mos-
trar que paracadan > 1, N(AN A,) e N(B N A,,) sdo independentes, com N(AN A,,) ~ Poisson(u(AN A,)),
N(BnNA,) ~ Poisson(u(B N Ay)).

Supondo entdo que A, B C A, com AN B = (), e fazendo p = H“((ﬁ?) eq= :((A]?) temos

P(N(A)=m,N(B)=1) = i]P(N(A) =m,N(B) =1|N(A,) = k)e*#@“n)M

k!
k=0
_ —u(A, — k k—m m —m— (H(An))k
h (A)k§m(m)< z )p ¢y
s HA™ p(B) SN ()l A) (BT (u(A)) !
w2 (1 WAL ) (k—m 1)
o nAn HA)™ p(B) i ((An) = p(A) — p(B))*
m! I — k!
7M(A)N(A) 7N(B)N’(B)l
m! n

Precisamos mostrar ainda que =4 condicionado & N(A) = n é um processo Binomial. Para isso tome B C



1 Processos de Poisson
A C RY, e note que

P(N(A) = n,N(B) = k) = P(N(B) = k, N(A\B) = n — k)

_ ef,u(B)M(B)kefu(A\B):u(A\B)nik
i (- )|
1

BB ((A) = (B e
o) () )

P(N(B) = k|N(A) = n) = <Z> (Zfl;)k <1 - “(B)>M,

concluindo a demonstragéao. O

—n(A4)

e portanto

O resultado acima traz uma propriedade extra, ndo presente na defini¢do de Processo de Poisson: a inde-
pendéncia do processo em conjuntos disjuntos. Tal propriedade é, provavelmente, a mais importante das
propriedades do Processo de Poisson, e fundamental para o resto do nosso trabalho. Dada a sua importancia,
voltaremos a ela ainda neste capitulo, mas para isso precisamos formalizar o que entendemos como Processos
Pontuais, e como caracterizar a distribui¢do de tais processos.

Antes, no entanto, apresentaremos brevemente o processo de Poisson em uma dimenséo.

1.2.2 Processos de Poisson como Processos Temporais

Nesta sessao trataremos rapidamente de um caso particular e importante de processos de Poisson, que é o caso
unidimensional.

Este caso é frequentemente estudado isoladamente e de modo independente aos processos pontuais. Neste
contexto vemos os processos de Poisson apenas como um processo estocdstico temporal N(t) crescente, a
valores inteiros. Normalmente utilizado para modelar o total de ocorréncias de um certo evento no intervalo
de tempo (0, t].

A defini¢do de Processos de Poisson dada abaixo é comumente encontrada na literatura, e como podemos
ver é inicialmente independente da nogdo de processos pontuais.

Defini¢do 1.6 Um Processo de Poisson com intensidade X é um processo temporal N = {N(t) : t > 0} (dizemos que
N (t) corresponde ao niimero de ocorréncias de um evento até o momento t) com espago de estados Q = {0,1,2,...} tal
que:

1. N(0) =0;eses < tentio N(s) < N(t)
Ah + o(h) sem =1,
2. P(N(t+h)=n+m|N(t) =m) =1 o(h) sem > 1,
1—Xh+o(h) sem=0,

3. Se s < t, o niimero N(t) — N(s) de ocorréncias no intervalo (s, t] é independente do niimero de ocorréncias em
[0, 5]

15



1 Processos de Poisson

Uma maneira de construir um processo com tais propriedades é partir de um processo pontual de Poisson =
em R de intensidade A > 0 e definir

N(t) = N([0,1]) = #(EN0,1)

A propriedade 1 segue trivialmente da defini¢do de Processo pontual de Poisson, e a propriedade 3 é con-
sequéncia direta do lema(l.5|acima.

Para a propriedade 2 segue da propriedade 3, fazendo
P(N(t+h)=n+m|N(t)=m)=P(N(+h)—N(t)+N(t)=n+m|N(t) =m)=P(N(+h)—N(t)=m),

e observando que N (¢t + h) — N(t) = #(E N (t,t + h]) tem distribui¢do de Poisson de parametro Ah.

Um dos principais modos pelo qual podemos explorar a estrutura temporal de um processo de Poisson em 1
dimens&o é dado pelo resultado abaixo.

Proposi¢do 1.7 Identificando um processo N (t) com a sequéncia de tempos de chegada da sequinte forma:

Ty =inf{t > 0: N(t) > 1}
Ty = inf{t > 0: N(t) > 2}

e, assim, sucessivamente
Tp =inf{t >0: N(¢t) > k}

e tomamos a sequéncia {S; }ien+~ com

Si=Tit1—T;
Teremos que o0s \S; sdo iid com Sy ~ exp(N)

Observacdo 1.8 A distribuicio de T pode ser facilmente encontrada, notando apenas que Ty > t se, e s6 se, N(t) = 0,
de modo que
P(Ty > t) =P(N(t) =0) = e M.

A demonstragido completa é um pouco mais trabalhosa, mas segue o mesmo principio. Ela pode ser encontrada na

bibliografia geral sobre processos de Poisson, e serd omitida aqui por simplicidade.

Neste trabalho precisaremos entender também qual a ordem de crescimento de N(t), como exploramos no

seguintes resultado.

Proposi¢do 1.9 Se =, é um processo de Poisson em R e N (t) o processo de contagem associado, entio

lim <Nt(t) — )\> logt =0,

t—o0
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1 Processos de Poisson

quase certamente. Em particular
N(t)

tlggo — = A, q.s..
Demonstragio: Primeiro note que como N (¢) é crescente em ¢, entdo para k < t < k + 1 vale que

N(k)
k+1

logk — Alog(k+ 1) < <Nt(t) —)\> logt < w

log(k + 1) — Xogk,

e portanto basta mostrarmos o resultado para ¢t € Z.

Agora, pela desilgualdade de Chernoff para Poisson (ver [11]), se logt > €/

(P

—€2t
logt > €| <expq— ,
& ) - p{ 2(/\log2t+elogt)}

e como 2(\log® t + elogt) < v/t para t suficientemente grande, temos

(1

logt > e) < 6_62‘/5‘

O resultado segue diretamente do lema de Borel-Cantelli. O

1.3 Formalizando os Processos Pontuais

J4 apresentamos informalmente o que entendemos por Processos Pontuais, e chegamos a construir alguns
exemplos, mas agora chegamos ao limite do que conseguimos fazer sem detalhar melhor essa classe de pro-

Cessos.
Para isso seguiremos a formalizacdo apresentada em [2] e [10].

Comecemos entdo caracterizando o espago onde vivem tais processos.

Definigdo 1.10 Um subconjunto X C R? ¢ dito localmente finito se X N B ¢ finito para todo B C R limitado. A
familia dos conjuntos localmente finito é denotada por

Ny = {X C R%: X élocalmente finito}.

Com isso X € Ny é simplesmente um conjunto discreto de pontos, finito ou enumeravel, e sem pontos de

acumulacdo.

Para conseguir definir medidas de probabilidade em N;; precisamos primeiro definir um o-dlgebra ade-
quada. Para comegar muniremos R? com a tradicional o-élgebra de Borel, denotada por Be.

Definicao 1.11 Tome A, a familia de conjuntos dada por
Ay ={X € Ny : | XN B|=m},m €N, B € B limitado}
e defina

Nip = o(Ar).
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1 Processos de Poisson
Com isso, estamos prontos para definir os processos pontuais.

Defini¢do 1.12 Um Processo Pontual é um mapa mensurdvel = de um espagio de probabilidade (Q, # , P) em (Niy, Niy).

O processo binomial e o processo de Poisson apresentados anteriormente sdo exemplos importantes de pro-

cessos pontuais.

A seguir estudaremos como caracterizar a distribui¢do de processos pontuais. Para tanto comecaremos lem-

brando um importante resultado de teoria da medida, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [3].
Primeiro lembremos que uma familia A de subconjuntos de um espago 2 é chamada de 7-sistema se A é

fechada para interse¢des. Ou seja, se A, B € A, entdo AN B € A.

Lema 1.13 Seja % uma o-dlgebra gerada por um w-sistema A. Se p1, o sido medidas de probabilidade de (2, F) e
p1 = pg em A, entdo py = o em F.

Munidos deste resultado, estamos prontos para enunciar a primeira forma de caracterizar a distribui¢des de

um processo pontual.

Lema 1.14 A distribuicio de um processo pontual = é determinada pelas distribuicdes finito dimensionais da sua fungio
de contagem, i.e. pela distribuicdo conjunta das varidveis N(By),..., N(By,), onde By, ..., By, sio borelianos limitados
em € N.

Demonstragio: Segue do lema observando que

A={X € Ny;:|Xp,| = ni, B; € B*limitado , n; €N; i = 1,...,m;m € N}

é um pi-sistema, e que N;; = o(A). O

Na definicdo |1.4] o papel da propriedade 1 era estabelecer a distribui¢des de uma tinica varidvel N(B), en-
quanto a propriedade 2 define a correlagdo entre diferentes varidveis de contagem. Outra possibilidade, bas-
tante usada na literatura, é usar a independéncia em regides disjuntas para estabelecer tais correlagdes.

A seguir vamos enunciar uma outra maneira de caracterizar medidas de probabilidade em (N, Viy).

Tal maneira, que a principio pode parecer contra-intuitiva, se baseia da ideia de que para saber onde estdo
os pontos de um conjunto X € N;¢, basta sabermos onde eles nédo estdo. Tal ideia é caracterizada no seguinte
lema.

Lema 1.15 Se Ay = {X € Nyy : Xp = 0, B boreliano limitado}, entdo
Ny = (Ao).

Demonstragdo: Primeiro note que, como Ay C Ay, entdo o(Ag) C o(A1) = Ny.

Para a inclusdo reversa, observe que R? é um espago métrico separdvel, e portanto, dado B € B2 limitado,

podemos tomar uma sequéncia F,, = {4, ; € Bl:i=1,...,k,},n € Nde particdes de B tais que

* A,1,NA,; =0ouA,;paratodon € N;
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1 Processos de Poisson

® para quaisquer dois pontos £, € B distintos, existe ny € N tal que, para todo n > ng, se £ € A, ; entdo
n ¢ An,z
Entdo | Xp| = m se, e somente se, existir ng > 0, com k,, > m e tal que, Vn > ng, existe {j1,...,jm} C
{1,2,...,k,} para os quais
IXNBNA,,,

>0,i=1,...,m

(XN (B\UL; An ;)| = 0.

Em outras palavras

{(XeNy:|Xpl=m}=J N U A(nym, B, {j1, - jm})

no>1nzng 1<j1<...<jm <kn

com

A(nym, B, {G1s -5 jm}) = NP {|X N BN Ay, > 03N {X N (B\UZ, A, ) =0}

que pertencem a o (Ag)
Consequentemente, {X € N;; : N(Xp) =m} € o(Ap). O

Com isso, concluimos que
Teorema 1.16 A distribuicdo de um processo pontual = é unicamente determinada pelas suas probabilidades de vicuo,
P(ENB=10),
B € B¢ limitado.
Demonstragdo: Segue diretamente dos lemase notando que para A, B € B¢ limitados
{EnA=0}n{EnB=0} ={EN(AUB) =0} € Ay,

e portanto Ay é um 7-sistema. O

Uma importante (e talvez impressionante) consequéncia deste teorema é que um processo de Poisson de
intensidade A em R? pode ser definido como o processo pontual = em R? tal que

P(ENB=0)=e "B,

para todo B € B¢ limitado, o que é de grande ajuda quando trabalhamos com processos de Poisson.

Para exemplificar, considere =;;7 = 1,--- ,m processos de Poisson independentes com medidas de intensi-
dade u;,7 = 1,...,m. Neste caso, se
m
E= Eia
i=1
entdo
m
PENB=0)=PENB=0);i=1,...,m)=][[e P =e ZimB
i=1
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1 Processos de Poisson

e portanto = é um processo de Poisson com medida de intensidade ), ;.

Um resultado mais completo sobre caracteriza¢des de processos de Poisson é o seguinte.

Teorema 1.17 Tendo em vista a definicio[1.4;

1. X é um processo de poisson com intensidade X em S se, e somente se, para todo B C S com u(B) = [¢ M(x)dx <
oo etodo F € Ny

n

oo —u(B)
P(XpeF)=3 S /B---/BnF<{x1,...,m,,})HA(xi)dxl-.-dxn (L1)
n=0 '

n .
=1

Observagio: Se n = 0, a integral é lida como 1 ()
2. Se X é um processo de Poisson de intensidade \, entdo para fungdes f : Niy — [0,00) e B C S com p(B) < oo,

X e—H(B)
E[f(Xp)] =) — /B~--/Bf({x1,...:z:n})H)\(:z:,;)dxl-~-dxn (1.2)
n=0 :

n .
=1

Demonstracao:

A demonstragdo de (1.2) é consequéncia de (L.1) por prova padrdo. De fato, de (1.1) concluimos (1.2) para
h simples, e tomando uma sequéncia (¢, ),>1 crescente de funcdes simples convergindo para h, o resultado
segue diretamente do Teorema da Convergéncia Monétona.

Nos concentraremos entdo na demonstragdo na primeira parte.

Primeiro suponha é vélida e tome
F={XeNy:AnB =0},
para B € B? limitado. Segue que 1z ({x1,...,2,}) =0paran > 1 e 1x(0)) = 1, e portanto
PEg=0)=PEpeF)=e B,

e segue do teorema que = é um processo de Poisson de intensidade .

Reciprocamente, suponha que = é um processo de Poisson de intensidade A. Sabemos que condicionado a
N(B) = n, Zp é um processo Binomial com densidade f(£) = A(¢)/u(B). Ou seja,

Eg={",...,Vp},

onde V4, ..., V, sdo vetores aleatérios 7id com densidade f.

20



1 Processos de Poisson

Segue que
00 —u(B) B)"
P(Xp € F) =S P(Xp € FIN(B) = n)%
o n!
—(B) (B
72113{1/1,.. Vayep) S 2L nf‘( )
oo n )\ fEl
:Z / / ]lp {:Cl,.. .’tn} H B dzy---dx,
n=0 z:l
—n(B)
—Ze / / 1p({z1,...,2,}) H)\(Jci)dxl-udz",
i=1
concluindo a prova. O

Seguimos agora para uma generalizacdo do resultado acima. Para isso seja f é uma fun¢do mensuravel
definida em R™ x N;¢, e denote por

/
Z f(1?1, ey Iy, E)
a soma

Z flxy,. ..., xn,B),

{zi}7CE
onde z1,...,x, sdo elementos distintos de =.

Proposi¢do 1.18 (Teorema de Slivnyak-Mecke) Se f é uma fungio real mensurdvel positiva definida em R™ x Ny,
entio

EZ:f(xl,...,mmE):/.../E[f(xl,...,xn,EU{xi}?)]H)\(xi)dml...dxn

i=1

Demonstracio: — Vamos comegar fazendo n = 1 e supondo que a fungio f(z, =) tem suporte em B € By(R),
no sentido que

f(z,E) = f(z, =N B),
paraz € Be f(z,E) =0paraz ¢ B.
Primeiro observe que, pela proposicéo[1.17} vale que
= ex
Blf(z,2U o) = 3 SRAB) / 3 C CR 0 | pYC
n= 0 )

para todo « € R.
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1 Processos de Poisson

Agora, condicionando ao total de pontos de X em B, encontramos que

B(%se3) - 3B (S ez

_y u(f!)"e—u(B)E (Z F(X5, {X1,... ,Xn})>

efu(B)nE[f(Xn,{Xh...,Xn})]
e~ H(B) Tn,{T1,...,2Zn Z;)ax;
1(n [ [ Handtan .. })H()d

3 67”(3) z,{x1,... . Tpn1,T in x;)dx; z)dzx
(; /B /Bf(,{ seres T 7})11:[1)\(,)d1>>\()d
E[f (2,2 U {a})A@)da
E[f(z,ZU{z})]\(z)dz

I
M8
=
3w

3
Il
_

p"qg

Il
%\m\m\ﬁ

O caso n > 2 segue por indugdo.

Neste trabalho s6 trabalharemos com fungdes de suporte compacto, de modo que ndo apresentaremos a
demonstragdo do caso geral. O leitor interessado pode buscar em [10].

O

Para concluir este capitulo apresentaremos, sem prova, um importante resultado sobre a coorelagdo de funcées

monotonas em um processo de Poisson.

Comecemos entdo com uma definicéo.

Definicdo 1.19 Uma fungio real f do Processo de Poisson é crescente se
= CEs f(E) 2 f(E)

Um evento E € F é crescente se sua fungio indicadora o for.

Proposigdo 1.20 Se f e g sdo duas fungdes mensurdveis, crescrentes e ndo-negativas de um Processo de Poisson =, entio
E[f(2)9(2)] = E[f(Z)|E[g(Z)] (1.3)

Em particular, se Ey, E5 € Ny sdo crescentes,

P(E, N Esy) > P(E)P(Es)

O resultado pode ser visto como um andlogo do teorema de FKG para varidveis independentes, que diz que
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1 Processos de Poisson
se X ..., X, sdoindependentes e F,G : R® — R sdo positivas e crescentes em cada coordenada, entdo

E[F(X1,...,X2)G(X1,...,Xn)] > E[F(X1,..., X2)E[G(X1,..., X))

A demonstragdo é técnica e ndo serd apresentada aqui. A ideia central é condicionar no total de pontos de
E em conjuntos disjuntos de uma parti¢do By, ..., B),, usar a desigualdade cldssica de FKG, e passar o limite

refinando a particdo.
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Capitulo 2

Recobrimento

Neste capitulo estudaremos, a0 menos parcialmente, o problema do recobrimento de um compacto K em R?

por bolas centradas em um processo de Poisson, como proposto em [7].
Para ser mais exato, seja =, um processo de Poisson de intensidade A > 0 definido em um compacto K C R¢
e A = B,(4)(0) C R? abola de centro em 0 e raio r(A). Denote por Z o “processo de bolas”dado por
E:E,\+A:{.’E+AI"L‘€E,\}.
Por simplicidade nos referiremos ao processo pontual de Poisson e ao processo de bolas Z ambos por ”processo
de Poisson”.
Com isso diremos que o compacto V' C K é coberto por = se

velJs

BeE

A ideia de recobrimento estd intrinsecamente ligada a de espacamento. De fato, se um conjunto de bolas de
raio r centradas nos pontos de um processo =) ndo cobre K, entdo alguma bola de mesmo raio e com centro

em algum ponto de K fora da regido coberta ndo encontra nenhum dos pontos do processo.

Este é um capitulo bastante técnico, com diversos resultados preliminares necessérios ao resultado final deste
trabalho. S6 no préximo capitulo que daremos algum sentido mais adequado aos resultados apresentados
aqui.

Os resultados que nos interessardo sdo assint6ticos no niimero de pontos do processo ou, equivalentemente,
em sua intensidade. Mais precisamente, ao final deste capitulo seremos capazes de provar que, para K com-
pacto de R% com fronteira de medida nula e | K| > 0 e uma constante « a ser definida, se r(A) é suficientemente
pequena, entdo

IP(Z cobrir K) ~ e 701Kl

onde 7 := y(\, |A|) = A Al e AAl

Para chegar a tal resultado seguiremos a seguinte estratégia.
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2 Recobrimento

Primeiro estudaremos a probabilidade de recobrimento de um cilindro. Do resultado para o cilindro, tira-
remos uma estimativa para a probabilidade de recobrimento de um retangulo em R¢. O resultado para o

compacto saird do ladrilhamento de K por retangulos.

2.1 Propriedades Geométricas do Processo de Poisson de Bolas

Para estudar em mais detalhes o problema do recobrimento aleatério de um compacto, serd necessario que
lancemos mdo de alguns resultados preliminares envolvendo, dentre outras coisas, propriedas geométricas
das unides e interse¢des de bolas. Faremos antes uma série de defini¢des que auxiliardo na demonstracdo do
teorema principal.

Na cortura do cilindro, por exemplo, perguntaremos qual a probabilidade de cobrir um cilindro cilindro até
certa “altura” t. Isso significard encontrar um ponto x = (2’,t) que pertence as fronteiras de algumas entre as
bolas a cobrir o cilindro, embora ndo pertenga ao interior de nenhuma bola definida pelo processo. Para isso
usaremos um conceito de vetor especial, que nos servira para orientar tal cobertura.

Definicdo 2.1 Um vetor v # 0 é dito especial para bolas Ay, ..., A, em x se x € NFOA; e DS(x) C UYA; para algum
§ >0, onde Dj(z) = {y : [y — x| < de (v,y — ) <0},

Isto é, v é especial para um conjunto de bolas abertas em um ponto se esse ponto estiver na intersec¢do das
fronteiras desses abertos e algum semidisco de raio delta, na direcdo contréria a v a partir do ponto dado,
estiver totalmente contido na unido desses abertos.

Este conceito serd usado mais adiante para “orientar” uma cobertura. Isso ficard claro mais adiante, mas

essencialmente perguntaremos se um certo compacto estd coberto até um certo ponto, na dire¢do de v.

X

D;(x)

(a) Semidisco definido pelo seu raio, o vetor de diregao (b) Representagdo de v como vetor especial para A1, Az
e centro emx

Figura 2.1: Intuigdo geométrica acerca de vetores especiais

Para entender melhor o conceito de vetor especial, precisamos antes de alguns fatos bastante intuitivos sobre
bolas (e na verdade outros convexos) que listaremos abaixo. Para deixar a leitura mais leve, transferimos as
provas de tais resultados para o apéndice.
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2 Recobrimento

Primeiro vamos tentar entender quais sdo os vetores especiais para um certo e conjunto de bolas em um ponto
x na intersec¢do de suas fronteiras.

Para isso primeiro denote por Cone(ni,...,ni) o conjunto {> 7 ¢;n; : ¢; > 0}, que nos referiremos como cone
gerado pelos vetores ny, ..., n.

Os lemas abaixo nos ddo uma nova maneira de identificar vetores especiais. O primeiro nos diz que vetores

especiais em um ponto z vivem dentro do cone gerado pelas normais as fronteiras das bolas em z. O segundo

nos diz um condicdo suficiente para garantir que todo vetor em um cone é de fato especial.

Lema 2.2 Seja k > 1. Para quase toda colegiio {x;}¥_, é valido que, se v é especial para {A;}¥_, em x e n; é normal a

Ajemax,i=1,... k entdov € Cone(nq,...,ng).

Cone

T

Figura 2.2: Cone gerado pelos vetores normais

Lema 2.3 Sejam {y;}¢ € 0A linearmente independentes e n(y;) = ﬁ ovetor normala 0Aemy;, i =1,...,d. Nestas

condigdes, se v € Cone®((n(y;))$), entdo v é especial para {A — y; }{ em 0.

A seguir vamos elencar alguns resultados imporantes sobre os pontos sobre as fonteiras de bolas onde pode-

mos encontrar vetores especiais.

Primeiro alguns resultados sobre bolas.

Lema 2.4 Se A é uma bola em R4
(i) Para quase toda colegio {x;}_, se A; = A + x;, entdio N¢_,0A; é um conjunto finito;

(ii) Para quase toda colegio {x;}¢"}, se A; = A+ x;, entdo N1 HA; é vazio.
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2 Recobrimento

(a) Circulo em R? e centros possiveis para um segundo
circulo (b) Centros possiveis para um terceiro circulo

(c) Trés esferas em R> (d) Centros possiveis para uma quarta esfera

Figura 2.3: [lustragdo de um argumento o lema acima: quando o ntiimero de convexos é maior que d, o préximo
convexo tem apenas um conjunto de pontos de medida zero para seu centro, como é o caso da
circunferéncia em R? e da superficie da esfera em R?, para que a intersecgdo de suas fronteiras seja
néo vazia.

Os lemas acima implicam nos seguintes resultados, um pouco menos intuitivos. Para simplificar a leitura, as
demonstra¢des também foram movidas para o apéndice.

Lema 2.5 Seja 1 < k < d — 1. Para quase todo {x;}}_,, 0 conjunto
{v: 32 tq v é especial para { A;}f_, em 2}
tem medida de Lebesgue zero.
Lema 2.6 Para quase todo conjunto {x;}%_,, o conjunto
{v : 3a, 2’ diferentes tais que v é especial para {A;}¢_, em x e em '}

tem medida de Lebesgue zero.

Lema 2.7 Sejal > 1. Pra quase todo {x;}**}, o conjunto

{v:3z e ﬂ;-izlﬁ‘Ai,y € ﬂ?:ll+15'z4i tq (v,z —y) = 0}

tem medida de Lebesgue nula
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2 Recobrimento

Em resumo, os resultados acima nos permitem mostrar que

Lema 2.8 Para todo v € RY, vale que
(i) P(3B;} € = distintos, tais que N dB; # ) = 0

(i) p/k=1,...,d—1
P(3{B;}} € Zex: v éespecial p/ {B;}y em ) = 0

(iii) P(3{B;}{ € Zex, 2’ comx # 2’ : v éespecial p/ {B;}¢ ao mesmo tempo em x e em ') = 0

(iv) P(3{B;,Bl}¢ € 2,{B;} # {B'i}ex # 2/, (v,x — 2') = 0 : v éespecial p/ {B;}¢ emzep/{B';}}{ emz') =0

Demonstracao:

(i) Dados By, ..., By distintos, defina

fo(Bi,...,Bay1) = 1(N{T10B; # 0).
Segue da proposi¢ao e[Ad]que

EZMBI,...,BM)EU o [ O8N0 4 4) £ 0)day - dgs | =0,
= Rd Rd,

(ii) Assumimos By, ..., By, distintos. Seja
fo(Bi,...,By) = 1(3z tq v é especial para {B;} em z)

e tomamos a proposi¢do e os lemas[2.5/e o Teorema de Fubini para concluir
/!
/ ]EZfU(Bl,...,Bk)dv:/ E {/ folxr+A,...;zq+ A)dry - -drgyer | dv=0
R S R4 Rd R¢

(iii) Se dois dos B; coincidirem, voltamos ao item anterior. Assim, assumindo Bjs disjuntos, o resultado
segue dos lemas e[2.6|a mesma integral

(iv) analogamente, assumimos B;s disjuntos e utilizamos o lema[2.7]

2.2 Resultados Intermediarios

Vistos alguns resultados geométricos do processo de Poisson de bolas, sigamos para mais algumas defini¢des
e resultados preliminares, necessarios durante a prova do resultado princial.

Lema29 T : R%x (0A)Y — (R definida por T'(z,y1, .. .,ya) = (¥ —y1,. ..,z —ya) tem Jacobiano | Det(n;(y:))$|,
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2 Recobrimento

em que n;(y;) é o normal (unitdrio) a A em y;, e portanto se w é a medida de Haussdorf d — 1 dimensional, entdo

// F((@ — i)ty Det(ni () dldw(ys) - - dw(ya)dz = / F(@)iy)day - - dag,
Rd J(9A4)d

(R)4

para toda fungiio mensurdvel e integrivel f : (RY)? — R.

Demonstragdo: Para entender a diferencial de I em (z, 1, .. .,y4) tome um vetor (v, uy,...,uq) comv € R? e

u; no plano tangente y; + H;a0Aemy;, i =1,...,d. Note que H; = ni(yi)*.

Assim temos que

F(I+hvvy1+hu17-"ayd+hud)7F(x7yla"'ayd)
h

= (U —Ujy..., 0 —Uq).

Considere entdo o mapa linear T'* : R? x Hy x ... x Hg — (R?)? dado por
M(x,21,...,2q) = {x —y;i — zi}f, (y1,-..,Yyn estdo fixos),
e note que I'* pode ser escrito como a composigdo I's o (I'y x T ) o'y, com n; = n;(y;) e:
Iy : R x HHl — R4 x HH“ Iy(z,{z:}) = (z,{z— < z,n; >n; — 2;}),
Iy :RY = RY Do(z) = {< z,n; >},
Ty : R [ Hi = R, Ts((a)d, (20)7) = {auns + 2.}

Munindo os hiperplanos H; com a medida de Haussdorf d — 1 dimensional, w(-) e R? com a medida de
Lebesgue, que temos denotado por | - |, consguimos ver que I'; e I's preservam medida.

De fato, se du(z, z1, . . ., 24) = dedw(z1) - - - dw(zq) entdo

d
(LT E x Cp x -+ x Cg)) = o [ T ety (i) dw(za) - - - dw(z)da
A JH, H

d =1

=u(ExCp x - xCy).

Para ver que I's preserva medida faga dv(z1, -+ ,24) = dx1 - - - dxg a produto das medidas de Lebesgue em
R (ou a medida de Lebesgue em (R%)?), e considere borelianos em R? da forma

Cl':{l’:ani+ziGRdIaiSQSbZ‘,ZiGDiCHi},
i=1 d.

PR

Primeiro note que |C;| = (b; — a;)w(D;) e, além disso,

Fgl(Cl X - X Cd> = {(Oél)f, (Zl)cli) Loy € [ai,bi],zi S Di,i =1,.. .,d},
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e portanto

Como as fung¢des I'; e I's preservam medida, segue que

|Detl™| = |Detl's| = |Det(n;)|.

Defini¢do 2.10 Seja A uma bola de raio r(A) centrada na origem em R® e w a medida dada por

dw = |Det(ni(y;))iz|dw(yy) .. . dw(ya)

sobre (0A)?, em que n;(y;) é o normal a A em y;.
Seja Cone(nq, ..., ny) o cone fechado gerado pelos vetores ny, . .., ny e seja Cone’(ny, ..., ny) 0 seu interior.

Para v € R?, defina:

Ba(A,v) = /¢9A .. /{)A 1(v € Cone(ni(y1),---,nq(yq)))dw

BYA,v) = /(M . /6A 1(v € Cone’(n1(y1), ..., na(yaq)))dw

Definicdo 2.11 Defina também as seguintes quantidades

(A, v) = (d)7HA|7@DB4(A,v),

ap(A4,v) = (d!)_l |A|_(d_1)62(147 v),
E interessante observar que para a > 0, a medida w(9(aA)) = a®~'w(0A), de modo que

ﬂg(aA,v) = a(dfl)dﬁdO(A, v) e Bylad,v) = a(dfl)dﬁd(A,v).

Além disso B9(A,v) < Ba(A,v) < [w(dA4)]? < oco.
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2 Recobrimento
Segue assim
a(ad,v) = (d) " HaA|" @Y B4(aA, v) = (d)THA| @Y (A, v) = A, v),

e além disso
ap < a <w(@A) YA < coser(A)? < .

Lema 2.12
Ba(A,v) = BY(A,v) gs.
a(A,v) =ap(4,v) g.s.
Demonstragio: Tome B uma bola em R¢
|B N Cone(ni(y1),...,na(ya))| = |B N Cone®(n1(y1), ..., na(ya))|

dessa forma, pelo teorema de Fubini,

/Bﬁd(A,U)dv:/814.../(%/31(1)ECone(nl(yl),...,nd(yd)))dyduj
_/ / |B N Cone(ni(y1), ..., na(ya))|dw

B 9A OA

= / / |B N Cone®(ni(y1),--.,na(ya))|dw
A OA

_ / BO(A, v)dv
B

Portanto, como B é arbitrario, 8 = ) e « = o para quase todo v. O

Finalmente, é interessante observar que como a distribui¢do de =, assim como 0 A sdo invariantes por rotacdes,
entdo 34 e @ ndo dependem de v € R?.

Definicdo 2.13 Considere=' = {B € Z:0 ¢ B} com DS = D5(0) = {x : || < 6, (z,v) < 0} e defina:

B+ = B (A,v,\,68) = Ba(A,v)/P(Z cobrir D)

B =B, (A,v,A\0) :/aA . /aA 1(v € Cone’(ni(y1), - --,na(ya)))

x P(E' U {A — y;}¢ cobrir DS)dw

Supondo que A ndo tenha interior vazio e, assim, que B4 e B_ ndo sejam nulos, definamos:

ap =ap(4,0,X,6) = (A" 81 (4,v), 22)

a_ (A, ), 08) = (dA|*"H)T1B_(A,v) (2.3)
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2 Recobrimento

(A, \) = X A|d e MAl (2.4)
Para finalizar essa se¢do, note que se trocarmos A por aA e ¢ por ad encontramos que
P(Z) + aA cobrir D) = IP(%E,\ + A cobre D?).
Além disso
]P(%EA NB=0)=P(E\NaB = 0) = e 18],

de modo que 1E, é um processo de Poisson de intensidade a?\.

Isso nos mostra que

1
oy (ad, v, \, ad) = a(aA,v)/P(Ex + aA cobrir D) = a(A,v)/IP(EE,\ + A cobrir D?) = ay (A, v,a%), 9).

Analogamente
a_(aA,v,\ ad) = ay (A, v, a® )\, d).

2.3 Recobrimento de um cilindro

A seguir vamos estimar a probabilidade de cobertura de um retangulo do tipo [0,¢] x [0,1]9"! pelo processo
E. Para simplicar o argumento vamos identificar quase todos os lados deste retdngulo, e trabalharemos com o

cilindro [0,¢] x 7?1, onde T%~! é 0 toro d — 1 dimensional.

Assim, para os resultados que seguem, = denotard o Processo de Poisson em R x 791 com intensidade A
e C; o cilindro [0,t) x T%"! para algum ¢ > 0. Também assumimos e = (1,0, ...,0), e abusando da notagao,

denotaremos por U= = UpezB.

Defina
T=1(2) =inf{s > 0: (s,2') ¢ UZ},

ou seja, T > t < = cobre C}.

Lema 2.14 Suponha que

2r(A) <5<%

entdo a distribuicdo de T é, exceto pela massa pontual em zero, absolutamente continua com f.d.p ¢(t) satisfazendo:
V(A Na_ (A, e, A, 0)P(T > 1) < 6(t) < 7(A, Ny (4, e, A, 6)P(T > ),¢ > 0

Demonstracido: Suponha A aberto.

Como 771 ¢ compacto, temos que T = t se, e s6 se, Cy é coberto por =, mas existe um ponto z = (¢, ') ndo

coberto pelo processo.

Sejam B, ..., By € E os conjuntos de = cujo fecho contenha «.
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2 Recobrimento

Seque que z € N_,0B; e, se t > 0 entdo existe algum € > 0 tal que D<(z) C U; B;, de modo que e é especial

para By, ..., By em z.

Agora o lema 2.8 nos permite ignorar a possibilidade de k > d (porque a probabilidade de a intersecgdo das
fronteiras ser ndo vazia é 0), e de k < d (a probabilidade de e ser especial é 0 neste caso), e considerar que
k=d.

Deste modo
T=t< 3z = (t,2’) e conjuntos By,...,By € E:x € N ,0B;
e e é especial para By,...,Bgemz,z ¢ UE
e = cobre C}
Note que, também pelo lema x e By,...,Bysdo tnicos (a menos de reordenagio {B;}).

Dada entdo uma funcgéo g positiva e mensuravel em [0, co) com g(0) = 0, defina:

se 3z = (t,2') tqz € N?_,0B;
g(t) - 1(Z cobre Cy e z ¢ UE),

Y(By,...,Bg,E) = e e é especial para {B;} em z,t > 0 .
0, caso contrario
1 G S 1
1 ’ “ 1
1 / v 1
1 ! |
1 : N
1 P
1 e oS ;1
I~ ,’ N ~ J—"ﬂ
1 S P N S ”” 1
s R
—
t Py P2 AL
- -~
1 ’ ;= S Y
~ P! 4 1,4 \
A Y Ie==~ 1¢ \
LY (S 1
Y 1 KN 4 \
Y oS p
” X4 ‘ 1
v N 1 [N
VRS A [
i, SO [ IR . N
.vl' ——— II \v_l-
L -"% S==a) oSl
A A Y r\\ ,' 4
v S NS 7
,, . , Y~ \\' -
L b0 § ~r R A
N Se i/ [N -1
o\ 1 N 4 ] oy ==
’ N L (AL
’ Sed_ 1o
! [ S St D
d ’ Y R % LEN
’ - / od
Y *‘( 7~s > ’\’\
h LA I 7 £
PR aARN 4 1] [N P 1
A .\ S )2 T =
A v ="y
S h . 1
~Jn P 1 [)
LA

\
O == (Y

Figura 2.4: Cilindro de altura ¢, coberto pelo processo =. Destaque para vetor especial

Entao

> W(Bu,...,Ba,E) = dlg(t) qs.,

onde o termo d! apenas conta as permutagdes de { B; }{ na soma.
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Logo, pelo lema[1.18]
d'E[g(7)] :/---/]Ew(A+x1,...,A+xd,EU{A+xi}§l)/\dda:1...dxd. (2.5)
E fazendo
\Ild(A):/.../E1/)(A+x1,...,A+xd,Eu{A—s—xi}f)dxl,...,da:d (2.6)

podemos reescrever a equagdo (2.5) como:

Elg(t)] = (@)~ A" Wy(A). 27)

Agora, pela definigdo de v, o integrando de (2.6) é nulo a menos que existaz € RxT9 ley, € 0A,i=1,...,d,
talque z = z; + ;.

Assim, fazendo a mudanca de varidveis z; = z — y;, 0 lemanos permite dizer que

_ [ = z—y; ¢ i x =
U4(A) —/0 /Td_1 -/g)A.../aAE[g(t)]l(_U{A—k yi }{ cobrir Cy e x ¢ UZ]

x 1 (e é especial para {A + z — y;}¢ em z))dwdz'dt

2.8)

com z = (t,2') e w como definido na secgao2.2]

Para reescrever de modo mais adequado, primeiro note que
Elg(t)1(EU {A +x — y;}{ cobrir C; e x ¢ UZ)] = g(t) P(EU{A + 2 — y;}{ cobrir C; e z ¢ UZ),

e que se e é especial para {A + z — y; }¢ em z, entdo e é especial para {A — y;}{ em 0 € R

Posto isso, defina

Dy(z,A) = / .. / P(ZU {A + 2 — y;}{ cobrir C; e x ¢ UZ)1 (e é especial para {A — y;}{ em 0)dw.
oA DA

Agora, o lema[2.2|nos garante que se ¢ é especial para {A — y;}¢ em 0, entdo e € Cone(n(y;)¢). Além disso o
lema|2.3|nos diz que para w-quase toda escolha de {y;}{, se e € Cone®(n(y;)¢), entdo e é especial para { A —y; }{
em 0. (para w-quase toda escolha de {y;}{ € A temos Det(n(y;)){ # 0, o que garante que {y; }{ sdo li).

Isso nos permite reescrever a $4(x, A) como
Dy(x, A) = / . / P(EU{A+ z — y;}¢ cobrir C; e z ¢ UZ)1(e € Cone(n(y;)?)))dw. (2.9
DA oA

Como E é invariante por transla¢des por (0, z), essa funcdo independe de z’ e portanto podemos escrever

(I)d(.%‘, A) = (I)d(t, A)
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Dessa forma -
\I!d(A):// g(t)®y(t, A)da'dt

0 Jrd-1

o0

- /0 g(t)@a(t, A)dt.

e pela equagdo
oo
Elg(0)] = 5 [ a0t Ayt

Como g é arbitrdria com g(0) = 0, podemos dizer que T é absolutamente continua em T > 0 com densidade

)\d
o(t) = @alt, A). (2.10)

Para estimar ¢, fixamos = e y1, . . ., y4 de forma que e seja especial para {A — y;} em 0, e restrinjamos = para

S ={A+yeE:x¢ (A+y)}

Note que como A é um bola centrada na origem, temos A = —A e portanto vale que

y+Ac=Z, csaxdy+Acyda+ A

Segue que =/, é formado de bolas com centro em =5 := Z) N (z + A)¢, que é apenas um processo de Poisson

em (x + A)°.
A distribui¢do de E/, é, portanto, a distribui¢do condicional de = dado que x ¢ U=, com

P(z ¢ UZ) = P(EN (z + A) = 0) = e AL

Segue que
P(ZEU{A+z —y;}{ cobrir C; e x ¢ UZ) = P(EU {A + 2 — y;}¢ cobrir C;|z ¢ UZ) - P(z ¢ U
=P, U{A+ 2z — y;}¥ cobrir C;) - e M

=) (2.11)

Definindo D = D%(z) em R, E = C;\D e denotando =, U {A + = — y;} por Z*, temos que Z* cobre C; se, e

so se, ZF cobre D e E.
Agora, como os eventos {=* cobrir E'} e {E* cobrir D} sdo crescentes, segue da desigualdade de correlagdo

dada no lema que
P(=* cobrir C;) > P(E* cobrir E N E* cobrir D)
P

(E* cobrir E) - P(Z* cobrir D).

v

Entretanto, como 2r(A) < §,sey € (A+x —y;) N Cy entdo |y — x| < 2r(A) < J, e portanto

Uzd:1A+m_yZCD7
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e assim
E* cobre E <= =/, cobre E.

Da mesma formasey € y+ A € Z\E,, entdoy € A+zxe|y —z| < |y —y| + |y — x| < 2r(A). Segue que
y+ A C D, o que nos mostra que
E! cobre E < E cobre F,

de onde concluimos que
E* cobre E < E! cobre E < = cobre E

Dessa forma,
P(Z* cobrir C}) > P(E cobrir E)P(Z* cobrir D)

> IP(E cobrir Cy)P(E* cobrir D)

Analogamente
P(E cobrir Cy) > P (= cobrir E)P(E cobrir D)
= IP(E* cobrir E)P(E cobrir D)
> P(E* cobrir C}) P(E cobrir D)
Segue que

P(= cobrir C) P(Z" cobrir D) < P(E* cobrir C;) < P(E cobrir C;)/P(Z cobrir D),
e como PP(= cobre C;) = P(t > t),

P(t > t)P(E* cobrir D) < P(Z* cobrir C;) < P(t > t)/P(E cobrir D).

Pela invariancia de translagdo, podemos fazer = 0 nas equagdes acima. Assim, fazendoZ' = Z = {B € = :
0¢ B} e D! =9?(0) temos

P(t>1t)-P(E U{A - y;}¢ cobrir D?) < P(E., U{A + x — y;}{ cobrir C;) < P(t > t)/IP(E cobrir D?),

ou ainda, por (2.11)

P(t>t)-P(E U{A - y;}¢ cobrir D?)e MNAI < P(2U{A + z — y;}¢ cobrir Cy, = ¢ UE)

< (P(t > t)/IP(E cobrir D‘s)) —AlA] (2.12)

Assim, pelas equagdes (2.9), @-1T) e 2:12),

a(t, A) / / (T > t)P(Z cobrir D)~ te M4l (e € Cone(ni(y:))d, )dw
0A 0A

= e NIBH(A e)P(T> 1)

e, analogamente,
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Dy(t, A) > e MAB (A e)P(T > 1)

Das defini¢des de a4, a_ e v (equagdes (2.2),(2.3),(2.4)), temos que
)\de*Mf”
d!

1

_\dj g1d—1 —A|A]|
ﬁi(Aa 6) =A ‘A| e d!|A|d,1

B+(A,e) =v(A, Nax(A, e, A, 0)

Segue da equagao (2.10) que
A(A Vo (A e, A B)P(T> 1) < B(t) < 7(A Ny (A, e, A, §)P(T > 1), £ > 0.

concluindo a demonstragéo.

Lema 2.15 Se 2r(A) < § < 1/2, entdo
P(t>t) <e 7ot (2.13)

P(t>t) > e 7+ P(1 > 0) > e 7+ (t+9)

Demonstragido: Tome ¢ > 0 e note que, pelo lema anterior,

d

%(P(T > 1)) = —p(t)e?* "+ ya_P(t > 1)t = (—p(t) + ya_P(T > 1))’ <0

Assim, P(t > t)e7*-" é decrescente parat > 0 e

P(t>t)e’* " < lim P(t > s)e’™ = P(t > 0) <1,

s—0

mostrando (2.13).

Analogamente, P(t > t)e7*+! > P(t > 0) e

P(t>1t) > e 7'P(t > 0). (2.14)
Falta mostrar que
e VP (T > 0) > e—’Y’l+(t+5),
ou ainda que

P(t > 0) > e 79+

Para isso observe que como 2r(A) < §, para € > 0 a cobertura ou néo de [0, ¢) x T?"! depende apenas nas
bolas com centro em
[=7(A), €+ 1(A)) € (=6/2,¢+6/2) x T*1,
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2 Recobrimento
Analogamente, a cobertura de [§ + €, + 2¢) x 79~ depende apenas de bolas com centro em

[0+ €—7(A),5+2¢+7(A) C(6/2+ €2 +35/2) x T L.

Assim {= cobre [0,¢) x T4} e {= cobre [§ + ¢€,8 + 2¢) x T¢"1} sdo independentes com

P({Z cobre [0,¢) x T9"'}) = P({Z cobre [§ +¢€,6 + 2¢) x T 1) = P(1 > ).
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Figura 2.5: Representacdo de duas regides do cilindro que distam 6. Note que os convexos que cobrem a regido
em vermelho nédo sdo os mesmos que cobrem a regido em azul

Assim, como
{t>06+2€e} C {Ecobre [0,¢) x T 1} N {Z cobre [§ + ¢,6 4 2¢) x T4 1}

temos que
P(t > 6 + 2¢) < IP(E cobrir [0,¢) - P(=Z cobrir [§ + €, + 2¢))
< P(E cobrir [0, €])?
=P(t>¢)?

Fazendo € — 0 encontramos, por (2.14), que
P(t > 0)? > P(t > 6§) > **+'P(t > 0),

e portanto
P(t > 0) > e 799,
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2.4 Cobertura de um conjunto em R?

Feita a cobertura de um cilindro, partamos para a cobertura de um compacto em R?.
A estratégia, como ficard claro mais a frente, serd particionar o compacto em cubos de tamanho especifico.

Para isso, vamos primeiro estimar as probabilidade de cobertura de um cubo de lado maior que o didmetro
das bolas consideradas. Para isso vamos ver cada cubo como um subconjunto devidamente escolhido de um

cilindro, como o da se¢édo anterior, de modo que possamos nos valer dos resultados obtidos ali
Lema 2.16 Suponha 2r(A) < § e considere o cubo Q com lado s > 6, entio:

IP(Z cobrir Q) < e V(AN (Ae7,0)s (2.15)

P(Z cobrir Q) > Y (AN et (AeAd)(s+9) (2.16)

Demonstragio: Considere primeiro a seguinte mudanga de escala:

s+ as
0 ad
A aA

A= a9\

Para entender qual a agdo de tal mudanga, primeiro denote por =, 0 processo a=y + aA = a(Ex + A) = aZ,

e note que

]P((J,E)\ NB= (Z)) = IP(E)\ Na 1B = @)
e—A\a’IB\

_ —d
— e e Bl

de modo que Z(,) ¢ um processo de bolas de raio ar(A) centradas em pontos de um processo de Poisson de
intensidade a—?|A].

Além disso

P(E(4) cobrir aK) = IP(aZE cobrir aK)
= IP(E cobrir K).

Em particular, como aDS(0) = D%(0), vale que

P(E(q) cobrir Dy’) = P(E cobrir D)),

P(E(,) U{aA — ay; }{ cobrir D*) = P(Z' U {A — y;}¢ cobrir D?).
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Segue que essa mudanga preserva a4, a_ e a probabilidade de = cobrir Q.

Vale também que
(AN = A(ada= )
>\|A|d7167>\|A| — (afdA)d|aA|d7167a_d>\|aA|
_ a—dzAdad(d—l)|A|d—1e—a’d>\ad\A|
_ a—d2ad2a—d)\d|A|d—1e—a’dad/\|A|
— a—d}\d|A|d—1€)\|A|
= aid’Y(Aa >‘)a
de modo que
y(aA,a” N a_(aA,e,a”\ ad)(as)? = —y(A, N)a_(A,e,\,0)s?

v(aA,a” Ny (aA, e,a™\ ad)(as + ad)? = —y(A, Ny (A, e, N, 6)(s + 6)%

Dessa forma, é possivel recuperar as inequagdes acima a partir do resultado para algum cubo de largura s’
fixo. De fato, se Q5 = [—s/2, 5/2]? e a = (2s)~! encontramos que

IP(Z cobrir Q) = P(E(4) cobrir aQs) = P(E(,) cobrir Q1).

Assim, tomemos s = 1/2 e observemos que o cilindro fechado C; pode ser decomposto em 2¢ cubos de lado

1/2, onde cada cubo ¢ coberto por Z(,) com a mesma probabilidade que Q1 .

-

Q'@
Q'@
1
2
1 1 G
2 2
(a) Cilindro em R? (b) Cubos em R?

Figura 2.6: Projecdo do cilindro em R4*! em R, sendo dividido em 2¢ cubos de lado 1/2

Segue do lema que
IP(Z(4) cobrir Cy) > [P(E4) cobrir Q%)]zd,
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2 Recobrimento
e portanto segue do lema anterior que

IP(= cobrir Q) = P(Z(4) cobrir aQy)
= IP(Z(,) cobrir Q%)
<[P(r=1)"
< ef'y(aA,a)\)oz,(aA,e,aid’)\.,aS)Q’d

— o~ (29)"(ANa-(A,eN6)27¢

_ e*'\/(A7A)067 (A,e)\}é)sd
= )

mostrando a primeira desigualdade, (2.15).

Para a segunda desigualdade, em (2.16), escolhemos a = (s + §)~! e notamos que as < ad < 1 e que
as + adé =1, de modo que as = 1 — ad.

Assim aQ; = Qs pode ser visto como um subconjunto de C s, e portanto

IP(Z cobre Q) = P(Z(,) cobre Q)

IN

(E(a) cobre C1_qs)
(t>1-ad)

e—'y(aA,a)\)our(aA,e,ufd)\,aé)(l—aé—&-aé)

P
P

IN

— o 1(ANag (AeN8)(s+8)?

O

Para concluir este capitulo, vamos calcular estimativas para a probabilidade de cobertura de um compacto K&
em RY.

Para isso comecaremos dividindo R? em cubos de tamanho s, maior que o didmetro das bolas do processo.
Feito isso usaremos, mais uma vez, um argumento de independéncia para obter um limite superior para a
probabilidade, e a desigualdade de correlagdo para o limite inferior.

Seja entdo .7, a familia de cubos {s([n1,n1 + 1] X [n4,nqa + 1)) : (n1,...,nq) € Z%}. Ou seja, cubos com lados
de tamanho s, paralelos aos eixos coordenados.

Lema 2.17 Suponha que K seja um compacto em R e sejam ny = #{Q € Fs : Q C K} ems; = #{Q € F; :
QNOK #0}. Se2r(A) < § < s, entdo

P(Z cobrir K) < e~ 7= (s=0)"ns
P(E cobrir K) > e 1o+ (s48) (nstmy)
Demonstracido: Ordena-se os cubos de forma que

{Qi}" ={Q € F: QC K} =Qim
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- A
—A J = \
\
| N~
d N
\
\
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N Y
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Qint /
Q front 5 !
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7

Figura 2.7: Compacto K contido em conjunto de cubos. Cubos em vermelho encontram sua fronteira, en-
quanto cubos em azul estdo inteiramente contidos em seu interior

{Qi}r i ={Q € F, : QNIK # 0} = Qfront

Para cada ();, denote por Ql o cubo concéntrico aquele, com lado s — §, ou seja, QZ C ;. Pela intuicdo
geométrica a seguir e pela equacdo (2.15), temos que os eventos {= cobre Q;} e {= cobre Q,} sdo independentes

Vi#j

Figura 2.8: Cubos em duas dimensées com bolas centradas em pontos do cubo interno

Dessa forma
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2 Recobrimento

P(E cobrir K) < P(ZE cobrir todo Q em Q)
< P(Z cobrir todo Q;,7 € [1,ns] N 7Z)

Ng

= H IP(Z cobrir Q)
i=1

< e~va—(s=8)"n,

Note que K C U**"(Q;, entéo, pela desigualdade de correlagéo e pelo lema segue que:

P(= cobrir K) > IP(E cobrir todo Q;, parai € [1,ns + ms] NZ)

ns+ms

> H P(= cobrir Q;)
i=1
Z e_')’o‘+ (3+6)d("s+m6)

O

Dotados de uma forma de aproximar a probabilidade de recobrimento a partir de uma grade dentro da qual o
compacto de estudo estd inteiramente contido, podemos provar o teorema citado na introdugao desse capitulo.
Isso serd feito ja em termos de Espacamento, dada a conexdo proposta anteriormente e que podemos verificar

nas figuras abaixo:

(a) Bolas em torno de pontos em um compacto, com (b) Bola de mesmo raio que as anteriores, em torno do
destaque para um ponto x ndo coberto ponto x, ndo encontrando os pontos iniciais

Figura 2.9: Intuigdo acerca das defini¢des de Recobrimento e Espagamento
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Capitulo 3

Espacamento

Postos os resultados importantes sobre cobertura de um compacto em R?, estamos prontos para voltar nossa

atencdo ao problema de espacamento maximal.

Para tanto, considere um compacto K C R e tome X1,...,X,, C R? vetores aleatérios uniformemente

distribuidos em K.

E um problema cléssico da estatistica extremal, a tentativa de entender a distribuicdo de quantidades maxi-

mais associadas a tais vetores.

Em uma dimensao, por exemplo, tomando as estatisticas de ordem X ;) < X(3) < --- < X(;,) da amostra
dada, podemos nos perguntar sobre a distribuicdo de X(,,) — X(,_1) ou X(3) — X(1), ou até mesmo sobre a
distribuigao conjunta de X ) — X(x—1), k = 2,...,n.

Em 1939 1évy mostrou em [9] que

lim P(nA, —logn <u)=e"¢ ",

n— oo

enquanto Devroye mostra em [6] que
A, —logn

lim inf 220 — 987 _
loglogn

. nA, —logn
limsup —— =
loglogn
Em dimensdes superiores sdo varias as formas de definir quantidades analogas. Em [5]], por exemplo, os au-
tores estudam a distribuigdo da maior distancia entre pontos do processo. Ou seja, A, = max{|X; — Xj|,i,j =

1,...,n}.

Neste trabalho vamos apresentar uma versdo dos resultados acima proposta por Jason em [8]], onde o espacamento
A, é medido pelo didmetro da maior bola contida em K que ndo contém pontos da amostra.

Nosso objetivo é mostrar que

lim P(nA% —logn < u—(d—1)loglogn —loga) =e~¢ ",

n—oo
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3 Espacamento

d _
liminf e —logn L
loglogn

onde « é uma constante a ser definida, associada a geometria da bola.

3.1 Notacao, Defini¢des e Resultado Principal

Seja =, = {X1, Xa,..., X, } uma amostra aleatéria de pontos em K C R¢. Assuma que |0K| = 0 e, por simpli-

cidade, que |K| = 1. Tomando A como uma bola centrada na origem, entdo Janson [8] define o espagamento

maximal como
A, =sup{r >0:3z cRtalque x +rA C K\E,}.

Ou seja, 0 A,, é proporcional ao raio da maior bola A em K que ndo encontra pontos de =,,.

Defina entdo o Volume Maximal por
Vi, = |ALA]

que assumindo |A| = 1 nos d4 que
Vi, = AL

O termos constant o > 0 vem de (2.1) no capitulo anterior e é dada por

1
aim g [ [ 1DetnIE(e € Conelnun)Ddotan) - du(un)

onde w denota a medida de Haussdorf d — 1 dimensional, n(y) o vetor normal a 9A em y, e = (1,0, --

Cone(n(y;)¢) o cone gerado por (n(y;)¢), como no capitulo anterior.

Lembrando que dw = |Det(n(y;){)|dw(y1) - - - dw(yq) podemos fazer

o= = 1(e € Cone(n(y:))dw(ys, - - ., ya)-

Jason mostra que
I‘(‘“‘l)> , parad >3

mas nés ndo apresentaremos tais calculos.

Posto isso estamos prontos para enunciar o resultado principal deste capitulo.
Teorema 3.1 Seguindo a notagdo acima, se U é uma varidvel aleatéria com P(U < u) = e~ " entio
nV, —logn — (d — 1)loglogn — loga — U

em distribuicdo,
n— 1
lim inf nVa — logn =d—-1gs.
n—oo  loglogn
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3 Espacamento

= d —|— 1 q.s. (3.4)

3.1.1 Estratégia da Prova

O primeiro passo serd relacionar o problema de espacamento com o problema de recobrimento colocado no

capitulo anterior.
Para isso primeiro considere, sem perda de generalidade, que A é a bola aberta de volume unitério, e note

quecomo X; €z + 1A < 2 € X; —rA =X, +rA, e portanto

Ap>r<=dJreKtalquex +rAC K\E,,i=1,...,n
< dreKtalquez+ C Kerdz ¢ X;+rA, i=1,...,n
< dreKtalquezs+ C Kex ¢ U1 X, +TA

Assim, fazendo K, = {x € K : x —rA C K}, temos que

A, > r <= K, ndo é coberto por =,, + rA.

Ou, equivalentemente,
{A, <r}={K, écoberto por E,, + rA}.

Isso relaciona quase diretamente o problema de espagamento com o problema de recobrimento abordado
anteriormente, falta apenas substituir =,, por um processo de Poisson.
Para isso vamos substituir n por {N; };>0, um Processo (temporal) de Poisson com intensidade unitdria.

Isso substituird o processo Binomial Z,, = {1, - , 2, } pelo processo de Poisson =, = {Z1,...,2n,}, em K
de intensidade ¢, nos dando acesso a todos os resultados do capitulo anterior.

Com isso, como N; — oo quando ¢ — oo, 0s resultados acima seriam equivalentes a
N:Vy, —log Ny — (d — 1) loglog Ny — logaw — U

em distribuicgéo,
Nt VNt — IOg Nt

lim inf =d—1qs.

fats log log N, b
¢ NV, log NV,

lim sup — 2 — 08Tt =d+1qs.

t—00 log log N,

Para melhorar um pouco mais as expressoes acima, defina

At) = An, e V(1) = Vv, = A(t)%,

Ny

" — 1qs. e (Jt —1)logt — 0 q.s., podemos ver que as afirmagdes do teorema

e como N; ~ Poisson(t),
equivalem a

tV(t) —logt — (d — 1) loglogt — loga — U (3.5
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3 Espacamento

V() —logt
tV(t) —logt
lim sup (t) — log =d+1qs. (3.7)

De fato, temos que

t
_ (th - 1) log ¢ + (]:ff - 1) (tV (1) — log)
= (Atft — 1) logt + (J\tft — 1) loglogt (W)
e assim, se e sdo vélidas entdo
NV (t) —tV(t) = 0 gs.,

quando t — oo.

Analogamente

N,
log Ny —logt = log Tf —0 g,

N,
loglog N; — loglogt = log <log Tt + log t) —loglogt — 0 gs.,

quando ¢ — oo, mostrando que as equacdes (3.5), e (3.7) implicam nas equagdes (3.2), (3.3) e (3.4).

Colocado isso, note que, como vimos acima, A(t) < r se, e s6 se, K, é coberto por =; + rA. Mas como = + rA
s6 alcanga K, se z € K, podemos estender nosso processo de Poisson para todo o R? e pensar o processo de
Poisson { X;} Y, em K como um subconjunto de um processo de Poisson Z; de intensidade ¢t em R?.

3.1.2 Alguns Lemas Intermediarios

Os célculos envolvidos na prova do teorema principal podem ser tediosos, por isso é interessante lembrarmos
alguns resultados do capitulo passado que nos serdo tteis, ja na forma que nos seréa ttil.

Nos focaremos principalmente no lema[2.17]que nos garante que se 2r(A4) < § < s, entdo
e~ Yo+ (540 (natm.) < P(E cobrir K) < e~1a-(s=8)"ns

ondens; = #{Q € %s: Q C K}em; = #{Q € Fs : QN OIK # 0} e F; = {s([n1,n1 + 1] X [ng,nqg + 1]) :
(n1,...,nq) € Z%} é um reticulado de cubos de lado s.

Lembre também que
vi=7(A4,)\) = /\d|A|d7167A|A|,
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3 Espacamento
ese D = DJ(0) = {x: || < §,(x,v) <0} temos

(A

ar = ar(d v A 0) = 5= oYy

/ 1(v € Cone(n(y;)%))dw
(84)

a_ =a_(Av,\06) = (dAl“H! / I (v € Cone®(n(y;)$))P(Z' U {A — y;}{ cobrir D?)duw,
(04)4

ondeZ' ={Be€Z:0¢ B}.

Aqui precisamos tomar cuidado com alguns pontos importantes. Primeiro que nosso processo pontual possui

intensidade t, com bolas do tipo A centradas nestes pontos. Ou seja, aqui tomaremos = como sendo

E: = :t +7’A

=, ={BeE :0¢ B}.

De modo que
e e (0 (ntma) < p(A(t) < r) = P(E] cobrir K,) < e~ 707",

com
= v(t,r) _ td‘rA|d—1€—t\rA\ _ td,rd(d—l)e—trd’
e
(dlrd(d-1))-1 e

oy (rd, vt o) = (=] cobrir D7) ~/(7-8A)d 1(v € Cone(n(y;)}))dw (3.8

e
a_(rA,v,t,8) = (drdd-)=1 /( y 1(v € Cone®(n(y;){))P(Z;, U {rA — y;}{ cobrir DS)dw, (3.9)

rdA

Agora, para o primeiro resultado, note que queremos

B 1/d
P(tV(t) —logt — (d—1)loglogt —loga < u) =P (A(t) < (logt—i— (d-1) loilogt—&—loga +u) ) ,

o que nos levara a trabalhar com bolas de raio

logt+ (d—1)loglogt + loga +u 1/d
ri=rt) = .
de modo que r — 0 quando ¢t — oo.

Para nos livrarmos dos termos IP(=Z cobrir D?) e P(Z' U {A — y;}{ cobrir D3) nas expressdes de o e a_,
precisaremos que § — 0 quando ¢ — oo. Para isso trabalharemos com § = rf, onde 6 serd uma constante
definida abaixo.

Tudo isso nos leva ao seguinte lema.

Lema 3.2 Se 0 = 3R(A), onde R(A) éoraiode Ae§ = r0, entio oy = ay(trd) e a_ = a_(tr?) nas equacoes (3.8) e
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3 Espacamento

3.9), e

lim oy = lim a- =a.
trd—oo trd—oo

Demonstragdo: Primeiro note que para L C 9A4, temos w(rL) = r? lw(L). Além disso n(ry;) = n(y;) para

todo y; € 0A, de modo que w em rJA é tal que

/ F(n(y)D)do
(roA)d

/ F(n(y) D) Det(n(y) D) dw(y) - - - duwlya)

(roA)d

= pdla—1) / Fn(y)D) [ Det(n(y:)D)|dw(y) - - duw(ya)
(0A)d

=10 [ ()
(04)4

Com isso, obtemos de (3.1) e (3.8) que

(d!rd(d—l))—l
P(ET cobrir D7)
_ (@)~ / -
~ P(Z} cobrir D1?) /) 1(v € Cone(n(y:)1))dw

= a/P(Z} cobrir D).

o (r A 0,1, 70) = /( 0 10 € Comela e

Observe agora que como 7D = rD!?, entao

P(Z} cobrir D}’) = P(D;’ C Uges, (z +rA))
(DY C Ugez, ((z/r) + A))

P
P(DY C Uyez, /r(z + A)).

Mas note que para B C R?
P(Z,/rNB=0)=PE,NrB=0) = I"Bl = ¢~trIBI,
de modo que Z/r é um processo de Poisson com intensidade tr? e
IP(Z7 cobrir DY) = P(Z},.4 cobrir DY)

nos dando que
ai(rA,v,t,r0) = a/P(Z}, cobrir DY) = a (A, v,tr?,0).

Analogamente, temos que

P(Z}, U{rA —y;}¢ cobrir D) = P(Ea, U{A -~ y; }¢ cobrir DY)

—t,r
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3 Espacamento
e a equacdo (3.9) nos da que

a_(rA,v,t,rd) = (d!rd(dfl))fl / 1(v e Coneo(n(yi)f))]P(E;J. U{rd-— yi}‘f cobrir D,’U"")dw
(roA)d

= (a)~! /(aA)d 1(v e Coneo(n(yi)f))]P(E;Td)l U {A — y;}4 cobrir D?)dw

= a,(A,v,trdﬁ).

Para mostrar que o — «, basta mostrar que P(Z}, cobrir DY) — 1, quando tr? — oo.

Para isso faga w = tr? e lembre que, fixando &' > 2r(A) e s > &, 0 lemanos diz que
P(ZL, cobrir DY) > exp(—~(w, 1)ay (A, v, w,d)(s + ) (n, +ms)),

com y(w,1) = wle™™ — 0 quando w — oo.

Z L] —_ . ! z ~
Além disso como P (=, cobrir DJ') é crescente em w, entdo para w > 1 temos

ay (A, v,w,8) = a/P(EL cobrir DY) < Ca,

onde C~* = P(Z! cobrir D?').

Isso nos garante que

: . _ d
lim P(ZL cobrir DY) > lim e~ v+ (0 (natme) — 3
wW—00 wW—00

lim oy (tr?) = a.
trd— oo

(3.10)

Para a convergéncia de o faga novamente w = trd, e tome y, . ..,yq € OAtal que v é especial para {A — yl}‘f

em 0 (isso acontece para w quase toda escolha de yi, . . ., yq, de acordo com o lema|2.3). Com isso, sabemos que

existe 0 < ¢ < R(A) tal que {A — y;}¢ cobre D¢, de modo que

P(Z,; U{A — y;}{ cobrir DY) = P(Z,, ; cobrir DJ\D5).

Tome entdo R := R(A) o raio de A e note que pelo correlagdo positiva dos processos de Poisson, vista em

(L.3),
P(Z), , cobrir D{\D5) > P(=, ; cobrir DY\ D2%)P(Z,, ; cobrir D2™\D5).

Note agora que =/, ; é formada por bolas do tipoz+Acomz € Z,e0 ¢ v+ A (oux ¢ A), de modo que =, ;

1

=
ez,

PP(Z), ; cobrir DY\D[) = P(Z}, cobrir D?\D) > P(Z), cobrir DY) — 1,

quando w — oo.

Para mostrar que
P(Z,; U{A — y;}{ cobrir DY) — 1
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3 Espacamento
quando w — oo, basta mostrar que
IP(Z), ; cobrir D2F\D5) — 1, (3.11)
que faremos a seguir usando um argumento simples de particionamento que pode ser facilmente pulado.
Feito isso, o resultado sai do teorema da convergéncia dominada aplicado a (3.10).

Para mostrar (3.11), primeiro usamos novamente a correlagdo positiva dos processos de Poisson para mostrar
que
P(Z, , cobrir D;F\D5) > P(Z, , cobrir D;\D;)P(Z, | cobrir D\D5).

Seja agora B1(0) a bola de raio 1 centrada na origem e tome B € 9B;(0) N D} uma regido fronteira de B;(0)
com didmetro x < 1, de modo que B esteja também na fronteira de D).

Defina entdo B(a,b) = {rxz : x € B,a < r < b} a regido de D5\ D? delimitada pelas homotetias de B, de

modo que se z € B(a,b), entdo existe y € Bea < r < B tais que z = ry.

Figura 3.1: Parte do disco D\ D, sendo coberta por apenas uma bola do processo Z,, ;.

Tome agora €y < e(1 — k), zg € B(R, R+ €p) e © € eB na fronteira de D5,

Assim x = ey paraalgumy € Bexg = ryp paraalgumys € BeR<r <R+ c€e
|z — xo| = |ey — ryo| < |ey — eyo| + |eyo —ryo| < ex+r—e<ex+ R+¢ —e < R,

de onde concluimos que « € xy + A, e portanto eB C zo + A.

Do mesmo modo, se z € RB C DX entdo
|z — xo| = [Ry — ryo| < Rly —yo| + (r — R)[yo| < Rk + €0 < Ri+ R(1 — k) = R,

mostrando que RB C z + A e, por convexidade, B(e, R) C zg + A.

Segue portanto que

P(=), , cobrir B(e, R)) > P(Z, N B(R, R+ ¢o) # 0) = 1 — ¢ wIBUER+<)
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e assim
IP(Z), ; cobrir B(e, R)) — 1

quando w — oco.

Agora particionando 9B;(0) N D! em N, regides de didmetro no méximo x, temos que
Ny
DI\D; = Bi(e, R),
=1

e por (L.3) temos que

2z

IP(Z!, ; cobrir DF\DS) > [ P(Z), ; cobrir B;(e, R) — 1,
1

?

quando w — oo.

Para mostrar que P(Z), ; cobrir D2®\D[?) — 1 basta particionar D2\ D! em regides D; de didmetro sufici-

entemente pequeno para que D; C zg + A sempre que zy € D;, e repetir o argumento acima.
O

Como comentamos acima, a demonstragdo do resultado principal precisa de um ajuste fino entre as grandezas
que aparecem nas desigualdades do lema J4 sabemos que r depende de t de modo que r — 0 e tr? — oo
quando t — oo. No lema anterior também ja fixamos o valor de 6 = r0 = 3rR(A). Resta agora fixar s (o
tamanho dos cubos que ladrinham o compacto).

A escolha de s tem duas restri¢gdes. A primeira é que s — 0 quando r — 0, pois queremos refinar as parti¢des

F para aproximar k. A segunda é que s > J, por hipétese do lema

Lema 3.3 Tome s = +/r e 6 = r0 como no lema anterior. Assim, se r — 0, entdo mss? = 0, ngs? — le d/s — 0.
Demonstragio: Defina 9, K = {z : d(z,0K) < a} e observe como K é compacto, entdo N,0,K = 0K, de modo
que |0, K| — |0K| =0, quando a — 0.

Além disso se z € 0K, entdo d(z,0K) =r < Cr, para C > 1, e portanto 0K, C d¢c, K.

Assim, se Q € F, e QN IK, # (), e como o didmetro de @ é menor que ds, entdo QQ C Icr4+asK. Logo,
mssd S |8Dr+dsK|-

Analogamente, |K| — |0p,+asK| < |K — OpryasK| < ngs? < |K|.

1/2

Tomando s = r1/2, temos que |0c,1asK| — |0K| = 0, quando r — 0. Assim, mss? — 0 e nys? — |K| = 1.

Vale também 6/s = Dr//r — 0. O

Para concluir essa sessdo, lembremos que o[2.17]do capitulo anterior, nos dé que se 2r(a) < § < s, entdo

e~ Yo+ (s=0) ", < P(E cobrir K) < e=a- (540" (nstms)

Este resultado, somado aos lemas acima, nos dao que
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Lema 3.4 Sejar = r(t) tal que r — 0 e tr¢ — oo quandot — oo, e tome § = 3R(A), § = r0 e s = \/r. Nestas
condigoes, existem y(t,r), a_(tr?) e ay (tr?) tais que

g0+ (5= ns < P(A(t) < r) = P(Z cobrir K,.) < e (5+8) (natms)

Além disso existem ¢y, co > 0 tais que
e T <P(AR) <71) <e 7,

para t suficientemente grande.
Demonstragio: Basta lembrar que A(t) < r se, e s6 se, =] = E; + rA cobre K. Assim o lema nos déa que

e v (40 (ntma) < P(A(H) < 1) = P(Z} cobrir K,) < e (579",

Do lema|[3.2|sabemos que a4 (tr%) — a e a_(tr?) — a quando t — oo.

O lema3.3|nos mostra que quando t — oo, 7 — 0 e

d
(s + 0)4(ng +my) = <1 + i) s%(ng 4+ my) — 1

NG
(s —0)dng = <1 — ) sing — 1.
S
Assim, fixados 0 < ¢z < 1 < ¢, temos que

oy (s —0)Mn, <

a_(s+8)4(ns +my) > ¢

para todo t suficientemente grande, concluindo o resultado. O

3.2 Demonstra¢ao do Teorema Principal

Postos os resultados técnicos necessérios, estamos prontos para a demonstragdo do teorema principal.

Antes de mais nada, lembre que substituimos n € N por um processo de Poisson N; de intensidade 1, nos

levando as seguintes equagdes

P(tV(t) —logt — (d — 1)loglogt —loga < u) — e ¢ (3.12)
lim inf M =d—-1qs.
n—oo  loglogt
tV(t) —logt
lim sup M =d+1qs.

n—s00 loglogt
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Comegando por (3.12), como comentamos antes, temos que

1 —1)logl 1 L/d
P(tV(t) — logt — (d — 1) loglog — loga < u) — P <A(t) < {Og”(d Jloglog? + Ogo‘*“} )

t

e fazendo

logt+ (d — 1)log10gt+loga+u} 1/d

r:r(t)[ ;

trd =logt 4 (d — 1)loglogt + log a + u,
de modo que r — 0 e tr¢ — oo quando ¢ — oo.

Assim, fazendo § = 3rR(A), o lema[3.4nos da que
e—va+(8+6)d(ns+ms) < IP(A(t) <r)= ]p(E: cobrir Kr) < e—'yw(s—é)dns7
enquanto o lema[3.2garante que oy (tr?) — ae a_(tr?) — a e o lema[3.3|nos mostra que (s +8)%(n, +m,) — 1
e (s —d)ins — 1, quando t — oco.
Nos resta estudar apenas o comportamento de (¢, ) = tdpd(d=1=tr",
Para isso note que

'y(t, ’I“) _ t(lf?”d)d_le_(h)g t+(d—1) log log t+log a+u)

B t(t’f'd)d71

~ t(logt)?laev

_ (logt+(d—1)loglogt +loga +u =1 g—u
N logt

)
«

e portanto v — %, concluindo a prova de (3.5) e (3.2).

As provas das equagdes|3.6/e|3.7|seguem das desigualdades apresentadas nos trés préximos lemas:
Lema 3.5 liminf; ,o(tV () —logt)/loglogt > d —1g.s.

Demonstracdo: Tome algum ¢ < d — 1 e defina

tkze\/E

wi = logty + cloglogty
Vi = tkwg_le*‘*”“ = (log ty + cloglogty)¥(logty) ¢ > kld=179)/2
Agora, pelo lema (3.4} para algum ¢, > 0 e k suficientemente grande

—epkld=10)/2

P(th(tk) < wk) <e s
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3 Espacamento
e como a soma em k do lado esquerdo da inequacédo converge, segue do lema de Borel-Cantelli que

P(t,V (tr) < wy infinitas vezes) = 0.

Suponha agora que 5V (t5) > wy e ty—1 <t <t;. Entdo,comol —z <e e
1

VE—VEk—1< —,

vk

entao

ot VEETVE S g (VE VRS T) > 1 — -2
t vk

e como V(t) é decrescente em ¢, dado € > 0

tV(t) — logt > tx—1V (tr) — logty

tr_
> ALy —logty,
123

tk—l(

; log ti, + cloglogty) — log ty,
k

Y

1
(1 — \/E) (logty + cloglogty) — logtx

(VE + clog V)

= cloglogt L
g 108 1k N/
cloglogt — (1 +¢),

Y%

se k é suficientemente grande.

Segue que
tV(t)flogt>C 1+e

loglogt — B loglogt
g.s. para todo ¢ suficientemente grande. E assim

t —
Jim inf () gt
t—00 loglogt

para todo ¢ < d — 1, e o resultado segue. O
Lema 3.6 limsup, . (tV () —logt)/loglogt < d+1g4.s.

Demonstragdo: Como na demonstracdo do lema Tome algum ¢ > d + 1 e sejam tj, wy € ;) cCOMO na
demonstragao anterior. Pelo lema[3.4} para C > oo,

P(tkv(tk) > wk) <1- e TR+ < Vi Oip < Ck(d—l—c)/2
Como ¢ > d + 1, o lado direito é somédvel e segue também que lim sup(tV () — logt)/loglogt < c q.s. -

Lema 3.7 limsup,_, . (tV(t) —logt)/loglogt > liminf, ,. (tV (t) — logt)/loglogt + 2 g.s.
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Demonstracdo: Considere

tV(t) —logt
¢ < liminf ﬁ
loglogt
esejal <b<2.
Defina entdo t;, como
L1/b
tk =e€

wi = logty, + cloglog ty,
como anteriormente.

Seja 1 tal que wy, = tyrd e

log logt
I (1 +b°1g0g°§k) (1 P log k).
k

Note agora que
t];_i'_l _ e(k+1)1/b_k1/b S 14 (k+ 1)1/1; _ /b
k

E como b > 1, temos que f(z) = 2'/* é concava (f”(x) < 0), e portanto f(z +1) — f(z) > f'(x +1) e

t
1;+1 S 14 b Lk 4+ 1)
k

Além disso, como 1 < b < 2, temos que zt /b(x +1) > log para z suficientemente grande, e assim

kl/b t

lht1 ~1/b k
N 4k Wlogh = &
TCESIR B =

> bkt DYl > 14
k

para k suficientemente grande, nos dando t;41 >t} > 5.
Lembrando que =; = {XZ-}{V", observe que Ev, \E¢, ndo depende de Z;, para t < ty.

Se A(ty) > ry, entdo existem pontos z € K,, tais que z + 1A C K\Z;,. Seja Y, um desses pontos se
A(ty) > i, ou qualquer ponto de K, se A(ty) < ry.

Logo Y}, é um ponto aleatério que depende apenas de um E;,, tal que Yy, + r, A C K\E;, se A(tx) > ry.

Seja M, o namero de pontos em (Et;c \Z¢.) N (Y + ripA). Portanto, como M}, é independente de Y}, entdo M,

tem distribuigdo de Poisson com esperanca:

(th — t)|Ya + e A| = (t), — te)rip = (th./te — Dwi
= kY log k(kY" + cb~logk) < logk + 1

Supondo que k seja grande o suficiente,

P(Mjy, =0) > exp(—logk +1) =e 1 /k

> P(M;, = 0) = 0.

k
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Como a distribuigdo de M), depende de B \E¢, et < tri1, as varidveis M, sdo independentes. Pelo lema
de Borel-Cantelli e a somatoria anterior,

P(M;, = 0 infinitas vezes) = 1.

Pela escolha de c temos
tV(t) — logt

¢ < liminf
loglogt

e portanto
trrd = wy, = logty + cloglogty, <tV (ty)
para k suficientemente grande.

Ou seja, A(ty) > 7y, para todo k suficientemente grande, e portanto

P(A(t) > ri e Mg = 0 infinitas vezes) = 1.

Entretando, se A(t;) > 1, e M =0, entdo Y;, + rp A C K\Et%, e para tal k,

A(ty) = Alte) = 7k

Vale assim que
V(1) = trg

= (14 bloglogty/logty)wk
= logty + cloglogty, + bloglogty + be(loglogty)?/ log ty,
> logty, + (b+ c)loglogty, — 1,

para k suficientemente grande.

Assim,
LV (t.) —logt,
lim sup k ( k) gLk

>b
& log log ¢, T

g-s., e seguindo o mesmo argumento dos lemas anteriores mostramos que

tV(t) —logt
lim sup (1) ~logt

>b
t—00 loglogt te

quase certamente, para todo 1 < b < 2 e ¢ < liminf(¢tV (¢) — logt)/loglog?t.

O resultado segue fazendo b 2 e ¢ / liminf(¢tV(t) — logt)/loglog?. O
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Apéndice A

Resultados sobre a Geometria de Bolas

Lema A.1 Duas afirmagoes seguem das definicdes anteriores
1. Para quase toda cole¢do {x;}¢ ,, NL_DA; é um conjunto finito, com A; = A+ x;

2. Para quase toda colecio {x;}3!, N¢_,DA; é um conjunto vazio

) >

Demonstracao:
1. Basta provar para z; num cubo fixo @) suficientemente grande. Seja ()1 um cubo maior, com d(Q, Q
r(A;) + 1 (uma nogdo geométrica semelhante é apresentada na demonstragao do lema2.15). Tome, para

0<e<1, A°={x:d(z,0A) < €} e note que |A¢| < ce para uma constante c € R"

d(Q, Q) > r(A) +1

Q

Q1

(a) Cubos concéntricos de lado diferente em R?

Entao
/.../|ﬂf(Af-)|da:1...dxd=/ /.../I(xeAf,i:1,...,d)da:1...dxddx
Q 1

/ H|Q“ (x — A%)|dx < |Qq|A]* < ce.

Qi j=1

(b) Anel em torno de circunferéncia

Pelo lema de Fatou,
/ / hmlnfe 4 nf (AS9)|dey ... deg < e < oo
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Entretanto, se z € N?0A;, entdo B.(z) C N4(A¢). Portanto
1 1 7
#0n99A; < climinf e 4| N9 (AS)|
e—0

E, assim,

// #ﬂ(liaAidl‘l...diL‘d<OO
Q Q

2. Segue do item anterior.

(a) Circulo em R? e centros possiveis para um segundo
circulo (b) Centros possiveis para um terceiro circulo

¢) Trés esferas em R® d) Centros possiveis para uma quarta esfera
P P q

Figura A.2: Ilustragcdo do argumento do lema: quando o ntimero de convexos é maior que d, o préximo con-
vexo tem apenas um conjunto de pontos de medida zero para seu centro, como é o caso da circun-
feréncia em R? e da superficie da esfera em R?, para que a intersecgdo de suas fronteiras seja ndo
vazia

Defini¢ao A.2 Uma regido R € R é um cone se para todo x € Re a > 0, temos que ax € R.
Dizemos que R é um cone com ponta se R é cone e se dado x € R\{0}, temos que —x ¢ R.

Finalmente, o cone gerado por vetores {n;} C R ¢ dado pela regiio fechada e convexa dada por

k
C=C(ny,...,ng) = Zcmi: ¢ >0,i=1,....k
1
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Lema A.3 C(nq,...,ny) é um cone com ponta se, e so se,
cang+ - +cegng=0,¢,>0,i=1,....k=>¢; =0paratodoi=1,... k.
Em particular, se {n;}} é Li., entdo C é um cone com ponta.

Demonstracgio: (=)

Suponha que existam constantes ¢; > 0, ¢ = 1,..., k, ndo todas nulas, tais que
ciny + -+ cpng = 0.
Neste caso, supondo sem perda de generalidade que ¢; > 0, entdo

C2 Ck
—ny =—ng+---+ —ni €C,
c

1 a
pois ¢; /¢ > 0 paratodo i = 2,..., k. Mas isso contradiz o fato de C ser cone com ponta.
(<)
Tome z € C\{0} e constantes ¢; > 0, i = 1,...,k, tais que

r=ciny+---+cpng.

Suponha que —z € C, e tome constantes d; > 0, i = 1,..., k, tais que

—x =diny + -+ dgng.

Segue que
0= (c1+di)ni + -+ (cx + di)ng,

e portanto ¢; + d; =0 paratodoi =1,... k.

Como ¢;,d; > 0, temos ¢; =d; =0,i=1,...,kex =0, concluindo a demonstragado. O

Lema A4 Sejak > 1. Paraq.tp T = (v1,22,...,7x) € R¥, vale que se v € NFO(A + x;) e n; é normal a A + x; em
x, entdo {n;}% gera um cone com ponta em R%,

Demonstragio: Dados y1,. ..,y € RY, m > 1 defina

m—1
H(yl,...,ym)z{ym—i—Zai(yi—ym): aiER,izl,...,m—l},
1

o menor hiperplano que contém y, . . ., ¥m,. Deste modo, temos que y € H se, se s se, y — y,, for combinacdo

linear de {y; — ym }7" "

A seguir, observe que se n; é normala A + z; em z € (A + z;), entdo n; | © — z;. Se tomarmos n; unitario,

teremos entao n; = x — x;.
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Suponha entdo que existam constantes ¢; > 0, i = 1, ..., k, ndo todas nulas, tais que

ciny + -+ cegng =0,

e suponha sem perda de generalidade quec; >0, i =1,...,mec; =0, j=m+1,.

Segue que
alz—z1)+ - +em@—am) =0,

e fazendo a = >"|" ¢; temos

O[(],‘ - an) - 01(1‘1 - xm) R an—l(an—l - xm)a

de modo que
r€H=H(x,... o, CRL

E importante observar que 1 < dim(H) < min{d, m—1}, e portanto, se dim(H) = | < d, existem {y1,...,y} C
{z1,...,Tm-1} tal que
H(xla"wxm) = H(yl;"'7yl7xm)7
e portanto podemos considerar que m < d+ 1edim(H) =m — 1.
Note agora que parai = 1,...,m, o conjunto A + 2; N H é uma bola m — 1 dimensional de raio 1 em H, com

centroem z; € H.
Assim,se A+ x; N H = A"+ x;onde A’ = AN H, entdo x € NT"O(A’ + ;).

Reduzimos assim o problema ao caso de m bolas em um espaco m — 1 dimensional, e sabemos que L =
{(z1,...,2x) € R¥* : NFO(A" + z;) # 0} tem medida de Lebesgue dk-dimensional nula para todo k > d pelo

lema 2.4} concluindo a demonstragao.
O

Cone(ny, ns)

T

Figura A.3: Cone gerado pelos vetores normais
Lema A.5
1. Para quase todo {x;}%_,,se x € NF_0A;, entdo x € UF_| A;.

2. Para quase todo {z;}7—,, (U1 (A4;))° = U1 A°
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Demonstracao:

1. Sejam n; normais em z. Pelo lema Jv com (v,n;) > 0,7 = 1,...,k. Consequentemente, = + tv ¢
UF A quandot > 0ex ¢ (UF_| A;)°

2. Suponha que = € (U, (4;))°\ U™, (A;)°. Ordenaremos o inidices de forma que = € A; parai € [1,k]NZ,
mas ndo para i > k, entdo x € N¥_;0(4;) ez € (UX_;(A;))°. A afirmagéo segue da demosntragdo do item
anterior.

Defini¢do A.6 Denote por Cone(na, ... ,ny) 0 conjunto {Z’f cin; ¢ > 0}

Lema A.7 Seja k > 1. Para quase toda colegio {x;}%_, é valido que, se v é especial para {A;}%_, em x e n; é normal a

Ajema,i=1,... k entdov € Cone(ny,...,ng).

Demonstragido: Suponha que v ¢ Cone(nq,...,n;). Assim, existe um vetor e tal que (v,e) < 0 e (n;,e) > 0,
i = 1,...,k. Pelo lema assuma que existe um vetor f com (n;, f) > 0, segue que ¢/ = e + ¢f, com
€ > 0 arbitrariamente pequeno, (v,e¢’) < 0e (n;,e’) > 0,7 = 1,...,k. Consequentemente, se § > 0, entdo
x+ 8¢’ ¢ UF_| A; e v ndo é especial em . O

Lema A.8 Seja 1 < k < d — 1. Para quase todo {z;}%_,, 0 conjunto K5 = {v : Ju tq v éespecial para {A;}F_, em x}
tem medida de Lebesgue zero.

Demonstragdo: Seja V, o span linear de todos os vetores epeciais para {A; }*_; em z. Pelo lema Ve <k<d
para todo z.

Seja ¥ um vetor especial em z e seja D (x) C UF_(A;). Suponha que |y — x| < & e que um vetor w arbitrario
seja especial em y. Entdo y € N¥_;A,. Se (v,y — x) > 0, entdo para um ¢ > 0 arbitrariamente pequeno,
r—e(y—x) C Di(x) C (UF_,(4;))° e, como A; é convexo Vi, entdo existe uma vizinhanga de z em UY_, 4;.
Pelo lema[A.5) temos que (y — x,v) < 0. Entdo, para algum n > 0, D}(y) C D}(z) e v é especial em y. Tome
uma colegdo de vetores {e; }_, especiais em x, formando uma vase para V.. A conclusio anterior nos permite
encontrar um § > 0 tal que se [y — z| < d e V, # 0, entdo {e; }321 € V, e, dessa forma, V, C V,,. Se, além disso,
dim(V,) = dim(V,), entdo V, = V,. Portanto, paratodo! =1,...,d — 1, o conjunto {z : dimV, = [} pode ser
coberto por bolas nas quais V, é constante. Logo, existe no méximo um conjunto enumeravel de Espagos V, e

o conjunto de vetores especiais estd incluso na unido de uma cole¢do enumeravel de hiperplanos. O
Lema A.9 Para quase todo conjunto {z;}_,, o conjunto

K¢ = {v : 3,2’ diferentes tais que v é especial para {A;}¢_, em x e em '}
tem medida zero

Demonstragao: Suponha que v seja especial em = e em 2’ e tome y = 2’ — x. Seja n; o normal a A; em x. Como
¥ end A, (ni,y) <Oparai=1,...,d.

* Se (n;,y) = 0Vi, entdo x+ty+en; ¢ A;, quando e > 0. Como x+ty € A; por convexidade, para0 < ¢ < 1,
{x+ty:0<t<1} €nd,0(A;). Portanto, basta aplicar o lema
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* Se (n;,y) < 0 para algum i (escolha esse i igual a 1, SP.G.), tome D (x) C U;(4;). Dessa forma, se € > 0
é pequeno, DY/?(x — ey) C di(z) C UL (A;). Entretanto, z — ey ¢ Az, e x — ey ¢ (4;)%i = 2,...,d pois,

de outra forma, x € (4;)° por convexidade. Como v é especial para {A4;}% , em = — ey. Esse caso segue
do lemal[A.8]

Lema A.10 Sejal > 1. Pra quase todo {x;}$*}, o conjunto

K;={v:3zen’ 04;y¢c mfiﬁlaAi tg (v,x —y) =0}
tem medida de Lebesque nula

Demonstracido: Pelo lema os conjuntos N¢_,9A; e NI/ 1104, sdo, para quase todo conjunto de pontos
2; 97! finitos e disjuntos, dessa forma, K- é a unido de um ndmero finito de hiperplanos O
1 ] perp

Lema A.11 p = P(exitirem d + 1 conjuntos diferentes By, ..., Byy1 € = tais que N{T™1 9B; # 0) =0

Demonstracio: Tome f(By, ..., Bgi1) = [(NYT0B; # ). Pelos lemas e

/
pSEZf(Blv"'aBd-i-l) =

:)\d+1/._./f(A17...Ad+1)dI1~--dxd+l

=0
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