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3 Espaçamento 44
3.1 Notação, Definições e Resultado Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.1.1 Estratégia da Prova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Resumo

Dado um processo pontual Ξ em um compacto K e a bola unitária A, o espaçamento maximal dos pontos
de N pode ser definido como o maior valor de r > 0 para o qual existe uma cópia de rA contida em K sem
intersecção com os pontos de Ξ.
Um exemplo a ser estudado é a distribuição assintótica do espaçamento maximal quando Ξ é formado por n
pontos independentes e identicamente distribuı́dos na região K.

Palavras Chaves: Espaçamento Maximal, Recobrimento, Processo Pontual, Processo de Poisson, Convexos
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Abstract

Given a point process Ξ over a Compact K and the unitary circle A, the Maximal Spacing between points of Ξ
may be defined as the largest value of r > 0 for which there exists a copy of rA in K intersecting no points of
Ξ.
An example to be studied is the asymptotic distribution of the maximal spacing when Ξ a set of n identically
distributed independent points over K.

Keywords: Maximal Spacing, Covering, Point Process, Poisson Process, Convex Sets
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Introdução

Consideremos o seguinte problema: dado um intervalo I em R e um conjunto de pontos {x1, x2, . . . xn} ⊂ I,
como definir o espaçamento maximal nesse intervalo? Podemos simplesmente tomar {x(1), x(2), . . . , x(n)} uma
ordenação desses pontos e tomar o maior intervalo entre esses, em outras palavras ∆n = max{xi − xi−1}. O
nosso problema passar a ser levar essa definição para maiores dimensões. Um método formulado por Janson
em [8] é considerar um compacto K em Rd e um conjunto Ξn = {x1, x2, . . . , xn} de pontos uniformemente
distribuı́dos sobre K, e tomar o raio que um convexo A centrado em um ponto de x ∈ K pode ter de forma a
não encontrar nenhum ponto do Processo. Ou seja, precisamos encontrar ∆n dado por:

∆n = sup{r : ∃x tq x+ rA ⊂ K\Ξn} (0.1)

Essa função é primeiro definida por Ranneby [12] e Cheng [4] como alternativa à Máxima Verossimilhança e
Deheuvels [5] estuda o caso em que tanto K quanto A são cubos. Este trabalho seguirá os resultados de Janson
em [7] e [8], utilizando a esferaA como um caso particular de convexo por ele analisado. Resultados adicionais
são apresentados por Fraiman em [1] que, além de generalizar a distribuição dos pontos, define um teste de
hipóteses para a convexidade do suporte K.
Provaremos, ao final deste, às três afirmações abaixo:

nVn − log n− (d− 1) log log n− logα→ U

lim inf
n→∞

nVn − log n

log log n
= d− 1 q.s.

lim sup
n→∞

nVn − log n

log log n
= d+ 1 q.s.

Em que U tem distribuição P(U < u) = e−e−u

, Vn = ∆d
n e α é uma constante referente ao formato da esfera,

dada por:

α =
1

d!

(√
πΓ(d2 + 1)

Γ(d+1
2 )

)
, para d ≥ 3

Observando que, se os pontos do processo estão à distância maior que r do centro x da esfera estudada,
então o centro podemos construir uma esfera sobre cada ponto sem que alguma delas toque x, ou seja, po-
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Introdução

demos transformar o problema de encontrar x no problema de encontrar um ponto não coberto pelas esferas
construı́das. Em outras palavras, ao invés de abordarmos diretamente o Máximo Espaçamento, trataremos de
Recobrimento e faremos a conexão usando a seguinte argumentação:

{∆ > r} = {∃x ∈ Rd : |xi − x| > r,∀xi ∈ Ξ}

= {∃x ∈ Rd : x /∈ B(xi, r),∀xi ∈ Ξ}

= {∪xi∈ΞB(xi, r) = ∪xi∈Ξxi − rA não cobre K}

Outro problema que podemos enfrentar e a distribuição de pontos quando o número desses cresce. Subs-
tituiremos, então, o processo uniforme em K por um Processo de Poisson em Rd que, além de preservar
caracterı́sticas locais, nos proporciona observar que os números de pontos para dois ou mais limitados são
independentes.

O trabalho será estruturado da seguinte forma:

No Capı́tulo 1 apresentaremos alguns resultados principais sobre Processos de Poisson, definiremos o Pro-
cesso como processo temporal e pontual, além de conectarmos sua definição com a do Processo Binomial.

No Capı́tulo 2 usaremos bolas centradas nos pontos do processo para cobrirmos uma malha a partir de um
cilindro em Rd, daremos especial atenção a vetores úteis e estruturas importantes de convexos.

O Capı́tulo 3 será voltado à formalização do Espaçamento Maximal e à demonstração das afirmações nas
equações , e . Usaremos a argumentação como base para as trocas entre esses dois capı́tulos.
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Capı́tulo 1

Processos de Poisson

Como comentamos na introdução, nosso objetivo neste trabalho é estudar a distribuição do maior espaço vazio
em um compacto depois de espalharmos pontos aleatoriamente em seu interior. Assim, o primeiro passo no es-
tudo em tal estudo é distribuir os pontos de forma uniforme sobre um limitado K ⊆ Rd. A forma natural de se
fazer isso é fixar n ∈ N e simplesmente tomar uma sequência iid de pontos uniformemente distribuı́das em K.
Tal processo, conhecido como Processo Binomial, impõe, no entanto, dificuldades criadas pelo alta correlação
espacial de sua distribuição. Para resolver esse problema, substituiremos o Processo Binomial pelo chamado
Processo de Poisson, que preserva caracterı́sticas locais com a vantagem de, para dois ou mais subconjuntos
limitados de K, os totais de pontos nestes são independentes.

Começaremos então apresentando o Processo Binomial, recuperando algumas de suas propriedades e ten-
tando motivar a definição do processo de Poisson. Seguiremos então para a construção do processo de Poisson
em Rd, fazendo um parêntese para o caso unidimensional.

Em seguida apresentaremos um pouco da estrutura formal de processos pontuais, e concluiremos com algu-
mas propriedades importantes dos Processos de Poisson.

1.1 O Processo Binomial

O Processo Binomial é o primeiro exemplo simples do que chamamos de um Processo Pontual. Processos pon-
tuais são, por sua vez, uma importante classe de processos estocásticos espaciais, representando modelos es-
tocásticos de espalhamento de pontos em Rd. Podem ser vistos, portanto, como um conjunto Ξ ⊂ Rd aleatório
e discreto (enumerável e sem pontos de acumulação).

Nas próximas sessões definiremos os processos pontuais de modo mais preciso, mas por enquanto esta noção
informal e imprecisa nos será suficiente.

Antes de prosseguir é importante fixar algumas notações e quantidades que permearão este trabalho. Dado
um conjunto discreto Ξ ⊂ Rd e um conjunto B ⊂ Rd denotaremos por ΞB o conjunto Ξ restrito à B. Ou seja,

ΞB = Ξ ∩B.
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1 Processos de Poisson

E denotaremos por N(·) a medida de contagem dada por

N(B) := |Ξ ∩B|,

B ⊂ Rd.

Definição 1.1 Dado W ⊂ Rd e uma função densidade de probabilidade f : W → R+, chamaremos de Processo
Binomial em W de parâmetros n ≥ 1 e f como o conjunto de Ξ = {X1, . . . , Xn} ⊂ Rd, formado por pontos iid de
densidade f .

Caso os pontos Xi tenham distribuição Uniforme em W limitado, o processo será chamado de homogêneo.

O processo Ξ recebe esse nome, pois se

pB := P(Xi ∈ B) =

∫
B∩W

f(x)dx

segue então que N(B) = |Ξ ∩B| tem distribuição binomial de parâmetros n e pB .

No caso de um processo binomial homogêneo, se denotarmos por vd a medida de Lebesgue em Rd, temos

pB =
vd(B ∩W )

vd(W )
.

Espalhando pontos “uniformemente” em Rd

O processo binomial é um exemplo simples de como espalhar pontos independentes em uma região, mas ele
tem ao menos duas limitações importantes. Primeiro ele fixa o número de pontos distribuı́dos no espaço.

O processo binomial é claramente uma resposta à essa pergunta no caso de uma região W limitada. Mas e se
quisermos espalhar pontos em uma região não limitada? Ou mesmo no espaço inteiro?

A resposta para essa pergunta pode ser um pouco mais delicada. Primeiro, não podemos seguir a mesma
ideia de espalhar cada ponto individualmente, uma vez que o conceito de distribuição uniforme em uma
região de volume não finito não faz sentido.

Seria muito difı́cil (se não impossı́vel) distribuir finitos pontos, uma vez que estes certamente ocupariam uma
região limitada do espaço.

Uma ideia possı́vel seria tomar uma sequência de regiões limitadas (retângulos por exemplo) crescendo para
o espaço inteiro. Tomarı́amos então uma sequência de processos binomiais nestas regiões, onde o total de
pontos seria escolhido de modo a manter constante a densidade de pontos em cada região.

Mas o que esperar do limite deste processo?

Esta questão será respondida, ao menos parcialmente, em breve. Mas antes, lembremos de um resultado
básico de variáveis binomiais.

Proposição 1.2 Se {Xn}n∈N é uma sequência de variáveis aleatórias, tais que Xn ∼ Binomial(n, pn), com n · pn → λ

quando n→ ∞, então
Xn

D−→ X, com X ∼ Poisson(λ)
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1 Processos de Poisson

Este mesmo resultado pode ser aplicado à nossa sequência de processos binomiais, e neste caso terı́amos o
seguinte resultado.

Proposição 1.3 Dados λ > 0 e N ∈ N, defina l = (n/λ)
1
d . Seja então Ξn = {Xn

1 , . . . , X
n
n} um processo binomial

Rl = [− l
2 ,

l
2 ]

d. Tome então A ⊆ Rl limitado e defina Nn(A) a cardinalidade de Ξn ∩ A. Nestas condições, Nn(A)

converge em distribuição, quando n → ∞, para uma variável aleatória de Poisson de média λvd(A). Além disso, se
A,B ⊆ Rd são limitados com A ∩ B = ∅, então (Nn(A), Nn(B)) converge em distribuição, quando n → ∞ para um
vetor (N,M) onde N,M são independentes com N ∼ Poisson(λvd(A)) e M ∼ Poisson(λvd(B)).

Demonstração: Sabemos que Nn ∼ Binomial(n, pA(n)), com

pA(n) =
md(A)

vd(Rl)
=
vd(A)

ld
=
λvd(A)

n
,

e a primeira parte do resultado segue diretamente da Proposição 1.2.

Dados agora k,m ∈ N, temos que

P (Nn(A) = k;Nn(B) = m) = P (Nn(A) = k|Nn(B) = m) · P (Nn(B) = m).

Dado que

Nn(B) ∼ Binomial
(
n,
vd(B)

ld

)
= Binomial

(
n,
λvd(B)

n

)
,

precisamos mostrar que P (Nn(A) = k|Nn(B) = m) converge, quando n → ∞ para P (N = k), onde N ∼
Poisson(λvd(A)).

Temos dois modos de fazer isso.

O primeiro consiste em observar que {Nn(B) = m} = {Nn(Rl\B) = n−m}. Além disso, como uma variável
uniforme em Rl, condicionada a estar em C ⊆ Rl, tem distribuição uniforme em C, condicionar à Nn(B) = m

é o mesmo que dizer que existem n−m uniformes em Rl\B, e portanto

(Nn(A)|Nn(B) = m) ∼ Binomial
(
n−m;

vd(A)

vd(Rl\B)

)
.

O resultado segue então da proposição 1.2, se observarmos que

(n−m)
vd(A)

vd(Rl\B)
=

n−m

ld − vd(B)
vd(A) =

n−m

n− λvd(B)
λvd(A) → λvd(A),

quando n→ ∞.

Outro modo é seguir o argumento combinatório, e notar que o evento {(Nn(A) = k;Nn(B) = m} consiste em
distribuir k pontos em A, m pontos em B e n−m− k pontos em Rl\(A ∪B). Como temos(

n

m

)(
n−m

k

)
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1 Processos de Poisson

modos de realizar tal distribuição dos n pontos, temos que

P (Nn(A) = k;Nn(B) = m) =

(
n

m

)(
n−m

k

)(
vd(A)

ld

)k (
vd(B)

ld

)m(
vd(Rl\(A ∪B))

ld

)n−m−k

,

e

P (Nn(B) = m) =

(
n

m

)(
vd(B)

ld

)m(
vd(Rl\B)

ld

)n−m

De modo que

P (Nn(A) = k|Nn(B) = m) =

(
n−m

k

)(
vd(A)

ld

)k (
vd(Rl\B)− vd(A)

ld

)n−m−k (
vd(Rl\B)

ld

)m−n

=

(
n−m

k

)(
vd(A)

vd(Rl\B)

)k (
1− vd(A)

vd(Rl\B)

)n−m−k

,

concluindo a demonstração. □

Os resultados acima, apesar de não definitivos, nos não uma boa ideia do que esperar de um processo pontual
Ξ que represente o pontos distribuı́dos “uniformemente” em Rd. Primeiro, condicionado à haver n pontos de
Ξ em uma região limitadaA ⊂ Rd, devemos recuperar um processo Binomial emA. Segundo, o total de pontos
em cada região limitada deve ter distribuição de Poisson. E em último, mas não menos importante, o total de
pontos em regiões disjuntas deve ser independente.

Com isso estamos prontos para definir e construir o chamado Processo de Poisson.

1.2 Processo de Poisson

São várias as formas de se definir o processo de Poisson encontradas na literatura. Aqui seguiremos o definição
proposta em [10]. Continuaremos ainda com a noção informal de Processo Pontual colocada anteriormente,
deixando a formalização para as próximas sessões.

Definição 1.4 Dada λ : Rd → R+ uma função localmente integrável, diremos que um processo pontual Ξ ⊂ Rd é um
Processo de Poisson com intensidade λ se:

1. para qualquer B ∈ B(Rd) com µ(B) :=
∫
B
λ(x)dx < ∞, N(B) ∼ Poisson(µ(B)). Se µ(B) = 0, então

N(B) = 0;

2. para qualquer n ∈ N e B ⊂ Rd com 0 < µ(B) < ∞. Condicionado a ”N(B) = n”, ΞB é um processo binomial
com n pontos e função de densidade f(ξ) = λ(ξ)/µ(B)

Se λ é constante, o Processo de Poisson é dito homogêneo em Rd.

O número esperado de pontos em um limitado B ⊂ Rd é dado por

E[N(B)] = µ(B),

e por esta razão, µ é conhecida como medida de intensidade do processo. No caso de um processo de Poisson
homogêneo, µ = λvd.
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1 Processos de Poisson

A seguir mostraremos como construir tal processo.

1.2.1 Construindo o Processo de Poisson

Faça Rd =
⋃

n≥1An, ondeAn é limitado. SejamN1, N2, . . . variáveis aleatórias independentes com distribuição
de Poisson de média µ(An).

Para construir o processo Ξ faça o seguinte. Para cada n ≥ 1, sorteie o valor de Nn, e dado Nn = k defina ΞAn

como um processo Binomial de densidade fn(ξ) = λ(ξ)/µ(An) e k pontos em An.

Defina agora
Ξ =

⋃
n≥1

ΞAn
.

Lema 1.5 O processo Ξ construı́do acima é um Processo de Poisson de intensidade λ em Rd. Além disso, se A,B ⊂ Rd

são tais que A ∩B = ∅, então N(A) e N(B) são independentes.

Demonstração: Mostraremos a distribuição de N(A) junto com a independência do processo em conjuntos
disjuntos.

Para isso, note que se A,B são tais que µ(A) < ∞ e µ(B) < ∞, então segue, por construção, que {N(A ∩
An), N(B ∩An);n ≥ 1} são v.a.’s independentes.

Considerando agora que a soma de v.a.’s de Poisson independentes tem distribuição de Poisson, basta mos-
trar que para cada n ≥ 1, N(A ∩ An) e N(B ∩ An) são independentes, com N(A ∩ An) ∼ Poisson(µ(A ∩ An)),
N(B ∩An) ∼ Poisson(µ(B ∩An)).

Supondo então que A,B ⊂ An, com A ∩B = ∅, e fazendo p = µ(A)
µ(An)

e q = µ(B)
µ(An)

temos

P(N(A) = m,N(B) = l) =

∞∑
k=0

P(N(A) = m,N(B) = l|N(An) = k)e−µ(An)
(µ(An))

k

k!

= e−µ(An)
∞∑

k=l+m

(
k

m

)(
k −m

l

)
pmql (1− p− q)

k−m−l (µ(An))
k

k!

= e−µ(An)
µ(A)m

m!

µ(B)l

l!

∞∑
k=l+m

(
1− µ(A) + µ(B)

µ(An)

)k−m−l
(µ(An))

k−m−l

(k −m− l)!

= e−µ(An)
µ(A)m

m!

µ(B)l

l!

∞∑
k=0

(µ(An)− µ(A)− µ(B))
k

k!

= e−µ(A)µ(A)
m

m!
e−µ(B)µ(B)l

l!
,

Precisamos mostrar ainda que ΞA condicionado à N(A) = n é um processo Binomial. Para isso tome B ⊂
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1 Processos de Poisson

A ⊂ Rd, e note que

P(N(A) = n,N(B) = k) = P(N(B) = k,N(A\B) = n− k)

= e−µ(B)µ(B)k

k!
e−µ(A\B)µ(A\B)n−k

(n− k)!

= e−µ(A)µ(B)k(µ(A)− µ(B))n−k 1

k!(n− k)!

= e−µ(A)µ(A)
n

n!

(
n

k

)(
µ(B)

µ(A)

)k (
1− µ(B)

µ(A)

)n−k

,

e portanto

P(N(B) = k|N(A) = n) =

(
n

k

)(
µ(B)

µ(A)

)k (
1− µ(B)

µ(A)

)n−k

,

concluindo a demonstração. □

O resultado acima traz uma propriedade extra, não presente na definição de Processo de Poisson: a inde-
pendência do processo em conjuntos disjuntos. Tal propriedade é, provavelmente, a mais importante das
propriedades do Processo de Poisson, e fundamental para o resto do nosso trabalho. Dada a sua importância,
voltaremos à ela ainda neste capı́tulo, mas para isso precisamos formalizar o que entendemos como Processos
Pontuais, e como caracterizar a distribuição de tais processos.

Antes, no entanto, apresentaremos brevemente o processo de Poisson em uma dimensão.

1.2.2 Processos de Poisson como Processos Temporais

Nesta sessão trataremos rapidamente de um caso particular e importante de processos de Poisson, que é o caso
unidimensional.

Este caso é frequentemente estudado isoladamente e de modo independente aos processos pontuais. Neste
contexto vemos os processos de Poisson apenas como um processo estocástico temporal N(t) crescente, a
valores inteiros. Normalmente utilizado para modelar o total de ocorrências de um certo evento no intervalo
de tempo (0, t].

A definição de Processos de Poisson dada abaixo é comumente encontrada na literatura, e como podemos
ver é inicialmente independente da noção de processos pontuais.

Definição 1.6 Um Processo de Poisson com intensidade λ é um processo temporal N = {N(t) : t ≥ 0} (dizemos que
N(t) corresponde ao número de ocorrências de um evento até o momento t) com espaço de estados Ω = {0, 1, 2, . . .} tal
que:

1. N(0) = 0; e se s < t então N(s) ≤ N(t)

2. P (N(t+ h) = n+m|N(t) = m) =


λh+ o(h) se m = 1,

o(h) se m > 1,

1− λh+ o(h) se m = 0,

3. Se s < t, o número N(t) − N(s) de ocorrências no intervalo (s, t] é independente do número de ocorrências em
[0, s]
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1 Processos de Poisson

Uma maneira de construir um processo com tais propriedades é partir de um processo pontual de Poisson Ξ

em R de intensidade λ > 0 e definir

N(t) = N([0, t]) = #(Ξ ∩ [0, t])

.

A propriedade 1 segue trivialmente da definição de Processo pontual de Poisson, e a propriedade 3 é con-
sequência direta do lema 1.5 acima.

Para a propriedade 2 segue da propriedade 3, fazendo

P(N(t+ h) = n+m|N(t) = m) = P(N(t+ h)−N(t) +N(t) = n+m|N(t) = m) = P(N(t+ h)−N(t) = m),

e observando que N(t+ h)−N(t) = #(Ξ ∩ (t, t+ h]) tem distribuição de Poisson de parâmetro λh.

Um dos principais modos pelo qual podemos explorar a estrutura temporal de um processo de Poisson em 1
dimensão é dado pelo resultado abaixo.

Proposição 1.7 Identificando um processo N(t) com a sequência de tempos de chegada da seguinte forma:

T1 = inf{t > 0 : N(t) ≥ 1}

T2 = inf{t > 0 : N(t) ≥ 2}

e, assim, sucessivamente
Tk = inf{t > 0 : N(t) ≥ k}

e tomamos a sequência {Si}i∈N∗ com

Si = Ti+1 − Ti

Teremos que os Si são iid com S1 ∼ exp(λ)

Observação 1.8 A distribuição de T1 pode ser facilmente encontrada, notando apenas que T1 > t se, e só se, N(t) = 0,
de modo que

P(T1 > t) = P(N(t) = 0) = e−λt.

A demonstração completa é um pouco mais trabalhosa, mas segue o mesmo princı́pio. Ela pode ser encontrada na
bibliografia geral sobre processos de Poisson, e será omitida aqui por simplicidade.

Neste trabalho precisaremos entender também qual a ordem de crescimento de N(t), como exploramos no
seguintes resultado.

Proposição 1.9 Se Ξλ é um processo de Poisson em R e N(t) o processo de contagem associado, então

lim
t→∞

(
N(t)

t
− λ

)
log t = 0,
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1 Processos de Poisson

quase certamente. Em particular

lim
t→∞

N(t)

t
= λ, q.s..

Demonstração: Primeiro note que como N(t) é crescente em t, então para k ≤ t < k + 1 vale que

N(k)

k + 1
log k − λ log(k + 1) <

(
N(t)

t
− λ

)
log t <

N(k + 1)

k
log(k + 1)− λ log k,

e portanto basta mostrarmos o resultado para t ∈ Z.

Agora, pela desilgualdade de Chernoff para Poisson (ver [11]), se log t > ϵ/λ

P

(∣∣∣∣N(t)

t
− λ

∣∣∣∣ log t > ϵ

)
≤ exp

{
− −ϵ2t
2(λ log2 t+ ϵ log t)

}
,

e como 2(λ log2 t+ ϵ log t) <
√
t para t suficientemente grande, temos

P

(∣∣∣∣N(t)

t
− λ

∣∣∣∣ log t > ϵ

)
≤ e−ϵ2

√
t.

O resultado segue diretamente do lema de Borel-Cantelli. □

1.3 Formalizando os Processos Pontuais

Já apresentamos informalmente o que entendemos por Processos Pontuais, e chegamos a construir alguns
exemplos, mas agora chegamos ao limite do que conseguimos fazer sem detalhar melhor essa classe de pro-
cessos.

Para isso seguiremos a formalização apresentada em [2] e [10].

Comecemos então caracterizando o espaço onde vivem tais processos.

Definição 1.10 Um subconjunto X ⊂ Rd é dito localmente finito se X ∩ B é finito para todo B ⊂ Rd limitado. A
famı́lia dos conjuntos localmente finito é denotada por

Nlf = {X ⊂ Rd : X é localmente finito}.

Com isso X ∈ Nlf é simplesmente um conjunto discreto de pontos, finito ou enumerável, e sem pontos de
acumulação.

Para conseguir definir medidas de probabilidade em Nlf precisamos primeiro definir um σ-álgebra ade-
quada. Para começar muniremos Rd com a tradicional σ-álgebra de Borel, denotada por Bd.

Definição 1.11 Tome A1 a famı́lia de conjuntos dada por

A1 = {X ∈ Nlf : |X ∩B| = m},m ∈ N, B ∈ Bd limitado}

e defina
Nlf = σ(A1).
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1 Processos de Poisson

Com isso, estamos prontos para definir os processos pontuais.

Definição 1.12 Um Processo Pontual é um mapa mensurável Ξ de um espação de probabilidade (Ω,F , P ) em (Nlf ,Nlf ).

O processo binomial e o processo de Poisson apresentados anteriormente são exemplos importantes de pro-
cessos pontuais.

A seguir estudaremos como caracterizar a distribuição de processos pontuais. Para tanto começaremos lem-
brando um importante resultado de teoria da medida, cuja demonstração pode ser encontrada em [3].

Primeiro lembremos que uma famı́lia A de subconjuntos de um espaço Ω é chamada de π-sistema se A é
fechada para interseções. Ou seja, se A,B ∈ A, então A ∩B ∈ A.

Lema 1.13 Seja F uma σ-álgebra gerada por um π-sistema A. Se µ1, µ2 são medidas de probabilidade de (Ω,F ) e
µ1 = µ2 em A, então µ1 = µ2 em F .

Munidos deste resultado, estamos prontos para enunciar a primeira forma de caracterizar a distribuições de
um processo pontual.

Lema 1.14 A distribuição de um processo pontual Ξ é determinada pelas distribuições finito dimensionais da sua função
de contagem, i.e. pela distribuição conjunta das variáveis N(B1),. . ., N(Bm), onde B1, . . . , Bm são borelianos limitados
e m ∈ N.

Demonstração: Segue do lema 1.13, observando que

A = {X ∈ Nlf : |XBi | = ni, Bi ∈ Bd limitado , ni ∈ N; i = 1, . . . ,m;m ∈ N}

é um pi-sistema, e que Nlf = σ(A). □

Na definição 1.4 o papel da propriedade 1 era estabelecer a distribuições de uma única variável N(B), en-
quanto a propriedade 2 define a correlação entre diferentes variáveis de contagem. Outra possibilidade, bas-
tante usada na literatura, é usar a independência em regiões disjuntas para estabelecer tais correlações.

A seguir vamos enunciar uma outra maneira de caracterizar medidas de probabilidade em (Nlf ,Nlf ).

Tal maneira, que a princı́pio pode parecer contra-intuitiva, se baseia da ideia de que para saber onde estão
os pontos de um conjunto X ∈ Nlf , basta sabermos onde eles não estão. Tal ideia é caracterizada no seguinte
lema.

Lema 1.15 Se A0 = {X ∈ Nlf : XB = ∅, B boreliano limitado}, então

Nlf = σ(A0).

Demonstração: Primeiro note que, como A0 ⊂ A1, então σ(A0) ⊂ σ(A1) = Nlf .

Para a inclusão reversa, observe que Rd é um espaço métrico separável, e portanto, dado B ∈ Bd limitado,
podemos tomar uma sequência Fn = {An,i ∈ Bd : i = 1, . . . , kn}, n ∈ N de partições de B tais que

• An−1,i ∩ An,j = ∅ ou An,j para todo n ∈ N;
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1 Processos de Poisson

• para quaisquer dois pontos ξ, η ∈ B distintos, existe n0 ∈ N tal que, para todo n ≥ n0, se ξ ∈ An,i então
η /∈ An,i.

Então |XB | = m se, e somente se, existir n0 > 0, com kn0 ≥ m e tal que, ∀n ≥ n0, existe {j1, . . . , jm} ⊂
{1, 2, . . . , kn} para os quais

|X ∩B ∩An,ji | > 0, i = 1, . . . ,m

e
|X ∩ (B\ ∪m

i=1 An,ji)| = 0.

Em outras palavras

{X ∈ Nlf : |XB | = m} =
⋃

n0≥1

⋂
n≥n0

⋃
1≤j1<...<jm≤kn

A(n,m,B, {j1, . . . , jm})

com

A(n,m,B, {j1, . . . , jm}) = ∩m
i=1{|X ∩B ∩An,ji | > 0} ∩ {X ∩ (B\ ∪m

i=1 An,ji) = ∅}

que pertencem a σ(A0)

Consequentemente, {X ∈ Nlf : N(XB) = m} ∈ σ(A0). □

Com isso, concluı́mos que

Teorema 1.16 A distribuição de um processo pontual Ξ é unicamente determinada pelas suas probabilidades de vácuo,

P(Ξ ∩B = ∅),

B ∈ Bd limitado.

Demonstração: Segue diretamente dos lemas 1.15 e 1.13, notando que para A,B ∈ Bd limitados

{Ξ ∩A = ∅} ∩ {Ξ ∩B = ∅} = {Ξ ∩ (A ∪B) = ∅} ∈ A0,

e portanto A0 é um π-sistema. □

Uma importante (e talvez impressionante) consequência deste teorema é que um processo de Poisson de
intensidade λ em Rd pode ser definido como o processo pontual Ξ em Rd tal que

P(Ξ ∩B = ∅) = e−µ(B),

para todo B ∈ Bd limitado, o que é de grande ajuda quando trabalhamos com processos de Poisson.

Para exemplificar, considere Ξi; i = 1, · · · ,m processos de Poisson independentes com medidas de intensi-
dade µi, i = 1, . . . ,m. Neste caso, se

Ξ =

m⋃
i=1

Ξi,

então

P(Ξ ∩B = ∅) = P (Ξi ∩B = ∅); i = 1, . . . ,m) =

m∏
i=1

e−µi(B) = e−
∑

i µi(B),
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1 Processos de Poisson

e portanto Ξ é um processo de Poisson com medida de intensidade
∑

i µi.

Um resultado mais completo sobre caracterizações de processos de Poisson é o seguinte.

Teorema 1.17 Tendo em vista a definição 1.4:

1. X é um processo de poisson com intensidade λ em S se, e somente se, para todo B ⊂ S com µ(B) =
∫
S
λ(x)dx <

∞ e todo F ∈ Nlf

P(XB ∈ F ) =

∞∑
n=0

e−µ(B)

n!

∫
B

· · ·
∫
B

1F ({x1, . . . , xn})
n∏

i=1

λ(xi)dx1 · · · dxn (1.1)

Observação: Se n = 0, a integral é lida como 1F (∅)

2. Se X é um processo de Poisson de intensidade λ, então para funções f : Nlf → [0,∞) e B ⊂ S com µ(B) <∞,

E[f(XB)] =

∞∑
n=0

e−µ(B)

n!

∫
B

· · ·
∫
B

f({x1, . . . xn})
n∏

i=1

λ(xi)dx1 · · · dxn (1.2)

Demonstração:

A demonstração de (1.2) é consequência de (1.1) por prova padrão. De fato, de (1.1) concluı́mos (1.2) para
h simples, e tomando uma sequência (ϕn)n≥1 crescente de funções simples convergindo para h, o resultado
segue diretamente do Teorema da Convergência Monótona.

Nos concentraremos então na demonstração na primeira parte.

Primeiro suponha (1.1) é válida e tome

F = {X ∈ Nlf : A ∩B = ∅},

para B ∈ Bd limitado. Segue que 1F ({x1, . . . , xn}) = 0 para n ≥ 1 e 1F (∅) = 1, e portanto

P(ΞB = ∅) = P(ΞB ∈ F ) = e−µ(B),

e segue do teorema 1.16 que Ξ é um processo de Poisson de intensidade λ.

Reciprocamente, suponha que Ξ é um processo de Poisson de intensidade λ. Sabemos que condicionado à
N(B) = n, ΞB é um processo Binomial com densidade f(ξ) = λ(ξ)/µ(B). Ou seja,

ΞB = {V1, . . . , Vn},

onde V1, . . . , Vn são vetores aleatórios iid com densidade f .
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Segue que

P(XB ∈ F ) =

∞∑
n=0

P(XB ∈ F |N(B) = n)
e−µ(B)µ(B)n

n!

=

∞∑
n=0

P({V1, . . . , Vn} ∈ F )
e−µ(B)µ(B)n

n!

=

∞∑
n=0

e−µ(B)µ(B)n

n!

∫
B

· · ·
∫
B

1F ({x1, . . . , xn})
n∏

i=1

λ(xi)

µ(B)
dx1 · · · dxn

=

∞∑
n=0

e−µ(B)

n!

∫
B

· · ·
∫
B

1F ({x1, . . . , xn})
n∏

i=1

λ(xi)dx1 · · · dxn,

concluindo a prova. □

Seguimos agora para uma generalização do resultado acima. Para isso seja f é uma função mensurável
definida em Rn ×Nlf , e denote por

′∑
Ξ

f(x1, . . . , xn,Ξ)

a soma ∑
{xi}n

1 ⊂Ξ

f(x1, . . . , xn,Ξ),

onde x1, . . . , xn são elementos distintos de Ξ.

Proposição 1.18 (Teorema de Slivnyak-Mecke) Se f é uma função real mensurável positiva definida em Rn ×Nlf ,
então

E

′∑
Ξ

f(x1, . . . , xn,Ξ) =

∫
. . .

∫
E[f(x1, . . . , xn,Ξ ∪ {xi}ni )]

n∏
i=1

λ(xi)dx1 . . . dxn.

Demonstração: — Vamos começar fazendo n = 1 e supondo que a função f(x,Ξ) tem suporte em B ∈ B0(R),
no sentido que

f(x,Ξ) = f(x,Ξ ∩B),

para x ∈ B e f(x,Ξ) = 0 para x /∈ B.

Primeiro observe que, pela proposição 1.17, vale que

E[f(x,Ξ ∪ {x})] =
∞∑

n=0

exp(−µ(B))

n!

∫
B

· · ·
∫
B

f(x, {x1, . . . , xn, x})
n∏

i=1

λ(xi)dxi,

para todo x ∈ R.
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Agora, condicionando ao total de pontos de X em B, encontramos que

E

(∑
x∈Ξ

f(x,Ξ)

)
=

∞∑
n=0

E

(∑
x∈Ξ

f(x,Ξ)
∣∣∣N(B) = n

)
P(N(B) = n)

=

∞∑
n=1

µ(B)n

n!
e−µ(B)E

(
n∑

i=1

f(Xi, {X1, . . . , Xn})

)

=

∞∑
n=1

µ(B)n

n!
e−µ(B)nE [f(Xn, {X1, . . . , Xn})]

=

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
e−µ(B)

∫
B

· · ·
∫
B

f(xn, {x1, . . . , xn})
n∏

i=1

λ(xi)dxi

=

∫
B

( ∞∑
n=1

1

(n− 1)!
e−µ(B)

∫
B

· · ·
∫
B

f(x, {x1, . . . , xn−1, x})
n−1∏
i=1

λ(xi)dxi

)
λ(x)dx

=

∫
B

E[f(x,Ξ ∪ {x})]λ(x)dx

=

∫
R
E[f(x,Ξ ∪ {x})]λ(x)dx

O caso n ≥ 2 segue por indução.

Neste trabalho só trabalharemos com funções de suporte compacto, de modo que não apresentaremos a
demonstração do caso geral. O leitor interessado pode buscar em [10].

□

Para concluir este capı́tulo apresentaremos, sem prova, um importante resultado sobre a coorelação de funções
monótonas em um processo de Poisson.

Comecemos então com uma definição.

Definição 1.19 Uma função real f do Processo de Poisson é crescente se

Ξ′ ⊂ Ξ ⇔ f(Ξ) ≥ f(Ξ′).

Um evento E ∈ F̄ é crescente se sua função indicadora o for.

Proposição 1.20 Se f e g são duas funções mensuráveis, crescrentes e não-negativas de um Processo de Poisson Ξ, então

E
[
f(Ξ)g(Ξ)

]
≥ E

[
f(Ξ)

]
E
[
g(Ξ)

]
(1.3)

Em particular, se E1, E2 ∈ Nlf são crescentes,

P(E1 ∩ E2) ≥ P(E1)P(E2)

O resultado pode ser visto como um análogo do teorema de FKG para variáveis independentes, que diz que
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1 Processos de Poisson

se X, . . . , Xn são independentes e F,G : Rn → R são positivas e crescentes em cada coordenada, então

E[F (X1, . . . , Xn)G(X1, . . . , Xn)] ≥ E[F (X1, . . . , Xn)]E[G(X1, . . . , Xn)].

A demonstração é técnica e não será apresentada aqui. A ideia central é condicionar no total de pontos de
Ξ em conjuntos disjuntos de uma partição B1, . . . , Bn, usar a desigualdade clássica de FKG, e passar o limite
refinando a partição.
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Capı́tulo 2

Recobrimento

Neste capı́tulo estudaremos, ao menos parcialmente, o problema do recobrimento de um compacto K em Rd

por bolas centradas em um processo de Poisson, como proposto em [7].

Para ser mais exato, seja Ξλ um processo de Poisson de intensidade λ > 0 definido em um compacto K ⊂ Rd

e A = Br(A)(0) ⊂ Rd a bola de centro em 0 e raio r(A). Denote por Ξ o ”processo de bolas”dado por

Ξ = Ξλ +A = {x+A : x ∈ Ξλ}.

Por simplicidade nos referiremos ao processo pontual de Poisson e ao processo de bolas Ξ ambos por ”processo
de Poisson”.

Com isso diremos que o compacto V ⊂ K é coberto por Ξ se

V ⊂
⋃
B∈Ξ

B.

A ideia de recobrimento está intrinsecamente ligada à de espaçamento. De fato, se um conjunto de bolas de
raio r centradas nos pontos de um processo Ξλ não cobre K, então alguma bola de mesmo raio e com centro
em algum ponto de K fora da região coberta não encontra nenhum dos pontos do processo.

Este é um capı́tulo bastante técnico, com diversos resultados preliminares necessários ao resultado final deste
trabalho. Só no próximo capı́tulo que daremos algum sentido mais adequado aos resultados apresentados
aqui.

Os resultados que nos interessarão são assintóticos no número de pontos do processo ou, equivalentemente,
em sua intensidade. Mais precisamente, ao final deste capı́tulo seremos capazes de provar que, para K com-
pacto de Rd com fronteira de medida nula e |K| > 0 e uma constante α a ser definida, se r(A) é suficientemente
pequena, então

P(Ξ cobrir K) ≈ e−γα|K|,

onde γ := γ(λ, |A|) = λd|A|d−1e−λ|A|.

Para chegar a tal resultado seguiremos a seguinte estratégia.
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2 Recobrimento

Primeiro estudaremos a probabilidade de recobrimento de um cilindro. Do resultado para o cilindro, tira-
remos uma estimativa para a probabilidade de recobrimento de um retângulo em Rd. O resultado para o
compacto sairá do ladrilhamento de K por retângulos.

2.1 Propriedades Geométricas do Processo de Poisson de Bolas

Para estudar em mais detalhes o problema do recobrimento aleatório de um compacto, será necessário que
lancemos mão de alguns resultados preliminares envolvendo, dentre outras coisas, propriedas geométricas
das uniões e interseções de bolas. Faremos antes uma série de definições que auxiliarão na demonstração do
teorema principal.

Na cortura do cilindro, por exemplo, perguntaremos qual a probabilidade de cobrir um cilindro cilindro até
certa ”altura” t. Isso significará encontrar um ponto x = (x′, t) que pertence às fronteiras de algumas entre as
bolas a cobrir o cilindro, embora não pertença ao interior de nenhuma bola definida pelo processo. Para isso
usaremos um conceito de vetor especial, que nos servirá para orientar tal cobertura.

Definição 2.1 Um vetor v ̸= 0 é dito especial para bolas A1, . . . , An em x se x ∈ ∩n
1∂Ai e Dδ

v(x) ⊂ ∪n
1Ai para algum

δ > 0, onde Dδ
v(x) = {y : |y − x| < δ e ⟨v, y − x⟩ < 0}.

Isto é, v é especial para um conjunto de bolas abertas em um ponto se esse ponto estiver na intersecção das
fronteiras desses abertos e algum semidisco de raio delta, na direção contrária à v a partir do ponto dado,
estiver totalmente contido na união desses abertos.

Este conceito será usado mais adiante para ”orientar” uma cobertura. Isso ficará claro mais adiante, mas
essencialmente perguntaremos se um certo compacto está coberto até um certo ponto, na direção de v.

(a) Semidisco definido pelo seu raio, o vetor de direção
e centro

(b) Representação de ν como vetor especial para A1, A2

em x

Figura 2.1: Intuição geométrica acerca de vetores especiais

Para entender melhor o conceito de vetor especial, precisamos antes de alguns fatos bastante intuitivos sobre
bolas (e na verdade outros convexos) que listaremos abaixo. Para deixar a leitura mais leve, transferimos as
provas de tais resultados para o apêndice.
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Primeiro vamos tentar entender quais são os vetores especiais para um certo e conjunto de bolas em um ponto
x na interseção de suas fronteiras.

Para isso primeiro denote por Cone(n1, . . . , nk) o conjunto {
∑k

1 cini : ci ≥ 0}, que nos referiremos como cone
gerado pelos vetores n1, . . . , nk.

Os lemas abaixo nos dão uma nova maneira de identificar vetores especiais. O primeiro nos diz que vetores
especiais em um ponto x vivem dentro do cone gerado pelas normais às fronteiras das bolas em x. O segundo
nos diz um condição suficiente para garantir que todo vetor em um cone é de fato especial.

Lema 2.2 Seja k ≥ 1. Para quase toda coleção {xi}ki=1 é valido que, se v é especial para {Ai}ki=1 em x e ni é normal a
Ai em x, i = 1, . . . , k, então v ∈ Cone(n1, . . . , nk).

Figura 2.2: Cone gerado pelos vetores normais

Lema 2.3 Sejam {yi}d1 ∈ ∂A linearmente independentes e n(yi) = yi

∥yi∥ o vetor normal à ∂A em yi, i = 1, . . . , d. Nestas
condições, se v ∈ Cone◦((n(yi))

d
1), então v é especial para {A− yi}d1 em 0.

A seguir vamos elencar alguns resultados imporantes sobre os pontos sobre as fonteiras de bolas onde pode-
mos encontrar vetores especiais.

Primeiro alguns resultados sobre bolas.

Lema 2.4 Se A é uma bola em Rd

(i) Para quase toda coleção {xi}di=1, se Ai = A+ xi, então ∩d
i=1∂Ai é um conjunto finito;

(ii) Para quase toda coleção {xi}d+1
i=1 , se Ai = A+ xi, então ∩d+1

i=1 ∂Ai é vazio.
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(a) Cı́rculo em R2 e centros possı́veis para um segundo
cı́rculo (b) Centros possı́veis para um terceiro cı́rculo

(c) Três esferas em R3 (d) Centros possı́veis para uma quarta esfera

Figura 2.3: Ilustração de um argumento o lema acima: quando o número de convexos é maior que d, o próximo
convexo tem apenas um conjunto de pontos de medida zero para seu centro, como é o caso da
circunferência em R2 e da superfı́cie da esfera em R3, para que a intersecção de suas fronteiras seja
não vazia.

Os lemas acima implicam nos seguintes resultados, um pouco menos intuitivos. Para simplificar a leitura, as
demonstrações também foram movidas para o apêndice.

Lema 2.5 Seja 1 ≤ k ≤ d− 1. Para quase todo {xi}ki=1, o conjunto

{v : ∃x tq v é especial para {Ai}ki=1 em x}

tem medida de Lebesgue zero.

Lema 2.6 Para quase todo conjunto {xi}di=1, o conjunto

{ν : ∃x, x′ diferentes tais que ν é especial para {Ai}di=1 em x e em x′}

tem medida de Lebesgue zero.

Lema 2.7 Seja l ≥ 1. Pra quase todo {xi}d+l
i=1, o conjunto

{ν : ∃x ∈ ∩d
i=1∂Ai, y ∈ ∩d+l

i=l+1∂Ai tq ⟨ν, x− y⟩ = 0}

tem medida de Lebesgue nula
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Em resumo, os resultados acima nos permitem mostrar que

Lema 2.8 Para todo v ∈ Rd, vale que

(i) P(∃Bi
d+1
i=1 ∈ Ξ distintos, tais que ∩d+1

1 ∂Bi ̸= ∅) = 0

(ii) p/ k = 1, . . . , d− 1

P(∃{Bi}k1 ∈ Ξ e x : v é especial p/ {Bi}k1 em x) = 0

(iii) P(∃{Bi}d1 ∈ Ξ e x, x′ com x ̸= x′ : v é especial p/ {Bi}d1 ao mesmo tempo em x e em x′) = 0

(iv) P(∃{Bi, B
′
i}d1 ∈ Ξ, {Bi} ≠ {B′

i} e x ̸= x′, ⟨v, x− x′⟩ = 0 : v é especial p/ {Bi}d1 em x e p/ {B′
i}d1 em x′) = 0

Demonstração:

(i) Dados B1, . . . , Bd+1 distintos, defina

fv(B1, . . . , Bd+1) = 1(∩d+1
1 ∂Bi ̸= ∅).

Segue da proposição 1.18 e A.1 que

E

′∑
Ξ

fv(B1, . . . , Bd+1) = E

[∫
Rd

· · ·
∫
Rd

1(∩d+1
1 ∂(xi +A) ̸= ∅)dx1 · · · dxd+1

]
= 0.

(ii) Assumimos B1, . . . , Bk distintos. Seja

fv(B1, . . . , Bk) = 1(∃x tq v é especial para {Bi} em x)

e tomamos a proposição 1.18 e os lemas 2.5 e o Teorema de Fubini para concluir

∫
Rd

E

′∑
Ξ

fv(B1, . . . , Bk)dv =

∫
Rd

E

[∫
Rd

· · ·
∫
Rd

fv(x1 +A, . . . , xd +A)dx1 · · · dxd+1

]
dv = 0

(iii) Se dois dos Bi coincidirem, voltamos ao item anterior. Assim, assumindo B′
is disjuntos, o resultado

segue dos lemas 1.18 e 2.6 a mesma integral

(iv) analogamente, assumimos B′
is disjuntos e utilizamos o lema 2.7

□

2.2 Resultados Intermediários

Vistos alguns resultados geométricos do processo de Poisson de bolas, sigamos para mais algumas definições
e resultados preliminares, necessários durante a prova do resultado princial.

Lema 2.9 Γ : Rd× (∂A)d → (Rd)d definida por Γ(x, y1, . . . , yd) = (x− y1, . . . , x− yd) tem Jacobiano |Det(ni(yi))d1|,
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em que ni(yi) é o normal (unitário) a A em yi, e portanto se w é a medida de Haussdorf d− 1 dimensional, então∫
Rd

∫
(∂A)d

f((x− yi)
d
i=1)|Det(ni(yi))d1|dw(y1) · · · dw(yd)dx =

∫
(Rd)d

f((xi)
d
i=1)dx1 · · · dxd,

para toda função mensurável e integrável f : (Rd)d → R.

Demonstração: Para entender a diferencial de Γ em (x, y1, . . . , yd) tome um vetor (v, u1, . . . , ud) com v ∈ Rd e
ui no plano tangente yi +Hi à ∂A em yi, i = 1, . . . , d. Note que Hi = ni(yi)

⊥.

Assim temos que

Γ(x+ hv, y1 + hu1, . . . , yd + hud)− Γ(x, y1, . . . , yd)

h
= (v − ui, . . . , v − ud).

Considere então o mapa linear Γ∗ : Rd ×H1 × . . .×Hd → (Rd)d dado por

Γ∗(x, z1, . . . , zd) = {x− yi − zi}d1, (y1, . . . , yn estão fixos),

e note que Γ∗ pode ser escrito como a composição Γ3 ◦ (Γ2 × Id) ◦ Γ1, com ni = ni(yi) e:

Γ1 : Rd ×
∏

Hi → Rd ×
∏

Hi, Γ1(x, {zi}) = (x, {x− < x, ni > ni − zi}),

Γ2 : Rd → Rd, Γ2(x) = {< x, ni >}d1,

Γ3 : Rd ×
∏

Hi → (Rd)d, Γ3((αi)
d
1, (zi)

d
1) = {αini + zi}d1

Munindo os hiperplanos Hi com a medida de Haussdorf d − 1 dimensional, w(·) e Rd com a medida de
Lebesgue, que temos denotado por | · |, consguimos ver que Γ1 e Γ3 preservam medida.

De fato, se dµ(x, z1, . . . , zd) = dxdw(z1) · · · dw(zd) então

µ(Γ−1
1 (E × C1 × · · · × Cd)) =

∫
A

∫
H1

· · ·
∫
Hd

d∏
i=1

1{−Ci+x−⟨x,ni⟩ni}(zi)dw(zd) · · · dw(z1)dx

= µ(E × C1 × · · · × Cd).

Para ver que Γ3 preserva medida faça dν(x1, · · · , xd) = dx1 · · · dxd a produto das medidas de Lebesgue em
Rd (ou a medida de Lebesgue em (Rd)d), e considere borelianos em Rd da forma

Ci = {x = αni + zi ∈ Rd : ai ≤ α ≤ bi, zi ∈ Di ⊂ Hi},

i = 1, . . . , d.

Primeiro note que |Ci| = (bi − ai)w(Di) e, além disso,

Γ−1
3 (C1 × · · · × Cd) = {(αi)

d
1, (zi)

d
1) : αi ∈ [ai, bi], zi ∈ Di, i = 1, . . . , d},
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e portanto

µ(Γ−1
3 (C1 × · · · × Cd)) = µ(([a1, b1]× · · · × [ad, bd])×D1 × · · · ×Dd)

=
∏
i

(bi − ai)w(Di)

=
∏
i

|Ci|

= v(C1 × · · · × Cd).

Como as funções Γ1 e Γ3 preservam medida, segue que

|DetΓ∗| = |DetΓ2| = |Det(ni)|.

□

Definição 2.10 Seja A uma bola de raio r(A) centrada na origem em Rd e w̄ a medida dada por

dw̄ = |Det(ni(yi))di=1|dw(y1) . . . dw(yd)

sobre (∂A)d, em que ni(yi) é o normal a ∂A em yi.

Seja Cone(n1, . . . , nk) o cone fechado gerado pelos vetores n1, . . . , nk e seja Coneº(n1, . . . , nk) o seu interior.

Para v ∈ Rd, defina:

βd(A, v) =

∫
∂A

. . .

∫
∂A

1(v ∈ Cone(n1(y1), . . . , nd(yd)))dw̄

e

β0
d(A, v) =

∫
∂A

. . .

∫
∂A

1(v ∈ Coneº(n1(y1), . . . , nd(yd)))dw̄

Definição 2.11 Defina também as seguintes quantidades

α(A, v) = (d!)−1|A|−(d−1)βd(A, v), (2.1)

α0(A, v) = (d!)−1|A|−(d−1)β0
d(A, v),

É interessante observar que para a > 0, a medida w(∂(aA)) = ad−1w(∂A), de modo que

β0
d(aA, v) = a(d−1)dβ0

d(A, v) e βd(aA, v) = a(d−1)dβd(A, v).

Além disso β0
d(A, v) ≤ βd(A, v) ≤ [w(∂A)]d <∞.
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Segue assim

α(aA, v) = (d!)−1|aA|−(d−1)βd(aA, v) = (d!)−1|A|−(d−1)βd(A, v) = α(A, v),

e além disso
α0 ≤ α ≤ w(∂A))d|A|1−d <∞ se r(A)d <∞.

Lema 2.12
βd(A, v) = β0

d(A, v) q.s.

e
α(A, v) = α0(A, v) q.s.

Demonstração: Tome B uma bola em Rd

|B ∩ Cone(n1(y1), . . . , nd(yd))| = |B ∩ Coneº(n1(y1), . . . , nd(yd))|

dessa forma, pelo teorema de Fubini,∫
B

βd(A, v)dv =

∫
∂A

. . .

∫
∂A

∫
B

1(v ∈ Cone(n1(y1), . . . , nd(yd)))dvdw̄

=

∫
∂A

. . .

∫
∂A

|B ∩ Cone(n1(y1), . . . , nd(yd))|dw̄

=

∫
∂A

. . .

∫
∂A

|B ∩ Coneº(n1(y1), . . . , nd(yd))|dw̄

=

∫
B

β0
d(A, ν)dv

Portanto, como B é arbitrário, β = β0 e α = α0 para quase todo v. □

Finalmente, é interessante observar que como a distribuição de Ξ, assim como ∂A são invariantes por rotações,
então βd e α não dependem de v ∈ Rd.

Definição 2.13 Considere Ξ′ = {B ∈ Ξ : 0 /∈ B} com Dδ
v = Dδ

v(0) = {x : |x| < δ, ⟨x, v⟩ < 0} e defina:

β+ = β+
d (A, v, λ, δ) = βd(A, v)/P(Ξ cobrir Dδ

v)

e
β− = β−

d (A, v, λ, δ) =

∫
∂A

. . .

∫
∂A

1(v ∈ Coneº(n1(y1), . . . , nd(yd)))

× P(Ξ′ ∪ {A− yi}d1 cobrir Dδ
v)dw̄

Supondo que A não tenha interior vazio e, assim, que β+ e β− não sejam nulos, definamos:

α+ = α+(A, v, λ, δ) = (d!|A|d−1)−1β+(A, v), (2.2)

α−(A, v, λ, δ) = (d!|A|d−1)−1β−(A, v) (2.3)
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e
γ(A, λ) = λd|A|d−1e−λ|A| (2.4)

Para finalizar essa seção, note que se trocarmos A por aA e δ por aδ encontramos que

P(Ξλ + aA cobrir Daδ
v ) = P(

1

a
Ξλ +A cobre Dδ

v).

Além disso
P(

1

a
Ξλ ∩B = ∅) = P(Ξλ ∩ aB = ∅) = e−λad|B|,

de modo que 1
aΞλ é um processo de Poisson de intensidade adλ.

Isso nos mostra que

α+(aA, v, λ, aδ) = α(aA, v)/P(Ξλ + aA cobrir Daδ
v ) = α(A, v)/P(

1

a
Ξλ +A cobrir Dδ

v) = α+(A, v, a
dλ, δ).

Analogamente
α−(aA, v, λ, aδ) = α+(A, v, a

dλ, δ).

2.3 Recobrimento de um cilindro

A seguir vamos estimar a probabilidade de cobertura de um retângulo do tipo [0, t] × [0, 1]d−1 pelo processo
Ξ. Para simplicar o argumento vamos identificar quase todos os lados deste retângulo, e trabalharemos com o
cilindro [0, t]× T d−1, onde T d−1 é o toro d− 1 dimensional.

Assim, para os resultados que seguem, Ξ denotará o Processo de Poisson em R × T d−1 com intensidade λ
e Ct o cilindro [0, t) × T d−1 para algum t ≥ 0. Também assumimos e = (1, 0, . . . , 0), e abusando da notação,
denotaremos por ∪Ξ = ∪B∈ΞB.

Defina
τ = τ(Ξ) = inf{s ≥ 0 : (s, x′) /∈ ∪Ξ},

ou seja, τ ≥ t⇔ Ξ cobre Ct.

Lema 2.14 Suponha que

2r(A) < δ <
1

2

então a distribuição de τ é, exceto pela massa pontual em zero, absolutamente contı́nua com f.d.p ϕ(t) satisfazendo:

γ(A, λ)α−(A, e, λ, δ)P (τ ≥ t) ≤ ϕ(t) ≤ γ(A, λ)α+(A, e, λ, δ)P (τ ≥ t), t > 0

Demonstração: Suponha A aberto.

Como T d−1 é compacto, temos que τ = t se, e só se, Ct é coberto por Ξ, mas existe um ponto x = (t, x′) não
coberto pelo processo.

Sejam B1, . . . , Bk ∈ Ξ os conjuntos de Ξ cujo fecho contenha x.
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Seque que x ∈ ∩k
i=1∂Bi e, se t > 0 então existe algum ϵ > 0 tal que Dϵ

e(x) ⊂ ∪iBi, de modo que e é especial
para B1, . . . , Bk em x.

Agora o lema 2.8 nos permite ignorar a possibilidade de k > d (porque a probabilidade de a intersecção das
fronteiras ser não vazia é 0), e de k < d (a probabilidade de e ser especial é 0 neste caso), e considerar que
k = d.

Deste modo
τ = t⇔ ∃x = (t, x′) e conjuntos B1, . . . , Bd ∈ Ξ : x ∈ ∩d

i=1∂Bi

e e é especial para B1, . . . , Bd em x, x /∈ ∪Ξ

e Ξ cobre Ct

Note que, também pelo lema 2.8, x e B1, . . . , Bd são únicos (a menos de reordenação {Bi}).

Dada então uma função g positiva e mensurável em [0,∞) com g(0) = 0, defina:

ψ(B1, . . . , Bd,Ξ) =


g(t) · 1(Ξ cobre Ct e x /∈ ∪Ξ),

se ∃x = (t, x′) tq x ∈ ∩d
i=1∂Bi

e e é especial para {Bi} em x, t > 0

0, caso contrário

.

Figura 2.4: Cilindro de altura t, coberto pelo processo Ξ. Destaque para vetor especial

Então
′∑
Ξ

ψ(B1, . . . , Bd,Ξ) = d!g(τ) q.s.,

onde o termo d! apenas conta as permutações de {Bi}d1 na soma.
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Logo, pelo lema 1.18,

d!E[g(τ)] =

∫
· · ·
∫
Eψ(A+ x1, . . . , A+ xd,Ξ ∪ {A+ xi}d1)λddx1 . . . dxd. (2.5)

E fazendo
Ψd(A) =

∫
. . .

∫
Eψ(A+ x1, . . . , A+ xd,Ξ ∪ {A+ xi}d1)dx1, . . . , dxd (2.6)

podemos reescrever a equação (2.5) como:

E[g(τ)] = (d!)−1λdΨd(A). (2.7)

Agora, pela definição deψ, o integrando de (2.6) é nulo a menos que exista x ∈ R×T d−1 e yi ∈ ∂A, i = 1, . . . , d,
tal que x = xi + yi.

Assim, fazendo a mudança de variáveis xi = x− yi, o lema 2.9 nos permite dizer que

Ψd(A) =

∫ ∞

0

∫
Td−1

∫
∂A

. . .

∫
∂A

E[g(t)1(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct e x /∈ ∪Ξ]

× 1(e é especial para {A+ x− yi}d1 em x))dw̄dx′dt

(2.8)

com x = (t, x′) e w̄ como definido na secção 2.2.

Para reescrever (2.8) de modo mais adequado, primeiro note que

E[g(t)1(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct e x /∈ ∪Ξ)] = g(t) P(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct e x /∈ ∪Ξ),

e que se e é especial para {A+ x− yi}d1 em x, então e é especial para {A− yi}d1 em 0 ∈ Rd.

Posto isso, defina

Φd(x,A) =

∫
∂A

. . .

∫
∂A

P(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct e x /∈ ∪Ξ)1(e é especial para {A− yi}d1 em 0)dw̄.

Agora, o lema 2.2 nos garante que se e é especial para {A− yi}d1 em 0, então e ∈ Cone(n(yi)
d
1). Além disso o

lema 2.3 nos diz que para w̄-quase toda escolha de {yi}d1, se e ∈ Cone◦(n(yi)
d
1), então e é especial para {A−yi}d1

em 0. (para w̄-quase toda escolha de {yi}d1 ∈ ∂A temos Det(n(yi))d1 ̸= 0, o que garante que {yi}d1 são li).

Isso nos permite reescrever a Φd(x,A) como

Φd(x,A) =

∫
∂A

. . .

∫
∂A

P(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct e x /∈ ∪Ξ)1(e ∈ Cone(n(yi)
d
1)))dw̄. (2.9)

Como Ξ é invariante por translações por (0, x′), essa função independe de x′ e portanto podemos escrever

Φd(x,A) = Φd(t, A).
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Dessa forma
Ψd(A) =

∫ ∞

0

∫
Td−1

g(t)Φd(t, A)dx
′dt

=

∫ ∞

0

g(t)Φd(t, A)dt.

e pela equação (2.7)

E[g(τ)] =
λd

d!

∫ ∞

0

g(t)Φd(t, A)dt.

Como g é arbitrária com g(0) = 0, podemos dizer que τ é absolutamente contı́nua em τ > 0 com densidade

ϕ(t) =
λd

d!
Φd(t, A). (2.10)

Para estimar ϕ, fixamos x e y1, . . . , yd de forma que e seja especial para {A− yi} em 0, e restrinjamos Ξ para

Ξ′
x := {A+ y ∈ Ξ : x /∈ (A+ y)}.

Note que como A é um bola centrada na origem, temos A = −A e portanto vale que

y +A ∈ Ξ′
x ⇔ x /∈ y +A⇔ y /∈ x+A.

Segue que Ξ′
x é formado de bolas com centro em Ξx

λ := Ξλ ∩ (x+ A)c, que é apenas um processo de Poisson
em (x+A)c.

A distribuição de Ξ′
x é, portanto, a distribuição condicional de Ξ dado que x /∈ ∪Ξ, com

P(x /∈ ∪Ξ) = P(Ξ ∩ (x+A) = ∅) = e−λ|A|.

Segue que

P(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct e x /∈ ∪Ξ) = P(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct|x /∈ ∪Ξ) · P(x /∈ ∪Ξ)

= P(Ξ′
x ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct) · e−λ|A|

(2.11)

Definindo D = Dδ
e(x) em Rd, E = Ct\D e denotando Ξ′

x ∪ {A + x − yi} por Ξ∗, temos que Ξ∗ cobre Ct se, e
só se, Ξ∗

i cobre D e E.

Agora, como os eventos {Ξ∗ cobrir E} e {Ξ∗ cobrir D} são crescentes, segue da desigualdade de correlação
dada no lema 1.20 que

P(Ξ∗ cobrir Ct) ≥ P(Ξ∗ cobrir E ∩ Ξ∗ cobrir D)

≥ P(Ξ∗ cobrir E) · P(Ξ∗ cobrir D).

Entretanto, como 2r(A) < δ, se y ∈ (A+ x− yi) ∩ Ct então |y − x| < 2r(A) < δ, e portanto

∪d
i=1A+ x− yi ⊂ D,
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e assim
Ξ∗ cobre E ⇐⇒ Ξ′

x cobre E.

Da mesma forma se y′ ∈ y + A ∈ Ξi\Ξ′
x, então y ∈ A + x e |y′ − x| ≤ |y′ − y| + |y − x| < 2r(A). Segue que

y +A ⊂ D, o que nos mostra que
Ξ′
x cobre E ⇐⇒ Ξ cobre E,

de onde concluı́mos que
Ξ∗ cobre E ⇔ Ξ′

x cobre E ⇔ Ξ cobre E

Dessa forma,
P(Ξ∗ cobrir Ct) ≥ P(Ξ cobrir E)P(Ξ∗ cobrir D)

≥ P(Ξ cobrir Ct)P(Ξ
∗ cobrir D)

Analogamente
P(Ξ cobrir Ct) ≥ P(Ξ cobrir E)P(Ξ cobrir D)

= P(Ξ∗ cobrir E)P(Ξ cobrir D)

≥ P(Ξ∗ cobrir Ct)P (Ξ cobrir D)

Segue que

P(Ξ cobrir Ct)P (Ξ
∗ cobrir D) ≤ P(Ξ∗ cobrir Ct) ≤ P(Ξ cobrir Ct)/P (Ξ cobrir D),

e como P(Ξ cobre Ct) = P(τ ≥ t),

P(τ ≥ t)P (Ξ∗ cobrir D) ≤ P(Ξ∗ cobrir Ct) ≤ P(τ ≥ t)/P (Ξ cobrir D).

Pela invariância de translação, podemos fazer x = 0 nas equações acima. Assim, fazendo Ξ′ = Ξ′
0 = {B ∈ Ξ :

0 /∈ B} e Dδ
e = Dδ

e(0) temos

P(τ ≥ t) · P(Ξ′ ∪ {A− yi}d1 cobrir Dδ
e) ≤ P(Ξ′

x ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct) ≤ P(τ ≥ t)/P(Ξ cobrir Dδ
e),

ou ainda, por (2.11)

P(τ ≥ t) · P(Ξ′ ∪ {A− yi}d1 cobrir Dδ
e)e

−λ|A| ≤ P(Ξ ∪ {A+ x− yi}d1 cobrir Ct, x /∈ ∪Ξ)

≤ (P(τ ≥ t)/P(Ξ cobrir Dδ
e))e

−λ|A|.
(2.12)

Assim, pelas equações (2.9), (2.11) e (2.12),

Φd(t, A) ≤
∫
∂A

. . .

∫
∂A

P(τ ≥ t)P(Ξ cobrir Dδ
e)

−1e−λ|A|1(e ∈ Cone(ni(yi))
d
i=1)dw̄

= e−λ|A|β+
d (A, e)P(τ ≥ t)

e, analogamente,
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Φd(t, A) ≥ e−λ|A|β−
d (A, e)P(τ ≥ t)

Das definições de α+, α− e γ (equações (2.2),(2.3),(2.4)), temos que

λde−λ|A|

d!
β±(A, e) = λd|A|d−1e−λ|A| 1

d!|A|d−1
β±(A, e) = γ(A, λ)α±(A, e, λ, δ)

Segue da equação (2.10) que

γ(A, λ)α−(A, e, λ, δ)P (τ ≥ t) ≤ ϕ(t) ≤ γ(A, λ)α+(A, e, λ, δ)P (τ ≥ t), t > 0,

concluı́ndo a demonstração.

□

Lema 2.15 Se 2r(A) < δ < 1/2, então

P(τ ≥ t) ≤ e−γα−t (2.13)

e
P(τ ≥ t) ≥ e−γα+tP(τ > 0) ≥ e−γα+(t+δ)

Demonstração: Tome t > 0 e note que, pelo lema anterior,

d

dt
(P(τ ≥ t)eγα−t) = −ϕ(t)eγα−t + γα−P(τ ≥ t)eγα−t = (−ϕ(t) + γα−P(τ ≥ t))eγα−t ≤ 0

Assim, P (τ ≥ t)eγα−t é decrescente para t > 0 e

P(τ ≥ t)eγα−t ≤ lim
s→0

P (τ ≥ s)eγαs = P (τ > 0) ≤ 1,

mostrando (2.13).

Analogamente, P (τ ≥ t)eγα+t ≥ P (τ > 0) e

P(τ ≥ t) ≥ e−γα+tP(τ > 0). (2.14)

Falta mostrar que
e−γα+tP(τ > 0) ≥ e−γα+(t+δ),

ou ainda que
P(τ > 0) ≥ e−γα+δ

Para isso observe que como 2r(A) < δ, para ϵ > 0 a cobertura ou não de [0, ϵ) × T d−1 depende apenas nas
bolas com centro em

[−r(A), ϵ+ r(A)) ⊂ (−δ/2, ϵ+ δ/2)× T d−1.
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Analogamente, a cobertura de [δ + ϵ, δ + 2ϵ)× T d−1 depende apenas de bolas com centro em

[δ + ϵ− r(A), δ + 2ϵ+ r(A)) ⊂ (δ/2 + ϵ, 2ϵ+ 3δ/2)× T d−1.

Assim {Ξ cobre [0, ϵ)× T d−1} e {Ξ cobre [δ + ϵ, δ + 2ϵ)× T d−1} são independentes com

P({Ξ cobre [0, ϵ)× T d−1}) = P({Ξ cobre [δ + ϵ, δ + 2ϵ)× T d−1) = P(τ ≥ ϵ).

Figura 2.5: Representação de duas regiões do cilindro que distam δ. Note que os convexos que cobrem a região
em vermelho não são os mesmos que cobrem a região em azul

Assim, como
{τ ≥ δ + 2ϵ} ⊂ {Ξ cobre [0, ϵ)× T d−1} ∩ {Ξ cobre [δ + ϵ, δ + 2ϵ)× T d−1}

temos que
P(τ ≥ δ + 2ϵ) ≤ P(Ξ cobrir [0, ϵ) · P(Ξ cobrir [δ + ϵ, δ + 2ϵ))

≤ P(Ξ cobrir [0, ϵ])2

= P(τ ≥ ϵ)2

Fazendo ϵ→ 0 encontramos, por (2.14), que

P(τ > 0)2 ≥ P(τ > δ) ≥ eγα+tP(τ > 0),

e portanto
P(τ > 0) ≥ e−γα+δ.

□
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2.4 Cobertura de um conjunto em Rd

Feita a cobertura de um cilindro, partamos para a cobertura de um compacto em Rd.

A estratégia, como ficará claro mais à frente, será particionar o compacto em cubos de tamanho especı́fico.

Para isso, vamos primeiro estimar as probabilidade de cobertura de um cubo de lado maior que o diâmetro
das bolas consideradas. Para isso vamos ver cada cubo como um subconjunto devidamente escolhido de um
cilindro, como o da seção anterior, de modo que possamos nos valer dos resultados obtidos ali

Lema 2.16 Suponha 2r(A) < δ e considere o cubo Q com lado s > δ, então:

P(Ξ cobrir Q) ≤ e−γ(A,λ)α−(A,e,λ,δ)sd (2.15)

e
P(Ξ cobrir Q) ≥ e−γ(A,λ)α+(A,e,λ,δ)(s+δ)d (2.16)

Demonstração: Considere primeiro a seguinte mudança de escala:

s 7→ as

δ 7→ aδ

A 7→ aA

λ 7→ a−dλ.

Para entender qual a ação de tal mudança, primeiro denote por Ξ(a) o processo aΞλ + aA = a(Ξλ +A) = aΞ,
e note que

P(aΞλ ∩B = ∅) = P(Ξλ ∩ a−1B = ∅)

= e−λ|a−1B|

= e−λa−d|B|,

de modo que Ξ(a) é um processo de bolas de raio ar(A) centradas em pontos de um processo de Poisson de
intensidade a−d|A|.

Além disso

P(Ξ(a) cobrir aK) = P(aΞ cobrir aK)

= P(Ξ cobrir K).

Em particular, como aDδ
v(0) = Daδ

v (0), vale que

P(Ξ(a) cobrir Daδ
v ) = P(Ξ cobrir Dδ

v),

e
P(Ξ′

(a) ∪ {aA− ayi}d1 cobrir Daδ
v ) = P(Ξ′ ∪ {A− yi}d1 cobrir Dδ

v).
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Segue que essa mudança preserva α+, α− e a probabilidade de Ξ cobrir Q.

Vale também que
γ(A, λ) 7→ γ(aA, a−dλ)

λ|A|d−1e−λ|A| 7→ (a−dλ)d|aA|d−1e−a−dλ|aA|

= a−d2

λdad(d−1)|A|d−1e−a−dλad|A|

= a−d2

ad
2

a−dλd|A|d−1e−a−dadλ|A|

= a−dλd|A|d−1eλ|A|

= a−dγ(A, λ),

de modo que
γ(aA, a−dλ)α−(aA, e, a

−dλ, aδ)(as)d = −γ(A, λ)α−(A, e, λ, δ)s
d

e
γ(aA, a−dλ)α+(aA, e, a

−dλ, aδ)(as+ aδ)d = −γ(A, λ)α+(A, e, λ, δ)(s+ δ)d.

Dessa forma, é possı́vel recuperar as inequações acima a partir do resultado para algum cubo de largura s′

fixo. De fato, se Qs = [−s/2, s/2]d e a = (2s)−1 encontramos que

P(Ξ cobrir Qs) = P(Ξ(a) cobrir aQs) = P(Ξ(a) cobrir Q 1
2
).

Assim, tomemos s = 1/2 e observemos que o cilindro fechado C̄1 pode ser decomposto em 2d cubos de lado
1/2, onde cada cubo é coberto por Ξ(a) com a mesma probabilidade que Q 1

2
.

(a) Cilindro em R3 (b) Cubos em R2

Figura 2.6: Projeção do cilindro em Rd+1 em Rd, sendo dividido em 2d cubos de lado 1/2

Segue do lema 1.20 que
P(Ξ(a) cobrir C̄1) ≥ [P(Ξ(a) cobrir Q 1

2
)]2

d

,
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2 Recobrimento

e portanto segue do lema anterior que

P(Ξ cobrir Qs) = P(Ξ(a) cobrir aQs)

= P(Ξ(a) cobrir Q 1
2
)

≤ [P(τ ≥ 1)]2
−d

≤ e−γ(aA,aλ)α−(aA,e,a−dλ,aδ)2−d

= e−(2s)dγ(A,λ)α−(A,e,λ,δ)2−d

= e−γ(A,λ)α−(A,e,λ,δ)sd ,

mostrando a primeira desigualdade, (2.15).

Para a segunda desigualdade, em (2.16), escolhemos a = (s + δ)−1 e notamos que as < aδ < 1 e que
as+ aδ = 1, de modo que as = 1− aδ.

Assim aQs = Qas pode ser visto como um subconjunto de C̄1−aδ , e portanto

P(Ξ cobre Qs) = P(Ξ(a) cobre Qas)

≤ P(Ξ(a) cobre C̄1−aδ)

= P(τ ≥ 1− aδ)

≤ e−γ(aA,aλ)α+(aA,e,a−dλ,aδ)(1−aδ+aδ)

= e−γ(A,λ)α+(A,e,λ,δ)(s+δ)d .

□

Para concluir este capı́tulo, vamos calcular estimativas para a probabilidade de cobertura de um compacto K
em Rd.

Para isso começaremos dividindo Rd em cubos de tamanho s, maior que o diâmetro das bolas do processo.
Feito isso usaremos, mais uma vez, um argumento de independência para obter um limite superior para a
probabilidade, e a desigualdade de correlação 1.20 para o limite inferior.

Seja então Fs a famı́lia de cubos {s([n1, n1 + 1]× [nd, nd + 1]) : (n1, . . . , nd) ∈ Zd}. Ou seja, cubos com lados
de tamanho s, paralelos aos eixos coordenados.

Lema 2.17 Suponha que K seja um compacto em Rd e sejam ns = #{Q ∈ Fs : Q ⊂ K} e ms = #{Q ∈ Fs :

Q ∩ ∂K ̸= ∅}. Se 2r(A) < δ < s, então

P (Ξ cobrir K) ≤ e−γα−(s−δ)dns

P (Ξ cobrir K) ≥ e−γα+(s+δ)d(ns+ms)

Demonstração: Ordena-se os cubos de forma que

{Qi}ns
1 = {Q ∈ Fs : Q ⊂ K} = Qint
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2 Recobrimento

Figura 2.7: Compacto K contido em conjunto de cubos. Cubos em vermelho encontram sua fronteira, en-
quanto cubos em azul estão inteiramente contidos em seu interior

e
{Qi}ns+ms

ns+1 = {Q ∈ Fs : Q ∩ ∂K ̸= ∅} = Qfront

Para cada Qi, denote por Q̃i o cubo concêntrico àquele, com lado s − δ, ou seja, Q̃i ⊂ Qi. Pela intuição
geométrica a seguir e pela equação (2.15), temos que os eventos {Ξ cobre Q̃i} e {Ξ cobre Q̃j} são independentes
∀i ̸= j

Figura 2.8: Cubos em duas dimensões com bolas centradas em pontos do cubo interno

Dessa forma
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2 Recobrimento

P(Ξ cobrir K) ≤ P(Ξ cobrir todo Q em Qint)

≤ P(Ξ cobrir todo Q̃i, i ∈ [1, ns] ∩ Z)

=

ns∏
i=1

P(Ξ cobrir Q̃i)

≤ e−γα−(s−δ)dns

Note que K ⊂ ∪ns+ms
1 Qi, então, pela desigualdade de correlação e pelo lema 1.20, segue que:

P(Ξ cobrir K) ≥ P(Ξ cobrir todo Qi, para i ∈ [1, ns +ms] ∩ Z)

≥
ns+ms∏
i=1

P(Ξ cobrir Qi)

≥ e−γα+(s+δ)d(ns+ms)

□

Dotados de uma forma de aproximar a probabilidade de recobrimento a partir de uma grade dentro da qual o
compacto de estudo está inteiramente contido, podemos provar o teorema citado na introdução desse capı́tulo.
Isso será feito já em termos de Espaçamento, dada a conexão proposta anteriormente e que podemos verificar
nas figuras abaixo:

(a) Bolas em torno de pontos em um compacto, com
destaque para um ponto x não coberto

(b) Bola de mesmo raio que as anteriores, em torno do
ponto x, não encontrando os pontos iniciais

Figura 2.9: Intuição acerca das definições de Recobrimento e Espaçamento
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Capı́tulo 3

Espaçamento

Postos os resultados importantes sobre cobertura de um compacto em Rd, estamos prontos para voltar nossa
atenção ao problema de espaçamento maximal.

Para tanto, considere um compacto K ⊂ Rd e tome X1, . . . , Xn ⊂ Rd vetores aleatórios uniformemente
distribuı́dos em K.

É um problema clássico da estatı́stica extremal, a tentativa de entender a distribuição de quantidades maxi-
mais associadas a tais vetores.

Em uma dimensão, por exemplo, tomando as estatı́sticas de ordem X(1) < X(2) < · · · < X(n) da amostra
dada, podemos nos perguntar sobre a distribuição de X(n) − X(n−1) ou X(2) − X(1), ou até mesmo sobre a
distribuição conjunta de X(k) −X(k−1), k = 2, . . . , n.

Em 1939 lévy mostrou em [9] que

lim
n→∞

P(n∆n − log n ≤ u) = e−e−u

,

enquanto Devroye mostra em [6] que

lim inf
n∆n − log n

log log n
= 0

e
lim sup

n∆n − log n

log log n
= 2.

Em dimensões superiores são várias as formas de definir quantidades análogas. Em [5], por exemplo, os au-
tores estudam a distribuição da maior distância entre pontos do processo. Ou seja, ∆n = max{|Xi −Xj |, i, j =
1, . . . , n}.

Neste trabalho vamos apresentar uma versão dos resultados acima proposta por Jason em [8], onde o espaçamento
∆n é medido pelo diâmetro da maior bola contida em K que não contém pontos da amostra.

Nosso objetivo é mostrar que

lim
n→∞

P(n∆d
n − log n ≤ u− (d− 1) log log n− logα) = e−e−u

,
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lim inf
n∆d

n − log n

log log n
= d− 1

e

lim sup
n∆d

n − log n

log log n
= d+ 1,

onde α é uma constante a ser definida, associada à geometria da bola.

3.1 Notação, Definições e Resultado Principal

Seja Ξn = {X1, X2, . . . , Xn} uma amostra aleatória de pontos em K ⊂ Rd. Assuma que |∂K| = 0 e, por simpli-
cidade, que |K| = 1. Tomando A como uma bola centrada na origem, então Janson [8] define o espaçamento
maximal como

∆n = sup{r > 0 : ∃x ∈ Rd tal que x+ rA ⊂ K\Ξn}.

Ou seja, o ∆n é proporcional ao raio da maior bola A em K que não encontra pontos de Ξn.

Defina então o Volume Maximal por
Vn = |∆nA|,

que assumindo |A| = 1 nos dá que
Vn = ∆d

n.

O termos constant α > 0 vem de (2.1) no capı́tulo anterior e é dada por

α :=
1

d!

∫
∂A

· · ·
∫
∂A

|Det(n(yi)d1)|1(e ∈ Cone(n(yi)
d
1)dw(y1) · · · dw(yd),

onde w denota a medida de Haussdorf d − 1 dimensional, n(y) o vetor normal à ∂A em y, e = (1, 0, · · · , 0) e
Cone(n(yi)

d
1) o cone gerado por (n(yi)d1), como no capı́tulo anterior.

Lembrando que dw̄ = |Det(n(yi)d1)|dw(y1) · · · dw(yd) podemos fazer

α :=
1

d!

∫
(∂A)d

1(e ∈ Cone(n(yi)
d
1)dw̄(y1, . . . , yd). (3.1)

Jason mostra que

α =
1

d!

(√
πΓ(d2 + 1)

Γ(d+1
2 )

)
, para d ≥ 3

mas nós não apresentaremos tais cálculos.

Posto isso estamos prontos para enunciar o resultado principal deste capı́tulo.

Teorema 3.1 Seguindo a notação acima, se U é uma variável aleatória com P(U ≤ u) = e−e−u

, então

nVn − log n− (d− 1) log log n− logα→ U (3.2)

em distribuição,

lim inf
n→∞

nVn − log n

log log n
= d− 1 q.s. (3.3)
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e
lim sup
n→∞

nVn − log n

log log n
= d+ 1 q.s. (3.4)

3.1.1 Estratégia da Prova

O primeiro passo será relacionar o problema de espaçamento com o problema de recobrimento colocado no
capı́tulo anterior.

Para isso primeiro considere, sem perda de generalidade, que A é a bola aberta de volume unitário, e note
que como Xi ∈ x+ rA↔ x ∈ Xi − rA = Xi + rA, e portanto

∆n ≥ r ⇐⇒ ∃x ∈ K tal que x+ rA ⊂ K\Ξn, i = 1, . . . , n

⇐⇒ ∃x ∈ K tal que x+ ⊂ K e rAx /∈ Xi + rA, i = 1, . . . , n

⇐⇒ ∃x ∈ K tal que x+ ⊂ K e x /∈ ∪n
i=1Xi + rA

Assim, fazendo Kr = {x ∈ K : x− rA ⊂ K}, temos que

∆n ≥ r ⇐⇒ Kr não é coberto por Ξn + rA.

Ou, equivalentemente,
{∆n < r} = {Kr é coberto por Ξn + rA}.

Isso relaciona quase diretamente o problema de espaçamento com o problema de recobrimento abordado
anteriormente, falta apenas substituir Ξn por um processo de Poisson.

Para isso vamos substituir n por {Nt}t≥0, um Processo (temporal) de Poisson com intensidade unitária.

Isso substituirá o processo Binomial Ξn = {Ξ1, · · · ,Ξn} pelo processo de Poisson Ξt = {Ξ1, . . . ,ΞNt
}, em K

de intensidade t, nos dando acesso a todos os resultados do capı́tulo anterior.

Com isso, como Nt → ∞ quando t→ ∞, os resultados acima seriam equivalentes à

NtVNt
− logNt − (d− 1) log logNt − logα→ U

em distribuição,

lim inf
t→∞

NtVNt − logNt

log logNt
= d− 1 q.s.

e
lim sup
t→∞

NtVNt − logNt

log logNt
= d+ 1 q.s..

Para melhorar um pouco mais as expressões acima, defina

∆(t) = ∆Nt
e V (t) = VNt

= ∆(t)d,

e como Nt ∼ Poisson(t), Nt

t → 1 q.s. e (Nt

t − 1) log t → 0 q.s., podemos ver que as afirmações do teorema
equivalem a

tV (t)− log t− (d− 1) log log t− logα→ U (3.5)
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lim inf
n→∞

tV (t)− log t

log log t
= d− 1 q.s. (3.6)

lim sup
n→∞

tV (t)− log t

log log t
= d+ 1 q.s. (3.7)

De fato, temos que

NtV (t)− tV (t) =

(
Nt

t
− 1

)
tV (t)

=

(
Nt

t
− 1

)
log t+

(
Nt

t
− 1

)
(tV (t)− log t)

=

(
Nt

t
− 1

)
log t+

(
Nt

t
− 1

)
log log t

(
tV (t)− log t

log log t

)
e assim, se (3.6) e (3.7) são válidas então

NtV (t)− tV (t) → 0 q.s.,

quando t→ ∞.

Analogamente

logNt − log t = log
Nt

t
→ 0 q.s.,

e
log logNt − log log t = log

(
log

Nt

t
+ log t

)
− log log t→ 0 q.s.,

quando t→ ∞, mostrando que as equações (3.5), (3.6) e (3.7) implicam nas equações (3.2), (3.3) e (3.4).

Colocado isso, note que, como vimos acima, ∆(t) < r se, e só se, Kr é coberto por Ξt + rA. Mas como x+ rA

só alcança Kr se x ∈ K, podemos estender nosso processo de Poisson para todo o Rd e pensar o processo de
Poisson {Xi}Nt

i=1 em K como um subconjunto de um processo de Poisson Ξt de intensidade t em Rd.

3.1.2 Alguns Lemas Intermediários

Os cálculos envolvidos na prova do teorema principal podem ser tediosos, por isso é interessante lembrarmos
alguns resultados do capı́tulo passado que nos serão úteis, já na forma que nos será útil.

Nos focaremos principalmente no lema 2.17 que nos garante que se 2r(A) < δ < s, então

e−γα+(s+δ)d(ns+ms) ≤ P(Ξ cobrir K) ≤ e−γα−(s−δ)dns

onde ns = #{Q ∈ Fs : Q ⊂ K} e ms = #{Q ∈ Fs : Q ∩ ∂K ̸= ∅} e Fs = {s([n1, n1 + 1] × [nd, nd + 1]) :

(n1, . . . , nd) ∈ Zd} é um reticulado de cubos de lado s.

Lembre também que
γ := γ(A, λ) = λd|A|d−1e−λ|A|,
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e se Dδ
v = Dδ

v(0) = {x : |x| < δ, ⟨x, v⟩ < 0} temos

α+ = α+(A, v, λ, δ) =
(d!|A|d−1)−1

P(Ξ cobrir Dδ
v)

∫
(∂A)d

1(v ∈ Cone(n(yi)
d
1))dw̄

e
α− = α−(A, v, λ, δ) = (d!|A|d−1)−1

∫
(∂A)d

I1(v ∈ Coneº(n(yi)d1))P(Ξ
′ ∪ {A− yi}d1 cobrir Dδ

v)dw̄,

onde Ξ′ = {B ∈ Ξ : 0 /∈ B}.

Aqui precisamos tomar cuidado com alguns pontos importantes. Primeiro que nosso processo pontual possui
intensidade t, com bolas do tipo rA centradas nestes pontos. Ou seja, aqui tomaremos Ξ como sendo

Ξr
t := Ξt + rA

e
Ξ′
t,r = {B ∈ Ξr

t : 0 /∈ B}.

De modo que
e−γα+(s+δ)d(ns+ms) ≤ P (∆(t) < r) = P (Ξr

t cobrir Kr) ≤ e−γα−(s−δ)dns ,

com
γ := γ(t, r) = td|rA|d−1e−t|rA| = tdrd(d−1)e−trd ,

e

α+(rA, v, t, δ) =
(d!rd(d−1))−1

P(Ξr
t cobrir Dδ

v)

∫
(r∂A)d

1(v ∈ Cone(n(yi)
d
1))dw̄ (3.8)

e
α−(rA, v, t, δ) = (d!rd(d−1))−1

∫
(r∂A)d

1(v ∈ Cone◦(n(yi)
d
1))P(Ξ

′
t,r ∪ {rA− yi}d1 cobrir Dδ

v)dw̄, (3.9)

Agora, para o primeiro resultado, note que queremos

P(tV (t)− log t− (d− 1) log log t− logα < u) = P

(
∆(t) <

(
log t+ (d− 1) log log t+ logα+ u

t

)1/d
)
,

o que nos levará a trabalhar com bolas de raio

r := r(t) =

(
log t+ (d− 1) log log t+ logα+ u

t

)1/d

de modo que r → 0 quando t→ ∞.

Para nos livrarmos dos termos P(Ξ cobrir Dδ
v) e P(Ξ′ ∪ {A − yi}d1 cobrir Dδ

v) nas expressões de α+ e α−,
precisaremos que δ → 0 quando t → ∞. Para isso trabalharemos com δ = rθ, onde θ será uma constante
definida abaixo.

Tudo isso nos leva ao seguinte lema.

Lema 3.2 Se θ = 3R(A), onde R(A) é o raio de A e δ = rθ, então α+ = α+(tr
d) e α− = α−(tr

d) nas equações (3.8) e
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(3.9), e
lim

trd→∞
α+ = lim

trd→∞
α− = α.

Demonstração: Primeiro note que para L ⊂ ∂A, temos w(rL) = rd−1w(L). Além disso n(ryi) = n(yi) para
todo yi ∈ ∂A, de modo que w̄ em r∂A é tal que∫

(r∂A)d
f(n(yi)

d
1)dw̄ =

∫
(r∂A)d

f(n(yi)
d
1)|Det(n(yi)di )|dw(y1) · · · dw(yd)

= rd(d−1)

∫
(∂A)d

f(n(yi)
d
1)|Det(n(yi)di )|dw(y1) · · · dw(yd)

= rd(d−1)

∫
(∂A)d

f(n(yi)
d
1)dw̄.

Com isso, obtemos de (3.1) e (3.8) que

α+(rA, v, t, rθ) =
(d!rd(d−1))−1

P(Ξr
t cobrir Drθ

v )

∫
(r∂A)d

1(v ∈ Cone(n(yi)
d
1))dw̄

=
(d!)−1

P(Ξr
t cobrir Drθ

v )

∫
(∂A)d

1(v ∈ Cone(n(yi)
d
1))dw̄

= α/P(Ξr
t cobrir Drθ

v ).

Observe agora que como rDθ
v = rDrθ

v , entao

P(Ξr
t cobrir Drθ

v ) = P(Drθ
v ⊂ ∪x∈Ξt

(x+ rA))

= P(Dθ
v ⊂ ∪x∈Ξt((x/r) +A))

= P(Dθ
v ⊂ ∪x∈Ξt/r(x+A)).

Mas note que para B ⊂ Rd

P(Ξt/r ∩B = ∅) = P(Ξt ∩ rB = ∅) = e−t|rB| = e−trd|B|,

de modo que Ξ/r é um processo de Poisson com intensidade trd e

P(Ξr
t cobrir Drθ

v ) = P(Ξ1
trd cobrir Dθ

v)

nos dando que
α+(rA, v, t, rθ) = α/P(Ξ1

trd cobrir Dθ
v) = α+(A, v, tr

d, θ).

Analogamente, temos que

P(Ξ′
t,r ∪ {rA− yi}d1 cobrir Drθ

v ) = P(Ξ′
trd,1 ∪ {A− yi}d1 cobrir Dθ

v)
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e a equação (3.9) nos dá que

α−(rA, v, t, rθ) = (d!rd(d−1))−1

∫
(r∂A)d

1(v ∈ Cone◦(n(yi)
d
1))P(Ξ

′
t,r ∪ {rA− yi}d1 cobrir Drθ

v )dw̄

= (d!)−1

∫
(∂A)d

1(v ∈ Cone◦(n(yi)
d
1))P(Ξ

′
trd,1 ∪ {A− yi}d1 cobrir Dθ

v)dw̄

= α−(A, v, tr
d, θ).

(3.10)

Para mostrar que α+ → α, basta mostrar que P(Ξ1
w cobrir Dθ

v) → 1, quando trd → ∞.

Para isso faça w = trd e lembre que, fixando δ′ > 2r(A) e s > δ′, o lema 2.17 nos diz que

P(Ξ1
w cobrir Dθ

v) ≥ exp(−γ(w, 1)α+(A, v, w, δ
′)(s+ δ′)d(ns +ms)),

com γ(w, 1) = wde−w → 0 quando w → ∞.

Além disso como P(Ξ1
w cobrir Dδ′

v ) é crescente em w, então para w > 1 temos

α+(A, v, w, δ
′) = α/P(Ξ1

w cobrir Dδ′

v ) ≤ Cα,

onde C−1 = P(Ξ1
1 cobrir Dδ′

v ).

Isso nos garante que
lim

w→∞
P(Ξ1

w cobrir Dθ
v) ≥ lim

w→∞
e−γα+(s+θ)d(ns+ms) = 1,

e
lim

trd→∞
α+(tr

d) = α.

Para a convergência de α− faça novamente w = trd, e tome y1, . . . , yd ∈ ∂A tal que v é especial para {A− yi}d1
em 0 (isso acontece para w̄ quase toda escolha de y1, . . . , yd, de acordo com o lema 2.3). Com isso, sabemos que
existe 0 < ϵ < R(A) tal que {A− yi}d1 cobre Dϵ

v , de modo que

P(Ξ′
w,1 ∪ {A− yi}d1 cobrir Dθ

v) = P(Ξ
′
w,1 cobrir Dθ

v\Dϵ
v).

Tome então R := R(A) o raio de A e note que pelo correlação positiva dos processos de Poisson, vista em
(1.3),

P(Ξ′
w,1 cobrir Dθ

v\Dϵ
v) ≥ P(Ξ′

w,1 cobrir Dθ
v\D2R

v )P(Ξ′
w,1 cobrir D2R

v \Dϵ
v).

Note agora que Ξ′
w,1 é formada por bolas do tipo x+A com x ∈ Ξw e 0 /∈ x+A (ou x /∈ A), de modo que Ξ′

w,1

e Ξ1
w coincidem fora de A. Como a cobertura de Dθ

v\D2R
v não depende de bolas com centro em A, vale que

P(Ξ′
w,1 cobrir Dθ

v\DR
v ) = P(Ξ

1
w cobrir Dθ

v\DR
v ) ≥ P(Ξ1

w cobrir Dθ
v) → 1,

quando w → ∞.

Para mostrar que
P(Ξ′

w,1 ∪ {A− yi}d1 cobrir Dθ
v) → 1
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quando w → ∞, basta mostrar que
P(Ξ′

w,1 cobrir D2R
v \Dϵ

v) → 1, (3.11)

que faremos a seguir usando um argumento simples de particionamento que pode ser facilmente pulado.

Feito isso, o resultado sai do teorema da convergência dominada aplicado à (3.10).

Para mostrar (3.11), primeiro usamos novamente a correlação positiva dos processos de Poisson para mostrar
que

P(Ξ′
w,1 cobrir D2R

v \Dϵ
v) ≥ P(Ξ′

w,1 cobrir D2R
v \DR

v )P(Ξ
′
w,1 cobrir DR

v \Dϵ
v).

Seja agora B1(0) a bola de raio 1 centrada na origem e tome B ∈ ∂B1(0) ∩D1
v uma região fronteira de B1(0)

com diâmetro κ < 1, de modo que B esteja também na fronteira de D1
v .

Defina então B(a, b) = {rx : x ∈ B, a < r < b} a região de Db
v\Da

v delimitada pelas homotetias de B, de
modo que se x ∈ B(a, b), então existe y ∈ B e a < r < B tais que x = ry.

Figura 3.1: Parte do disco DR
v \Dϵ

v sendo coberta por apenas uma bola do processo Ξ′
w,1.

Tome agora ϵ0 < ϵ(1− κ), x0 ∈ B(R,R+ ϵ0) e x ∈ ϵB na fronteira de Dϵ
v .

Assim x = ϵy para algum y ∈ B e x0 = ry0 para algum y0 ∈ B e R < r < R+ ϵ e

|x− x0| = |ϵy − ry0| ≤ |ϵy − ϵy0|+ |ϵy0 − ry0| ≤ ϵκ+ r − ϵ ≤ ϵκ+R+ ϵ0 − ϵ < R,

de onde concluı́mos que x ∈ x0 +A, e portanto ϵB ⊂ x0 +A.

Do mesmo modo, se x ∈ RB ⊂ DR
v então

|x− x0| = |Ry − ry0| ≤ R|y − y0|+ (r −R)|y0| ≤ Rκ+ ϵ0 < Rκ+R(1− κ) = R,

mostrando que RB ⊂ x0 +A e, por convexidade, B(ϵ, R) ⊂ x0 +A.

Segue portanto que

P(Ξ′
w,1 cobrir B(ϵ, R)) ≥ P(Ξw ∩B(R,R+ ϵ0) ̸= ∅) = 1− e−w|B(R,R+ϵ0)|
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e assim
P(Ξ′

w,1 cobrir B(ϵ, R)) → 1

quando w → ∞.

Agora particionando ∂B1(0) ∩D1
v em Nκ regiões de diâmetro no máximo κ, temos que

DR
v \Dϵ

v =

Nκ⋃
i=1

Bi(ϵ, R),

e por (1.3) temos que

P(Ξ′
w,1 cobrir DR

v \Dϵ
v) ≥

Nκ∏
i=1

P(Ξ′
w,1 cobrir Bi(ϵ, R) → 1,

quando w → ∞.

Para mostrar que P(Ξ′
w,1 cobrir D2R

v \DR
v ) → 1 basta particionar D2R

v \DR
v em regiões Di de diâmetro sufici-

entemente pequeno para que Di ⊂ x0 +A sempre que x0 ∈ Di, e repetir o argumento acima.

□

Como comentamos acima, a demonstração do resultado principal precisa de um ajuste fino entre as grandezas
que aparecem nas desigualdades do lema 2.17. Já sabemos que r depende de t de modo que r → 0 e trd → ∞
quando t → ∞. No lema anterior também já fixamos o valor de δ = rθ = 3rR(A). Resta agora fixar s (o
tamanho dos cubos que ladrinham o compacto).

A escolha de s tem duas restrições. A primeira é que s→ 0 quando r → 0, pois queremos refinar as partições
Fs para aproximar k. A segunda é que s > δ, por hipótese do lema 2.17.

Lema 3.3 Tome s =
√
r e δ = rθ como no lema anterior. Assim, se r → 0, então mss

d → 0, nssd → 1 e δ/s→ 0.

Demonstração: Defina ∂aK = {x : d(x, ∂K) ≤ a} e observe comoK é compacto, então ∩a∂aK = ∂K, de modo
que |∂aK| → |∂K| = 0, quando a→ 0.

Além disso se x ∈ ∂Kr, então d(x, ∂K) = r < Cr, para C > 1, e portanto ∂Kr ⊂ ∂CrK.

Assim, se Q ∈ Fs e Q ∩ ∂Kr ̸= ∅, e como o diâmetro de Q é menor que ds, então Q ⊂ ∂Cr+dsK. Logo,
mss

d ≤ |∂Dr+dsK|.

Analogamente, |K| − |∂Dr+dsK| ≤ |K − ∂Dr+dsK| ≤ nss
d ≤ |K|.

Tomando s = r1/2, temos que |∂Cr+dsK| → |∂K| = 0, quando r → 0. Assim, mss
d → 0 e nssd → |K| = 1.

Vale também δ/s = Dr/
√
r → 0. □

Para concluir essa sessão, lembremos que o 2.17 do capı́tulo anterior, nos dá que se 2r(a) < δ < s, então

e−γα+(s−δ)dns ≤ P(Ξ cobrir K) ≤ e−γα−(s+δ)d(ns+ms).

Este resultado, somado aos lemas acima, nos dão que
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Lema 3.4 Seja r = r(t) tal que r → 0 e trd → ∞ quando t → ∞, e tome θ = 3R(A), δ = rθ e s =
√
r. Nestas

condições, existem γ(t, r), α−(tr
d) e α+(tr

d) tais que

e−γα+(s−δ)dns ≤ P(∆(t) < r) = P(Ξ cobrir Kr) ≤ e−γα−(s+δ)d(ns+ms).

Além disso existem c1, c2 > 0 tais que
e−γc1 ≤ P(∆(t) < r) ≤ e−γc2 ,

para t suficientemente grande.

Demonstração: Basta lembrar que ∆(t) < r se, e só se, Ξr
t = Ξi + rA cobre Kr. Assim o lema 2.17 nos dá que

e−γα+(s+δ)d(ns+ms) ≤ P(∆(t) < r) = P(Ξr
t cobrir Kr) ≤ e−γα−(s−δ)dns .

Do lema 3.2 sabemos que α+(tr
d) → α e α−(tr

d) → α quando t→ ∞.

O lema 3.3 nos mostra que quando t→ ∞, r → 0 e

(s+ δ)d(ns +ms) =

(
1 +

δ

s

)d

sd(ns +ms) → 1

e

(s− δ)dns =

(
1− δ

s

)d

sdns → 1.

Assim, fixados 0 < c2 < 1 < c1, temos que

α+(s− δ)dns < c1

e
α−(s+ δ)d(ns +ms) > c2

para todo t suficientemente grande, concluindo o resultado. □

3.2 Demonstração do Teorema Principal

Postos os resultados técnicos necessários, estamos prontos para a demonstração do teorema principal.

Antes de mais nada, lembre que substituimos n ∈ N por um processo de Poisson Nt de intensidade 1, nos
levando às seguintes equações

P(tV (t)− log t− (d− 1) log log t− logα < u) → e−e−u (3.12)

lim inf
n→∞

tV (t)− log t

log log t
= d− 1 q.s.

lim sup
n→∞

tV (t)− log t

log log t
= d+ 1 q.s.
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Começando por (3.12), como comentamos antes, temos que

P(tV (t)− log t− (d− 1) log log t− logα < u) = P

(
∆(t) <

[
log t+ (d− 1) log log t+ logα+ u

t

]1/d)
,

e fazendo

r := r(t) =

[
log t+ (d− 1) log log t+ logα+ u

t

]1/d
e

trd = log t+ (d− 1) log log t+ logα+ u,

de modo que r → 0 e trd → ∞ quando t→ ∞.

Assim, fazendo δ = 3rR(A), o lema 3.4 nos dá que

e−γα+(s+δ)d(ns+ms) ≤ P(∆(t) < r) = P(Ξr
t cobrir Kr) ≤ e−γα−(s−δ)dns ,

enquanto o lema 3.2 garante que α+(tr
d) → α e α−(tr

d) → α e o lema 3.3 nos mostra que (s+δ)d(ns+ms) → 1

e (s− δ)dns → 1, quando t→ ∞.

Nos resta estudar apenas o comportamento de γ(t, r) = tdrd(d−1)e−trd .

Para isso note que

γ(t, r) = t(trd)d−1e−(log t+(d−1) log log t+logα+u)

=
t(trd)d−1

t(log t)d−1αeu

=

(
log t+ (d− 1) log log t+ logα+ u

log t

)d−1
e−u

α
,

e portanto γ → e−u

α , concluindo a prova de (3.5) e (3.2).

As provas das equações 3.6 e 3.7 seguem das desigualdades apresentadas nos três próximos lemas:

Lema 3.5 lim inft→∞(tV (t)− log t)/ log log t ≥ d− 1 q.s.

Demonstração: Tome algum c < d− 1 e defina

tk = e
√
k

ωk = log tk + c log log tk

γk = tkω
d−1
k e−ωk = (log tk + c log log tk)

d−1(log tk)
−c ≥ k(d−1−c)/2

Agora, pelo lema 3.4, para algum c2 > 0 e k suficientemente grande

P (tkV (tk) < ωk) ≤ e−c2k
(d−1−c)/2

,
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3 Espaçamento

e como a soma em k do lado esquerdo da inequação converge, segue do lema de Borel-Cantelli que

P (tkV (tk) < ωk infinitas vezes) = 0.

Suponha agora que tkV (tk) ≥ ωk e tk−1 ≤ t ≤ tk. Então, como 1− x < e−x e

√
k −

√
k − 1 <

1√
k
,

então

tk−1

tk
= e

√
k−1−

√
k > 1− (

√
k −

√
k − 1) > 1− 1√

k
,

e como V (t) é decrescente em t, dado ϵ > 0

tV (t)− log t ≥ tk−1V (tk)− log tk

≥ tk−1

tk
ωk − log tk

=
tk−1

tk
(log tk + c log log tk)− log tk

≥
(
1− 1√

k

)
(log tk + c log log tk)− log tk

= c log log tk − 1√
k
(
√
k + c log

√
k)

≥ c log log t− (1 + ϵ),

se k é suficientemente grande.

Segue que
tV (t)− log t

log log t
≥ c− 1 + ϵ

log log t

q.s. para todo t suficientemente grande. E assim

lim inf
t→∞

tV (t)− log t

log log t
≥ c,

para todo c < d− 1, e o resultado segue. □

Lema 3.6 lim supt→∞(tV (t)− log t)/ log log t ≤ d+ 1 q.s.

Demonstração: Como na demonstração do lema 3.5. Tome algum c > d + 1 e sejam tk, ωk e γk) como na
demonstração anterior. Pelo lema 3.4, para C >∞,

P (tkV (tk) ≥ ωk) ≤ 1− e−γkα+ ≤ γkα+ ≤ Ck(d−1−c)/2

Como c > d+ 1, o lado direito é somável e segue também que lim sup(tV (t)− log t)/ log log t ≤ c q.s. □

Lema 3.7 lim supt→∞(tV (t)− log t)/ log log t ≥ lim inft→∞(tV (t)− log t)/ log log t+ 2 q.s.
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Demonstração: Considere

c < lim inf
tV (t)− log t

log log t

e seja 1 < b < 2.

Defina então tk como
tk = ek

1/b

e
ωk = log tk + c log log tk,

como anteriormente.

Seja rk tal que ωk = tkr
d
k e

t′k = tk

(
1 + b

log log tk
log tk

)
= tk(1 + k−1/b log k).

Note agora que
tk+1

tk
= e(k+1)1/b−k1/b

> 1 + (k + 1)1/b − k1/b.

E como b > 1, temos que f(x) = x1/b é côncava (f ′′(x) < 0), e portanto f(x+ 1)− f(x) > f ′(x+ 1) e

tk+1

tk
> 1 + b−1(k + 1)1/b−1.

Além disso, como 1 < b < 2, temos que x
2
b /b(x+ 1) > log x para x suficientemente grande, e assim

tk+1

tk
> 1 + b−1(k + 1)1/b−1 > 1 +

k1/b

b(k + 1)
> 1 + k−1/b log k =

t′k
tk
,

para k suficientemente grande, nos dando tk+1 > t′k > tk.

Lembrando que Ξt = {Xi}Nt
1 , observe que Ξt′k

\Ξtk não depende de Ξt, para t ≤ tk.

Se ∆(tk) ≥ rk, então existem pontos x ∈ Krk tais que x + rkA ⊂ K\Ξtk . Seja Yk um desses pontos se
∆(tk) ≥ rk ou qualquer ponto de Krk se ∆(tk) < rk.

Logo Yk é um ponto aleatório que depende apenas de um Ξtk , tal que Yk + rkA ⊂ K\Ξtk se ∆(tK) ≥ rk.

Seja Mk o número de pontos em (Ξt′k
\Ξtk) ∩ (Yk + rkA). Portanto, como Mk é independente de Yk, então Mk

tem distribuição de Poisson com esperança:

(t′k − tk)|Yk + rkA| = (t′k − tk)r
d
k = (t′k/tk − 1)ωk

= k1/b log k(k1/b + cb−1 log k) < log k + 1

Supondo que k seja grande o suficiente,

P (Mk = 0) > exp(− log k + 1) = e−1/k

e ∑
k

P (Mk = 0) = ∞.
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Como a distribuição de Mk depende de Ξt′k
\Ξtk e t′k < tk+1, as variáveis Mk são independentes. Pelo lema

de Borel-Cantelli e a somatória anterior,

P (Mk = 0 infinitas vezes) = 1.

Pela escolha de c temos
c < lim inf

tV (t)− log t

log log t

e portanto
tkr

d
k = ωk = log tk + c log log tk ≤ tkV (tk)

para k suficientemente grande.

Ou seja, ∆(tk) ≥ rk para todo k suficientemente grande, e portanto

P (∆(tk) ≥ rk e MK = 0 infinitas vezes) = 1.

Entretando, se ∆(tk) > rk e Mk = 0, então Yk + rkA ⊂ K\Ξt′k
, e para tal k,

∆(t′k) = ∆(tk) ≥ rk.

Vale assim que
t′kV (t′k) ≥ t′kr

d
k

= (1 + b log log tk/ log tk)ωk

= log tk + c log log tk + b log log tk + bc(log log tk)
2/ log tk

≥ log t′k + (b+ c) log log t′k − 1,

para k suficientemente grande.

Assim,

lim sup
k

t′kV (t′k)− log t′k
log log t′k

≥ b+ c

q.s., e seguindo o mesmo argumento dos lemas anteriores mostramos que

lim sup
t→∞

tV (t)− log t

log log t
≥ b+ c

quase certamente, para todo 1 < b < 2 e c < lim inf(tV (t)− log t)/ log log t.

O resultado segue fazendo b↗ 2 e c↗ lim inf(tV (t)− log t)/ log log t. □
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Apêndice A

Resultados sobre a Geometria de Bolas

Lema A.1 Duas afirmações seguem das definições anteriores:

1. Para quase toda coleção {xi}di=1, ∩d
i=1∂Ai é um conjunto finito, com Ai = A+ xi

2. Para quase toda coleção {xi}d+1
i=1 , ∩d

i=1∂Ai é um conjunto vazio

Demonstração:

1. Basta provar para xi num cubo fixo Q suficientemente grande. Seja Q1 um cubo maior, com d(Q,QC
1) ≥

r(Ai) + 1 (uma noção geométrica semelhante é apresentada na demonstração do lema 2.15). Tome, para
0 < ϵ < 1, Aϵ = {x : d(x, ∂A) < ϵ} e note que |Aϵ| ≤ cϵ para uma constante c ∈ R+.

(a) Cubos concêntricos de lado diferente em R2 (b) Anel em torno de circunferência

Então ∫
Q

. . .

∫
Q

| ∩d
1 (A

ϵ
i)|dx1 . . . dxd =

∫
Q1

∫
Q

. . .

∫
Q

I(x ∈ Aϵ
i , i = 1, . . . , d)dx1 . . . dxddx

=

∫
Q1

d∏
i=1

|Q ∩ (x−Aϵ)|dx ≤ |Q1||Aϵ|d ≤ cϵd.

Pelo lema de Fatou, ∫
Q

. . .

∫
Q

lim inf
ϵ→0

ϵ−d| ∩d
1 (A

ϵ
i)|dx1 . . . dxd ≤ c <∞
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Entretanto, se x ∈ ∩d
1∂Ai, então Bϵ(x) ⊂ ∩d

1(A
ϵ
i). Portanto

# ∩d
1 ∂Ai ≤ c lim inf

ϵ→0
ϵ−d| ∩d

1 (A
ϵ
i)|

E, assim, ∫
Q

. . .

∫
Q

# ∩d
1 ∂Aidx1 . . . dxd <∞

2. Segue do item anterior.

(a) Cı́rculo em R2 e centros possı́veis para um segundo
cı́rculo (b) Centros possı́veis para um terceiro cı́rculo

(c) Três esferas em R3 (d) Centros possı́veis para uma quarta esfera

Figura A.2: Ilustração do argumento do lema: quando o número de convexos é maior que d, o próximo con-
vexo tem apenas um conjunto de pontos de medida zero para seu centro, como é o caso da circun-
ferência em R2 e da superfı́cie da esfera em R3, para que a intersecção de suas fronteiras seja não
vazia

□

Definição A.2 Uma região R ∈ Rd é um cone se para todo x ∈ R e α > 0, temos que αx ∈ R.

Dizemos que R é um cone com ponta se R é cone e se dado x ∈ R\{0}, temos que −x /∈ R.

Finalmente, o cone gerado por vetores {ni}k1 ⊆ Rd é dado pela região fechada e convexa dada por

C = C(n1, . . . , nk) =

{
k∑
1

cini : ci ≥ 0, i = 1, . . . , k

}
.
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Lema A.3 C(n1, . . . , nk) é um cone com ponta se, e só se,

c1n1 + · · ·+ cknk = 0, ci ≥ 0, i = 1, . . . , k =⇒ ci = 0 para todo i = 1, . . . , k.

Em particular, se {ni}k1 é l.i., então C é um cone com ponta.

Demonstração: (⇒)

Suponha que existam constantes ci ≥ 0, i = 1, . . . , k, não todas nulas, tais que

c1n1 + · · ·+ cknk = 0.

Neste caso, supondo sem perda de generalidade que c1 > 0, então

−n1 =
c2
c1
n2 + · · ·+ ck

c1
nk ∈ C,

pois ci/c1 ≥ 0 para todo i = 2, . . . , k. Mas isso contradiz o fato de C ser cone com ponta.

(⇐)

Tome x ∈ C\{0} e constantes ci ≥ 0, i = 1, . . . , k, tais que

x = c1n1 + · · ·+ cknk.

Suponha que −x ∈ C, e tome constantes di ≥ 0, i = 1, . . . , k, tais que

−x = d1n1 + · · ·+ dknk.

Segue que
0 = (c1 + d1)n1 + · · ·+ (ck + dk)nk,

e portanto ci + di = 0 para todo i = 1, . . . , k.

Como ci, di ≥ 0, temos ci = di = 0, i = 1, . . . , k e x = 0, concluindo a demonstração. □

Lema A.4 Seja k ≥ 1. Para q.t.p x̄ = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Rdk, vale que se x ∈ ∩k
1∂(A+ xi) e ni é normal a A+ xi em

x, então {ni}k1 gera um cone com ponta em Rd.

Demonstração: Dados y1, . . . , ym ∈ Rd, m ≥ 1 defina

H(y1, . . . , ym) =

{
ym +

m−1∑
1

ai(yi − ym) : ai ∈ R, i = 1, . . . ,m− 1

}
,

o menor hiperplano que contém y1, . . . , ym. Deste modo, temos que y ∈ H se, se só se, y − ym for combinação
linear de {yi − ym}m−1

1 .

A seguir, observe que se ni é normal a A + xi em x ∈ ∂(A + xi), então ni ∥ x − xi. Se tomarmos ni unitário,
teremos então ni = x− xi.
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Suponha então que existam constantes ci ≥ 0, i = 1, . . . , k, não todas nulas, tais que

c1n1 + · · ·+ cknk = 0,

e suponha sem perda de generalidade que ci > 0, i = 1, . . . ,m e cj = 0, j = m+ 1, . . . , k = 0.

Segue que
c1(x− x1) + · · ·+ cm(x− xm) = 0,

e fazendo α =
∑m

1 ci temos

α(x− xm) = c1(x1 − xm) + · · ·+ cm−1(xm−1 − xm),

de modo que
x ∈ H = H(x1, . . . , xm) ⊆ Rd.

É importante observar que 1 ≤ dim(H) ≤ min{d,m−1}, e portanto, se dim(H) = l ≤ d, existem {y1, . . . , yl} ⊂
{x1, . . . , xm−1} tal que

H(x1, . . . , xm) = H(y1, . . . , yl, xm),

e portanto podemos considerar que m ≤ d+ 1 e dim(H) = m− 1.

Note agora que para i = 1, . . . ,m, o conjunto A+ xi ∩H é uma bola m− 1 dimensional de raio 1 em H , com
centro em xi ∈ H .

Assim, se A+ xi ∩H = A′ + xi onde A′ = A ∩H , então x ∈ ∩m
1 ∂(A

′ + xi).

Reduzimos assim o problema ao caso de m bolas em um espaço m − 1 dimensional, e sabemos que L =

{(x1, . . . , xk) ∈ Rdk : ∩k
1∂(A

′ + xi) ̸= ∅} tem medida de Lebesgue dk-dimensional nula para todo k > d pelo
lema 2.4, concluindo a demonstração.

□

Figura A.3: Cone gerado pelos vetores normais

Lema A.5 peixes

1. Para quase todo {xi}ki=1, se x ∈ ∩k
i=1∂Ai, então x ∈ ∂ ∪k

i=1 Āi.

2. Para quase todo {xi}ni=1, (∪n
i=1(Ai))º = ∪n

i=1Aiº
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Demonstração:

1. Sejam ni normais em x. Pelo lema A.4, ∃ν com ⟨ν, ni⟩ > 0, i = 1, . . . , k. Consequentemente, x + tν /∈
∪k
i=1Āi quando t > 0 e x /∈ (∪k

i=1Āi)º.

2. Suponha que x ∈ (∪n
i=1(Ai))º\∪n

i=1 (Ai)º. Ordenaremos o ı́nidices de forma que x ∈ Āi para i ∈ [1, k]∩Z,
mas não para i > k, então x ∈ ∩k

i=1∂(Ai) e x ∈ (∪k
i=1(Ai))º. A afirmação segue da demosntração do item

anterior.

□

Definição A.6 Denote por Cone(n1, . . . , nk) o conjunto {
∑k

1 cini : ci ≥ 0}

Lema A.7 Seja k ≥ 1. Para quase toda coleção {xi}ki=1 é valido que, se ν é especial para {Ai}ki=1 em x e ni é normal a
Ai em x, i = 1, . . . , k, então ν ∈ Cone(n1, . . . , nk).

Demonstração: Suponha que ν /∈ Cone(n1, . . . , nk). Assim, existe um vetor e tal que ⟨ν, e⟩ < 0 e ⟨ni, e⟩ ≥ 0,
i = 1, . . . , k. Pelo lema A.4, assuma que existe um vetor f com ⟨ni, f⟩ > 0, segue que e′ = e + ϵf , com
ϵ > 0 arbitrariamente pequeno, ⟨ν, e′⟩ < 0 e ⟨ni, e′⟩ > 0, i = 1, . . . , k. Consequentemente, se δ > 0, então
x+ δe′ /∈ ∪k

i=1Ai e ν não é especial em x. □

Lema A.8 Seja 1 ≤ k ≤ d− 1. Para quase todo {xi}ki=1, o conjunto K5 = {ν : ∃x tq ν é especial para {Ai}ki=1 em x}
tem medida de Lebesgue zero.

Demonstração: Seja Vx o span linear de todos os vetores epeciais para {Ai}ki=1 em x. Pelo lema A.7, Vx ≤ k < d

para todo x.
Seja ν um vetor especial em x e seja Dδ

ν(x) ⊂ ∪k
i=1(Ai). Suponha que |y − x| < δ e que um vetor w arbitrário

seja especial em y. Então y ∈ ∩k
i=1Āi. Se ⟨ν, y − x⟩ > 0, então para um ϵ > 0 arbitrariamente pequeno,

x − ϵ(y − x) ⊂ Dδ
ν(x) ⊂ (∪k

i=1(Ai))º e, como Āi é convexo ∀i, então existe uma vizinhança de x em ∪k
i=1Āi.

Pelo lema A.5, temos que ⟨y − x, ν⟩ ≤ 0. Então, para algum η > 0, Dη
ν(y) ⊂ Dη

ν(x) e ν é especial em y. Tome
uma coleção de vetores {ej}lj=1 especiais em x, formando uma vase para Vx. A conclusão anterior nos permite
encontrar um δ > 0 tal que se |y − x| < δ e Vy ̸= 0, então {ej}lj=1 ∈ Vy e, dessa forma, Vx ⊂ Vy . Se, além disso,
dim(Vx) = dim(Vy), então Vx = Vy . Portanto, para todo l = 1, . . . , d − 1, o conjunto {x : dimVx = l} pode ser
coberto por bolas nas quais Vx é constante. Logo, existe no máximo um conjunto enumerável de Espaços Vx e
o conjunto de vetores especiais está incluso na união de uma coleção enumerável de hiperplanos. □

Lema A.9 Para quase todo conjunto {xi}di=1, o conjunto

K6 = {ν : ∃x, x′ diferentes tais que ν é especial para {Ai}di=1 em x e em x′}

tem medida zero

Demonstração: Suponha que ν seja especial em x e em x′ e tome y = x′ − x. Seja ni o normal a Ai em x. Como
x′ ∈ ∩d

i=1Āi, ⟨ni, y⟩ ≤ 0 para i = 1, . . . , d.

• Se ⟨ni, y⟩ = 0∀i, então x+ty+ϵni /∈ Ai, quando ϵ > 0. Como x+ty ∈ Āi por convexidade, para 0 ≤ t ≤ 1,
{x+ ty : 0 ≤ t ≤ 1} ∈ ∩d

i=1∂(Ai). Portanto, basta aplicar o lema 2.4
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• Se ⟨ni, y⟩ < 0 para algum i (escolha esse i igual a 1, S.P.G.), tome Dd
ν(x) ⊂ ∪i(Ai). Dessa forma, se ϵ > 0

é pequeno, Dδ/2
ν (x− ϵy) ⊂ dδν(x) ⊂ ∪d

i=1(Ai). Entretanto, x− ϵy /∈ Āi, e x− ϵy /∈ (Ai)º, i = 2, . . . , d pois,
de outra forma, x ∈ (Ai)º por convexidade. Como ν é especial para {Ai}di=2 em x − ϵy. Esse caso segue
do lema A.8

□

Lema A.10 Seja l ≥ 1. Pra quase todo {xi}d+1
i=1 , o conjunto

K7 = {ν : ∃x ∈ ∩d
i=1∂Ai, y ∈ ∩d+1

i=l+1∂Ai tq ⟨ν, x− y⟩ = 0}

tem medida de Lebesgue nula

Demonstração: Pelo lema 2.4, os conjuntos ∩d
i=1∂Ai e ∩d+l

i=l+1∂Ai são, para quase todo conjunto de pontos
{xi}d+l

1 , finitos e disjuntos, dessa forma, K7 é a união de um número finito de hiperplanos □

Lema A.11 p = P (exitirem d+ 1 conjuntos diferentes B1, . . . , Bd+1 ∈ Ξ tais que ∩d+1
1 ∂Bi ̸= ∅) = 0

Demonstração: Tome f(B1, . . . , Bd+1) = I(∩d+1
1 ∂Bi ̸= ∅). Pelos lemas 1.18 e 2.4

p ≤ E
′∑
Ξ

f(B1, . . . , Bd+1) =

= λd+1

∫
. . .

∫
f(A1, . . . Ad+1)dx1 . . . dxd+1

= 0

□
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