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Resumo

Este trabalho se propoe a elucidar o processo de localizacdo em duas distintas es-
truturas algébricas: anéis e médulos. No contexto dos anéis, investigaremos esse
processo tanto em dmbitos comutativos quanto ndo comutativos. Em relacdo aos
modulos, a analise serd exclusivamente no cenario comutativo. O objetivo da localizagao
reside na capacidade de conferir aos elementos da estrutura a habilidade de se tor-
narem invertiveis em relacao a operagao de multiplicacdo. Um exemplo especifico
de localizacdo aplicado a anéis comutativos é o conceito de corpo de fragdes, que por
meio de relagdes de equivaléncia, alcangamos o menor corpo que contém o anel. Em
outras palavras, esse processo torna todos os elementos ndo nulos do anel original
invertiveis. No caso mais geral de localizagdo, a meta ndo é tornar todos os elemen-
tos da estrutura invertiveis, mas sim determinados subconjuntos com propriedades
especificas. No contexto dos anéis ndo comutativos, o processo torna-se mais com-
plexo, uma vez que as operagdes devem ser executadas sem a comutatividade, uma
propriedade fundamental frequentemente utilizada sem o devido reconhecimento.
Para compensar a auséncia da comutatividade, neste caso, as condi¢des de Ore vém
a tona como requisitos essenciais para viabilizar a localizagdo. Sobre moédulos, o
trabalho se propde a apresentar suas propriedades bésicas e mostrar a localizagao

para médulos comutativos.

Palavras Chaves: Localizagao, Anéis, Médulos, Condi¢oes de Ore



Abstract

This work aims to elucidate the process of localization in two distinct algebraic
structures: rings and modules. In the context of rings, we will investigate this
process in both commutative and non-commutative realms. As for modules, the
analysis will be exclusively within the commutative scenario. The objective of loca-
lization lies in the ability to confer to the elements of the structure the capability of
becoming invertible with respect to the multiplication operation. A specific exam-
ple of localization applied to commutative rings is the concept of the field of fracti-
ons, wherein through equivalence relations, we attain the smallest field containing
the ring. In other words, this process renders all non-zero elements of the origi-
nal ring invertible. In the broader context of localization, the goal is not to render
all elements of the structure invertible, but rather specific subsets with particular
properties. In the context of non-commutative rings, the process becomes more in-
tricate, as operations must be carried out without commutativity, a fundamental
property often utilized without due recognition. To compensate for the absence of
commutativity, in this case, the Ore conditions emerge as essential requirements to
facilitate localization. Regarding modules, the work aims to present their funda-

mental properties and demonstrate localization for commutative modules.

Keywords: Localization, Rings, Modules, Ore Conditions



1 Introducao

O conceito de fragdo de nimeros inteiros é fundamental na matematica, sendo apre-
sentado na infdncia e tendo aplicagdes em diversas dreas como geometria, computagao
e entre outras. Porém a nogdo de fragdo pode ser estendida, de forma que anéis e
modulos tenham suas fragoes através do processo de localizagao. O objetivo dessa
ferramenta é criar elementos invertiveis para a estrutura e podemos enxergar isso
como a construgdo das fragdes neste ambiente. Esse andlogo é tdo interessante que
entenderemos porque a divisdo por zero ndo é vantajosa de ser definida.

Inicialmente abordaremos o problema sob o ponto de vista de anéis comutativos,
portanto o objetivo serd a partir de um anel comutativo que ndo necessariamente
tem unidade, realizar o processo de localizagao, resultando em um novo anel que
possui inversos multiplicativos para alguns elementos.

O préximo passo é entender como podemos fazer localizagdao em médulos, porém
essa é uma estrutura que nao é estudada durante a graduag¢ao na UFABC, por isso,
veremos algumas propriedades bdsicas para termos ferramentas necessarias para a
localizagao em moédulos. Além disso, seguir essa ordem é importante, pois o con-
ceito de moédulo depende da estrutura de anel e veremos que a localizagdao de um
modulo, depende da localizagdo de um anel também.

Por dltimo, a ideia é entender o processo de localizacdo em anéis nao comutativos.
A comutatividade é uma propriedade que tao intrinseca aos nimeros do nosso coti-
diano, que muitas vezes nao percebemos que estamos utilizando e perder isso torna
muito mais complexo operar em um anel. Por conta disso, para fazer localizagao
é necessdrio que o anel atenda a algumas condigdes, essas condigdes sdao chamadas
condigoes de Ore e através delas, veremos que é possivel construir a localizagdo em

um anel ndo comutativo.



2 Anéis

2.1 Conceitos iniciais

Na algebra abstrata, a estrutura que chamamos de anel é um conjunto com duas
operagdes bindrias, isto é, sdo operacdes que atuam em dois elementos deste con-
junto e nos resulta em um terceiro, costumamos chamar essas operagdes de soma
e multiplicacdo. Na verdade, j& conhecemos alguns anéis desde a infadncia mas po-
demos ndo enxergar sua estrutura, um exemplo disso sdo os nimeros inteiros, que
com sua soma e multiplicacdo usual é um anel. Porém, nem todo conjunto com
duas operagdes bindrias é um anel, para isso aconteca, as suas operagdes devem ter

algumas propriedades e vamos definir isso a seguir.

Definig¢do 2.1 (Anel) Seja A um conjunto com duas operagdes binarias denotadas por

+ e %, Se para todo x, V,Z € A, temos:
1. x+(y+2)=(x+y)+z
2. 10 Atal que Vx,x+0=x
3. x+y=v+x
4. A—xtal que x,x +(-x)=0
5. (a*b)*c=a=(bxc)
6. ax(b+c)=axb+axc
7. bra+cxa=(b+c)*a
Dizemos que (A, +,+) é um anel, ou s6 que A é um anel.

Essa defini¢dao quer dizer que esperamos que um anel tenha algumas boas proprie-
dades para a sua soma, como comutatividade, existéncia de oposto, associatividade
e para a sua multiplicacdo esperamos que tenha a associatividade apenas. Também

temos uma propriedade que liga essas duas operagdes.



2 Anéis

Existem anéis que tem mais algumas propriedades com relacdo a multiplicagdo,
por exemplo, quando a multiplicagdo é comutativa, isto é a*b = b+a chamamos de
anel comutativo. Outro exemplo, sdo anéis que possuem elemento neutro para a
multiplicacdo, isto é, a* 1 = 1 *a, chamamos esses anéis de anéis com unidade.

De maneira geral, a definicdo de anel varia de autor para autor ou com o propédsito
do trabalho em questao, alguns consideram anéis comutativos com unidade, outros
j& ndo necessitam da existéncia do neutro multiplicativo. Também existem anéis
nao associativos, entdo podemos ter um anel sem nenhuma propriedade sobre a
multiplicagdo de maneira mais geral. Para este texto, iremos assumir associativi-
dade, e ao longo do texto estudaremos os casos comutativo e ndo comutativo sem
assumir a existéncia de identidade.

Agora vamos ver alguns exemplos de anéis:

Exemplo 2.2 Temos que Z,Q,R com as suas respectivas operagdes usuais de soma e

produto sdo anéis comutativos e com unidade.

Exemplo 2.3 Os nimeros inteiros pares, denotados por 2Z também formam um anel
com a soma e multiplicacdo usual. Mas neste caso, note que temos um anel sem a

unidade, ja que 1 ¢ 2Z.

Exemplo 2.4 As matrizes quadradas de ordem n, denotadas por A,,, com as operagdes

de soma e produto de matrizes formam um anel ndo comutativo, ja que ndo é ver-

2 1
dade a,b € A, ab = ba. Por exemplo, em A, tomando a = 5 1 eb= 0 1 temos

que ab = 4eba: > 5.
2 5 2 1
Com esses exemplos, ja temos uma boa intui¢do sobre os anéis, mas vemos que
algumas coisas nao sao garantidas por defini¢do. Por exemplo, sabemos que se mul-
tiplicarmos um numero inteiro por zero, que é o neutro da adigdo, o resultado do

produto é zero, mas isto é valido para todo anel? Veremos que sim.

Proposicdo 2.5 Seja A um anel, para todo x € A temos x+0 =0+x = 0.

Demonstracdo: Tome x € A, temos que x*0 = x*(0+0) ja que 0 é o neutro da soma.
Agora aplicando a propriedades distributiva, temos que x*(0+0) = x* 0+ x*0, mas
isto nos indica que x*0 = x* 0 + x* 0. Somando o inverso aditivo em ambos lados da

equacao temos que x*0+ (—x*0) =x*0+x%0+ (—x*0) que é igual a 0 = x 0.
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Analogamente, podemos fazer o caso para 0+*x, que resultard em 0+x =0 =xx0. O

A partir desses exemplos e da proposigdo anterior, podemos imaginar que muitas
propriedades desses anéis conhecidos sdo estendidas para qualquer anel, porém de-
vemos tomar cuidado porque nem tudo é valido e pode ser um caso particular de
apenas um anel.

Outra nogao importante que temos relacionada aos anéis, sao os subanéis, que nada
mais sdo do que anéis dentro de anéis. Ou seja, dentro de uma estrutura de um anel,
pode existir uma segunda estrutura, ou seja, restringindo as operagdes a uma parte
do anel, tudo continua sendo respeitado dentro deste subconjunto. Voltando para
os nossos exemplos ja conhecidos, temos que Z e Q sdo anéis, mas Z C Q, portanto
podemos enxergar os numeros inteiros como um subanel dos nameros racionais.

Veja agora a defini¢ao formal disso:

Defini¢ao 2.6 (Subanéis) Seja S C A, onde A é um anel, dizemos que S é um subanel
de A se dados s,t € S temos:

1. s+teS
2. Sese S entio—-seS
3.0eS

4. sxteS

Exemplo 2.7 O conjunto dos nimeros pares, que vamos denotar por 27 é um suba-
nel dentro do anel Z.

Outra definicdo que é importante para o estudo de anéis é a de ideal. Este con-
ceito tem a caracteristica de “absorver” elementos de fora com a multiplicagao, isto
é, ao multiplicar um elemento do ideal por outro que nao esta, o resultado da
multiplicacdo também estd no ideal. Isto parece bem estranho, mas pensando no
subconjunto dos pares com relagdo aos nimeros inteiros, sabemos que a soma de
dois numero pares é par e a multiplicagdo de um impar por um par, é par, entdo os
pares “absorvem” os impares nesse sentido.

Outro ponto que é importante ressaltar sobre os ideias é que quando o anel é nao
comutativo, temos distin¢do entre os lados em que ocorre a “absor¢ao” , dessa forma
teremos ideias a esquerda ou a direita. Neste texto, irei fazer as defini¢des a es-

querda. De maneira mais formal, temos



2 Anéis

Definicao 2.8 Seja A um anel com I C A el # 0 dizemos que I é um ideal a esquerda de
A se:

1. 04 €1
2. x,yelentdox+yel

3. acAexelentioaxel

Observagao 2.9 Analogamente, podemos definir o ideal a direta de um anel. Vale ressal-
tar que para anéis comutativos, um ideal a esquerda também é um ideal a direita, ja que

ax = xa. Quando I é um ideal a esquerda e a direita, dizemos que I é um ideal bilateral.

Os ideais sdo importantes nos estudos de anéis, pois através deles conseguimos por
exemplo fazer quociente de anéis.
Dois tipos de ideais que sao bem importantes e vamos utilizar durante o texto sao

os ideias primos e os ideais maximais que vamos definir agora.

Defini¢do 2.10 (Ideal maximal) Seja A um anel e I C A tal que I é ideal a esquerda de
A. Dizemos que I é um ideal maximal a esquerda de A se ndo existe outro ideal a esquerda
J#=Atalquel C].

De maneira mais simples, um ideal maximal é um ideal que nao estd contido pro-

priamente dentro de outro ideal além do préprio anel.

Definigdo 2.11 (Ideal primo) Seja A um anel e I ideal a esquerda de A. Dizemos que 1
é um ideal primo, se dados |, L ideais a esquerda de A, tal que JL C I tem-se ] CTou L C1
para todos ideais a esquerda J,L de A.

Para simplificar, como s6 iremos trabalhar com ideias primos em anéis comutati-

vos, definiremos ideal primo neste caso mais restrito.

Definig¢do 2.12 (Ideal primo) Seja A um anel comutativo e I C A tal que I é ideal de

A. Dizemos que I é um ideal primo, se dado xy € I tem-se x € ouy € I.

Em outras palavras, se um produto pertence ao ideal I, entdo pelo menos um dos
fatores do produto pertence ao ideal. Note, que esta definicao é especifica para anéis
comutativos.

Além desses ideais, podemos ter outros ideais a partir de subconjuntos de um anel,

falamos que esses ideais sdo gerados por um conjunto.

10



2 Anéis

Definicao 2.13 Seja A um anel e S C A com S # 0, o ideal a esquerda gerado pelo
conjunto S é o menor ideal que contém S. Denotamos esse ideal por (S). Dessa forma

(8)=Nsc1, onde I éum ideal a esquerda de A.

Especificamente, para um anel comutativo com unidade A, conseguimos caracte-
rizar o ideal gerado por I com ainda mais clareza. Pois, o ideal gerado serd formado

pelas somas finitas de elementos da forma ai, ondeac Aeiel.

Proposicdo 2.14 Seja A um anel comutativo com unidade, onde 1 # 0 e S C A entdo
(SYy={Y"a;s; onde a; € A,s; € S}.

Demonstracao:

Primeiro, vamos mostrar que ] ={}_!"_, a;5; onde a; € A,s; € S} é um ideal.
1. 04 €<$ >.

Temos que S # 0, tome x € S temos que 04x =04 €.

2. x,ye]entaox+ye].
Temos entdo que x = Z{-‘Zl aixjey= Z;‘ﬂ:l bjyjondea; bjeAex;,y; €S.

Temos entdo x+vy = Zle a;x; +Z;-”:1 bjy; = Z;‘j{” c;z; onde ¢; = a;, z; = x; quando
1<I<kec=b;,z7=y;quandok+1 <[ <k+m portantox+ye]

3.acAexe]entdiox+ye€].
Temos entdo que x = Zle a;x;, logo ax = QZ§:1 a;x; = Zle aa;x; € J.

Portanto, | é um ideal de A.

Agora devemos mostrar que (S) = J. Claramente que S C ], dessa forma (S) C ]/, ja
que | esta na interseccdo de todos os ideias que contém S.

Para mostrar que | C (S), suponha x € ], sabemos que x =) !, a;s; paraa; € A e
s; € S, onde s; € (S) e como (S) é um ideal, entdo a;s; € (S) e a suas somas finitas
também, dessa forma x =), a;s; €(S). O

Além de ideias e subanéis, outro conceito importante que precisamos estudar é o
conceito de homomorfismo. Dados dois anéis, seria interessante também estabele-
cer uma relacdo entre essas duas estruturas, de forma que isso respeitasse a estru-
tura dos anéis. Geralmente, quando vamos relacionar dois conjuntos, utilizamos
func¢oes, mas no caso de anéis essas fungdes precisam de uma propriedade a mais e

sao chamadas de homomorfismo.

Definig¢do 2.15 (Homomorfismo) Sejam A, B anéis e f uma fungio f : A — B, f édita

homomorfismo de anéis se:

11



2 Anéis

1. f(x+y)=f(x)+f(®)
2. f(xy)=f(x)f(»)

Observacao 2.16 Caso A,B sejam anéis com unidade, temos que a seguinte condig¢do

também é necessaria f(1,) = 1p.

Agora vamos comegar a misturar um pouco as coisas, falando de ideais e homo-

morfismos.

Proposic¢ao 2.17 Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e ] um ideal a esquerda de
Bentdo f~1(]) é um ideal a esquerda de A. Ou seja, a pré-imagem de um ideal & esquerda

é um ideal a esquerda.

Observacao 2.18 Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e I um ideal a esquerda de
A, ndo podemos garantir que f(I) é um ideal a esquerda de B.

Por exemplo, tome i : Z — Q sendo i(x) = x. Temos que Q é um corpo, portanto seus
tinicos ideias sao {0} e Q. Tome 27 ideal bilateral de 7 temos que i(2Z) = {0} e i(2Z) = Q

portanto ndo é um ideal de Q.

Para finalizar essa secdo de conceitos basicos de anéis que iremos utilizar, defini-
remos a nogdo de divisor de zero. Intuitivamente, sabemos que dividir por zero
nao é uma caracteristica que esperemos dos numeros, na verdade, no contexto dos
nameros reais, nao existe a divisdo por zero, porém no caso mais geral de anéis,
podemos ter a multiplicacdo de dois elementos nao nulo sendo igual a zero e cha-
mamos os elementos que possuem essa propriedade de divisores do zero. Porém,
muitas vezes queremos evitar esses casos, entdo também definiremos o conceito de
dominio de integridade, que sdo anéis comutativos que nao possuem elementos que

sao divisores do zero.

Defini¢ao 2.19 (Divisores de zero) Se A um anel se xy = 0com x #0ey =0, x é

chamado de divisor de zero a esquerda.

Observagao 2.20 No caso comutativo em particular, como xy = yx, ser divisor de zero a
esquerda implica em ser divisor de zero a direita e vice-versa. Neste caso, dizemos apenas

que o elemento é um divisor de zero.

Defini¢ao 2.21 (Dominio de integridade) Seja A um anel comutativo, sem divisores

de zero, dizemos que A é um dominio de integridade.

12



2 Anéis
2.2 Corpo de fracoes

Nesta secao, vamos tratar de uma construcgdo que é vista durante o curso de Anéis e
Corpos. Essa construgao é importante neste trabalho, porque vemos que a localiza¢ao
¢ uma generaliza¢do desse conceito. Ou seja, vamos ver que esta construgao, é um
caso particular de localizagdo. Por se tratar de um caso particular, nao vamos acom-
panhar as demonstra¢des com todos os detalhes, ja que iremos fazer o caso mais
geral quando estivermos tratando de localiza¢do. Os passos com mais detalhes sao
encontrados na referéncia [Her75].

O objetivo aqui, é mostrar que a partir de um dominio de integridade, podemos
encontrar um corpo no qual esse anel “esta contido”. Ou seja, queremos expandir
esse anel para um corpo e para que isso seja necessario, todo elemento original do
anel devera ter um inverso multiplicativo. Um exemplo disso sdo os niimeros intei-
ros, que ¢ um anel mas podemos encontrar-16s dentro dos racionais que formam um
corpo.

Um ponto que precisa de mais formalidade no que foi dito acima é o conceito de

estar contido.

Definigdo 2.22 Se temos f um homomorfismo injetivo de A para B entdo podemos iden-

tificar A com um subanel de B. Diremos que A esta embutido em B.

Proposicao 2.23 Todo dominio de integridade esta embutido em um corpo.

Demonstragdo: Seja A um anel que é um dominio de integridade, ou seja, ndo possui
divisores de zero. Vamos definir uma relagdo no conjunto A x S, onde S = A\ {0}.
Dessa forma, podemos identificar os elementos de A x S como (a,s) onde s # 0, sdo
as fracoes de elementos do anel. Primeiro queremos definir algumas propriedades

bésicas:

1. Duas fragdes sdo iguais se (a,s) = (b, t), isto é, significa que at = sb onde s,t = 0.

2. Para somar as fragoes temos que (a,s) + (b, t) = (at + sb, st).

3. Para multiplicar as fragoes temos que (a,s) * (b, t) = (ab, st).

Com isto, temos que a relagao dada por (a,s) = (b,t) se e somente se at = sb, é

uma classe de equivaléncia. Novamente, ndo vamos fazer esses detalhes agora, mas
veremos algo bem parecido a frente.
Seja C o conjunto de todas as classes de equivaléncia com as operagdes de soma e

multiplicagdo que definimos acima, isto forma um corpo.

13



2 Anéis

Aqui também nao vamos fazer todos os passos, apenas o passo que para cada ele-
mento existe um inverso multiplicativo, ja que no caso de localizagdo vamos ter um
anel e nao um corpo.

Seja (a,s) uma classe de equivaléncia, temos entdo que achar um elemento (b, t) de
tal forma que (a,s)*(b,t) = (d,d), onde d = 0.

O primeiro ponto dessa igualdade acima, é que o elemento (d,d) onde d = 0,

se comporta como a unidade no conjunto C. De fato, seja (a,b) € C, temos que

(a,b) * (d,d) = (ad,bd). Mas note que essas classes sdao equivalentes. Perceba que

(a,b) = (ad,bd) se e somente se abd = bad e como A é um anel comutativo, essa
altima igualdade é valida. Entdo, multiplicar o denominador e o numerador por
um elemento ndo nulo, ndo modifica a classe.

Agora vamos tentar encontrar o inverso multiplicativo do elemento (4, s). Tomando

(b,t) = (s,a), temos entdo que (a,s) * (s,a) = (as,sa). Como as = sa pois é um anel
comutativo e as # 0 pois é um dominio de integridade, logo (a,s) ¢ invertivel. Ou
seja, todo elemento diferente do zero possui inverso.

Para finalizar, veremos que existe um homomorfismo injetor entre A e C.

Seja o isomorfismo dado por f : A — C tal que f(a) = (as,s) para um s = 0. Geral-
mente, nos livros pegamos o elemento 1, porém pode ser qualquer outro diferente
de zero, caso ndo tenha unidade no anel original.

Para f ser homomorfismo injetivo, temos que verificar as condi¢des de soma, multiplicagao

e injetividade.

1. (Soma) Seja a,b,s € A, logo f(a+b) = ((a+0b)s,s) = (as+ bs,s) = (ass + bss,ss) =

(as,s) + (bs,s) = f(a) + f ().

2. (Multiplicagao) Seja a,b,s € A, logo f(ab) = (abs,s) = (abss,ss) = (as,s)(bs,s) =
fla)f(b).

3. (Injetividade) Tome a # b, onde a,b € A. Aplicando a definigdo de f, f(a) =

(as,s) e f(b) = (bs,s). Vamos supor que (as,s) = (bs,s), logo ass = sbs = bss
que nos leva a ass — bss = (a — b)ss = 0, dessa forma como A é um dominio de

integridade a —b = 0 ou ss = 0 no entanto s # 0, assim ss # 0 e a = b, logo

a—b =0, portanto (as,s) # (bs,s).

O
Entdo, o que fizemos aqui foi a partir de um dominio de integridade qualquer,
chegamos em um corpo. De maneira informal, seria como se a gente estivéssemos,

adicionando os inversos para que tenhamos um corpo. Agora o que vamos ver é

14



2 Anéis

uma generalizacdo disso, invés da gente fazer para todos os elementos ndo nulos
do anel, vamos escolher quem vai ganhar o inverso na localizagdo e por causa disso
ndo necessariamente vamos ter um corpo mas sim um anel, j4 que nem todos os

elementos nao nulos vao ser invertiveis.

2.3 Localizacao em anéis comutativos

Como dito na secdo anterior, vamos tentar generalizar o que foi feito para o corpo
de fragdes, mas de forma que vamos escolher quem se tornara inversivel.

Vamos seguir a demonstracdo a partir de um anel A que ndo necessariamente tem
unidade, na referéncia [AM69] temos a demonstragdo feita para anel com unidade,
porém preferimos ndo assumir em prol da generalidade.

Para iniciar, vamos precisar do conceito de conjunto multiplicativo. Que nada mais

é, do que um conjunto nao vazio e fechado para a multiplicagao.

Definicdo 2.24 Um subconjunto S de um anel A é dito um conjunto multiplicativo se

S#0ex-yeS paratodox,yeSs.

Observacao 2.25 Na referéncia [AMG69], é utilizado um anel com unidade, por isso a
definigdo de subconjunto multiplicativo pede 1 € S. No nosso caso, ndo faz sentido pedir
1 €S, para adaptar vamos trocar aquela condigdo pela existéncia de um elemento no con-
junto que ndo seja o zero do anel. No exemplo[2.36|vamos entender porque ndo desejamos

que 0 € S.

Agora que ja temos todas as defini¢oes necessarias para iniciar a construgao. Pri-

meiro, vamos definir uma relagdo de equivaléncia no conjunto A x S que serd dada

por (a,s) = (b, t) & (ta—sb)u = 0 para algum u € S.

Proposicao 2.26 A relagcio em A x S definida por (a,s) = (b,t) & (ta—sb)u = 0 para

algum u € S, é de equivaléncia.

Demonstragdao: Vamos mostrar que é uma relagao reflexiva, simétrica e transitiva.

1. (Reflexiva)

Vejamos que (a,s) = (a,s). De fato, pois sa —sa = 0, tomando qualquer ¢t € S

temos que (sa—sa)t = 0.

2. (Simétrica)
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Suponha que (a,s) = (b,t) logo existe u € S tal que (ta—sb)u = 0. Note que
podemos somar o inverso aditivo do elemento (ta — sb)u em ambos lados da
igualdade que nos leva a (ta —sb)u — ((ta—sb)u) = —(ta—sb)u. Logo temos que,
0 = —(ta—sb)u = (—ta+ sb)u = 0 reorganizando os termos, —ta + sb = sb —ta

portanto (sb —ta)u = 0 que é equivalente a (b,t) = (a,s).

3. (Transitiva)

Assumindo que (a,5) = (b, t) e (b, t) = (¢,r), devemos chegar em (a,s) = (¢, ). De

(a,) = (b, t) temos (ta —sb)u; = 0 para algum u; € S. De (b,t) = (c,r) temos

(rb—tc)u, = 0 para algum u, € S.

Multiplicando a primeira equagdo por ru, e a segunda por su; chegamos a
ruy(ta—sb)u; =0 e suy(rb —tc)u, = 0. Utilizando a comutatividade para agru-
par os termos em u chegamos a r(ta —sb)uju, = 0 e s(rb —tc)u;u, = 0. Apli-
cando a propriedade distributiva (rta—rsb)uju, = 0 e (srb—stc)uyu, = 0. Nova-
mente utilizando a comutatividade para ajustar os termos, chegamos as duas

equacoes
(*) (art—sbr)uqu, =0
(**) (sbr—sct)uquy; =0
Em (**) temos que ao aplicar a distributiva e chegamos a sbruju, = sctuju,,

porém note que temos em (*) ao aplicar a distributiva artu;u, = sbruyu,. Por-

tanto temos, artu;u, = sctuju,. Logo, 0 = (art —sct)uyuy = (ar —sc)tuyu,.

Mas como t,uj,u; € S e S é um conjunto multiplicativo, logo tu,u; € S e por-

tanto (a,s) = (c, 7).

Portanto, a relacdo definida em A x S é de equivaléncia.
O

Denotamos por S™!A o conjunto das classes de equivaléncia e por (4,s) ou £ a classe

de equivaléncia de (a,s). Neste texto, vamos preferir a notagao (a,s).
Ja temos o conjunto com as relagdes de equivaléncia, agora queremos definir operacgdes

em S~!A e mostrar que com essas operagdes o conjunto é um anel.

Definicao 2.27 A soma em S™'A ¢ definida por (a,s)+ (b, t) = (at + sb, st).

Definigdo 2.28 A multiplicacdo em S™' A é definida por (a,s)*(b,t) = (ab, st).
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Como estamos trabalhando com classes de equivaléncia precisamos garantir que
essas operagoes estdo bem definidas, ou seja, que as operagdes acima ndo dependem

do representante da classe.

Proposicio 2.29 As operagdes de soma e multiplicacido em S~' A ndo dependem dos re-

presentantes da classe.

Demonstragdo: Seja (ay,s1) = (ap,5;) e (b1, t1) = (by,5,), devemos mostrar que (ay,51)+

(b1, t1) = (a2, 52) + (by, tp) e que (ay,s1) * (by, 1) = (a2,52) * (by, ).

1. (Soma)

Realizando as somas temos (ag,s1)+(by,t1) = (t1a1 +51b1,51t1) € (ap,52)+(by, tp) =

(taap +5,by,55t7).

Devemos mostrar que (t1a; +5s1by,51t1) = (tha, +5,b,,5,15), para isso devemos
ter a[Sztz(tlal + Slbl) -5 tl(tzaz + 52b2)] para o € S.
Sabemos pela igualdade das classes que

a) Existe u; € S tal que (s,a; —s1a;)u; = 0 que é equivalente a spa;u; = syauy

b) Existe u, € S tal que (t,b1 —t1b,)u, = 0 que é equivalente a tybyu, =t byu,
Ao multiplicar a) por t;t,u, e b) por sys,u; ficamos com ttyu,s,a1u; = titruysasuy
e s1Spu tybiuy = syspu tybyu,. Somando as duas equagdes agora ficamos com
t1tpUpSra U +S1SoUq t2b1 Uy = t1EpUpS AU +S1SpU bzuz. Colocando em evidéncia
0S termos em com $1S,uUq Uy € £ tyuUg Uy ficamos com tytyuyuy(Spa;—S1a7)—S1Souq Uy (trby—
t1b,) = 0. Note que, colocando u; 1, em evidéncia ficamos com uyu,(t;t(spa; —
S1a3) —S152(t2b —t1b,)] = 0 portanto, tomando & = u;u, chegamos a igualdade

das classes. Lembre que u;,u; € S, logo uu, €S.

2. (Produto)

Realizando os produtos (ay,s1)*(by, t1) = (a1 by, s1t1) € (az,52)*(ba, ty) = (a2by, 5,t5).

Queremos mostrar que (a;by,s1t;) = (a,by,5,1,), que é equivalente a mostrar

que existe a € S tal que (sytpa1b1 — s t1ab,)a = 0.
Sabemos pela igualdade das classes que
a) Existe u; € S tal que (sp,a;—s1a;)u; = 0 que é equivalente a s,a;u; = syau;

b) Existe u, € S tal que (t,b1 —t1b,)u, = 0 que é equivalente a tybyu, =t byu,
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Ao multiplicar a) por t,b, 1, e b) por sya,u; ficamos com t,byuys,a,uy = trbyuysyarug

e syayuytybiuy = syaru tibyu,. Reordenando os termos do produto da segunda
parcela da igualdade da primeira equagao e a primeira parcela da igualdade

da segunda equacdo temos que frbuys,ajuy = arbysytruguy e abysytruguy =
syayuitibyuy, logo tybyussyajuy = syaruytybyu,. Portanto thbyuysyaguy—syaugtibouy =
0, colocando uju, em evidéncia temos uju,(t,b1s,a; —syartib,) = 0 reorde-
nando os termos ficamos com u;uy(sytra1b1 —syt1aby) = 0 tomando a = uju,

chegamos a igualdade das classes.

O

Agora sabemos que as operagdes de soma e multiplicacdo nao dependem dos ele-
mentos escolhidos para representar a classe, porém antes de verificarmos que com
essas operagdes temos um anel em S™'A, vamos estudar umas propriedades que
vamos utilizar mais a frente.

A primeira delas, é que quando temos uma fragao e multiplicamos pelo mesmo
elemento o numerador e o denominador é esperado que a fragdo resultante equiva-
lente a fracdo inicial. Por exemplo, nos racionais % = %, ou seja, multiplicar por 2
nos levou a uma fracdo equivalente. Para a localizagdo, isto também acontece mas

temos uma pequena restri¢do nos elementos que podemos multiplicar.

Proposicao 2.30 Seja (a,s) € S™1A, temos que se t € S, entdo (a,s) = (ta,ts).

Demonstragdo: Para termos que (a,s) = (ta, ts), devemos ter que existe u € S tal que

(tsa—sta)u = 0. Mas como estamos em um anel comutativo, tsa = sta logo tsa—sta = 0,
portanto podemos tomar como sendo qualquer elemento de S que é ndo vazio. [

Outro ponto interessante dessa proposi¢ao, € que podemos ver essa multiplicagao
por um mesmo elemento no numerador e no denominador como uma multiplicagao

pela unidade. (a,s) = (ta,ts) onde t € S, mas também (ta, ts) = (t,t) * (a,s). Portanto,

basicamente toda fracdo composta pelo mesmo elemento no numerador e no deno-
minador é a identidade, com a restricao que esse elemento deve pertencer a S.
Agora, sabendo isto, vamos mostrar que S~'A é um anel com as operagdes que

definimos.

Proposigao 2.31 S~ 1A com a soma e a multiplicacdo definidas acima é um anel com

unidade.

Demonstracao:

1. (Associatividade da soma) [(a,s) + (b, t)] + (¢, v) = (a,s) + [(b, t) + (¢, V)]
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Temos que [(a,s)+(b, t)] = (at + sb, st), logo (at + sb, st)+(c,v) = ([at + sb]v + stc,stv) =

(atv + sbv + stc, stv).

Agora partindo para o outro lado da igualdade [(b, t)+(c,v)] = (bv + tc, tv), logo

(a,s)+ (bv + tc, tv) = (atv + s[bv + tc],stv) = (atv + sbv + stc, stv).

Portanto a igualdade é verdadeira, logo é associativa.

. (Elemento neutro da soma) Se existe elemento tal que (a,s) + x = (a,5).

Tome x = (0, u) para u € S, logo temos que (a,5)+(0,u) = (au +50,su) = (au,su) =

(a,s).

Portanto (0,u) é o elemento neutro. Ou seja, o elemento neutro da soma ¢é

formado pelo 0 no numerador e qualquer elemento de S no denominador.

. (Oposto da soma) Se existe elemento tal que (a,s)+ x = (0, u).

Tome x = (—a,s), assim (a,s) + (—a,s) = (as —sa,ss) = (0,ss) = (0, u).

. (Comutatividade da soma) (a,s)+ (b,t) = (b,t) + (a,s)

(a,5)+ (b, t) = (at +sb,st) e (b, t)+(a,s) = (bs + ta, tb). Como A é comutativo, logo
at +sb = bs+tae st =tb, portanto a igualdade é valida.

. (Associatividade da multiplicagao) [(a,s) * (b, t)]*(c,v) = (a,5) *[(D, t) * (¢, v)].

Primeiro, o lado direito da equagao [(a,s)*(b, t)] = (ab, st), logo = (ab, st)*(c,v) =
(abc, stv).

Agora o lado esquerdo [(b,t) = (c,v)] = (bc, tv), logo = (a,t) * (bc, tv) = (abc, stv).

Logo a igualdade ¢ vélida.

. (Elemento neutro da multiplicagao) Se existe elemento tal que (a,s)*x = (a,s).

Tome x = (1, u), logo temos que (a,s)*(u,u) = (au,su) = (a,s). Ou seja, quando o
denominador e o numerador sdo formados pelo mesmo elemento de S, teremos

o elemento neutro da multiplicagao.

. (Distributividade) (a,s) *[(b,t) + (c,v)] = (a,s) * (b, t) + (a,s) * (c, v).

Vamos desenvolver o lado esquerdo da equagdo, temos entao que (a,s)*[(b, t) +

(c,v)] =(a,s)*(bv + tc, tv) = (a[bv + tc], stv) = (abv + atc, stv).

Agora desenvolvendo o lado direito, temos (a,s) * (b, t) + (a,s) * (c,v) = (ab, st) +

(ac,sv) = (absv + stac, stsv). Como tudo é comutativo, temos que (absv + stac,stsv) =

(sabv + satc, sstv) = (abv + atc, stv).
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Logo a igualdade se verifica.

O
Para solidificar um pouco o nosso entendimento, vamos ver alguns exemplos. O
primeiro deles mostra que realmente o caso do corpo de fragdes é um caso particular

do que fizemos para a localizagdo para um anel comutativo.

Exemplo 2.32 Quando A é um dominio de integridade temos um caso particular do
anel de fragoes, isso acontece pois tomando S = A\ {0} é um conjunto multiplicativo.

Para provar o exemplo acima, basta provar a seguinte proposigao.

Proposicao 2.33 Seja A um dominio de integridade, entdo o conjunto S = A\ {0} é um

conjunto multiplicativo.

Demonstragdao: Temos também que para xy com x,y € s jd que xy = 0, pois A é
um dominio de integridade e x e y ndo podem ser nulos. Portanto S é fechado na

multiplicagdo, logo é um conjunto multiplicativo. O

Exemplo 2.34 Tomando como nosso anel os inteiros Z e o nosso conjunto multipli-
cativo como S = Z \ 0, teremos %, onde a e Z e b €S, ou seja, b deve ser inteiro
ndo nulo e isso é exatamente a definicdo dos nimeros racionais, que sabemos que
€ um corpo. Vimos a constru¢ao do corpo dos racionais a partir dos inteiros, como

localizagao.

Um outro exemplo, agora realmente mostrando que teremos um anel e ndo um

COrpo sempre.

Exemplo 2.35 Podemos tomar como A = Z e S sendo as poténcias de 2, ou seja,
S ={2"} com n >0, dessa forma S~'A = {7 talqueac Aeb=2" comn=0.
A localizagdo resultante neste exemplo ndo é um corpo, pois varios elementos nao

possuem inverso multiplicativo, como por exemplo o nimero 3.

Outro comentdario que havia feito no inicio dessa se¢do é com relagao ao conjunto S.
Havia dito que ndo gostariamos que ocorresse , 0 € S. Caso isso ocorresse, estariamos
permitindo fracdes com zero no denominador, mas dividir por zero, tem um prego

e veremos isso nesse proéximo exemplo.

Exemplo 2.36 Temos que S~! A ser4 o anel trivial se 0 € S. De fato, se 0 € S podemos
tomar u da relagdo de equivaléncia como 0, dessa forma (at —sb)0 = 0 para todo

(a,s) e (b, t), dessa forma todos os elementos sdo equivalentes entre si, em particular
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serdo equivalente ao elemento (0,0), ou seja, S"'A pode ser representado por um
unico elemento, o (0,0). Portanto o prego de localizar por zero é que todo mundo

vira o mesmo elemento.

Observacao 2.37 Um importante homomorﬁsmo ¢ 0 que pode garantir que f(A) C ST A.
Seja f : A — S™LA definida como f(a) = (as,s) onde s € S com s = 0.

Proposicao 2.38 Seja A um anel e S um conjunto multiplicativo, entdo a funcdo f :

A — S~ A definida como f(a) = (as,s) onde s € S com s = 0 é um homomorfismo.

Demonstracao:

. (Soma) Queremos mostrar quef (a+b) = f(a)+f(b). Note que f(a+b) = ((a+ b)s,s) =
(as +bs,s) = (ass + bss,ss) = (as,s) + (bs,s) = f(a) + f ()

2. (Produto) Queremos mostrar que f(ab) = f(a)f (b). Perceba que f(ab) = ((ab)s,s) =
(abs,s) = (abss,ss) = (asbs, ss) = (as,s)(bs,s) = f(a)f (b).

Portanto f é um homomorfismo. O

Proposicdo 2.39 Seja f : A— S Aa f(a) = (as,s) onde s € S com s # 0. Entdo f é um

homomorfismo injetor se e somente se S ndo possui divisores de zeroe 0 & S.

Demonstragdo: (<) Temos que f é injetora se f(a) = f(b) implica a = b. f(a) =
f(b) implica que (as,s) = (bs,s). Logo temos que (ass —sbs)u = 0 para algum u € S.
Utilizando a comutatividade de A e colocando s em evidéncia temos que (a—b)ssu =
0 para algum u € S. Note que como S ndo possui divisores de zero e nem o elemento
nulo, logo ssu # 0 e assim (a—b) = 0 logo (a = b), portanto f é injetora.
=) f é injetor, queremos mostrar que S ndo possui divisores do zero.
Tome st =0 € S, entdo f(st) = f(s)f(t)=0 U

Proposicao 2.40 Seja g : A — B um homomorfismo de anéis tal que g(s) é invertivel em

B para todo s € S. Entdo existe um tinico homomorfismo de anel h: ST'A — B tal que
g=hof.

Demonstragao: Vamos definir h(a,s) = g(a)g(s)~}

Primeiro, vamos verificar que h esta bem definida, ou seja, ndo depende do re-

presentante de classe escolhido. Tome (a,s) = (b,t) que é equivalente a (at —sb)u =
0 para algum u € S.
Como sabemos ¢ ¢ um homomorfismo de A para B e (at —sb)u € A, entdo g((at —

sb)u) = g(at —sb)g(u) = 0. Mas g(u) possui inverso, logo g(at —sb)g(u)g(u)™! = 0 que
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é igual a g(at —sb) = g(a)g(t) — g(s)g(b) = 0. Portanto g(a)g(t) = g(s)g(b), aphcando

os inversos de g(s) e g(t) temos que g(s)~' g(a)g(t)g()™" = g(s)~'g(s)g(b)g(t)™! que ¢
igual a g(s)~'g(a) = g(b)g(t)~".
Como estamos trabalhando com anéis comutativos, podemos trocar a ordem de

alguns termos, ficando com g(a)g(s)~! = g(b)g(t)~!.

Agora olhando para a definicao de h, aplicada em (g, s), temos que h(a,s) = g(a)g(s)™! =

g(b)g(t)~! = h(b,t), ou seja, h ndo depende dos representantes escolhidos.

Agora vamos mostrar que h é um homomorfismo.

1. (Soma)

Queremos mostrar que h((a,s) + (b,t)) = h(a,s) + h(b,t). Sabemos que h((a,s) +
(b,t)) = h(at + sb,st) = g(at +sb)g(st)"'. Aplicando o inverso de g(st), temos que

glat+sb)g(st)™ = [g(a)g(t)+g(s)g(b)][g(s)g(H)] ™! = [g(a ) (£)+g(s)g(b)]g(s)" g ().
Agora fazendo a distributiva, temos que g(a)g(t)g(s) "' g(t)~' +g(s)g(b)g(s)" 1g(t)‘l.
1

)
Utilizando a comutatividade do anel B, segue que g(a)g(t)g(t)"'g(s) ™' +g(b)g(s)g(s) 1 g(t)™! =
g(a)g(s)™" +g(b)g(t)" = h(a,s) +h(b ).

2. (Produto)

Queremos mostrar que h((a,s)(b,t)) = h(a,s)h(b,t). Partindo de h((a,s)(b,t)) =
h(ab,st) = g(ab)g(st)™!

Aplicando o inverso, g(ab)g(st)™! = g(ab)[g(st)]! = g(a)g(b)g(s)~1g(t)~!. No-
vamente, utilizando a comutatividade de B, temos que g(a)g(s)"'g(b)g(t)™' =
h(a,s)h(b, t).

Portanto, h ¢ homomorfismo.

Para finalizar, basta mostrar que g =ho f.

Temos que (lro f)(a) = h(f(a)) = hlas,s) = glas)g(s) ™" = g(a)g(s)g(s)™" = g(a) Ya € A.
O

Exemplo 2.41 Esse ultimo exemplo, mostra porque chamamos de localizacdo esse
processo. Seja A um anel comutativo e P um ideal primo. Temos que A\ P é um
subconjunto multiplicativo. Temos que se x,y € A\ P, temos que xy € A\ P. Pois se
xy € P, teriamos que x € P ou y € P, 0 que nos leva a absurdo.

A localizagdo de A por A\ P é denotada por Ap e intuitivamente, nesta localizagdo
todos elementos possuem inverso, menos os elementos que pertencem ao ideal primo.

Dizemos que um anel é local, quando existe um unico ideal maximal dentro deste
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anel e é isto que ocorre na localizagdo por um ideal primo. Ou seja, Ap tem um
unico ideal maximal. Este ideal é dado por M = {(a,s) tal queac Pese A\ P}.

Primeiro temos que mostrar que M é um ideal de Ap. Tome (a,s),(b,t) € M, entdo

(a,5)+ (b, t) = (at +sb,st). Temos que at € P ja que a € P e também sb € P pois b € P.
Como P é ideal, logo at+sb e P e st e A\ P,logo M é fechado para a soma.

Agora, seja (a,s) € M e (c,v) € Ap entdo temos que (a,s) * (¢, v) = (ac,sv), temos que

ace P,jaquea,cePesve A\ Pjaques,veA\P eéfechado para a multiplicacdo,

assim (a,s)*(c,v) € M.
Agora, temos que mostrar que M é um ideal maximal e é o Gnico. Seja I um ideal,

tal que M C I. Entdo existe um elemento (a,t) € I tal que (a,t) ¢ M, dessa forma
temos que (a,t) é da forma que a € A\ P mas assim (a,t) passa a ser um elemento
inversivel e sabemos que se um ideal possui um elemento inversivel, logo ele possui
todo o anel, dessa forma A = I, portanto M é maximal.

Seja ] um outro ideal maximal, temos que ] ndo pode possuir elementos invertiveis,

se ndo | = A. Entdo com isso temos que | C M, logo | ndo é maximal.
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3 Mobdulos

3.1 Conceitos iniciais

Uma outra estrutura na qual também podemos fazer localizagdo, é na estrutura de
modulo. Diferente da estrutura de Anel, a estrutura de médulo ndo é vista nas
matérias obrigatérias da graduagao em matematica na UFABC. Por isso, vou definir
alguns conceitos basicos relacionados a médulos e depois vamos utilizar isto para

construir o processo de localizagdo.

Defini¢ao 3.1 Seja A um anel associativo, comutativo e ndo necessariamente com uni-
dade. Chamamos um conjunto M ndo vazio de A-mddulo 4 esquerda se M é um grupo
abeliano com uma operagio que vamos denotar por + e se esta definida uma lei de composi¢dao
externa que a cada par (o, m) € AxM associa a um elemento am € M e tal que para todos

ay,a, € Aemy,my €M, verifica que:
1. aj(aymy) = (ajaz)m
2. ay(my +my) =aymy+ay;mp
3. (a; +ay)my = aymy + a,my

Os médulos podem ser definidos para anéis com unidade, mas para isso precisamos
adicionar a condigdo 1m; = m; para m; € M. Um mddulo com essa propriedade é
chamado de médulo unital.

De maneira mais informal, podemos ver os médulos como uma espécie de espaco
vetorial, mas invés de termos seus escalares em cima de um corpo, eles sao baseados
em um anel. Por causa disso, ja temos alguns exemplos simples de médulos em um

corpo.
Exemplo 3.2 Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K-médulo.

Exemplo 3.3 Se tomarmos um ideal I de um anel A comutativo, I é um A-médulo.
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Exemplo 3.4 Seja G um grupo abeliano, com a seguinte operagao

NX=X+X+..+x sen>0
f(x)=40 sen=0 (3.1)
—-nx=-x-x—..—x sen<0

onde neZe x € G, temos que G é um Z-moédulo.
Assim como para outras estruturas algébricas, podemos definir subestruturas, entao

dentro de um moédulo, podemos ter um submoédulo.

Definicao 3.5 Seja M um A-modulo. Um subconjunto N C M é dito um A-submodulo
de M se:

1. N éum subgrupo aditivo de M.
2. Para todo a € Aene N, temos que an € N.

Como vamos fazer algumas operagdes com méddulos, é importante saber como lidar
com a multiplicagdo por escalar no caso do zero e com negativos. Para isso, temos a

seguinte proposigao.

Proposicao 3.6 Seja M, um A-modulo, entdo vale as seguintes propriedades:
1. Om =0 para todo me M
2. (—a)m =a(-m) = —(am) para todoac AemeM

Demonstracao:

1. O0m = 0, de fato, pois 0m = (0 + 0)m = Om + Om adicionando —0m em ambos

lados ficamos com 0m =0

—a)m = a(-m) = —(am) para m € M e a € A, de fato, pois (—a)m = (—a)m + am —
am) = (—a+a)m—(am) = —(am) e de forma andloga a(-m) = a(—m)+am—(am) =

a(-m+m)—(am) = —(am)

O
Assim como podemos relacionar anéis, também queremos relacionar diferentes
modulos com fungées que conservem as operagdes dos mddulos, essas relagdes que

preservam essas operacdes sao chamadas de homomorfismos.

Definicao 3.7 Sejam M e N dois A-médulos. Uma fungdo f : M — N diz-se um homo-

morfismo de A-modulos se para todo my,m, € M e todo a € A
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3 Modébdulos

1. f(my+my) = f(my)+ f(my)
2. f(amy)=af(m)

Em posse dos conceitos de mdédulos e homomorfismo de médulos, podemos enten-

der o conceito de sequéncias exatas.

Defini¢ao 3.8 Sejam F,G,H trés A-médulose f : F - G, g : G > H A-morfismos.
Diz-se que o diagrama:

rlciy

é uma sequéncia de ordem 2 em G se im(f) C ker(g). Em particular, se im(f) = ker(g) o

diagrama diz-se uma sequéncia exata em G.

Uma consequéncia direta que nos ajuda a ver uma relagdo entre a imagem e o ntcleo

de uma sequéncia é se a composta dos homomorfismos for nulo.

Proposicao 3.9 Seja f : F - G e g: G — H A-morfismos entdo im(f) C ker(g) se e

somentese go f =0

Demonstragdo: (=) Temos que se im(f) C ker(g), entdo g(f(a)) = 0 para todoa € F,

mas g(f(a)) =go f(a)=0
(<) gof =0,entdo f(a) € ker(g) para todo a € F, logo im(f) C ker(g). O

3.2 Localizacao em médulos

Para fazer localizagdo em moédulos sobre anéis comutativos vamos seguir um cami-
nho parecido. Primeiro definir um conjunto, depois uma relagdo neste conjunto,
mostrar que é de equivaléncia e apds isso com determinadas operagdes concluir que

o conjunto das rela¢des de equivaléncia é um modulo.

Defini¢ao 3.10 Seja A um anel associativo, comutativo e ndo necessariamente com uni-

dade, S um conjunto multiplicativo de A e M é um modulo sobre A. Vamos definir uma

relagido em M x S como (my,sy) = (my,sy) & s(symy —symy) =0 para algum s € S.

Proposicao 3.11 A relagdo definida anteriormente é uma relagdo de equivaléncia em
MxS.

Demonstrag¢dao: Vamos mostrar que é um relacdo reflexiva, simétrica e transitiva.
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3 Modébdulos

1. (Reflexiva) (my,s1) = (mq,57)

Temos que sym; —symy =0, logo s pode ser qualquer elemento de S.

2. (Simétrica) Supondo que (my,s1) = (my,s;) devemos concluir que (m1,,s;) =

(my,s1).

De (my,s1) = (m,,s,) sabemos que existe t € S tal que t(s;m, —s,m;) = 0 onde
simj € M, como M é um grupo abeliano com a soma, podemos comutar os
termos e pela propriedade que vimos na proposi¢ao anterior —s(m) = s(—m),

logo ao somar os opostos temos —f(sy 1y —symy )+1(s1my—symy) = —t(sympy—s,my)

que é igual a t(—symy + s,my) = t(s,my —s1my) = 0 logo temos que (1m,,s;) =

(myq,51).

3. (Transitividade) A partir de (my,s1) = (my,5s,) e (my,s,) = (m3,s3), devemos che-

gar em (my,s;) = (m3,s3).

De (my,s1) = (my,s;) temos ty(s;m, —s,m;) = 0 para algum t; € S.

De (my,s,) = (mj3,s3) temos ty(spmz —s3m;,) = 0 para algum f, € S.

Multiplicando a primeira equagao por t,s3 e a segunda por t;5; chegamos a
(*) tatys3(symy —symy) =0

(**) titas1(samz —s3my) =0

Lembrando que os tinicos elementos de M sdo os m;, o resto pertence a S C A,

que é comutativo, podemos trocar a ordem dos elementos.

Somando as equagdes (*) e (**) e realizando as distributivas temos t,t535;1m, —
trt1535,my +1t1tr81Spm3—1t1t,5153m, = 0. Reorganizando os termos com a comu-

tatividade temos tl t25153m2 - tl t25253m1 + tl t25152m3 - tl t25153m2 =0.

O primeiro e o dltimo termo sao idénticos a menos de um sinal, logo ficamos

com _tl t25253m1 + tl t25152m3 =0

Como M é um grupo abeliano, podemos trocar os termos de lugar e usando a

distributiva do moédulo t;t,s,(s3my —s;ms3) = 0. Dessa forma, como S é multi-

plicativo e t1,t, € S, logo t;t,s, € S e assim concluimos que (4, s;) = (m3, s3).

Portanto, a relagdo definida em M x S é de equivaléncia.
O
Denotamos por S™'M o conjunto das classes de equivaléncia da relagdo acima.

Agora vamos mostrar que S™!M é um S~!A-Médulo.
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3 Modébdulos

Proposi¢io 3.12 S~'M é um S~'A-Modulo com as seguintes operagdes:

1. (my,sy)+(my,s;) = (s1my +S,1m1,515))

2. (ay,s3)*(my,s1) = (aymy,s3sy)

Demonstragdo: Devemos mostrar que S™'M é um grupo abeliano com a soma e
temos a operacdo de compatibilidade entre S™'A e S™'M bem definida. Mas antes
disso precisamos mostrar que a soma esta bem definida, ou seja, nao depende dos

representantes de classe.

1. A operagao de soma estd bem definida. Seja (my,s1) = (m,,5,) e tome (m,s),

queremos mostrar que (#1y,s1) + (m,s) = (my,s;) + (m,s). Temos que (mq,s;) +

(m,s) = (sym+smy,s1S) e (my,s7)+(m,s) = (s,m + smy, s,s). Da hipdtese da igual-

dade das classes temos que u(sym, —s,m;) = 0 para algum u € S. Queremos

mostrar que (s + smy,s15) = (sp,m +smy,s,5). Para que isso seja valido, deve-
mos mostrar que t[(s,m + sny)sys — (sym + smy)ss| = 0 para algum t € S. Con-
centrando no termo dentro das chaves, temos s,115; 5+ 511,515 — 1 1MSyS—SH11S5S.
Agora multiplicando todos os termos por u ficamos com us,mss + usm,s;s —
151 M55 — USM 5,5, note que ao fazer isso podemos utilizar a igualdade da
hipdtese que as classes sao equivalentes, dessa forma o segundo e o quarto
termo da ultima expressao se anulam e o primeiro e o terceiro também, por-
tanto tudo é igual a zero. Logo tomando t = u, mostramos que as classes sao

equivalentes. Portanto (sym + smy,s15) = (Spm + 5115, 5,5).

2. S7'M é um grupo abeliano com a operagao (my,5;)+(1m,,5,)=(51 M, + 5311, 5155),
onde no primeiro termo temos a soma no médulo e no segundo temos o pro-

duto do anel.

a) (Comutativa) (my,sy) + (my,55) = (m5,5,) + (my, 7).

Realizando a soma no lado direito da igualdade (my,s1)+(m15,5,) = (511, + Sp1171,5157)

e para o lado esquerdo (m1,,s,) + (1171,51) = (Spmy + 5117, 5,571).

Como a primeira coordenada é um elemento de M, onde M é um grupo
abeliano, logo temos a comutatividade na primeira coordenada e na se-
gunda coordenada temos elementos de um anel comutativo, logo a se-

gunda coordenada também comuta e portanto as duas equagdes sao iguais.

b) (Associativa) ((my,s1) + (my,s;)) + (m3,53) = (my,s1) + ((my, s2) + (m3, 53)).

Comecando pelo lado esquerdo, ((m11,s1)+(11,,55))+(m3,53) = (S1my + Sy, 5152)+

(m3,53) = (s3(s1My + 5ym1 ) + 515,M3,515753) = (5351 My + S35,111 + 51S,1M3,51553)
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3 Modébdulos

Agora desenvolvendo o lado direito (my,s1)+((m2,5,)+(m3,53)) = (mq,51)+

(s3my +sym3,8357) = (s1(s3my + 5ym3) + 535,M11,515357) =

(51535 + 515yM3 + 53a,1M1,51535))

Pela comutatividade de cada coordenada temos que as duas equagdes sao
iguais.

c) (Elemento neutro) Existe (m,s) um elemento tal que (n,t) + (m,s) = (n, t).

Temos que (0, s) é o elemento neutro, ja que (m1,51)+(0,5) = (510 + my5s,515) =

(mys,s15).

Perceba que multiplicar por um elemento de S no numerador e no deno-
minador resulta em uma classe equivalente, assim como na localiza¢do
para anéis. De fato, pois m;ss; — mysys = 0, pela comutatividade, logo

podemos tomar qualquer u € S de tal forma que u(myss; —mysys) =0.

Portanto, (my,s1) + (0,s) = (mys,s1s) = (mq,s7).

d) (Elemento inverso) Existe (m,s) um elemento tal que (n,t) + (m,s) = (0, s).

Para (my,s;) o elemento neutro seria (—my,s;). Ou seja, devemos mostrar

que (my,s1) + (—my,s;) tem que ser da mesma classe que (0, s).

(my,s1)+ (=my,s1) = (symy —symy,s151) = (0,5151)

Portanto, (my,s1) + (—my,s1) = (0,5151) = (0, s)

Logo S™'!M é um grupo abeliano.

3. Operacdo compatibilidade entre S™'A e S™'M (ay,s3) * (my,s1) = (aymy,s351),
onde ay EA,m1 eMe 51,83 € S.

Como a;my € M, por M ser um A-modulo. Como s3 € S C A, logo s351 € A,

portanto esta bem definida a operacao.

O

Como foi dito anteriormente, um homomorfismo é uma func¢do que preserva a
estrutura de A-mdédulo, como a localizacao de um médulo também é um médulo,
naturalmente isto deve acontecer também para um homomorfismo na localizacgao.
Porém, além disso vamos mostrar que um homomorfismo entre médulos induz um

homomorfismo na localizacdo desses mdodulos.

Proposi¢io 3.13 Seja u : M — N um A-homomorfismo. Entdo nos temos que S™'A-

modulo homomorfismo S™ u : ST'M — S™'N que manda (m,s) para (u(m),s).
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3 Modébdulos

Demonstragio: Para mostrar que S~'u é um homomorfismo, devemos mostrar que

1. S7Yu(m, s)+ S Yu(n, t) = S~ 1u((m,s) + (n, 1))

(n,
S~ u(m,s )+S~ u( t) = (u(m),s)+(u(n),t) = (tu(m) + su(n),st) = (u(tm) + u(sn),st) =
(u(tm +sn),st) = S~Lu(tm + sn,st) = S~Lu((m,s) + (n,t))

2. S7Yu((a,r)*(m,s)) = (a,r)* S u(m,s), onde (a,r) € S A

S~ u((a,r) = (m,s)) = S~ u(am,rs) = (u(am),rs) = (au(m),rs) = (a,r) = (u(m),s) =

O
Esse homomorfismo induzido é importante pois a partir dele, conseguimos mostrar
que a localizagao é uma operacgao exata. Isso quer dizer que se aplicar a localizacao

numa sequéncia exata, a sequéncia resultante também ¢é exata.

. . - , L, f g , .
Proposicdo 3.14 A operagdo S—1 ¢ exata, isto é, se M — M <> M” é exata em M, entdo

5-1 slg
S IM —= f 1M—>S IM” ¢ exata em S~ M.

Demonstragao: Sabemos que a sequéncia M’ i> M3 Mme exata, portanto temos
que ker(g) = im(f), ou seja, todo elemento da imagem de f pertence ao ntcleo de g,
assim temos que g(f(x)) = 0 para todo x, portanto go f = 0.

Lembrando que se tivermos o homomorfismo f : A — B, entdo o homomorfismo
S71f:5'A— S !B édadopor S~ f(a,s) = m.

Para mostrar que a sequéncia S~'M’ —1—f—> s-1 o8 — S7IM” é exata, devemos
mostrar que ker(S~'g) = im(S7Lf).

Primeiro vamos mostrar que im(S~! f) C ker(S~'g).

Tome (a,s) € im(S~! f) , entdo sabemos que S7! f(a £,
M’. Mas como go f =0, logo S g(a,s) = S g(f(as), )
(a,s) € ker(S7'g).

Agora vamos mostrar que ker(S~'g) C im(S7! f). Tome (a,s) € ker(S~'g), logo S~lg(a,s) =
(g(a),s) = (0,s). Mas, como ker(g) = im(f), logo existe b € M’ tal que f(b) = g(a) e
dessa forma (g(a),s) = (f(b),s) € im(S~' f)

n 2

= (f(af),s) = (a,s) para as €
(g(f(as),s)) = (0,s), portanto

O
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4 Localizagao em anéis nao

comutativos

O nosso objetivo nesta se¢do é fazer a mesma construgao que fizemos da localizagdo
em anéis comutativos, mas agora para anéis que nao sao necessariamente comuta-
tivos, isto é, anéis cujo a multiplicacao nao é obrigatoriamente comutativa. Embora
isso seja possivel, ndo é exatamente andlogo, ja que a comutatividade é uma propri-
edade muito forte.

Como perdemos a comutatividade da multiplica¢do, vamos precisar de outras condigoes
para poder manipular os elementos do anel para construir a localizagdo. Essas

condi¢des sao chamadas de condigdes de Ore e vamos definir a seguir.

Defini¢ao 4.1 (Condi¢oes de Ore) Seja A um anel e S C A um subconjunto multipli-

cativo de A. Se as seguintes condigoes:
1. (Condigdo de Ore a esquerda) Para todoac Aes €S, temos que San As = 0.

2. (Reversibilidade a esquerda) Para todos a,b € A e s € S tal que as = bs entdo existe
t €S tal que ta = tb.

Sdo satisfeitas, entdo dizemos que S é chamado de um conjunto de Ore a esquerda de A.
De maneira analoga, podemos definir o conjunto de Ore a direita. Neste texto vamos fazer

quase tudo a esquerda.

Observagao 4.2 Como este caso ndo é comutativo, faz diferenca multiplicar pela direita
ou pela esquerda e por conta disso, um conjunto pode ser de Ore a esquerda e ndo ser a
direita, veremos isso no exemplo

Com essas condi¢des, seguiremos como no caso comutativo, definindo uma relagao
de equivaléncia entre os elementos do anel e do subconjunto multiplicativo. Em
sequéncia descreveremos as operacoes de soma e multiplicagdo para termos um

anel.
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4 Localizagao em anéis nao comutativos

Precisamos entender quando duas fragdes serdo equivalentes neste caso nao co-
mutativo. De alguma forma, igualaremos os denominadores e a ferramenta que

teremos a disposicao para isso, vem das condi¢ées de Ore.

Proposicao 4.3 Seja A um anel e S um conjunto de Ore a esquerda, entdo a relagdo em

S x A, definida de forma que (s,a) = (t,b) se e somente se cs = ut e ca = ub para algum

ceAeues édeequivaléncia. Uma outra forma de ver a relagio é (s,a) = (t,b) se e

somente se existe c€ A e u € S tal que u(t,b) = c(s,a) coordenada a coordenada.

Demonstragdao: Devemos mostrar que é uma relagao reflexiva, simétrica e transi-

tiva.

1. (Reflexiva)

Um elemento deve estar relacionado consigo mesmo, ou seja, (s,a) = (s,a). Para

isso, basta tomar t € S.

E claro que ts = ts e ta = ta.

2. (Simétrica)

Temos que mostrar que se (s,a) = (t,b) entdo (t,b) = (s,a).

Como (s,a) = (t,b) sabemos que existe c€ Aer e S tal que r(t,b) = c(s,a).

Utilizando a propriedade de Ore, temos que dados x € S e y € A existe 51 e a4

tal que s;y = a;x. Tomando x =t e y = s temos que 515 = a;t.

Utilizando novamente a propriedade de Ore, mas agora em x = rt e y = at,

temos syat = a,rt paras, € Sea, € A.
Resumindo, temos as seguintes igualdades:

a) rt=cs

o

C) s;s=ayt

)
) rb=ca
)
)

Q.

Srajt =ayrt

Multiplicando (a) por a, temos a,cs = a,rt, mas note que por (d) temos que
ayrt = spa;t. E que ao multiplicar (c) por s, temos s,a;t = s;s;s. Portanto
temos que a,cs = s,s;s. Pela reversibilidade a esquerda, temos que existe u € S

tal que ua,c = us;s;.

Definindo d = ua,r € A e z = us,s; sabemos que
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4 Localizagao em anéis nao comutativos

zs = usys;s, utilizando a igualdade (c) obtemos us,ss = us,a;t e agora notando
que por (d) temos us,at = uart = dt.

Za = US,514 = Uarca = ua,rb = db.

Ou seja, mostramos que z(s,a) = d(t,b) que é (t,b) = (s,a).

3. (Transitiva)

Temos que mostrar que se (s,a) = (t,b) e (t,b) = (u,c), entado (s,a) = (u,c).

Por conta disso, ja temos que existem d,ec€ Aev,w € S tal que v(t,b) =d(s,a) e
w(u,c) =e(t,b).

Utilizando a condi¢do de Ore em x = v € S e y = e € A, temos que existem

a; € Aes; €S tal que sje=ayv.
Chamando f =a;d € Aez=sweS, temos que
zu =sywu =sjet =avt =a;ds=fs

zc=sywc=sieb=ajvb=ada=fa

Assim z(u,c) = f(s,a) logo (s,a) = (u,c).

O

Com isso, sabemos que temos uma relagdo de equivaléncia com essas fra¢cdes onde
os denominadores estdo em S, mas ainda ndo temos ideia de como vamos operar es-
ses elementos. As usuais soma e multiplicagdo de fra¢gdes que utilizamos no caso co-
mutativo ndo funciona neste cendrio, porém vamos entender a defini¢do do caso nao
comutativo e perceber que devido a falta de comutatividade e as condi¢des de Ore,
ela é natural, apesar de que em um primeiro momento os elementos da defini¢do
parecam arbitrarios, veremos que existem um paralelo com a soma e multiplicagdo

de fragcdes comum.

Definicao 4.4 Seja A um conjunto e S um subconjunto de Ore a esquerda de A, definimos

a soma em S xA da sequinte forma: (s1,a1)+(sy,a,) = (tsy,tay + bay) onde bs, =ts; be A
etes.

Como dito antes, a defini¢do parece meio arbitraria por depender dos elementos
que surgem da condi¢do de Ore, mas vamos ver que a soma nao depende desses ele-
mentos. Outra forma de enxergar essa soma ¢ a seguinte. Temos as fragdes (s;,a;)
e (sp,a;), podemos deixar o denominador igual usando as condi¢ées de Ore, sabe-

mos que bs, = ts; entdo vamos multiplicar a segunda fragao por b e a primeira por
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t, ficamos com (ssy,sa;) e (bsy,bay). Agora as duas fragdes estao sob o mesmo de-
nominador, entdo vamos somar ficando com (ssy,sa; + ba,). Note que escolhemos o
denominador como ss; pois ss; € S e dessa forma o nosso elemento esta bem defi-

nido.

Definicao 4.5 Seja A um conjunto e S um subconjunto de Ore a esquerda de de A, de-

finimos a multiplicagdo na relagdo de equivaléncia em S x A da sequinte forma: (sq,a;)*

(Sp,a9) = (usy,ca,) onde csy =ua; ce Aeu €S.

Agora aqui a légica é um pouco diferente, ndo vamos igualar os denominadores
mas vamos igualar o denominador de uma fracdo com o numerador de outra de

forma que podemos simplificar a fracdo resultante da multiplicagdo das duas. To-

mando fragdes (sq,a;) e (sy,a;) ao multiplicar a primeira por u e a segunda por ¢

ficando com (usy,uay) e (csp, cay), mas ao multiplicar podemos simplificar as fragoes
ficando sé com (usq, cay).

Perceba que ao tentar dar uma explicagdo mais natural, acabei utilizando uma pro-
priedade que ainda ndo provamos, mas faz sentido que é a seguinte, ao multiplicar o
denominador e o numerador por um mesmo elemento do anel, resulta numa classe
equivalente. A demonstracdo dessa propriedade é vista na proposicao

Agora vamos mostrar que a soma e a multiplicagdo, ndo depende dos elementos

que sao originados da condigao de Ore.

Proposicao 4.6 Sejam (si,ay) e (sp,a,) tal que bs, = ts| e cs, = usy para b,c € A e

t,u € S. Entdo (tsy,ta; + bay) = (usy,uay +cay).

Demonstragdo: Utilizando a condi¢do de Ore em f e u, temos que existem w € S e
f €A, tal que wu = ft.

Sabemos que cs, = us;, multiplicando por w a esquerda temos que wcs, = wus; =
ftsy = fbs,. Pela reversibilidade a esquerda, temos que existe z € S tal que zwc =
zfb.

Tomandoy =zw e S e x =zf € A, temos que

Yusy = zwus; =zfts; =xfs;

y(uay+cay) = yua;+yca, = zwua,+zwca, = zftay+zf ba, = xta; +xba, = x(ta; +ba,).

Logo (tsq,ta; + bay) = (usy,uay + cay). O
Uma propriedade que é bastante intuitiva pensando em fra¢des usuais é a de multi-
plicar por um mesmo elemento, o denominador e o numerador e a fracdo resultante

é equivalente a fracgdo original. Isto, também é vdlido aqui com a restri¢do de que
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o denominador tem que ser um elemento de S ao final da multiplicagdo, o que é

natural, j4 que o denominador s6 é definido para elementos que pertencem a S.

Proposicdo 4.7 Sejase€ S eb e A tal que bs € S, entido temos que (s,a) = (bs, ba).

Demonstragdao: Queremos mostrar que (s,a) = (bs,ba), mas isto implica dizer que
existe u € S e c € A tal que u(bs,ba) = c(s,a) coordenada a coordenada.

Tomando u = bs € S e c = bsb € A temos o seguinte

ubs = bsbs = cs

uba = bsba = ca

Portanto a equivaléncia é valida. O

Sempre que trabalhamos com rela¢des de equivaléncias e definimos operagoes,
precisamos mostrar que essas operagoes estdo bem definidas, ou seja, ndo depen-
dem do representa escolhido da classe. Essa demonstragao é relativamente simples

no caso comutativo, porém no cendrio atual veremos como a situagdo complica.

Proposicao 4.8 A soma nio depende dos representantes de classe.

Demonstracdao: Queremos mostrar que independente do elemento escolhido, a soma
esta bem definida. Porém, isso é complexo de fazer como fizemos no caso comuta-
tivo, para este caso, vamos dividir em duas etapas.

A primeira etapa é mostrar que a soma ndo depende da classe do primeiro ele-

mento, isto é, dados (s1,a1) = (s5,a,) entdo (sq,a1) + (¢, b) = (sp,a,) + (£, D).

Como (s1,a1) = (s3,a,), logo existem c € A e v € S tal que c(sy,a;) = v(sy,41), que nos
leva as seguintes equagdes:

(I) sy =vsy
(II) cap, =vaq

Utilizando a condigao de Ore em s; e t, temos que existem w € S e d € A tal que
ws, = dt. Ou seja, estamos deixando as fragoes (sz,—az) e (t,_b) sob o0 mesmo denomi-
nador.

Agora aplicando a condicdo de Oreem c€ A e w € S temos que existe f e Aeye S
tal que yc = fw.

Portanto temos mais duas igualdades.

(III) ws, =dt

(IV) ye=fw
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Partindo da igualdade (III) multiplicada por f a esquerda, temos o seguinte:
(V) fdt = fwsy = ycs; = yvs,
Agora partindo de (IV) multiplicada por a, a direita, temos o seguinte:

(VI) fwa, =yca; =yvay

Pela igualdade (V) , temos que podemos fazer a soma (sy,41)+(t,b) com os elemen-

tos fd € Ae yv € S. Entao, pela defini¢cao da soma temos:

(s1,a1)+(t,b) = (yvsy,yvay + fdb) por (VI) temos que isto éigual (yvsy, fwa, + fdb) =

(ycs,, fwa, + fdb) por (V) temos que (ycs,, fwa, + fdb) = (fws,, fwa, + fdb). Como
fws, =yvsy, onde todos os elementos do lado direito da igualdade estdo em S, logo

fws, € S, portanto podemos utilizar a propriedade de multiplicar a fragdo no nu-

merador e no denominador, de tal forma que (fws,, fwa, + fdb) = (ws,, wa, +db) =

(s2,a5) + (t,b),desde ws, = dt mas isto é garantido pela equacao (III).

Para a segunda etapa temos que mostrar que a soma nao depende da classe do

segundo elemento, isto é, dados (s1,a1) = (sp,a,) entdo (¢,b) + (s1,a1) = (t,b) + (52, a,).
A demonstragao é bem parecida com o que fizemos acima, tomando apenas cuidado
com a ordem dos elementos, por isso iremos omitir essa parte.

Logo, a soma nao depende dos representantes de classe.

Proposicao 4.9 A multiplicagdo nio depende dos representantes de classe.

Demonstracdo: Aqui vamos seguir a mesma tdtica aplicada a soma, primeiro va-
mos mostrar que a multiplicacdo ndo depende do representante do primeiro fator e
depois vamos mostrar que ndo depende do representante do segundo fator.

Para o primeiro fator

Sejam (s1,a1) = (sp,a,), queremos mostrar que (s1,a1)*(t,b) = (sp,a,) * (¢, b).

Como (s1,a1) = (sp,a,), logo existe v € S e c € A tal que v(sy,a;1) = c(s,a7).

Utilizando a condi¢do de Ore em a; e t, existem f € Ae w € S tal que ft = wa,.

Agora aplicando a condi¢do de Oreem ce Ae w € S, temos que existe ge Aeze S
tal que zc = gw.

Dessa forma, partindo de ft = wa, temos que gft = gwa, = zca, = zva; com gf € A
e zv € S, logo podemos fazer a multiplicagao com esse elementos.

(s1,a1)*(t,b) = (zvsy,gft) = (zcsp,gf t) = (gwsy, gf t). Note que gws, = zvs; € S, logo
podemos aplicar a propriedade tirando g da fragdo (gws,, gf t) = (ws,, ft) que é igual

36



4 Localizagao em anéis nao comutativos

a (sp,ap)*(t,b) caso ft =wa,, mas isso é garantido pela primeira vez que utilizamos
a condicdo de Ore.

O segundo fator é feito de maneira andloga.

Portanto a multiplicagdo também estd bem definida.

O

Agora que temos o conjunto com as suas operagdes bem definidas, podemos mos-
trar que temos um anel. No entanto, antes de prosseguir, demonstraremos uma
proposicao que diz que podemos colocar um ntumero finito de fragdes sob o mesmo
denominador. Comparando com o caso comutativo dos inteiros é uma propriedade

intuitiva e isto também é valido para este cenario.

Proposi¢ao 4.10 Seja A um anel e S um conjunto de Ore de A, entdo dadas n classes

de equivaléncia da relagdo estabelecida em S x A, temos que é possivel deixar todas as

classes com o mesmo elemento em S. Ou seja, dados (s1,ay),...,(s,,a,) existe u € S tal que

(4, b4,),-r (1, b, ), onde (u,b,.) = (s;,a;) parai €f{l,.,njen>=2

Demonstragdo: Para provar esta proposi¢do vamos seguir por indugao, onde o caso

base é feito quando temos duas fragoes.

Dados (s1,a1) e (sp,a,) queremos deixar as duas classes com o mesmo denominador.

Nos temos que pela condi¢ao de Ore, existem t € S e ¢ € A tal que ts; = cs,. Assim,

temos que (sy,a1) = (ts1,tay) e (sp,a,) = (csy,cap) = (tsy,cay). Portanto, o caso base é
valido.

Agora supondo que é possivel deixar n elementos sob o mesmo denominador.

Nos temos que (sy,4ay),...,(s,,a,) tal que existe u € S tal que (u,bal),...,(u,ban) onde

(u,b,,) = (sj,a;) parai€{l,.,njen>=2.
Seja (s,11,4,.1) 0 enésimo primeiro elemento, podemos aplicar a condi¢do de Ore

entre u e s,,1, assim existe v € S e d € A tal que vu = ds, ;1. Dessa forma temos

que (Sy41, 1) = (dspy1,day,y) = v, a,,q) e (v, vby;) = (vsj,va;) = (s, a;),assim con-
cluimos que todos os n+1 elementos podem ser expressos sob o0 mesmo denomina-
dor. O

Essa proposi¢do nos ajudara a provar que as classes de equivaléncia de SxA pela

relacdo que visto a pouco é um anel.

Proposicao 4.11 Seja A um anel e S um conjunto de Ore, entdo temos que o conjunto das
classes de equivaléncia de S x A definidos pela relagdo, junto com a soma e a multiplicagdo

como definimos é um anel ndo comutativo com unidade.

Demonstracao:
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1. (Associatividade da soma) ((s1,a1)+(s2,a2))+(s3,a3) = (s1,a1)+((S2,a2)+(s3,a3)).

Podemos supor sem perda de generalidade que existe u € S e b, € A tal que

(u,baz.) = (Si:ba,») para i = 1,2,3. Ou seja, existem elementos equivalentes que

deixam as 3 classes originais sob o mesmo denominador.

Assim, nos temos que ((s1,a1) + (s2,42)) + (s3,a3) = (4, by, ) + (1, bg,)) + (u, b,;)
(u, ba1 + baz) +(u, ba3) = (u, ba1 + bu2 + ba3) = (u, ba1)+ ((u, baz) + (1/1, ba3)) =(s1,a1)+

((s2,a2) + (s3,43))

2. (Elemento neutro da soma) Existe um elemento (¢, b) tal que (s,a)+(t,b) = (s, a).

Seja (t,b) = (¢,0) para t € S, temos que (s,a) + (t,0) = (us,ua+c0) = (us,ua) =

(s,a), onde ct = us que é a condigdo de Ore aplicadaem s e t.

3. (Elemento inverso da soma) Existe um elemento (t,b) tal que (s,a)+(t,b) = (s, 0).

Para isso, basta tomar (t,b) = (s,—a). Assim (s,a)+(t,b) = (s,a)+(s,—a) = (s,a—a) =
(s,0).

4. (Comutatividade da soma) (sq1,a1) + (s2,a2) = (Sp,a5) + (51, 47)

Novamente usando a proposi¢do temos sem perda de generalidade que

existe u € S e b,; € A tal que (u,b,,) = (s;,b,,) para i = 1,2. Assim, (sq,a;) +
(s2,a2) = (1, by )+(u, bg,) = (14, bgy +bg,) = (1, by, + by, ) = (1, by, )+(1, by, ) = (52, 42)+

(s1,a1).

5. (Associatividade da multiplicagdo) [(s1,a1)* (s, a2)] * (s3,a3) = (s1,a1) * [(52,a7) *

(s3,a3)]

Comecando pelo lado esquerdo, temos que (s1,ay) * (Sp,42) = (5451,a44,) onde

s4a1 = a45, que é a condigao de Ore aplicada ao elementos a; e s,. Desta forma,

temos entdo que [(s1,a;)* (S2,a2)] * (53,a3) = (5451,a4a7) * (53, a3) = (555451, a5a3),

onde ssaga, = asss.

Pelo lado direito temos (s, a,) * (s3,a3) = (S¢S0, a¢a3) para sga, = agaz. Portanto

(s1,a1)*[(s2,a2) * (53,a3)] = (51,a1) * (652, a6a3) = (5751, a75¢52) onde s7a; = a;545,.

Até aqui temos quatro equagdes:
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Aplicando a condi¢do de Ore em s; e s5s4 temos que existe s€ S e a € A tal que

§S7 = rs5s4, que € a nossa quinta equacgao.
(V) ssy =rs554

Comecando a partir da equacdo (IV) multiplicada por s a esquerda, temos que
5a7s¢Sy = ssya; mas sabendo por (V) que ss; = asssy assim $s;a; = rS5S4a; €
agora utilizando a equacao (I) rsss4a; = assayus,. De maneira completa, temos
SA75¢Sy; = SS7A; = AS55441 = AS5d4S;. Mas sabemos que pela reversibilidade a
esquerda que existe t; € S tal que t;sa;sq = t1assa, que é a nossa sexta equagao.
(VI) t;saysg = tyassay

A partir da equacao (III) multiplicada por t;sr; a esquerda, temos que t;5r;a5a3 =
t1says¢a,, utilizando a equacao (VI) tysaysqa, = tyassaga, e por (II) tyassaza, =
tyaasss, de maneira completa temos tsr;aqa3 = t15a;5¢a, = t1as5a4a, = t1aasss.
Novamente, usando a reversibilidade a esquerda, temos que t,tsr7as = t,t aas

parat, €S.

(VII) t2t15r7a6 = tztl ads

Lembrando que queremos mostrar que (555451, a54a3) = (5751, 475¢5,).1sso é valido,
para comprovar tome d = t)tjac Aev =1t,H1s€S.

Assim d(ss5s451,a5a3) = v(s7s1,a756¢52). De fato, para a primeira coordenada
dsssysy = tht1asssys; que por (V) é trt1asssys; = trtssys1 = vsys;. Na segunda,

dasas = tytyaasas que por (VI) é trtsazagas = vayagas.

. (Elemento neutro da multiplicacao) (s,a)* (t,b) = (s, a).

Tomando (t,b) = (t,t), onde t € S. Pela condi¢do de Ore em t e a temos que

existe u € S e c € A tal que ua = ct, assim (s,a) *(t,t) = (us,ct) = (us,ca) = (s, a).

. (Distributividade a esquerda) (sy,aq)*[(s2,a5)+(53,a3)] = (s1,a1)*(sp, a2)+(s1,a1)*
(s3,a3)
Para facilitar, vamos deixar os elementos da soma sob a mesmo denomina-

dor. Sem perda de generalidade sabemos que existe u € S e b,; € A tal que

u,bai) = (si,byi) parai = 2,3. Assim, (sy,a;1)*[(s2,a2)+(s3,a3)] = (s1,a1)*[(u4, ban)+

u,by3)] = (s1,a1) * (1, b,y + by3). Realizando a multiplicagdo temos que (sq,4a7) *

(
(
(U, by + by3) = (vsy,c[ban + bys)) para vu = cay. Assim, (vsy, c[bgp + bys]) = (vsy,¢bgp)+
(vsy,cbys)

vsy,cb,z). Porém, note que (vsy,cbyy) = (s1,a1) * (4, b,0) € (vsy,cbyz) = (s1,a1) *

(u,b,3). Portanto, (s1,a1) *[(52,a2) + (s3,a3)] = (51, a1) * (1, bap) + (s1,a1) * (4, by3) =

(s1,a1) % (s2,a2) + (s1,a1) * (s3,a3).
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8. (Distributividade a direita) [(sy,aq)+ (52, a2)]*(s3,a3) = (s1,a1)*(s3,a3) + (sp,a,) *

(s3,43)

Primeiro, vamos deixar os elementos (sq,a1) e (55,4,) sob o mesmo denomina-

dor.

Comecando pelo lado direito temos (sq,4a71) * (53,a3) + (S2,a3) * (S3,a3) = (4, b, ) *

(s3,a3)+(u, byn)*(s3,a3). Realizando as somas temos que (u, b, )*(s3,a3)+ (1, b,o)*

(s3,a3) = (tu,caz) + (vu,daz), onde cr3 = tb,; e dry = vb,,, parac,d e Aet,v eS.

Aplicando a condigdo de Ore, para t e v temos que existe a € A e x € S tal que

at = xv.

Portanto (tu,cas) + (vu,das) = (atu,acaz) + (xvu,xdas) que estdo no mesmo de-

nominador ja que at = xv, assim (atu,acas + xdas), colocando a3 em evidéncia,

temos (atu, [ac + xd]az).

Analisando s6 o termo [ac + xd|as = acaz + xdaz = atb,; + xvb,y = xv(b,; + byo)

Voltando para o lado esquerdo, temos que [(s1,a1)+ (52, a7)]*(s3,a3) = [(4,b,1) +

(4, b42)] % (s3,a3) = (4, ba1 + byp) * (53, a3).

Tomando f =ac+xd e y = xv, assim (u,b,1 + b,p) *(s3,a3) = (tu, [ac + xd]az) que

o mesmo elemento do lado direito.

O

Ap6s nossos calculos, mostramos que S x A é um anel ndo necessariamente comu-
tativo, onde S é um conjunto de Ore a esquerda de A.

Apesar de ndo abordarmos o caso comutativo explicitamente com o nogdo de con-
juntos de Ore, podemos ver que ele é generalizado pelo caso ndo comutativo. De
maneira mais concreta, podemos ver que em um anel comutativo, todo conjunto
multiplicativo € um conjunto de Ore a direita e a esquerda. Temos se A é um anel
comutativo e S um conjunto multiplicativo de A, entdo paraac€ Aes € S, temos que
as = sa, portanto é valida a condi¢do de Ore. Seja b,c€ Aet € S tal que bs = cs temos
que é valido sb = sc concluimos entdo que a reversibilidade a esquerda ou a direita
é respeitada.

Seguiremos com alguns exemplos de conjuntos de Ore em anéis ndo comutativos.
Os dois primeiros exemplos sao adaptagdes do que podemos ver no capitulo 10 da
refenrencia [HL19].

Exemplo 4.12 O conjunto dos Quartérnios, denotado por H, cujo seus elementos sdo
da forma u +xi+yj+zk com u,x,9,z€ Re i’ = j> = k> = 1 6 um anel ndo comutativo.

Veremos que S = Z\ {0} satisfaz a condicdo de Ore a esquerda dos Quarténios.
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Devemos mostrar que dados a,s nos quarternios existem f, b tal que at = sb.

Sabemos que a = uy + x1iy1j + 21k, b = uy + x2192] + 2k, t = uz + x31y3j + 23k €
S=Uy+ X4iy4j + Z4k.

Como t,s € S sabemos que x3 =x54 =y3 =y, =23 =24 =0.

Devemos ter at = sb, assim at = (uy + x11y1 ] + 21 k)(u3) e sb = (ug)(uy + x2iy,2] + 27k).

Como as coordenadas devem ser iguais, temos 4 equagdes, onde os termos em ne-

gritos sdo oriundos de a e s, ou seja, sdo valores fixados.
1. uqusz =ugu,
2. Xq1U3z = UygX)

3. y1uz = ugy,

4. zyuz =uyz,

O nosso objetivo é determinar os valores dos termos que ndo estdo em negrito de
forma que o sistema de equacgdes acima tenha solugdo. Noés temos liberdade, para
manipular os termos que ndo estdo em negrito, j4 queremos garantir a existéncia
desses elementos.

_ ¥

- i —n gan X — 2
Podemos tomar uz = 1, assim u, = 2T =, e

u_4.

Onde uz #0e uy #0, poiss=uy et =us, ondes,teSs.

. _ _ ﬂ x_l . })_1 . Z_l .

Note que com isso temos que t = 1 e b = 7-+ 71+ j+ -k , ou seja, podemos tomar
t =1, enquanto o b é determinado pelo coeficientes que vem de 4, s, portanto S é um
conjuto de Ore dos Quarténios.

Agora iremos abordar um exemplo em outro anel ndo comutativo relevante, que é

formado pelas matrizes.

an

Exemplo 4.13 Seja A = {(a(l)l )}, onde a;; € K, e ajy,a;,, € K[x], onde K é um

422
. c f

corpo e S um subconjunto de A, tal que S = { 0 comceKe f,geK[x]tal que c(x)g(x) =
4

0}. Queremos mostrar que S € um conjunto de Ore a direita de A.
Temos que mostrar que dadosae Aese S existembe AeteS tal que ta = bs.
Dessa forma, temos & = (g p(x)]’ . [9 r(X)]’ o [/3 f (x)] i [7 h(X)),

q(x) 0 s(x) 0 g(x) 0 jx)
onde fg(x)=0e yj(x)=0.

Realizando as multiplica¢des das matrizes,
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at

(e ah<x>+p<x>]’<x>]esb:(ﬁ9 Br(x)+ f(x)s(x)

0 q(x)j(x) 0 g (x)s(x)
Resultando em 3 equagdes, onde os termos oriundos das matrizes a e s sdo dados

e os elementos que vem de t e b devem ser descobertos. Para separar e facilitar a

leitura, os valores fixados estdo em negrito.
1. ay =0

2. ah(x)+p(x)j(x) = Br(x) + f (x)s(x)

Para os coeficientes que devem ser descobertos, podemos atribuir valores, desde
que respeite as regras estabelecidas pelos elementos, pois queremos encontrar os
elementos que fagam valer a igualdade da condigao de Ore.

Para resolver a primeira igualdade, podemos tomar y = 1, temos entdo que 6 = %

Para a segunda igualdade temos, podemos definir h(x) = 0, dessa forma ficamos
com p(x)j(x) = Br(x)+ f(x)s(x), isolando o r(x) ficamos com r(x) = ’w.

Para terminamos, falta definir j(x) e s(x). Utilizando a terceira equagdo temos que
podemos definir s(x) = g(x) e j(x) = g(x). Dessa forma, podemos concluir que tal
conjunto é um conjunto de Ore a direita.

Porém, esse mesmo conjunto ndo pode ser um conjunto de Ore a esquerda. Tome

0 1 01
a= [0 O) es= [0 0], para que a propriedade de Ore valha para esses elementos,
f(x)

g(x)]’ comcg(x)=0eb= (‘; p(x)

) c
deveriamos ter t = (
g(x)

] tal que ta = bs.

0 c d p(x)x . - .
Mas, note que ta = e bs = . Para isto ter solugdo, precisamos que

00 0 g(x)x
1. 0=d
2. c=p(x)x
3. 0=¢g(x)x

Entdo teriamos, q(x) = 0 e p(x) = £. Porém, p(x) € K[x], logo ndo ¢é possivel termos

tais coeficientes.

Exemplo 4.14 Trabalharemos com a primeira algebra de Weyl que é o anel de ope-

radores diferenciais com coeficientes em K, um corpo de caracteristica zero, onde os
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elementos sdo da forma f,,(x)0" + f,,_1 ()71 + ... + f1(x)dx + fo(x). Esse exemplo é
uma adaptagdo do que podemos ver no exemplo 2.7 de [LT42].

A primeira dlgebra de Weyl, também pode ser definida da seguinte forma, o quo-
ciente da dlgebra livre gerada por x,6 e o ideal gerado por 6x —x6 = 1. Ou seja,
D=K<x,0/0x=x0+1>.

Um elemento importante desde anel é 6 = x5, que também é conhecido como
elemento de Euler, vamos utiliza-lo durante todo o exemplo. Uma defini¢do que
também iremos utilizar é a defini¢do de grau induzida naturalmente por Z, fixando
deg(x)=-1edeg(d)=1.

Nosso objetivo é mostrar que o conjunto ©, = [0 + z] é um conjunto de Ore a es-
querda de D. Onde [M] = {[]_, m; onde n € N,m; € M}, ou seja, ©, é formado pelas
poténcias finitas de (0+Z) e z € Z(D), tal que Z(D) é o centro de D, ou seja, z comuta
com todos os elementos de D.

Para mostrar isso, vamos precisar da seguinte propriedade. Para n,m € N, (0 +
z)"x" =x"(0+z+n)" e d(0+2)" =(0+z+n)"5". Ou seja, queremos mostrar como
se comporta x e 0 ao serem permutados com elementos de O,.

Vamos trabalhar com a primeira identidade (6 + z)"x" = x"(60 + z + n)™, fazendo a
sua prova por indugdo.

Trata-se de uma induc¢do dupla, para n,m € x tal que n, m >= 0. Para provar, vamos

seguir os seguintes passos:

1. (Base) Devemos mostrar que a proposicao é valida param =1en =1. Apds
isso, devemos mostrar que é valida para qualquer n >= 1 desde que m = 1.
Para simplificar, irei chamar a identidade de P(m, n) e ir atribuindo os valores
conforme necessidade.

a) P(1,1) é valido.
Devemos mostrar que (6 +z)x = x(0 +z+1).

Partindo de (0 + z)x e lembrando que 0x —x0 = 1 e 6 = x0, temos que

(O+z)x=0x+zx=x0x+zx=x(1+x0)+xz=x(x0+z+1)=x(0+z+1).
b) P(1,n) —» P(1,n+1).

Este caso, nada mais é do que uma indugao em n, com m = 1. Note que o
caso base dessa indugdo seria P(1,1) que ja foi provado. Entao, supondo

que P(1,n) é valido, devemos mostrar que P(1,n+ 1) também é.

Partindo de (6 + z)x", podemos multiplicar por x a direita (6 +z)x" + 1 =

(0 + z)x"x, onde podemos aplicar a nossa hipétese para n, ficando com
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(0 +2)x"x = x"(0 +z+n)x = x"(x0x + zx + nx) = x"(x(1 + x6) + xz + xn) =
X"(x(1+60+z+n)=x""1O+z+(n+1))

2. (Passo indutivo) Agora, utilizando que P(m, n) é valido para todo n >=1 deve-

mos mostrar que P(m+1,n+1).
a) P(m+1,1) évalido.
Ou seja, devemos mostrar que (0 +z)"™*!x = x(0 +z + 1)"+!,

Sabemos por hipoétese, que é valido para m qualquer e n = 1. Logo (6 +
z)"x = x(0 +z+1)" é valido por hipétese de indugao. Partindo do termo
a esquerda e multiplicando por (0 + z) temos que (0 +2z)"™*!x = (0 +2)(0 +
z)"x = (0 +z)x(0 +z+1)", mas note que (6 +z)x = x(0 +z+ 1), vimos isso
em P(1,1). Assim, (0 +z)"*lx = x(0 + z + 1)1,

b) P(m+1,n) - P(m+1,n+1).

m+1xn

Supondo que (0 +2) = x"(0 +z+n)™! ¢ valido, devemos chegar que

a implicacdo é valida para n+1.

(0 +z)™ 1 x™1 = (0 + z)"*1x"x, usando a hipétese anterior, temos que (6 +

m+1

z)"xx = x"(0 +z+n)"* ! x. Porém, perceba que (0 +z+n)"x = x(0+z+

n+1)"*1 como vimos em P(m+1,1), assim (6 +z)" 1 x" = x"(0 +z+n)"™*L.

A segunda propriedade, 0"(6 +z)" = (0 + z+ n)"o", tem uma demonstragao bem
parecida, por isso iremos omitir seus detalhes.

Para prosseguirmos, queremos mostrar que para qualquer elemento homogéneo de
grau k, teremos um comportamento parecido com as identidades que acabamos de
analisar. Seja d € D homogéneo de grau k, entdo (0 +z+k)r =r(0 +z),onde ke Ne
ze Z(D).

Como d ¢ homogéneo, entdo pode ser escrito como d =), 1 cu,bxaéb, onde c,; € K
e sabemos que a—b = k.

Portanto, (6+z+k)r =}, p) ca,b(6+z+k)x“5b = Y(ab) ca’bx“(9+z+k+a)5b =2 (ab) ca’bxuéb(6+
ztk+a—-b)=) (41 ca,bxaéb((? +2).

Por fim, seja d € D, este elemento pode ser decomposto em uma soma, onde cada
um dos termos é homogeneo, entdo d = )} r;; a decomposicao de um elemento qual-
quer em partes homogeneas de grau ki.

Se tormarmos t =[[_, (0 +z+k;)) €@, ea=)" ( 721-(6 +2z+ ji)ri), chegamos em
a(6 + z) = tr que é a condicao de Ore a esquerda.

Portanto, ©, é um conjunto de Ore a esquerda de ©,.
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