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”Daria um filme

Uma negra e uma crianga nos bragos
Solitaria na floresta de concreto e aco
Veja, olha outra vez o rosto na multiddao

A multiddo é um monstro sem rosto e coracao

Hei, Sdo Paulo, terra de arranha-céu
A garoa rasga a carne, é a Torre de Babel
Familia brasileira, dois contra o mundo

Maée solteira de um promissor vagabundo

Luz, cAmera e agdo, gravando a cena vai

Um bastardo, mais um filho pardo sem pai

Hei, senhor de engenho, eu sei bem quem vocé é
Sozinho cé num guenta, sozinho cé num entra a pé

[.]

Eu recebi seu ticket, quer dizer kit
De esgoto a céu aberto e parede madeirite
De vergonha eu ndo morri, to firméo, eis-me aqui

Vocé ndo, cé ndo passa quando o mar vermelho abrir

Eu sou 0 mano, homem duro, do gueto, Brown, oba
Aquele loco que ndo pode errar

Aquele que vocé odeia amar nesse instante

Pele parda e ougo funk

E de onde vem os diamante? Da lama

Valeu mde, negro drama”

Negro Drama - Racionais MC’s



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradeco imensamente a minha mée, Gilda, e a minha irma,
Fernanda, que sempre me apoiaram de todas as formas possiveis e confiaram em
minhas escolhas. O que quer que eu faga é por nés, por amor.

Agradeco a todos os amigos que fiz durante o Bacharelado em Ciéncia e Tecno-
logia, em especial, & Roberta e ao Gabriel por todo tempo que passamos juntos fa-
zendo listas. Ao Victor por tudo que compartilhamos durante minha curta jornada
na fisica e sua curta jornada na matematica. Aos amigos que o Victor me trouxe,
Nati, Helo, Leo e Hugo, por todo o tempo compartilhado na sala 202.

Agradeco ao amigos que o Bacharelado em Matemética me trouxe, Borgiani,
Greg, Julia, Henrique, Nathan e Willyan, por tudo que compartilhamos na ma-
temdtica e na vida. E agradeco ao Daniel, que foi meu companheiro durante a
graduacdo, por me apoiar de todas as formas em todos os momentos e em todos
os aspectos da minha vida, e por acreditar, incondicionalmente, em mim.

Agradeco também a todos os professores, técnicos administrativos e servido-
res terceirizados da UFABC que fizeram parte, direta ou indiretamente, da minha
formacgdo académica. Me sinto sortuda por ter recebido a formacdo e o apoio do
corpo docente do Bacharelado em Matematica da UFABC. Agradeco ainda a toda
a organizacdo do I e II Encontro Brasileiro de Mulheres Matematicas da UFABC
pelo voto de confianca em uma ideia que, entre muitos resultados, fez com que
cridssemos lagos entre nés alunas e com nossas professoras. A universidade publica
é minha segunda casa.

Agradeco ao Racionais MC’s por estar comigo nos momentos mais dificeis em
que eu ndo soube me expressar pra ninguém, me fazer ter orgulho de toda a minha
trajetéria e me ensinar a ndo desistir.

Um obrigada especial ao Rodrigo, que me acompanhou praticamente desde
o primeiro dia de aula na UFABC, me guiou e apoiou durante toda a graduacao
e me fez ndo desistir da matematica quando Andlise Real I me atingiu. Que me
apresentou a area de pesquisa na qual me encontrei e compartilhou comigo seu

entusiasmo.



E claro, um agradecimento muitissimo especial a Ana. Por todas as reunides
em que compartilhamos o entusiasmo pelos resultados que aqui apresentamos, e,
para além da matemadtica, por ser exemplo vivo da bondade, em um sentido muito
amplo. Uma vez a Ana me disse que chegamos onde estamos agora gragas as opor-
tunidades que tivemos e a bondade das pessoas ao nosso redor.

Por fim, mas ndo menos importante, agradeco a Alexssandra do passado por
todo esforco e dedicagdo empenhados a este TCC e a vida académica. Ela fez um
6timo trabalho! (Mas ndo poderia deixar de destacar aqui que tudo o que cons-
trui foi gragas as oportunidades que tive acesso. Que ninguém use minha histéria
individual para apontar uma falsa meritocracia.)

Com toda certeza esses poucos pardgrafos de agradecimento deixaram de fora
nomes que me ajudaram direta ou indiretamente ao longo desses 5 anos. Saibam
que sou imensamente grata a todos! @



Neste trabalho de conclusdo de curso estudamos o Teorema da Completude e os
Teoremas da Incompletude de Godel. O Teorema da Completude afirma, grosso
modo, que, toda sentenga (de primeira ordem) que é verdadeira em todos os mo-
delos de uma dada teoria deve ser logicamente dedutivel nesta teoria, e vice-versa.
Os Teoremas da Incompletude afirmam, grosso modo, que se uma teoria é consis-
tente e capaz de expressar a aritmética de Peano, entdo ela é incompleta e ndo pode
provar sua propria consisténcia. Os teoremas de Godel sdo resultados de muita
importancia e que geraram um grande impacto, além de serem muito bonitos e
apresentarem ideias e argumentagdes extremamente elegantes (do ponto de vista
estético de um matematico). Por fim, este trabalho foi pensado para ser uma re-
feréncia para a compreensdo dos resultados aqui mostrado, precisando somente de
conhecimento bésico de teoria de conjuntos.

Palavras-chave: Teorema da Completude de Godel, Teoremas da Incomple-

tude de Godel, l16gica de primeira ordem.



ABSTRACT

In this undergraduate thesis we study Godel’s Completeness Theorem and Godel’s
Incompleteness Theorems. The Completeness Theorem states, roughly speaking,
that every (first-order) sentence that is true in all models of a given theory must
be logically deducible in this theory, and vice versa. The Incompleteness Theorems
roughly state that if a theory is consistent and able to express Peano’s arithmetic,
then it is incomplete and cannot prove its own consistency. Godel’s theorems are
very important results that have generated a great impact, besides being very be-
autiful and presenting extremely elegant ideas and arguments (from the aesthetic
point of view of a mathematician). Finally, this work was designed to be a reference
for understanding the results shown here, requiring only basic knowledge of set
theory.

Keywords: Godel’s Completeness Theorem, Godel’s Incompleteness Theorems,
tirst order logic.



INTRODUCAO

No fim do século XIX, Georg Cantor deu inicio a teoria dos conjuntos ao usar bije¢des
para comparar o tamanho de conjuntos e mostrando que existem infinitos de tama-
nho diferentes, como por exemplo infinitos enumeraveis e ndo enumeraveis. Ap6s
este trabalho, outros matematicos como Gottlob Frege e Bertrand Russell percebe-
ram que era possivel usar a l6gica para fundamentar a matematica, e que para isto
seria necessario construir uma légica simbolica dotada de uma linguagem que fosse
universal. Eles notaram que seria possivel utilizar a teoria dos conjuntos desen-
volvida principalmente por Cantor, mas Russell apontou algumas inconsisténcias
desta teoria a época. Até entdo, um conjunto era qualquer cole¢do de objetos que
satisfazem uma determinada propriedade. Ele entdo propds que considerdssemos o
conjunto S = {X : X € X} e poderiamos em particular perguntar se S é um elemento
de S. Se S € S entdo pela definicdo de S temos que S ¢ S, e se S ¢ S entdo pela
defini¢cdo de S temos que S € S. Teriamos entdo uma contradigdo. Este é conhecido
como o Paradoxo de Russell, que apontou a necessidade de uma no¢do mais precisa
do que era um conjunto. Russell e Alfred Whitehead escreveram o Principia Mathe-
matica com o objetivo de fundamentar as bases da matemaética e para contornar o
paradoxo de Russell eles desenvolveram a teoria dos tipos. Tais trabalhos foram
importantes para o inicio do desenvolvimento da légica simbdlica e fundamentagao
matematica.

Em 1900, no Congresso Internacional de Matematicos de Paris, David Hilbert
exp0s 23 problemas que ele acreditava que seriam relevantes para a matematica do
século que se iniciava. O segundo problema tratava de demonstrar que a aritmética
de Peano é consistente, isto é, ndo leva a contradi¢des. Em 1921 ele iniciou o pro-
grama de Hilbert com o intuito de estabelecer um sistema para a formalizacdo da
matemadtica. Dois dos principais principios para tal sistema estabeleciam que ele
fosse consistente e decidivel, isto é, que para toda férmula ¢ expressa na lingua-
gem do conjunto de axiomas, ou ¢ ou sua negacdo fosse consequéncia légica do
conjunto de axiomas. Com seu programa, Hilbert pretendia encerrar as questoes

da fundamentagdo “de uma vez por todas” [9]. A célebre frase de Hilbert, que



encontra-se atualmente gravada em sua lapide, “devemos saber, saberemos”, ex-
pressava sua crenca de que seria apenas uma questdo de tempo para saber a resposta
de qualquer problema matemaético. Tal programa estimulou diversos resultados im-
portantes, como o Teorema da Completude de Godel, que culminou no inicio da
teoria de modelos:

Teorema 0.1 (Teorema da Completude de Godel) Seja ¥ um conjunto de sentencas da

linguagem L para a légica de primeira ordem. Entdo:
1. Con.(X) se, e somente se, Con, ,(X).
2. Para toda sentenca ¢ de L, ¥ E @ se, e somente se, ¥+, .

Escrevemos Con,(X) para expressar que X é semanticamente consistente, ou
seja, existe uma estrutura £ tal que para toda sentenga ¢ € ¥ tem-se que ¢ é verdade
em £. Ja Con, »(X) expressa a consisténcia sintatica de ¥, que remete ao conceito de
ndo haver contradi¢des deduzidas a partir ¥. Entdo este teorema mostra que as
nog¢des de consisténcia sintdtica e semantica sdo equivalentes — em outras palavras,
ele diz que uma teoria é (sintaticamente) consistente se e somente se admite modelo.
O Teorema da Completude foi formulado e demonstrado pela primeira vez por Kurt
Godel em 1929 e no mesmo ano Jacques Herbrand desenvolveu, de maneira inde-
pendente, um método para construir um modelo para uma dada teoria usando os
termos da linguagem dessa teoria. Em 1949 Leon Henkin se baseou no método de
Herbrand de constru¢do de modelos para demonstrar o Teorema da Completude, e
é esta demonstragdo que apresentaremos neste trabalho.

Outros resultados importantes, e surpreendentes, sdo os Teoremas da Incom-

pletude de Godel, que colocaram um fim no programa de Hilbert.

Teorema 0.2 (Primeiro Teorema da Incompletude de Godel [6]) Seja T uma teoria na

linguagem L 4 satisfazendo as segquintes condigoes:
1. T tem um conjunto de axiomas recursivo;
2. Fr 0= 1;
3. toda fungdo recursiva é representivel em T.

Entdo, se T é consistente, nio ocorre +p &, ese T é w-consistente entdo nio ocorre Fr -9,
onde G é uma sentenca de Godel. Consequentemente, se T é w-consistente entdo &G é uma
sentenga indecidivel de T.



Em outras palavras, uma teoria que satisfaz as condigdes do Primeiro Teorema
da Incompletude de Godel sera incompleta, pois existird uma sentenga que ndo pode
ser demonstrada nem refutada na teoria. Afirmacdes assim sdo denominadas inde-
pendentes. John Barkley Rosser mostrou em 1936 que a hipétese “w-consistente” po-
deria ser substituida por “consistente” no enunciado do teorema anterior, obtendo
assim um resultado mais forte, j4 que w-consisténcia implica consisténcia. Um con-
junto de axiomas que surgiu a época e é atualmente amplamente aceito é ZFC (axi-
omas de Zermelo-Fraenkel e o Axioma da Escolha). O primeiro problema da lista
de Hilbert era demonstrar a Hipétese do Continuo (CH), que é a afirmagdo de que
2% = N;, que Cantor havia passado seus tltimos anos tentando provar. Apés sua
morte foi demonstrado por Godel e mais recentemente por Paul Cohen que CH é
independente de ZFC. Logo, seria impossivel demonstrar CH ou a negacao de CH a
partir de ZFC. Esta é uma das primeiras afirmacdes independentes de ZFC, e outras
mais conhecidas atualmente sdo o Axioma de Martin e a Hipotese de Suslin. Ha
ainda resultados de afirmagdes que sdo dedutiveis em ZF, mas independentes da
Aritmética de Peano. Tais resultados podem ser encontrados em [2] e [7].

Outro importante resultado é o Segundo Teorema da Incompletude de Godel:

Teorema 0.3 (Segundo Teorema da Incompletude de Godel [6]) Se P é consistente,
entdo ndo ocorre P+, , Consp.

A teoria P no enunciado do teorema representa uma teoria capaz de expressar
a aritmética dos naturais baseada nos axiomas de Peano. Em outras palavras, o
teorema nos diz que se P é consistente entdo sua consisténcia ndo é um teorema de
P — em outras palavras, que P ndo prova sua propria consisténcia.

Este trabalho é composto por 5 capitulos. No primeiro capitulo introduzimos
a Notagdo Polonesa e estabelecemos um alfabeto para a légica de primeira ordem
nesta notagdo, com o qual definimos os termos e férmulas desta linguagem. No
segundo capitulo introduzimos nog¢des semanticas da légica de primeira ordem,
tais como valoragdo para termos e férmulas. No terceiro capitulo introduzimos
a nogdo de prova formal e formalizamos alguns argumentos classicos utilizados
em demonstragdes. No quarto capitulo provamos o Teorema da Completude e no

quinto capitulo provamos os Teoremas da Incompletude.
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1 LINGUAGEM PARA A LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

Nosso objetivo neste capitulo é fixar uma linguagem para a légica de primeira or-
dem. Na primeira secdo definiremos a nogdo de alfabeto e veremos a regra de
formacdo de uma expressao, em um alfabeto fixado, na Notagdo Polonesa. Na se-
gunda secdo veremos que uma linguagem para a loégica de primeira ordem é cons-
tituida de um alfabeto e de expressdes na Notacdo Polonesa que obedecem a deter-
minadas regras de formagdo, que chamaremos de termos e férmulas. As principais

referéncias bibliogréficas para este capitulo sdo [3] e [5].

1.1 Notacao Polonesa

Iniciaremos com a defini¢do do objeto mais simples para construir nossa linguagem.
Tal objeto é o alfabeto, cujos elementos sdo os blocos dos quais uma expressdo é
constituida. Fixado um alfabeto, ha diversas formas de representar uma expressao.
Utilizaremos aqui a representagdo de uma expressao na Notacao Polonesa — a van-

tagem de tal escolha serd explorada mais adiante.

Definicdo 1.1 Um alfabeto é um par WV, a), onde W é um conjunto de simbolos e « :
W — w é uma fungio e w denota o conjunto dos niimeros naturais. Seja W, = {s € W :
a(s) = n}. Dizemos que os simbolos em W, possuem aridade n (ou sido simbolos n-drios).
Uma expressdo (bem formada) de (W, a) na Notagdo Polonesa é uma sequéncia construida
recursivamente pela seguinte regra:

Se s e W, e t; é uma expressdo para cada i < n, entdo st...T,_1 é uma expressio.

Nesta definicdo, a palavra “simbolo” ndo possui significado especifico. Po-
deriamos ter dito “elementos” de ¥V, mas escolhemos a palavra “simbolo” para se
relacionar com a nogdo intuitiva de blocos fundamentais que, quando juntos e res-
peitando uma determinada regra, possuem novos significados (as expressodes). A
palavra “alfabeto” também explicita esta ideia, onde a juncdo de letras (simbolos)
formam palavras (expressdes). Quando a aridade de todo simbolo do conjunto W

for clara, simplesmente escreveremos WV ao invés de (W, a).
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Note que todo elemento de 1V, é uma expressao de (W, a), uma vez que ndo
existe i € w satisfazendo i < 0. E ainda, procuramos destacar, por meio da locucao
“bem formada”, que estamos interessados em expressdes que “facam sentido”. Por
exemplo, a sequéncia = x é uma sequéncia finita de simbolos, mas ndo é o que cha-
mamos de expressdo (bem formada), pois = é um simbolo bindrio e, portanto, deve
ser seguido de duas expressdes, mas estd seguido de apenas uma expressao.

Por exemplo, o conjunto W = {x,y,z,+,-,!} e a fungdo a que associa x,y,z ao
numero 0, ! ao nimero 1 e +,- ao nimero 2 formam um alfabeto. Neste caso temos
Wy ={x,v,2z}, Wy ={!}, W, = {+,} e 0s demais W, para n > 2 sdo vazios. Assim, as
seguintes sequéncias de simbolos sdo exemplos de expressdes (bem formadas) de
(W, a) na Notagdo Polonesa: x, !y, +xv, -zy, +x-y!z.

A Notagdo Polonesa possui a desvantagem de ser mais dificil de ser lida. Por
exemplo, - + x!y+!zy é a Notacdo Polonesa da expressdo (x + y!) - (z! + v) escrita na
linguagem usual. A forma usual de denotar é mais f4cil de ser lida (talvez por ser
a notacdo que estamos acostumados a usar), mas a vantagem da Notagdo Polonesa
é a unicidade de leitura sem a necessidade do uso de parénteses ou de convengdes
sobre a precedéncia dos simbolos. Tal unicidade serd de grande importancia para o
que faremos posteriormente.

A unicidade da expressdo - + x!y+!zy pode ser facilmente verificada usando
a definicdo de expressdo. Por exemplo, como o primeiro simbolo da expressdao
-+ x!p+!zy tem aridade 2, segue da definicdo de expressdo que existem oy e 0, ex-
pressoes tais que - +x!y+!zy é escrita como -010,. E note que se o] e 0} sdo expressoes
tais que - + x!y+!zy é -0,05, entdo 0| = 0] e o, = 0. Com efeito, o primeiro simbolo
de 0, e 0] é o simbolo da operacao bindria +, entdo as duas préximas expressoes de-
vem ser alvo de atuacdo deste simbolo. O simbolo seguinte é x, que é um simbolo de
aridade 0, portanto, x é uma expressdo em si (e a primeira a ser alvo de atuagdo da
operacdo +). O simbolo seguinte é a operagdo undria !, seguida do simbolo y de ari-
dade 0. Portanto, os simbolos !y formam a segunda expressdo que sucede o simbolo
+. Logo obtemos a expressdo +x!y, que é a Notagdo Polonesa de x + y!. De forma
andloga, a expressado seguinte deve ser +!zy, que é a Notagdo Polonesa de z! + y, e é
a segunda expressdo depois do simbolo binério -. Logo, na notagdo usual obtemos a
expressdo (x +p!)- (z! +y). Assim, as expressdes 1; e 7; devem ser obrigatoriamente
iguais a expressdo +x!y, e as expressdes 7, e T, devem ser obrigatoriamente iguais
a expressdo +!zy, pois estas sdo as duas tnicas expressdes que sao alvo de atuagdo
da operagdo -. Em geral, essa unicidade nos é garantida pelo Teorema Para

demonstra-lo, dada t € W<%, ou seja, T é uma sequéncia finita de simbolos de W,
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denotaremos por |t| 0 comprimento de 7.

Teorema 1.2 (Unicidade de representagdo) Seja o uma expressio do alfabeto (W, a) na

Notacdo Polonesa. Entdo:
1. Nenhum segmento inicial proprio de ¢ é uma expressao.

2. Se o primeiro simbolo de o é o simbolo s de aridade n, entdo existem expressoes tinicas

To, ... Tyq tais que o € a expressio sT...T,_1.

Demonstrac¢do: Seja 0 uma expressao de (W, a) na Nota¢do Polonesa. Mostraremos
tal resultado por indugdo em |o|. Se |o]| = 1, como ¢ ndo possui segmentos iniciais
préprios, se o primeiro simbolo de ¢ é s entdo o é a expressdo s. Logo valem 1 e 2.
Suponha agora que as duas condi¢des valem para toda expressdo de comprimento
menor que |o|. Suponha também que o primeiro simbolo de o é o simbolo s de
aridade n > 1. Pela defini¢do de expressao, temos que existem 7y, ..., T,,_1 expressoes
tais que o é a expressdo sTy...T,_1.

Seja 0’ uma expressdo que é um segmento inicial de 0. Mostraremos que ¢’ =
0. Pela definigdo de expressdo (e por o’ ser um segmento inicial de o, seu primeiro

simbolo é s, e s possui aridade 1), existem 7|, ..., T,_,

expressdes tais que ¢’ é a
expressdo st)...T,_;. Dessa forma segue que 7, = T, pois, caso contrario, ou st é
um segmento inicial préprio de st} ou s7; é um segmento inicial préprio de stjy. E
consequentemente, ou 7y é um segmento inicial préprio de 7 ou 7 é um segmento
inicial préprio de 7, 0 que é um absurdo, pois 7 e 7, sdo expressoes tais que |7y| < ||
ety <lol.

Mostraremos agora que 7; = 7; para todo 0 < i < n -1, e faremos isto por
inducdo em i. O caso base foi feito no pardgrafo anterior. Suponha entdo que para

todo j < i tem-se T = 'c]f. Entdo o é a expressao sty...Tj_1 T;Ti+1...Ty—1 € @ eXpressao

§T0-.Ti_1 T}
§T¢...Tji—1 T; ou vice-versa. E entdo ou 7; € um segmento inicial préprio de ; ou vice-

]
n—-1-

T/ 4T Se 1; # T/, ou 57...7;_1T; € um segmento inicial préprio de
versa, 0 que é um absurdo, pois 7; e T/ sdo expressdes tais que |7;| < |o] e |7]| < |o].
Dessa forma, obtemos que 7; = 7; para todo i < 1, e entdo o = ¢’. Assim ga-
rantimos a condi¢do 2 e, como ¢’ era um segmento inicial arbitrdrio de o, segue que
todo segmento inicial de 0 que é uma expressao é o proéprio o, e consequentemente
ndo é um segmento inicial préprio. Logo, vale a condigao 1. O

Vejamos alguns conceitos importantes sobre expressoes.

Definicao 1.3 Se o é uma expressio do alfabeto (W, a) na Notagido Polonesa, definimos

uma subexpressdo de o como uma sequéncia consecutiva de simbolos de o que é também
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uma expressio.

No caso da expressdo - + x!y+!zy que haviamos visto, a sequéncia -+ néo é
uma subexpressdo, pois embora seja uma sequéncia consecutiva de simbolos de
-+ x!y+!zy, ndo é uma expressdo. A sequéncia +xz também ndo é uma subexpressao
de -+ x!y+!zy, pois embora seja uma expressdo, ndo é uma sequéncia consecutiva de
simbolos de -+ x!y+!zy. Ja as sequéncias x, !z, +!zy e - + x!y+!zy sdo subexpressdes de
“+xly+lzy.

Note ainda que cada simbolo em uma expressdo é o inicio de uma subex-
pressdo. Por exemplo, na expressdo -x + yz, - é o inicio da subexpressdo -x + vz, x
é o inicio da subexpressdo x, + é o inicio da subexpressdo +yz e y e z sdo o inicio das

subexpressdes y e z, respectivamente. Mais geralmente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4 Se o é uma expressio do alfabeto (W, a) na Notagio Polonesa, entdo em toda
ocorréncia de um simbolo em ¢ temos o inicio de uma tinica subexpressio de o.

Demonstra¢do: Seja o uma expressdo de (W, a) na Notagdo Polonesa. Faremos a
demonstragdo deste resultado por indugdo em |o|. Suponha que |o| = 1. Entdo o é
uma expressao que contém apenas um simbolo. Dessa forma, se p é um simbolo que
ocorre em o, entdo o é a expressao p. Portanto, em p temos o inicio de uma tinica
subexpressdo de o — a saber, a prépria o.

Suponha que o resultado do enunciado vale para toda expressdo de compri-
mento estritamente menor que |o|. Seja p uma ocorréncia de um simbolo em ¢. Pela
regra de formacdo de expressdes, temos que existem s € W, e 1y, ..., T,,_; expressoes
tais que o é a expressdo s7y...7,_1. Se p é o primeiro simbolo de o, isto é, se p é
o simbolo s, entdo segue o resultado pelo item (1) do Teorema Suponha entao
que p ndo é o primeiro simbolo. Entdo p ocorre dentro de alguma expressao t; para
i €{0,..,n—1}. Como 7; é uma expressdo com comprimento estritamente menor que
o comprimento de o, entdo pela hipétese de indugdo segue que em p ocorre o inicio
de uma tnica subexpressdo, digamos ¢, de 7;. E note que uma subexpressdo de ;
é também uma subexpressdo de o, pois é uma sequéncia consecutiva de simbolos
de o que também é uma expressdo. Assim, pelo item (2) do Teorema existem
expressdes unicas T, ..., Tx_1 tais que ¢ é a expressdo pi...Tx_1, onde k é a aridade
de p. Pelo item (1) do Teorema[1.2lnenhuma expressao i que se inicia em p pode ser
uma subexpressdo prépria de p7...Ty_1 € nem py...Tx_; pode ser uma subexpressdo
propria de 1. Desta forma, segue que 1 = ¢, e entdo vale a unicidade de ¢, portanto

segue o resultado. O
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Pelo Teorema|I.4, podemos definir o escopo de uma ocorréncia de um simbolo

em uma expresséo.

Definicao 1.5 Se o é uma expressio do alfabeto (W, a) na Notagdo Polonesa, entdo o es-
copo de uma ocorréncia de um simbolo em o é a tinica subexpressdo de o que se inicia em
tal ocorréncia.

Por exemplo, se tomarmos a expressdo o dada por - + xy + zw, entdo o escopo
de - é a propria expressdo o, o escopo do primeiro + é a expressdo +xy, € 0 escopo
do segundo + é a expressdo +zw. Note que escopo de todo simbolo de aridade 0 é a
expressdo formada pelo préprio simbolo, entdo os escoposde x, y, ze wsdo x, y, z e

w, respectivamente.

1.2 Linguagem de primeira ordem

Nosso objetivo nesta segdo é construir uma linguagem para a légica de pri-
meira ordem, ou simplesmente, uma linguagem de primeira ordem. Tal linguagem
serd constituida por um alfabeto e por uma colecdo de expressdes deste alfabeto
na Notacdo Polonesa que obedecem a determinadas regras. Comegamos fixando
alguns elementos que utilizaremos recorrentemente.

Defini¢ao 1.6 Chamamos de simbolos l1égicos os simbolos:
AV =2 - < ¥V 1 =

junto com os elementos de um conjunto infinito enumerdvel VAR de variduveis.

Note que as varidveis sdo simbolos de aridade 0. Os simbolos ¥V e 3 sdo comu-
mente chamados de quantificadores universal e existencial, respectivamente. O

simbolo — tem aridade 1 e os demais simbolos 16gicos possuem aridade 2.

Definicao 1.7 Um alfabeto para a l6gica de primeira ordem é constituido dos simbolos
l6gicos e de um conjunto L (cujos elementos sdo chamados de simbolos ndo légicos), par-
ticionado como L = F UP. Os conjuntos F e P, por sua vez, sdo particionados por aridade:
F =UnewFn € P =Unew Pu- Para cada n € w com n > 0, os simbolos em F, sdo chamados
simbolos de fungées n-drias e os simbolos em P, siio chamados simbolos de predicados
n-drios, ou mais comumente, simbolos de relagdes n-drias. Ji os simbolos em Fy sio
chamados de simbolos de constantes e os simbolos em P, sdo chamados de letras propo-

sicionais.
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Em muitos dos exemplos que veremos, a maior parte dos conjuntos da forma
F, e P, sdo vazios. Por exemplo, para axiomatizar a teoria dos conjuntos, é suficiente
considerar um alfabeto cujo tinico simbolo ndo légico é o simbolo de relacdo € de
aridade 2. Neste caso, 7, =0 paratodon e w, P, = {€} e P, =0 paratodon € w \ {2}.
Note que o alfabeto a ser adotado depende da maneira escolhida para apresen-
tar a teoria em questdo. Por exemplo, para axiomatizar a teoria dos grupos por meio

dos seguintes axiomas (enunciaremos tais axiomas na notag¢do usual)
1. VaVyVz((x-y)-z=x-(y-2))
2. de(Vx(x-e=e-x=x)AVxdy(x-y=y-x=¢))

basta considerar um alfabeto cujo tinico simbolo nao légico é o simbolo de fungéo -
de aridade 2. Contudo, para axiomatizar a teoria dos grupos por meio dos seguintes

axiomas
1 VaVyVz((x-y)-z=x-(v-2))
2. Vx(x-e=e-x=x)
3. Vx(x-i(x)=i(x)-x=e)

0 nosso alfabeto deve incluir, além do simbolo de func¢éo - de aridade 2, um simbolo
de funcao i de aridade 1 e um simbolo de constante e.
Definiremos agora algumas expressdes especiais de um alfabeto para a légica

de primeira ordem: os termos, as férmulas atdmicas e as férmulas.

Definicao 1.8 Dado um alfabeto para a légica de primeira ordem como na Definigdo
dizemos que:

1. os termos de L sdo as expressoes (bem formadas) do alfabeto F U VAR na Notagio
Polonesa;

2. as formulas atémicas de L sio as sequéncias de simbolos da forma pty...t, onde
n>0,ty,..,T, sdo termos de L, e, ou p € P, ou n =2 e p é o simbolo =;

3. as férmulas de L sdo as sequéncias de simbolos construidas recursivamente pelas

seguintes regras:

(a) todas as férmulas atomicas sdo formulas;

(b) se @ éuma férmula e x € VAR, entdo ¥xq e Ax¢ sio formulas;
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(c) se @ é uma féormula, entdo —¢@ também é uma formula;

(d) se @ e sdo formulas, entdo A, Vi, — @i e < @i também sdo formulas.

No item 2, o caso especial de p ser o simbolo = e n = 2 se deve ao fato de termos
definido o simbolo = como um simbolo 16gico, entdo = ndo é um elemento de P;.
Note também que, pela Defini¢ao toda férmula e todo termo sdo expressdes do
alfabeto F UPU VARU{A,V,~,—,«<,V,d,=} na Notacdo Polonesa.

Definicao 1.9 Uma linguagem para a légica de primeira ordem (ou, simplesmente,
uma linguagem de primeira ordem) é constituida de um alfabeto que satisfaz a Definigdo
bem como dos termos e formulas dados pela Definicio

No que segue, £ denotard ndo apenas o alfabeto, mas a propria linguagem em
si. Uma caracteriza¢do dos termos de uma linguagem de primeira ordem (de certa
forma, mais tratdvel) é dada pelo Teorema [I.10}

Teorema 1.10 Os termos de uma linguagem de primeira ordem L sio exatamente as sequén-

cias finitas de simbolos do alfabeto desta linguagem que obedecem as sequintes regras:

1. a expressdo na Notagdo Polonesa formada por um tinico simbolo de varidvel é um
termo;

2. a expressdo na Notagido Polonesa formada por um tinico simbolo de constante é um

termo;

3. se 1y,.., T, sdo termos e f € F, é um simbolo de fungio n-dria, entdo a expressio na
Notagdo Polonesa ft,...t, é um termo.

Demonstracdo: Se 7 é uma varidvel ou uma constante, entdo valem as regras de
formacédo 1 ou 2, respectivamente. Se T ¢ VAR e T ¢ F entdo existem f € F, com
n>1ery,.., 1, expressdes de F UV AR na Notacdo Polonesa (pois T é uma expressao
de 7 U VAR na Notagdo Polonesa) tais que 7 é a expressdo ft;...t,. Logo 1y,..., T,
também sdo termos e, assim, T obedece a regra de formacado dada pelo item 3.
Reciprocamente, seja T uma varidvel ou uma constante. Entdo 7 é uma ex-
pressdo de F U VAR na Notagdo Polonesa, logo T é um termo. Seja, agora, f € F,
para algum n € w e sejam ty,..., T, termos. Entdo, pela regra de formacao de ex-
pressdes na Notacdo Polonesa, ft;...T,, é uma expressdo de 7 U VAR, logo, é um
termo. O
Vejamos agora um resultado que nos permitird definir subférmulas e subter-

mos.
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Teorema 1.11 Em uma formula ¢, o escopo de qualquer ocorréncia de um simbolo de P U
{ANV, =, —,o,V,3, =} é uma férmula, e o escopo de qualquer ocorréncia de um simbolo de
F UVAR éum termo.

Demonstragao: Seja ¢ uma férmula. Mostraremos o resultado por indugdo no
comprimento de ¢. Se |p| = 1, entdo a tnica possibilidade é ¢ ser uma férmula
atomica da forma p para p € Py. Neste caso, a tinica ocorréncia de um simbolo
é a de p, e como o escopo de p é a propria féormula ¢, temos o resultado, pois
pEPU(AYV,~,—,,Y,3,=).

Suponha agora que o resultado do enunciado seja valido para toda férmula
com comprimento estritamente menor que |p| > 1. Se ¢ é uma férmula atdomica, ha
duas possibilidades. A primeira é que ¢ seja da forma = 7;7,, com 7; e T, termos.
Neste caso, seja p um simbolo que ocorre em ¢. Se p é o simbolo =, entdo o escopo
desta ocorréncia é a propria formula ¢, e o resultado vale. Suponha agora que p
ocorra em 7; ou 7. Como 7 e 1, sdo termos (que sdo expressdes de F U VAR na
Notacdo Polonesa), entdo p € 7 U VAR e o escopo de p também é uma expressdo de
F U VAR na Notagdo Polonesa, e portanto, é um termo. Logo, vale o resultado. A
segunda possibilidade é ¢ ser da forma s7y...7, onde n > 1 (pois |p| > 2),s e P, e
T1,..., T, S40 termos. Seja p uma ocorréncia de um simbolo em ¢. Se p é o simbolo
s que ocorre no inicio de ¢, entdo o escopo de p é a propria férmula ¢, e assim
segue o resultado, pois p e PU{A,V, =, —, <, V¥,3,=}. Se p ndo ocorre no inicio de ¢,
entdo p ocorre em algum 7; para i € {1,...,n}. Como 7; € uma expressdo de F U VAR
na Notagdo Polonesa, e como p ocorre dentro de 7;, entdo o escopo de p é uma
subexpressdo de 7;, logo, é uma expressdo de F U VAR na Notagdo Polonesa. Sendo
assim, o escopo de p é um termo, e entdo segue o resultado.

Suponha agora que ¢ seja uma férmula do tipo Vxi, onde x € VAR e ¢ é uma
férmula. Seja p uma ocorréncia de um simbolo em ¢. Se p é o primeiro simbolo de
@, isto é, 0 simbolo V, entdo o escopo de p é a propria férmula ¢, e neste caso segue o
resultado, pois YV € PU{A,V,—,—, <, V,d,=}. Se p é a ocorréncia do segundo simbolo
em ¢, isto é, a varidvel x, entdo o escopo de x é o préprio x. E como x é um termo, e
neste caso p € FUV AR, segue o resultado. Suponha entdo que p seja um simbolo que
ocorre dentro da férmula 1. Note que o comprimento da férmula i é estritamente
menor que o comprimento da férmula ¢. Dessa forma, pela hipétese da indugéo,
segue que o escopo de p é uma férmula, caso p € PU{A,V,—~,—,<,V,3,=}, ou é
um termo, caso p € F U VAR. Note que um argumento inteiramente andlogo a este
mostra que, se ¢ for uma férmula do tipo dxip, onde x € VAR e 1) uma férmula,
entdo vale o resultado.
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Suponha agora que ¢ seja uma férmula do tipo -1, onde ¢ é uma férmula,
e seja p uma ocorréncia de um simbolo em ¢. Se p é o primeiro simbolo de ¢,
isto é, se p é o simbolo —, entdo o escopo de p é a prépria férmula ¢. Neste caso
segue o resultado, pois =€ PU{A,V,—,—,<,V,3,=}. Se p ndo é o primeiro simbolo
de ¢, entdo p ocorre em 1. Note que a férmula ¢ tem comprimento estritamente
menor que a férmula ¢, entdo pela hipotese da inducdo segue que o escopo da
ocorréncia de p é uma férmula, caso p € PU{A,V, -, —,<,V,3,=}, ou é um termo,
casope FUVAR.

Suponha agora que ¢ é uma férmula do tipo A¢1, onde ¢ e ¢ sdo férmulas.
Seja p uma ocorréncia de um simbolo em ¢. Se p é o primeiro simbolo de ¢, isto é,
se p é o simbolo A, entdo o escopo de p é a férmula ¢. Neste caso, segue o resultado,
pois A € PU{A,V, =, —,<,V,d,=}. Se p ndo é o primeiro simbolo de ¢, entdo p ocorre
em ¢ ou em . Como os comprimentos de ¢ e de 1 sdo estritamente menores que
o comprimento de ¢, entdo pela hipétese da inducéo, o escopo de p é uma férmula,
casop € PU{A,V,—,—,<,V,3,=}, ou é um termo, caso p € F U VAR. Note que para
férmulas do tipo Vo, — ¢ e & ¢p1h, 0 argumento é inteiramente andlogo a este

ultimo caso. O

Definicdo 1.12 O escopo de uma ocorréncia de um simbolo em uma formula é chamado
subformula se o simbolo pertence a P U {A,V, -, —, <, V¥,3,=} e é chamado de subtermo
se o simbolo pertence a F U VAR.

Dois outros conceitos importantes relacionados a nocdo de escopo sdo o de

variavel livre e o de sentenca.

Defini¢ao 1.13 Uma ocorréncia de uma varidvel y em uma formula ¢ é dita limitada se
ela ocorre no escopo de um dos simbolos ¥ ou 3 sequido pela varidvel y. Uma ocorréncia
é dita livre se ndo for limitada. E a formula ¢ é dita uma sentenga se nenhuma varidvel
ocorre de forma livre em @. Assim, uma varidvel livre numa dada férmula é uma varidvel
em que ao menos uma ocorréncia é livre em tal formula, e uma varidvel limitada numa
dada formula é uma varidvel em que todas as ocorréncias sdo limitadas em tal formula.

Por exemplo, considere a férmula na notacdo usual Yx(x+y = z). Nesta férmula,
as duas ocorréncias da varidvel x sdo limitadas, e as ocorréncias das varidveis y e
z sdo livres. Sendo assim, tal férmula ndo é uma sentenga, enquanto a férmula
VyVzVx(x +y = z) é uma sentenca, uma vez que ndo hd varidveis livres.

Por fim, definimos fecho universal de uma férmula.
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Definicao 1.14 Se ¢ é uma férmula, um fecho universal de ¢ é uma sentenga da forma
Vx1Vx,..¥x,@, onde n > 0 e xy,..., x,, sdo varidveis distintas.

No exemplo anterior, a sentenga YyVzVx(x + y = z) é um fecho universal da
térmula Vx(x +y = z). Vale observar que se ¥x;Yx;...Vx,¢ é um fecho universal de
@, entdo Vx,,... Vx,Vx; @ também é um fecho universal de ¢ e eles sdo, a rigor, distin-
tos. Assim VzVyVx(x+y = z) também é um fecho universal da férmula Vx(x+y = z),
e é distinto do primeiro fecho universal visto. Contudo, mostraremos adiante que

quaisquer dois fechos universais de uma férmula sdo logicamente equivalentes.
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2 SEMANTICA

Na Secédo 2.1 definiremos os conceitos de estrutura para uma linguagem de primeira
ordem, e nessa definiremos os conceitos de interpretacdo e valoragdo para férmulas,
e a partir disto, definiremos quando uma estrutura é um modelo para um conjunto
de sentengas. Na Se¢ao 2.2 definiremos o conceitos de férmulas logicamente equiva-
lentes, que surge como uma generaliza¢do da forma como vemos que duas férmulas
possuem o mesmo valor 16gico, como as férmulas dos tipos Yx¢ e —Jx(—¢). Na
Secdo 2.3 estudaremos os conceitos de reducdo e expansdo de estruturas. E na Secao
2.4 retomaremos o conceito de férmulas logicamente equivalentes para definir tau-

tologias. As principais referéncias bibliograficas para este capitulo sdo [3] e [5].

2.1 Interpretacao e valoracao

Até agora, estivamos interessados em estabelecer a nogao de linguagem de primeira
ordem, destacando aspectos sintaticos como a construgdo de termos e férmulas a
partir de um alfabeto dado. Estamos agora interessados em interpretar o signifi-
cado dessas expressdes num dado contexto e dizer quando uma sentenga é, nesse
contexto, verdadeira ou falsa. Considere, por exemplo, a seguinte sentenca da lin-

guagem L = {0,,<} (escrita em notagdo usual, para facilitar a leitura):
RQ:Vx(0<x - dy(x=p-v)).

O que estamos tentando expressar é que todo ntimero estritamente positivo
possui uma raiz quadrada. Sabemos que RQ é uma sentenca verdadeira em R, mas
é falsa em Q.

Para estudar quando uma sentenga é verdadeira em uma determinada estru-
tura abstrata, precisamos definir rigorosamente o conceito de estrutura e, posterior-
mente, o que significa dizer que uma sentenca é verdadeira na estrutura em questao.

E isso que faremos nesta secao.

Definicao 2.1 Dada uma linguagem £ = F UP = J,c, F Y Upew Pn para a légica de
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primeira ordem , uma estrutura para L (ou, ainda, uma L-estrutura) é um par & = (A, 1)
onde A é um conjunto ndo vazio (denominado universo da estrutura) e 1 é uma fungio
(denominada interpretagdo) com dominio em L e que associa a cada s € L um elemento
I(s):=s%da seguinte maneira:

se f € F, comn>0,entdo f&: A" — A;
e sepeP,comn>0,entio p® C A

e sece Ry, entioct e A;

se p € Py, entdo p® € {0,1}.

Os dois primeiros casos da defini¢do acima dizem que um simbolo de fungao
ou relagdo n-dria (para n > 0) serd interpretado como uma fungao ou relagao, respec-
tivamente, definida no universo A. O terceiro item nos diz que toda constante da
linguagem £ deve ter um representante c* no universo A. E o tltimo item nos diz
que toda letra proposicional assume valor 0 ou 1. No contexto da definicdo, usare-
mos F (lido como “falso”) para denotar 0 e V (lido como “verdadeiro”) para denotar
1. Note que para as letras proposicionais, a interpretacdo independe do universo A
da estrutura, pois elas sempre assumem valores 0 ou 1.

Nosso objetivo agora é estudar quando uma férmula é verdadeira numa dada
estrutura. J4 mencionamos que a sentenga RQ ndo é verdadeira na estrutura cujo
conjunto universo é Q e cuja interpretacdo de 0, - e < é a usual. Mas note que a

formula
RQ":Ay(x=y-y)

pode ser verdadeira ou falsa em Q, dependendo do valor que atribuirmos para x.
Por exemplo, se x = 1, entdo ela é verdadeira: basta tomar y = 1; mas se x = 2, ela
passa a ser falsa, pois ndo existe uma atribui¢do de valor para y em Q que a satisfaca.
Com esse exemplo, percebemos que, para analisar a veracidade de uma férmula,
precisamos atribuir valores para algumas varidveis e tais valores precisam estar no
conjunto universo da estrutura. Com isso em mente, vamos definir dois conjun-
tos de varidveis as quais precisaremos atribuir valores do conjunto universo para
que seja possivel (posteriormente) definir o que chamaremos de valoracdo de uma

féormula.

Definicdo 2.2 Sejam t um termo e ¢ uma férmula. Definimos V (t) como o conjunto das
varidveis que ocorrem em T, e V(¢) como o conjunto das varidveis livres em .
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Note que V(t),V(¢) € VAR. Como dissemos antes, o objetivo de definir os
conjuntos V(7) e V(¢) é reunir neles todas as varidveis de um termo ou férmula que
impedem que esta seja avaliada (em termos de verdadeiro ou falso) até que fixemos
um valor para estas varidveis. No caso dos termos, sdo todas as varidveis, e no caso
das férmulas, sdo todas as varidveis livres. Com a préxima defini¢do conseguiremos
atribuir um elemento do conjunto universo da estrutura em questdo para cada uma

das varidveis em V(7) e V(¢).

Definicao 2.3 Sejam L uma linguagem para a légica de primeira ordem, & = (A,T) uma
estrutura para L e a um termo ou uma formula de L. Uma atribuicdo para o em é uma
fungdo o tal que V(o) C dom(o) C VAR eim(o) C A.

Quando ndo especificarmos o conjunto universo A de uma estrutura £, diremos
que o é uma atribui¢do para @ em E. Agora que ja sabemos quais sdo as varidveis
que precisam ter um elemento atribuido e que ja conseguimos atribuir um elemento
de A para cada uma delas, podemos definir o conceito de valoracdo. Comegaremos

com a valoragdo de termos.

Definicdo 2.4 Se E é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L cujo uni-
verso é A, definimos val®(t)[o] € A quando t é um termo de L e o é uma atribuicdo para T
em A da sequinte maneira:

1. val®(x)[o] = o(x) se x € dom(0);
2. val®(c)[o] = cF se c e Fy;

3. val®(fr..7,)[0] = fE(val®(t))[0],...,val%(1,)[0]) se f € Fy comn>0e1y,..,T,
sdo termos.

Lemos val®(t)[o] como a valoracdo para o termo t em E sob a atribuicdo o. E se
V(1) = 0, denotamos val®(t)[0] por val®(t).

Note que a definicdo acima é recursiva: estamos sempre definindo uma va-
loracdo de um termo com base na valoracdo prévia dos termos mais simples que
o compdem. A valoragdo para termos trata de associar a cada termo um elemento
do conjunto universo A, por isso também podemos chama-la de interpretagao para
termos. Como os termos sdo elementos da linguagem, a valoragdo mostra como

podemos representéd-los por elementos do conjunto universo.

1
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Por exemplo, dados £ = R (cometemos aqui o abuso de notagdo de identificar
a estrutura com o conjunto universo, pois a linguagem e interpretacdo sao as usu-
ais e estdo subentendidas) e a atribuigdo o = {(x, 1), (¥, 2), (z,3)}, temos val®(x)[0] = 1,
pois x é uma variavel no dominio de o, val®(0)[o] = 0, pois 0 ¢ uma constante da lin-
guagem L e a interpretagdo é a usual, e val®(+ - xyz)[o] = +val®(-xy)[o]val®(z)[o] =
+-val®(x)[o]valR(y)[c]3=+-123=5.

Definiremos agora valoracdo para uma férmula atomica.

Definicdo 2.5 Se £ é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L cujo uni-
verso é A, definimos val®(¢)[c] € {0,1} quando ¢ é uma férmula atomica de L e o é uma
atribuigdo para ¢ em A da sequinte maneira:

1. val*(p)[o]=p“sepePy

2. val®(pty...1,)[0] = 1 se, e somente se, (val®(t;)[c],...,val®(t,)[c]) € p%, se p € P,
comn>0e1y,..,T, Sdo termos;

3. val®(= 1y1,)[0] = 1 se, e somente se, val®(t)[c] = val®(t,)[o], onde T, e T, sio
termos.

Lemos val®(¢@)[o] como a valoracio para a formula atémica ¢ em E sob a atribuicdo
o.

Vejamos alguns exemplos. Seja & = Q e as valoragdes o7 = {(x,2),(v,6),(z, 3)}
e 0, =1{(x,6),(,2),(z,3)}. Entdo para a férmula atomica = y - xz (isto ¢, y = x-z na
notacgdo usual) temos que val®(=y - xz)[o;] = 1 e val®(= y - x2)[0,] = 0. De fato, para
a valoragio o, por um lado temos val®(y)[o;] = 6 e por outro lado, val®(-xz)[0}] =
val®(x)[o1]val®(z)[o1] = - 32, e como em Q temos 6 = 2 - 3, segue que val®(=p -
xz)[o1] = 1. E para a valoragéo o,, por um lado val®(y)[o,] = 2 e por outro lado,
val®(-xz)[0;] = val®(x)[o,]val®(z)[02] = - 6 3, e como em Q temos 2 = 6 - 3, segue
que val®(=y - xz)[0,] = 0.

Nosso préximo objetivo é definir valoragdo para férmulas em geral. Mas antes

disto precisaremos definir substitui¢do de uma varidvel numa atribuigdo o.

Defini¢do 2.6 Dada uma atribuigio o, definimos o+(y/a) como a fungdo ol v ar\(y) Y{(v, a)},
onde a € A.

Em outras palavras, se a varidvel y estiver no dominio de o, entdo o + (y/a)
substitui o elemento que ¢ atribufa a y por g; isto é feito ao restringir 0 a VAR \

{}, e a substituigdo por a € feita ao unir o 'yagr\y) com o conjunto {(y,a)}. E note
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que, mesmo que y ndo pertenca ao dominio de o, y pertencera ao dominio de o +
(v/a). Alguns exemplos: se ¢ for a atribuicao {(x, 4)}, entdo o +(y/2) serd a atribuicdo
{(x,1),(,2)}; se o for a atribuicdo {(x, 1), (v, 3),(z,5)}, entdo o + (y/2) serd a atribuicdo
{(x,1),(9,2), (2, 5)}.

Agora sim, podemos definir valora¢do para férmulas.

Definicdo 2.7 Se E é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L cujo uni-
verso é A, definimos val®(¢p)[o] quando ¢ uma férmula de L e o uma atribuicdo para ¢ em
A da sequinte maneira:

1. val®*(~@)[o] = 1 —val®(p)[o];

2. val*(Apy)[o],val*(Vou)[o],val®(— @)[o],val®(< @y)[o] sdo definidas a par-
tir de val®(¢)[co] e val®()[o] usando as tabelas—verdad dos simbolos A, V,— e <
respectivamente;

3. val*(Ayg)[c] = 1 se, e somente se, val®(¢)[o + (v/a)] = 1 para algum a € A;
4. val*(Vyg)[o] = 1 se, e somente se, val®(¢)[o + (v/a)] = 1 para todo a € A.

Lemos val®(¢)[o] como a valoracdo para a férmula ¢ em E sob a atribuicdo o. Escre-
vemos, ainda, & £ @[o] para denotar val®(p)[c] = 1, e & ¢ @[o] para denotar val®(¢)[c] =
0. Se V(@) = 0 (isto é, se ¢ é uma sentenga), entdo val® (@) abrevia val®(¢)[0] e £ £ ¢ de-
nota val®(¢) =1.

Lembre-se de que adotamos a convencao de escrever 0 para falso e 1 para ver-
dadeiro. Assim, diremos que uma férmula ¢ é verdadeira na estrutura £ para a atri-
buicio o (ou, ainda, que E satisfaz a férmula ¢ para a atribuicio o) se val*(¢p)[o] =
1, que equivale a dizer que £ k£ ¢[o]. E diremos que uma férmula ¢ é falsa na es-
trutura £ para a atribuicdo o (ou, ainda, que £ ndo satisfaz a férmula ¢ para a
atribuicio o) se val®(¢)[o] = 0, que equivale a dizer que E ¥ ¢[c], ou, ainda (pela
defini¢do de valoragdo para uma férmula do tipo —¢), que £ £ =¢[o].

Vejamos alguns exemplo de valoragdo para férmulas. Considere £ = Q, a
atribuicao {(x,1),(v,2),(z,3)} e as férmulas ¢, ) dadas respectivamente por = +xyz
e = -xyz. Pela valoracdo de termos e férmulas atdmicas que vimos anteriormente,
temos que val%(¢)[o] =1 e val%(yh)[o] = 0. Dessa forma, temos que val®(-¢p)[o] =
1 -val®(p)[c] = 1 -1 = 0, e analogamente, val®(=y)[c] = 1. Também temos que
val®( ApY)[o]=1A0=0, de acordo com a tabela-verdade de A. E, analogamente,

2Descritas no Apéndice 1.
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val®(vop)[o] = 1, val%(— @y)[c] = 0, val®(< @1)[c] = 0, de acordo com as res-
pectivas tabelas verdade. Para os dois dltimos casos, temos as seguintes possibili-
dades: a férmula Jwe é tal que val®(3we)[o] = 1, pois Q = @ e para todo a € Q
temos valQ(¢p)[o + (w/a)] = 1, j& que w ndo ocorre em ¢. Pelo mesmo motivo, a
formula Ywe é tal que val®(Vwg)[o] = 1. Considere agora a férmula 3zi.Vimos
que val®(y)[c] = 0, mas val®()[o + (z/2)] = 1. Entdo temos que valR(Izy)[o] = 1.
Ja a formula Yz é tal que valQ()[o + (2/3)] = 0, entdo val®(Vzy)[o] = 0.

Uma consequéncia (imediata) da tabela-verdade dos simbolos A, V,—, <> e da

notagdo k definida anteriormente é o Corolario 2.8 a seguir.

Coroldrio 2.8 Sejam & uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L, ¢ e 1

férmulas de L e o uma atribuicdo para ¢ e . Entdo vale:
* LE(pAY)|o]se esomentese, EE@[o]ekEpo];
e LE(pVi)|o]se esomentese &k @[o]ouk kP[]
e LE(p—>y)|o]se, esomentese, EE o] ou EEp[o].

Note que val®(¢)[0’] s6 depende do valor atribuido por ¢ as varidveis livres de
@, isto &, se 0’ ly(y)= 0 y(p) entdo val®(p)[o’] = val®(¢)[o]. Dessa forma, no caso
em que ¢ é uma sentenca, val®(p)[c] = val®(¢p)[0] = val*(p), pois V(¢) = 0. Sendo
assim, se uma sentenga é verdadeira para uma atribui¢do, entdo ela é verdadeira

para todas as atribuigdes. Isto nos da o seguinte resultado:

Proposicdo 2.9 Se L é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L e ¢ é uma
sentenga de L, entdo ocorre exatamente uma dessas duas possibilidades: £ £ @ ou £ E —¢.

A seguir, definiremos a satisfacdo de um conjunto ¥ de sentencas por uma
estrutura £. Em outras palavras, definiremos quando uma estrutura ¢ um modelo

para um conjunto de sentencas.

Definicdo 2.10 Sejam E uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L e ¥ um
conjunto de sentengas de L. Escrevemos & £ X, e lemos “E satisfaz X" ou “E é um modelo

para X", para indicar que £ = ¢ para toda ¢ € ¥.

Por exemplo, um grupo é um modelo para o conjunto dos axiomas da teoria
de grupos. Usualmente denotaremos uma estrutura genérica por £, e, quando uma
estrutura for também um modelo para um conjunto de sentengas, a denotaremos

por E.
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Definicao 2.11 Sejam L uma linguagem de primeira ordem, ¥ um conjunto de sentengas
de L e ¢ uma sentenga de L. Escrevemos ¥ k ¢ para indicar que & & ¢ para toda L-
estrutura £ tal que £ £ ¥. Neste caso, dizemos que ¢ é uma consequéncia semdntica ou
consequéncia ldgica de ¥.

Note que, da defini¢do acima, é trivialmente valido que ¥ k ¢ para toda senten-
capeX.

Definicdo 2.12 Seja ¥ um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L.
Dizemos que Y. é semanticamente consistente, e indicamos isso por Con.(X), se existe al-
guma L-estrutura £ tal que & £ X. Dizemos ainda que ¥ é semanticamente inconsistente
se ¥ ndo é semanticamente consistente e, neste caso, indicamos isso por ~Con,(X).

Neste sentido, as teorias que estamos acostumados a estudar (como as de gru-
pos, anéis, corpos, etc.) sdo consistentes, pois existem modelos para os conjuntos for-
mados por seus respectivos axiomas (por exemplo, IR com as respectivas operagdes

usuais e interpretacdo usual).

Teorema 2.13 Sejam L uma linguagem de primeira ordem, . um conjunto de sentengas de

L e @ uma sentenga de L. Valem os seguintes resultados:
1. ¥k @ se, e somente se, ~Con, (X U {=¢}).
2. X E =@ se, e somente se, =Con_(X U {¢@}).

Demonstra¢ao: Vamos demonstrar primeiro o item 1. Suponha que X U {—¢} é se-
manticamente consistente. Entdo existe uma L-estrutura E tal que £ £ ¥ U {-¢}.
Como —¢ € L U {—¢}, segue que £ F —¢, ou equivalentemente, £ £ ¢. E note que,
sendo £ um modelo para ¥ U {—¢}, entdo, em particular, £ é um modelo para .
Dessa forma, £ é um modelo para ¥ que atesta que ndo ocorre ¥ k ¢. Reciproca-
mente, suponha que ndo ocorre X k ¢. Entdo existe uma L-estrutura & tal que £ £ ¥
ek k@, istoé, E F—@. Assim, £ kX U {=¢}, pois ja tinhamos que £ k ¢ para todo
Y € ¥. Dessa forma, £ é um modelo para X U {—¢}, o que atesta que ¥ U {~¢} é
semanticamente consistente.

Para verificar a validade do item 2, note antes que £ k ¢ se, e somente se,
E ¥ —¢@. Suponha primeiro que ¥ U {¢} é semanticamente consistente. Entdo existe
uma L-estrutura E tal que £ £ X U {@}. Assim, em particular, & é um modelo para
Y, isto é, £ F X, e também que £ F ¢ e, consequentemente, £ ¥ —~¢. Logo, £ é um
modelo para ¥ que atesta que ndo ocorre ¥ £ —¢@. Reciprocamente, suponha que
ndo ocorre ¥ k —¢. Entdo existe uma L-estrutura £ tal que £ F X e £ £ —¢, isto §,
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E E ¢@. Logo, £ é um modelo para ¥ U {¢}, o que atesta que ¥ U {¢} é semanticamente

consistente. O

2.2 Foérmulas logicamente equivalentes

Nas sessdes que se seguem usaremos a notagdo usual para férmulas e termos
em vez da Polonesa, a fim de facilitar a leitura. Também iremos usar f(ty,...,7,) em
vez de fty...7, e p(1y,...,T,) em vez de pty...7,, onde f é um simbolo de funcdo
n-ario, p € um simbolo de relacdo n-ario e 74,..., T, sdo termos.

Definicdo 2.14 Sejam L uma linguagem para a l6gica de primeira ordem e ¢ uma férmula
de L. Dizemos que ¢ é logicamente vdlida se & = ¢[o] para toda L-estrutura E e para
toda atribuicdo o para ¢ em L.

Um exemplo de férmula logicamente vélida é dado por x = x, ou, ainda, pela
sentenca Yx(x = x). De fato, o simbolo 16gico = é sempre interpretado como igual-
dade em todos os modelos. Outra férmula logicamente valida é Yxp — —-3x(—¢).
De fato, fixe uma L-estrutura £ e uma atribuigdo o para Yx¢ — —-Ix(-¢) em k.
Note que £ k£ (Vxp — —dx(—¢))[o] se, e somente se, £ k Yxp[o] ou E ¢ ~Jx—@|o].
Se £ k Vx@[o] temos o resultado. Suponha, entdo, que £ ¥ Vxg[o]. Disto segue
que val®*(p)[o + (y/a)] = 0 para algum a € A, e entdo val*(~¢)[o + (y/a)] = 1. Por
sua vez, disto segue que val*(Ax(=p))[c] =1, e portanto val®*(-Ax-¢p)[c] = 0, logo,
E ¥ —=dx-¢[o], como queriamos. De forma andloga podemos mostrar que a férmula
—Jx(—¢@) — Yx¢ também é logicamente valida.

Estes dois ultimos exemplos nos remetem a ideia de férmulas logicamente

equivalentes, que definiremos a seguir.

Defini¢ao 2.15 Sejam L uma linguagem para a l6gica de primeira ordem e ¢ e  formulas
de L. Dizemos que ¢ e  sdo logicamente equivalentes se a formula ¢ < 1 é logicamente
vdlida.

A férmula Yx¢p < —3Jx(—¢) é logicamente vélida, sendo assim VYx¢ e —Jx(—¢)
sdo férmulas logicamente equivalentes. Este exemplo mostra que reformular férmu-
las com o quantificador 3 em termos do quantificador ¥ e simbolos 16gicos de forma
adequada preserva a equivaléncia légica. Note ainda que dizer que as férmulas ¢
e 1 sdo logicamente equivalentes equivale a dizer que £ F ¢[o] se, e somente se,
E E ¢[o], para toda L-estrutura £ e toda atribui¢do o para ¢ e  em E. Assim, um
outro exemplo de férmulas logicamente equivalentes é dado pelas férmulas ¢ vV ¢ e

PV
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Do préximo resultado segue que todos os fechos universais de uma férmula

sdo logicamente equivalentes.

Teorema 2.16 Sejam & uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L, ¢ uma
formulade L e Vx1Vx,...¥ x, ¢ um fecho universal de ¢. Entdo & £ @[o] para toda atribuigdo
o para @ se em £ se, e somente se, &k VxVx,..Vx, .

Demonstra¢do: Sejam Vx;Vx,...Vx,¢ um fecho universal de ¢ e A o universo de k.

Temos que

EEVx VxVx3...Vx,0 © val®(Vx,Vx,Vxs... Vx,@)[0] =1
= valE(Vx2Vx3...Vxn(p)[{(xl,al)}] =1,Ya; €A

o val*(Vxs.. Vx,@)[{(x1,a1),(x2,a5)}] = 1,Vay,a, € A

= valE((p)[{(xl,al),(xz, as),...,(x,,a,)}] =1,Yay,a,,...,a, € A

Pelo que comentamos apés o Corolério valE((p)[(f] s6 depende de o ['y(4). Como
V(o) C {x1,..., X}, segue que val*@[{(x,a1), (X2, a2), ..., (Xy,a,)}] = 1,Yay,ay,...,a, € A
se, e somente se, val®(¢p)[c] = 1 para toda atribuicdo o de ¢ em E, e, por sua vez,
isto ocorre se, e somente se, k£ £ ¢[o] para toda atribuicdo o de ¢ em E. O
Na definicdo de equivaléncia l6gica, pedimos que ¢ < 1 seja logicamente
valida, ou seja, pedimos que £ k (¢ < i)[o] para toda L-estrutura £ e toda atribui¢ao
o da férmula ¢ < 1p em k. Na definigdo a seguir, pedimos uma equivaléncia apenas

nos modelos para um conjunto de sentengas pré-estabelecido.

Definicao 2.17 Sejam L uma linguagem para a légica de primeira ordem e ¥ um conjunto

de sentengas de L.

* Se @ e y sdo formulas de L, dizemos que ¢ e ¢ sdo equivalentes em relagdo a X
se um (e, portanto, todos) fecho universal da formula ¢ < 1 é verdadeiro em todas as
L-estruturas que modelam X.

* Se 1y e T, sdo termos de L, dizemos que T e T, sido equivalentes em relagdo a X
se para toda L-estrutura & tal que & £ X e para toda atribuicdo o para t; e T, em &
tem-se que val®(t;)[o] = val®(1,)[0].

Se, por exemplo, o conjunto ¥ contém a sentenca YxVyVz((x-v)-z=x-(vy-z))
entdo os termos x - (v - z) e (x - y) - z sdo equivalentes em relacdo a ¥. Dessa forma,
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em qualquer L-estrutura que modela ¥, podemos seguramente escrever x-y-z como
uma abreviagdo dos termos x- (y-z) e (x-p) - z.

Vejamos agora o conceito de substituicdo em termos e férmulas.

Definicao 2.18 Sejam L uma linguagem para a l6gica de primeira ordem, T e  termos de L
e x uma varidvel. Denotamos por [B]% o termo obtido ao substituir todas as ocorréncias

de x em f pelo termo t. Equivalentemente:
e [x]%éotermo t;
* sey é uma varidvel diferente de x, entdo [yt é o termo y;
* se ¢ é uma constante, entdo [c]} é o termo c;

* se p édaforma fBy..p, onde f € F,, n>0e py,..., B, sio termos de L, entdo [B]% é o
termo £[B]5.[Bu]z-

Vejamos um exemplo: considere a linguagem £ = {+,-,—,0, 1} da teoria de anéis
e o termo x -y. Entdo [x-p]}** é o termo (x + z) - y. Note que, na verdade, apenas
substituimos a varidvel x em x - y pelo termo x + z.

Considerando a atribuicdo o = {(x,1),(y,2)(z,5)}, note que val®([x - y]¥*?)o] =
val*((x +2)-y)[o] = 12 e, por outro lado, val®(x - v)[o + (x/6)] = 12. Néo por acaso

temos que val®(x + z)[o] = 6.

Teorema 2.19 Sejam L uma linguagem para a l6gica de primeira ordem, & = (A,I) uma
estrutura para L, x uma varidvel, T e p termos de L e o uma atribuicio para t e p em A. Se
val®(t)[o] = a € A, entdo val*([B]%)[0] = val®(B)[o + (x/a)].

Demonstra¢do: Faremos a prova por indu¢do no comprimento do termo . Se o
comprimento de f é 1, entdo  é uma constante ou uma varidvel. Se = ¢ uma cons-
tante, entdo por um lado val*([]%)[o] = val®(c)[o] = ¢ e, por outro lado, val®(B)[o +
(x/a)] = val®(c)[o +(x/a)] = c%, logo, vale o resultado. Se f é uma variavel, ha dois ca-
sos possiveis. Se f = x, entdo por um lado val®([]%)[c] = val®([x])[o] = val®(t)[o]
e, por outro lado, val*(8)[o + (x/a)] = val®(x)[o + (x/a)] = a = val®(t)[c], logo, se-
gue o resultado. Se f = y onde p é uma varidvel distinta de x, entdo por um
lado val®([B]%)[o] = val®([y]%)[o] = val®(v)[c], e, por outro lado, val®(8)[o + (x/a)] =
val®()[o + (x/a)] = val®(y)[o], logo, vale a igualdade.

Suponha agora que || = n > 1 e que o resultado seja vélido para todo termo
com comprimento estritamente menor que n. Pela regra de formagdo de termos,

existem f € F, e 1y,..., T, termos tais que = f1y..7,. Por um lado, temos que

30



val*([B1Y)[o] = val*([ft;..t,)9)[0] = val*(f[7;]%...[7,]%)[o] e, por outro lado, val®(pB)
[0+ (x/a)] = val®(f1,..1,)[0 + (x/a)] = fE(val®(1y)[o + (x/a)), ..., val®(1,)[o + (x/a)]).
Como cada 7; possui comprimento estritamente menor que 7, entdo pela hip6tese da
indugao temos que para cadai € {1, ..., n} vale val®(7;)[o +(x/a)] = val®([7;]%)[o], logo,
FE@al ()]0 + (x/a)), ., val*(r,)[o + (/@) = FE@al ([T ]D[o) . val (7, ]0)]o]) =
val*(f([11]%, ..., [t4]%))[0] e, entdo, vale a igualdade. O

Vejamos agora um conceito analogo para férmulas.

Definicao 2.20 Sejam L uma linguagem para a légica de primeira ordem, ¢ uma formula
de L, T um termo de L e x uma varidvel. Denotamos por [@]% a formula obtida ao
substituir todas as ocorréncias livres de x em ¢ por t. Equivalentemente:

* se @ éda forma pty..T, para p € P, e ty,..., T, termos de L, entdo [@]% é a formula

plol51Tly
* se @ éda forma = 7T, para Ty e T, termos de L, entdo [@]} é a formula = [1,]5[1,]%;
* se @ éda forma = onde  é uma formula de L, entdo [@]% é a formula =[¢]%;

* se @ é da forma ANPP, VP, — PP ou < P onde P e ¢ sdo formulas de L,
entdo (@]t é, respectivamente, a formula A[P)L[P]L, V[PIL[Pl:, — [P]i[P]r ou

< [Pl

* se @ é da forma Ny ou Ay, onde y é uma varidvel diferente de x, entdo [@]} é,

respectivamente, a formula Vy[]% ou Ay[P]};
* se @ éda forma ¥xy ou Axi, entdo [@]|% é a prépria formula ¢.

Note que, se ¢ é uma sentenga, entdo para todo termo 7 e toda varidvel x tem-se
que [@]} é a propria férmula @, jd que ¢ ndo possui varidveis livres.

Sejam x, ..., x,, varidveis, 1y, ..., T, termos e ¢ uma férmula. Escrevemos ¢(x,...,
x,) para denotar a férmula ¢ onde xy,...,x, sdo todas as varidveis livres de ¢ lis-
tadas sem repeticdo. E escrevemos ¢(ty,...,7,) para denotar [...[[¢]i! ... ], isto &,
a férmula obtida ao substituir todas as ocorréncias livres de xy,...,x, por 7y,..., T,
respectivamente, na férmula ¢.

Vejamos alguns exemplos. Considere a linguagem £ = {+,-,—,0,1,<} da teoria
dos corpos ordenados e a férmula ¢ dada por Ay(y-y = x+z). Entdo [@]] é a férmula
dy(y-y = 1+z), enquanto [(p]; é a propria férmula ¢, pois ndo hd nenhuma ocorréncia
livre da varidvel y na férmula ¢. Seja, agora, a férmula ) dada por dy(x < y). Seu

fecho universal é uma sentenga verdadeira em RR. Seja 7; o termo z + z. Neste caso,
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temos que [1],' é a férmula y(z+z < p) e seu fecho universal ainda é uma sentenga

verdadeira em R. Mas se tomarmos o termo 7, = y + 1, entdo [¢];’

¢ a sentenca
dy(y + 1 < p), que é falsa em R. Isto ocorreu porque a varidvel y ja possuia uma
ocorréncia limitada em t, e ao inserirmos o termo 7, no lugar da ocorréncia livre
de x, a varidvel y advinda do termo 7, passou a sofrer acdo do dy presente em .
Portanto nem sempre valerd um resultado andlogo ao Teorema para féormulas.
Para poder expressar o caso em que vale um resultado andlogo, precisaremos de

uma definicao.

Defini¢ao 2.21 Sejam L uma linguagem para a légica de primeira ordem, T um termo de
L, ¢ uma féormula de L e x uma varidgvel. Dizemos que T é livre para x em @ se nenhuma
ocorréncia livre de x em ¢ ocorre no escopo de um quantificador Yy ou dy, onde y é uma
varidvel que ocorre em T.

Note que, no exemplo anterior, o termo 7, ndo é livre para x na férmula 1, pois
x ocorre livremente no escopo de dy, e y € uma varidvel que ocorre em 7,. Quando a
substituicdo for feita inserindo um termo livre para a varidvel considerada, teremos

o resultado a seguir, que é analogo ao Teorema s6 que para férmulas.

Teorema 2.22 Sejam L uma linguagem de primeira ordem, & = (A, T) uma estrutura para
L, ¢ e T uma férmula e um termo, respectivamente, de L, x uma varidvel e o uma atribuicio
para T e @ em A. Se a =val*(t)[o] e T é livre para x em @, entdo £ £ [p]Z[c] se, e somente
se, Lk @p[o + (x/a)].

Demonstra¢do: Faremos a demonstracdo por indugdo nos tipos de férmula, de
acordo com a Defini¢do Para as férmulas atdmicas basta aplicar o Teorema
e usar a Defini¢do [2.5de valoragao para férmulas atomicas.

Faremos o caso —¢ e os casos da forma ¢ A ¢, ¢ Vi, ¢ — P e ¢ < 1, seguirdo
de maneira andloga. Suponha entdo que vale

(%) EE[plilo] © E & @lo +(x/a)],

quando a = val®(t)[c] e T é livre para x em @.

Supondo agora que 7 é livre para x em —¢, queremos mostrar que vale a equi-
valéncia k£ k [-@]i[o] © E E —¢@[o + (x/a)]. Note primeiro que —¢ ndo acrescenta
nenhuma varidvel ou quantificador em relagdo a ¢, entdo vale que 7 é livre para
x em @, logo, estamos nas condi¢des de (x). Suponha entdo que k k [-@]i[o], ou
seja, que val®([-p]%)[c] = 1. Como [-¢]t = —[¢]%, entdo de val*([-p]%)[o] = 1

segue que val®(=[p]%)[o] = 1, e pela definicio de valoragdo para férmulas segue
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que val®([@]%)[o] = 0. Pela equivaléncia (*) obtemos val®(¢)[o + (x/a)] = 0, logo
val®*(—¢)[o + (x/a)] = 1, e portanto E £ —¢[o + (x/a)], como queriamos. Reciproca-
mente, assumindo £ £ ~@[o + (x/a)] concluimos o resultado de uma forma seme-
lhante.

Vejamos agora o caso em que ¢ é da forma Yy ou dyyp. Note primeiro que
se x ndo ocorre livremente em ¢ entdo @]} é a propria ¢, e o valor atribuido por
o a x ndo importa. Desta forma vale imediatamente a equivaléncia do enunciado,
pois em ambos os lados teremos £ k ¢[o]. Suponha entdo que x possui ao menos
uma ocorréncia livre em ¢. Dessa forma temos que x e y sdo varidveis distintas
(pela forma de @) e portanto a ocorréncia livre de x deve acontecer em . Sendo,
por hipétese, T livre para x em ¢, segue que y ndo pode ocorrer em 7. Disto segue
que, dado b € A qualquer, obtemos que a = val®(t)[o] = val®(t)[o + (v/b)]. E por-
tanto a equivaléncia desejada seguira da Defini¢do[2.7]para os casos de férmula com
quantificadores. 0

Temos o seguinte resultado (que é uma consequéncia direta do resultado ante-

rior):

Corolario 2.23 Sejam E uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L, ¢(x1,...,X,;)
uma formula de L que possui somente as varidveis xy, ..., x,, livres e 1y, ..., T, termos de L sem
varidveis. Se a; = val®(t;), entdo & £ ¢(ty,...,T,) Se, e somente se, & & @[c], onde o é a
atribuicdo para ¢ em & dada por o(x1) = ay,...,0(x,) = a,.

2.3 Reducdo e expansao de estruturas

Vejamos agora outras defini¢des importantes em relagdo a semantica. Para tal,
se L e L1 sdo linguagens de primeira ordem, ao escrevermos £, C £, estamos as-
sumindo, implicitamente, que os simbolos de £, possuem, em £, 0o mesmo tipo e a
mesma aridade que possuem em L.

Definicdo 2.24 Sejam L e L linguagens de primeira ordem tais que Ly C L. Se E =
(A, ) é uma estrutura para Ly, entdo & [ r = (A, L ,) é denominado uma redugdo de .
Neste caso, £ é dita uma expansdo de & Fgo.

Por exemplo, considere a linguagem da teoria dos corpos £ = {+,-,—,1,0,1},
onde i indica a operacdo de inversdo. Entdo £ = R com a interpretacdo usual é uma
estrutura para £. Tomando determinados subconjuntos de £ podemos ver o uni-

verso de E de formas diferente, como corpo ou como grupo abeliano, por exemplo.

33



O teorema a seguir nos mostra que as nogdes de consequéncia semantica e

consisténcia semdntica se conservam em uma redug¢do e em uma expansao.

Teorema 2.25 Sejam L e L linguagens de primeira ordem tais que Ly C L1, X um con-
junto de sentengas de L e ¢ uma sentenga de L. Sdo equivalentes:

A. Existe uma Ly-estrutura £ tal que £y = X.

B. Existe uma Ly-estrutura E tal que & £ ¥.
Também sio equivalentes:

1. Eo k@ para toda Ly-estrutura K tal que B F X.

2. By F @ para toda Lq-estrutura & tal que &1 £ X.

Demonstrac¢do: (A = B). Seja kg = (A,7) uma Lj-estrutura tal que £ k X. Podemos
expandir £, para uma £;-estrutura £ = (4, J) da seguinte forma: para cada simbolo
de £\ Ly, a fungdo J associa tal simbolo, respectivamente, a fun¢do vazia, ao con-
junto vazio, a um elemento arbitrario de A e a 0, caso esse simbolo seja um simbolo
de fungédo de aridade n (com n > 0), relacdo n-aria (com n > 0), constante ou uma
letra proposicional. Dessa forma E serd uma £, -estrutura.

Note que £ k X, pois sendo ¥ um conjunto de sentencas de £, a satisfagdo de
y € ¥ independe das interpreta¢des adicionadas na expansdo, e como £ k 1, entdo
1y também sera satisfeita em £, jd que esta mantém as interpretagdes dos simbolos
de £,. Logo £ E ¥, como queriamos.

(B= A). Seja k& = (A, J) uma L;-estrutura tal que £ £ . Note que £y = (A, T T,
) é uma Lj-estrutura, e como X é um conjunto de sentengas de £ e que & £ ¥, pode-
mos concluir que £ k X, pois a satisfacdo de i € X s6 dependeré das interpretagdes
dos elementos de L, e estas sdo mantidas por .

(1 = 2). Seja E1 = (A, J) uma L;-estrutura tal que £, £ £. Note que £ =
(A, J1r,) é uma Ly-estrutura, e como X é um conjunto de sentengas de £y e E; £ X,
podemos concluir que &£ k ¥. Logo, pela hipétese, £ F ¢. Como ¢ é uma sentenga
de Ly e Ly € £ entdo a satisfacdo de ¢ em k£, garante a satisfacdo de ¢ em E;.
Portanto, &  ¢.

(2=1). Seja £y = (A,Z) uma Ly-estrutura tal que k¢ £ . Podemos expandir
Eo para uma L-estrutura £; = (A, J) da mesma forma que fizemos anteriormente
e teremos que £; F X. Assim, por hipétese, temos que £; F ¢. E como ¢ é uma
sentenca de £, entdo a satisfacdo de ¢ é mantida por £, ja que £, coincide com E
nas interpreta¢des dos simbolos de £y. Em outras palavras &g k ¢. O
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Note que se permitissemos, na definicao de estrutura, que o dominio A fosse
vazio, entdo ndo poderiamos obter tal resultado. De fato, se existisse ao menos um
simbolo de constante em £ \ £, e se A fosse vazio, entdo ndo poderiamos cons-
truir uma expansao, como fizemos na demonstragao, pois deve haver ao menos um
elemento em A para que os simbolos de constantes de £; \ £, sejam levados nele.

2.4 Tautologias

Definiremos agora o conceito de tautologia. Para tal, olharemos apenas para as
férmulas que ndo se iniciam com nenhum conectivo proposicional.
Definicdo 2.26 Uma férmula de uma linguagem de primeira ordem é dita bdsica se sua
escrita em Notagdo Polonesa ndo se inicia com nenhum simbolo do conjunto {A, V, -, —, <}.

Todas as férmulas atdmicas sdo bésicas. Outros exemplos sdo as férmulas Vx¢
e dx@. Ja a férmula Yx¢ — dx¢ ndo é bésica, pois sua Notacdo Polonesa — Yx@pdx¢
se inicia com o simbolo —.

Definicdo 2.27 Uma atribui¢cdo verdade para uma linguagem de primeira ordem L é uma
fungdo v do conjunto das formulas bisicas de £ em {0,1}. Dada uma atribuicdo verdade v,

definimos a fungdo v que estende v para uma formula arbitrdria, da sequinte maneira:
* V(~¢p)=1-7(p);
* V(A@1) =1 se, esomentese, V(p)=1ev(y)=1;
* (Vo) =1 se, e somente se, v(p) =1 ouv(p) =1;
* U(— i) =1 se, e somentese, V(@) =0ouv(y) =1,
* V(e @) =1 se, e somente se, V(@) = V().

E dizemos que uma formula ¢ é uma tautologia proposicional (ou, simplesmente, uma
tautologia) se v(¢@) = 1 para toda atribuigio verdade v.

Assim, para verificar se uma férmula ¢ é uma tautologia, devemos analisar
0 que ocorre com todas as possiveis atribui¢des de 0 ou 1 a todas as subférmulas
basicas de ¢. Vejamos um exemplo. Considere ¢ a férmula Vxp(x) — Yyp(v),
onde p é um simbolo de relagdo undria. As subférmulas basicas de ¢ sdo Vxp(x)
e Yyp(p), assim, existem quatro possiveis atribui¢des verdade, vy, v,, v3 e vy, tais
que: vy (Vxp(x)) = 0 e vy (Vyp(y)) = 0, v2(Vxp(x)) = 0 € v,(Yyp(®)) = 1, v3(¥xp(x)) =
Levs(Vyp(y)) = 0, e, v4(Vxp(x)) = 1 e v4(Yyp(y)) = 1. Pela defini¢cdo acima, temos
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que vi(@) =1, v3(p) = 1, v3(@) = 0 e V4(@) = 1. Assim, ¢ ndo é uma tautologia,
pois v3(¢) = 1. Ja a férmula p(x) — p(x) é uma tautologia, pois hd somente duas
atribui¢des verdade possiveis: w;(p(x)) = 0 e wo(p(x)) = 1 e, pela defini¢do acima,
ocorre w;(¢) =1, para i € {1,2}.

Teorema 2.28 Toda tautologia proposicional é logicamente vilida.

Demonstra¢do: Sejam ¢ uma tautologia proposicional, £ uma £L-estrutura e ¢ uma
atribuicdo para ¢ em E. Devemos mostrar que £ F ¢[o], ou, equivalentemente,
val®(p)[o] = 1. Para tal, considere f : C — {0,1} onde C é o conjunto das férmulas
bésicas de £ que sdo subférmulas de ¢. Considere ainda B o conjunto de todas
as férmulas basicas de £, v : B — {0,1} tal que v [¢ = f e v(¢) = 0 para toda
em B\ C. Entdo v é uma atribuigdo verdade, e pelas Defini¢des [2.7] e temos
que 7(p) = val*(¢)[o]. Sendo ¢ uma tautologia segue que v(¢) = 1 e, portanto,

val®*(p)[o] = 1, como queriamos. O
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3 SINTAXE

Neste capitulo veremos as nog¢des sintaticas de prova formal na Secdo 3.1 e forma-
lizaremos alguns argumentos cldssicos da matematica na Se¢do 3.2. Fazendo um
paralelo com a gramadtica, a ideia da sintaxe neste contexto é analisar as sentencas
de uma linguagem de primeira ordem e definir uma relagdo entre elas de forma a
compor um texto, e, N0 nosso caso, compor uma prova. As principais referéncias

bibliograficas para este capitulo sao [3] e [5].

3.1 A nocao de prova formal

Nosso objetivo nesta segdo é definir rigorosamente a no¢do de prova ou demonstracao.
Informalmente, uma demonstragdo é uma sequéncia finita de sentengas que obte-
mos a partir de um certo conjunto de premissas (axiomas) por meio da aplicacdo
de regras de inferéncia. No que segue, adotaremos uma tnica regra de inferéncia,

denominada Modus Ponens.

Definic¢do 3.1 Sejam @ e 1 sentengas de uma linguagem de primeira ordem L. A tinica
regra de inferéncia que adotaremos, denominada Modus Ponens, diz o sequinte: de ¢ e
@ — P concluimos ¢ (ou, ainda, inferimos ).

Vamos agora definir e fixar um conjunto de axiomas, que chamaremos de axi-
omas légicos. Os axiomas légicos sdo sentencas que gostariamos que fossem validas
(e que sdo, em algum nivel, intuitivamente vélidas) e que usaremos como base para

as provas formais.

Definic¢ao 3.2 Um axioma légico de uma linguagem de primeira ordem L é uma sentenca

de L que é um fecho universal de uma férmula de um dos sequintes tipos:
1. tautologias proposicionais;
2. @ = Vx@, onde x nio é livre em @;

3. Vx(p = ) > (Yxp — Vxib);
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4. Vxp — @]}, onde T é um termo livre para x em ¢;
5. [@]t — Axq, onde T é um termo livre para x em @;
6. Vx—@ & —=dxp;

/. X=X;

8. x=yeop=x

9. x=yANy=z—>x=2z

10. (x1 =1 AX = Vo A AXy =Yy) = f(X1,X0,..,%,) = f(V1,V2,..., V), para todo n > 0
ef eFy

11. (xy =1 AXp = Vo Al AXy = Yy) = P(X1, X2, X) © P(V1, V2, .., V), para todo n > 0
epeP,.

Note ainda que, se omitissemos a hipétese de 7 ser um termo livre para x em
@ no Axioma 4, entdo tal esquema iria gerar um axioma indesejado para nossa lista.
Para ver isto, considere a sentenca Yxdy(—(x = y)). O termo y ndo é livre para a
varidvel x na férmula 3y(—(x = y)). Se pudéssemos invocar o Axioma 4 neste caso,
terfamos que YxIy(~(x = )) — [Fy(=(x = p))]%, ou seja, que YxIp(=(x = y)) —
dy(=(y = v)), que é falsa em uma L-estrutura cujo universo possui ao menos dois

elementos distintos.

Teorema 3.3 Todos os axiomas l6gicos sdo logicamente vilidos.

Demonstrac¢do: Para os itens abaixo, mostraremos que a lista de férmulas dada na
Defini¢do |3.2| é uma lista de férmulas logicamente validas. Sendo ¢ uma férmula
logicamente valida, mostramos que Yx¢ é logicamente valida da seguinte maneira:
fixando £ uma L-estrutura e 0 uma atribuigdo para ¢, como ¢ é logicamente valida,
para todo a € A temos que val*(¢)[o+(x/a)] = 1. Generalizando este resultado para n
varidveis obtemos que se ¢ é logicamente vélida entdo um fecho universal qualquer
de ¢ também o é.

1. Segue do Teorema

2. Sejam ¢ uma férmula, £ uma L-estrutura e 0 uma atribui¢do para a férmula
@ — Yx¢@ em E, onde x ndo é livre em ¢. Se val®(¢)[c] = 0, pela tabela ver-
dade da implicacdo segue que val®(p — Yx¢)[o] = 1. Suponha portanto que

val®*(p)[o] = 1. Para concluir o resultado devemos mostrar que val*(Vxg)[o] =
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1. Por sua vez, para isto, devemos mostrar que val®(p)[o + (x/a)] = 1 para
todo a no universo de E. Note que, como x nao é livre em ¢, entdo toda
ocorréncia de x (quando houver) é limitada. Desta forma, podemos trocar as
ocorréncias de x por outra varidvel diferente de x e que nédo esteja no dominio
de 0 e manteremos o valor 16gico de ¢ (pois as férmulas Vx¢ e Yy pos-
suem a mesma valoragdo, e 0 mesmo ocorre para o quantificador existen-
cial). Dessa forma ¢ ndo possui mais nenhuma ocorréncia de x, e portanto

val®(p)[o + (x/a)] = val*(p)[0] = 1, como queriamos mostrar.

. Sejam @, férmulas, & uma L-estrutura e 0 uma atribuigdo para a férmula
Vx(p — ) — (Vxp — Vxh) em E. Vamos mostrar que val*(Yx(¢p — 1) —
(Vxg — Yxp))[o] = 1. Pela definicdo de valoracao, se val®(Vx(¢ — 1))[c] =0
temos o resultado. Suponha portanto que val*(Vx(¢ — ))[o] = 1. Quere-
mos mostrar que, neste caso, vale val'E(ngo — Vxi)[o] = 1. Novamente, se
val*(Vx¢)[o] = 0 segue o resultado. Suponha entdo que val*(Vxp)[c] =1 e
vejamos que val®(Vxy)[o] = 1 — e disto seguird que val®(Vxp — Vx)[o] =1,
como desejado. Para tal, fixe 2 uma constante arbitrdria no universo da es-
trutura E. Como val®*(Yx(p — ))[c] = 1 entdo val*(¢ — )[o + (x/a)] = 1.
E como val®(Vx¢)[o] = 1, entdao val®(¢p)[o + (x/a)] = 1. Assim, decorre da
defini¢do de valoragdo para a implicagdo que val E)o+(x/a)] =1e, portanto,
val®*(Vxip)[o] = 1. Esta tltima igualdade é a desejada.

. Sejam ¢ uma férmula, £ uma L-estrutura e 0 uma atribuicdo para a férmula
Vx¢p — [@]%, onde T é um termo livre para x em ¢. Suponha que val*(Vxp)[o] =
1. Entdo val®*(p)[o + (x/a)] = 1, para todo a € A, e em particular, para a =
val®(t)[o]. Pelo Teorema 2.22]segue que val®([p]%)[o] = 1, e disto decorre que
val*(Yxp — [¢]%) = 1, como queriamos.

. Anélogo ao item anterior.

. Andlogo ao exemplo feito ap6s a Definigado[2.14]

. Se x = x segue da definicdo de valoracdo para a igualdade que val*(x)[o]

val®(x)[o), para toda L-estrutura £ e toda atribuicdo o. Desta forma val®(x
x)[o]=1.

. Segue da definigdo de valoracdo para a igualdade usando que val®(x)[o]

val®(y)[o] se, e somente se, val®(y)[o] = val®(x)[o].

. Anélogo ao item anterior.

39



10. Basta notar que val®(x; = vy A... Ax, = v,)[o] = 1 se, e somente se, val®(x; =
v;)[o] = 1, o que, por sua vez, equivale a val®(x;)[o] = val®(y;)[c], para todo

i €{1,...,n}. Entdo neste caso vale

val®(f (x1,....x,))[0] =f *(val®(x))[0]), .., val*(x,)[0])
=f*(val®(yy)[c],..., val*(y,)[0])
=val*(f (v1,....9,))[0].

Portanto temos £ k f(xy,...,x,) = f(v1,..., V), € disto segue o resultado.

11. Analogo ao item anterior, usando a defini¢do de valoragdo para o bicondicio-
nal. O

Podemos definir uma prova formal partindo de um conjunto de sentencas.

Definicao 3.4 Se X é um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L,
entdo uma prova formal partindo de ¥ é uma sequéncia finita (e ndo vazia) ¢y, @1, ...,
@, de sentengas de L tal que para cada i € {0,1,...,n}, ou @; € X, ou @; é um axioma légico,
ou para certos j,k < i tem-se que @; decorre de @; e @y por Modus Ponens (isto é, . é
a formula @; — @;). Dessa forma, dizemos que a sequéncia g, @1, ..., @, € uma prova
formal de ¢,,.

Definicao 3.5 Se X é um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L e ¢
é uma sentenga de L, dizemos que @ é consequéncia sintdtica de ¥, e escrevemos X\, @,
quando existe uma prova formal de ¢ partindo de X.

Se ¥ = {¢} denotamos, usualmente, ¥ + ¢ por ¢ F ¢.

Vejamos um exemplo das duas defini¢cdes acima. Afirmamos que existe uma
prova formal para —¢ partindo de ¥ = {¢ — ), —1p}. Para verificar tal afirmacdo,
considere a seguinte sentenga: (¢ — ¥) — ((—=9) — (—¢)). Vejamos que tal sentenca
¢ uma tautologia. Note que tinicas subférmulas bésicas da férmula acima sdo ¢ e .

Logo, ha 4 casos a considerar.

* (@) = 0evy(yp) = 0. Neste caso temos que Vi(p — ¢) = 1ev((—p) —
(=) =1,10go 71 (¢ = ) = (=) = (=¢))) = 1.

* vy(@)=1ewv,() =1. Este caso é analogo ao caso anterior.
* v3(@)=0evs3(y) =1. Neste caso temos que v3(¢ — ¢) = 1 e v3((—p) = (=¢)) =

1,1ogo 73 ((¢ = ¢) = ((=9) = (=) = 1.
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* vy(@)=1ewvy(yp) = 0. Este caso é analogo ao caso anterior.

Portanto tal férmula é uma tautologia, e, consequentemente, é um axioma légico.

Por hipétese ¢ — 1 € ¥, logo segue da sentenca anterior (que vimos ser um axi-
oma) e da regra de inferéncia Modus Ponens que (-)) — (—¢) é uma consequéncia
sintdtica de X. E sendo, por hipétese, —1) € X, segue da regra de inferéncia Modus
Ponens que —¢ é uma consequéncia sintdtica de X.

O Teorema [3.6|¢é a implicagdo direta da equivaléncia
Yk, @ se, e somente se, X F .

Ele nos diz, em outras palavras, que consequéncia sintdtica implica consequéncia
semantica. A reciproca dessa implicacdo é o chamado Teorema da Completude, que

veremos posteriormenteﬂ

Teorema 3.6 (Teorema da Correc¢do) Sejam L uma linguagem de primeira ordem, ¥ um

conjunto de sentengas de L e ¢ uma sentenga de L. Se ¥+, ¢ entio X k .

Demonstra¢do: Suponha que X -, ¢ e seja M uma estrutura para £ tal que M &
Y. Queremos mostrar que M k @. Sejam ¢, ¢1,..., ¢, sentencas de L tais que
©o, P1,-- Py, € uma prova formal de ¢ partindo de X. Note que ¢, é a férmula ¢.
Mostraremos, por indugdo em i, que Mk ¢;. Se i = 0, entdo ou ¢ € ¥ ou ¢ é um
axioma légico. Se g € ¥, entdo como M k ¥, segue que M E ¢. Se ¢y é um axioma
l6gico, entdo pelo Teorema [3.3| ¢y é uma sentenca logicamente valida. E sendo M
uma estrutura para £, segue que M E ¢.

Suponha agora que Mk ¢; para todo j <i e vejamos que o resultado vale para
i. Se ¢; € ¥ ou ¢; é uma axioma légico, entdo o mesmo argumento apresentado
acima garante que M k @;. Resta entdo tratar o caso em que ¢; ndo satisfaz nenhuma
destas duas condi¢Ges. A tnica possibilidade é @; ter sido inferido por Modus Po-
nens aplicado a sentengas que ocorrem antes de ¢; na prova de ¢, isto é, devem
existir j, k < i tais que @y € a sentenca ¢; — ¢;. Como j, k <i entdo, por hipétese de
indugéo, temos que M k @; e M E ¢y, e desta segunda decorre que M £ ¢@; — ¢;. Do
Corolario segue que Mk @; — @; se, e somente se, M k£ ¢; oundo ocorre Mk ;.
Dessa forma, segue que M k ¢;. O

1A equivaléncia é usualmente chamada de Teorema da Completude, mas a reciproca é a
implicagdo menos trivial do teorema.
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3.2 Formalizacao de argumentos classicos da matematica

Nesta se¢do veremos a formalizag¢do rigorosa, se valendo da defini¢cdo de prova
formal dada na secdo anterior, de argumentos classicos de demonstragdo. O pri-
meiro deles é o Teorema da Deducao (dado pelo Teorema [3.7). Nele, formalizamos
a ideia de que para demonstrar uma implicacdo do tipo p — ¢ é suficiente que, ao
assumir valida a afirmagdo p, consigamos concluir que g é valida.

Teorema 3.7 (Teorema da Deducdo) Se X é um conjunto de sentengas da linguagem de
primeira ordem L e @ e sdo sentengas de L, entdo X v ¢ — 1 se, e somente se, XU{p} +,

.

Demonstra¢do: (=) Suponha que ¥ +, ¢ — . Assim, existe uma sequéncia @, ¢y, ...

que é uma prova de ¢ — 1 partindo de X. Adicionando as sentengas ¢, igual a ¢
e ¢,12 igual a 1, e notando que ¢, ., pode ser obtido por Modus Ponens a partir das
sentencas ¢, que é ¢ — P, e ¢,,1, temos que a sequéncia Qg, P1,..., Py, Pp1, P2 €
uma prova de 1 partindo de X U {¢}.

(<) Suponha agora que X U {¢} F, . Entdo existe uma sequEncia 1y, 1, ..., b,
que é uma prova formal de ¢ partindo de X U {¢}. Mostraremos, por indugdo em i,
que ¥ + ¢ — ¢;, e sendo ¥, igual a 1, teremos que X + ¢ — . Suponha entdo que
vale X+, (¢ — ¢;) para todo j <i. Ha trés possiveis casos (note que os dois primei-
ros casos ndo utilizam a hipétese de indugdo, e sdo estes os tinicos casos possiveis
para t):

Caso 1: ¥; € um axioma légico ou ; € X.

Neste caso, note que a sentenga 1; — (¢ — ;) é uma tautologia. Para isto,

basta considerar a seguinte tabela de atribui¢do verdade:

Pl Y| o= | hi—o (o)
VIV \Y \Y
V| F F \Y
F |V A\ A%
F| F \Y \Y

Dessa forma, a seguinte sequéncia é uma prova formal para ¢ — ;:
1. ¢;
2. i = (¢ = i)

3. ¢ =1

42



onde o ultimo item é inferido por Modus Ponens a partir dos dois itens anteriores.
Assim, obtemos X+, ¢ — 1;.

Caso 2: ¥, é ¢.

Neste caso, ¢ — 1; é uma tautologia, logo a sequéncia formada por essa tinica
sentenca é uma prova formal de ¢ — 1; partindo de X.

Caso 3: existem j,k < i tais que y; € inferido de ¥; e ¢, por Modus Ponens —
e, portanto, ¢y € a sentenga y; — ;.

Vejamos primeiro que a sentenga (¢ — ¢;) — (¢ — (P; = ;) = (¢ — ¢y)), a
qual chamaremos de a, é uma tautologia. Denotando (¢ — (; = ¥;)) = (¢ — ;)

por B, a seguinte tabela de atribui¢do verdade mostra que a é uma tautologia.

Pl Yi | Y=Y oo oo o) | B a
VI V|V A% A% A% A% V|V
V|V | F A% \Y% F A% V|V
VIF |V F F A% F V|V
V| F | F A% F F A% F|V
F| V|V A% A% A% A% V|V
F| V| F A% A% A% A% V|V
F|F |V F \Y% A% A% V|V
F|F | F A% A% A% A% V|V

Logo, o que segue mostra que existe uma prova de ¢ — 1); partindo de X:

LErr -1, (por hipétese de indugdo em j < 1)
23— (Y — i) (por hipétese de indugdo em k < i)
3. Xt (=) = (@ = (P = ¢y)) > (9 — ¢;))  (pois tal sentenga é uma tautologia)
4. 3k (= (W = ¢y) = (@ = Py) (pelos itens 1 e 3 e Modus Ponens)
5. X k@ —1; (pelos itens 2 e 4 e Modus Ponens)

Note que uma prova formal para a sentenca descrita no item 4 é obtida usando
uma prova formal da sentenga ¢ — 1; (cuja existéncia é garantida pelo item 1) e a
tautologia descrita no item 3: aplicarfamos Modus Ponens na sentenga ¢ — 1; e na
tautologia, obtendo finalmente uma prova formal para a sentenca ¢ — (¢; — ;) —
(¢ — ¥;). O mesmo vale para o item 5. Dessa forma, mostramos como obter uma
prova formal indiretamente — sem de fato explicitar a sequéncia, e sim indicando

um caminho para obter tal sequéncia. m|
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Nosso préximo passo é considerar as provas por contradigdo (ou redugdo ao

absurdo).

Definicdo 3.8 Se ¥ é um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L,
dizemos que ¥ é sintaticamente inconsistente, e escrevemos —Con, ,(X), se existe alguma
sentenca ¢ de L tal que ¥+, @ e X v, —~@. E dizemos que ¥ é sintaticamente consistente
se ndo for sintaticamente inconsistente.

Veremos no resultado a seguir que a inconsisténcia sintdtica de um conjunto
Y de sentencas de uma linguagem de primeira ordem £ é equivalente a conseguir

provar qualquer sentenca de £ partindo de .

Lema 3.9 Se ¥ é um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L, entio

sdo equivalentes:
1. =Con, ,(X).
2. X+ ¢, para toda sentenga 1 de L.

Demonstrac¢do: (1 = 2) Suponha que vale o item 1 e seja ¢ uma sentenga de £ que
atesta que —Con, »(¥), ou seja, ¥ -, ¢ e X +, —¢. Note que, para uma sentenca
arbitraria ¢ de £, a sentenca ¢ — (—¢ — 1) é uma tautologia. De fato, basta consi-

derar a seguinte tabela de atribuigdo verdade:

PlY|~@ |22 | @ (-p—oY)
V| V| F V %
V|F| F Y% \%
F|V|V % \%
F|F| V F %

Dessa forma, como vale ¥ +, ¢, conseguimos uma prova formal de ¢ partindo de ¥,
e entdo podemos aplicar Modus Ponens na sentenca ¢ e na tautologia citada acima,
inferindo a sentenga —¢ — . Como vale ¥ +, —¢, entdo existe uma prova de —¢
partindo de ¥, e entdo podemos aplicar Modus Ponens nas sentengas - e =@ — 9,
inferindo . Assim, concluimos que X +, 1.

(2 = 1) Assumindo o item 2, basta tomar uma sentenca ¢ de £ e a sentenga

@, e teremos que X+, @ e X+ =@, logo —Con (). O

Teorema 3.10 (Prova por Contradi¢ao) Se ¥ é um conjunto de sentengas de uma lingua-
gem de primeira ordem L e ¢ é uma sentenga de L, entio valem:
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1. X +r @ se, e somente se, =Con, (XU {=qp}).
2. Xk~ se, e somente se, ~Con, (X U {¢}).

Demonstra¢ao: Mostraremos que vale o item 1, e o item 2 segue de forma anédloga.
Supondo que ¥ -, ¢, entdo em particular temos que XU{—@} -, ¢, pois £ C U {-¢}
e, portanto, a mesma prova que atesta X +, ¢ também atesta que X U {~¢} F, ¢. E
como —@ € XU {—¢}, a sequéncia formada unicamente pela sentenca —¢ atesta que
Y U {=@} ks =¢. Portanto, =Con, /(X U {~¢}).

Supondo agora que =Con, (XU {~¢}), pelo Lema[3.9temos que ZU{~¢} . ¢.
Logo, pelo Teorema da Deducdo, segue que X +, —¢ — ¢@. Note agora que (-¢p —
@) — @ é uma tautologia, e desta tautologia e da sentenca —¢ — ¢ podemos inferir
por Modus Ponens a sentenga ¢. Logo temos que ¥ +, . |

A Defini¢do e os Teoremas e generalizam o raciocinio apresentado
no fim do Teorema

Definicao 3.11 Dizemos que uma sentenca ¢ segue tautologicamente de ¢y, ..., ¢, se
(1 A ... A @y) — @ é uma tautologia proposicional.

Teorema 3.12 Se @, ¢y, ..., @, sio sentengas de uma linguagem de primeira ordem L e ¢

segue tautologicamente de @1, ..., @, entdo {@q,..., ,} F1 .

Demonstra¢do: Primeiro, note que ¢; — (@2 — (... = (@, = @)...)) possui 0 mesmo
valor 16gico (quando analisamos a tabela de atribuicdo verdade) que (¢; A...A@,) —
@. Para isso, basta observar que as seguintes sentencas possuem o mesmo valor

16gico:
L =(=((p1 A An) = @)
2. (=) V..V (=@, V@
3. (=) V.o V(=@u1) V(Pn = @)

4. (=) V.. V(2@u2) V ((@ro1 = (@0 — @)

n+2. @1 — (P = (.. > (@, — @)...))

E como a primeira sentenca possui, pela definicdo de —, o mesmo valor 16gico
de (¢1 A... A@,) — @, e esta por sua vez é uma tautologia, entdo segue que ¢; —

(p2 = (... = (@, — @)...)) é uma tautologia. Assim, basta aplicar Modus Ponens n

45



vezes nesta tautologia e nas ¢; para obtermos uma prova de ¢ partindo de {¢y, ..., ¢, }.
O
O Teorema pode ser visto como uma espécie de transitividade do simbolo

Teorema 3.13 Seja uma linguagem de primeira ordem L. Se {@1,... @} Fr P e X rp @;
para todo i € {1,...,n}, entdo X v+, 1.

Demonstra¢ao: Uma prova formal de i partindo de X pode comecgar listando, para
cada i € {1,...,n}, uma prova formal de ¢; partindo de X e finalizar listando uma
prova formal de i partindo de {¢,..., ¢,}. O

Note que os principais teoremas demonstrados nesta se¢do, como o Teorema da
Deducéo e o da Prova por Contradicdo, visam formalizar o modo como nés demons-
tramos resultados usualmente. Cada um deles justifica alguma técnica especifica
usada. Veremos no préximo teorema outras formalizagdes de técnicas, desta vez

com o uso dos quantificadores.

Teorema 3.14 (Regras para quantificadores) Sejam L uma linguagem de primeira or-
dem, ¥ um conjunto de sentengas de L e @(x) uma férmula de £ com no mdximo a varidvel
x ocorrendo livre. Valem as seguintes regras para o uso de quantificadores:

UL: (Yxp(x)) ¢ p(0)

UG: De X+, ¢(c) concluimos que X+ Vx@(x).

EI: De X U {@(c)} Fzr @ concluimos que ¥ U {xp(x)} +, .

EG: (p(0)) . Ixgp(x).
Em UI e EG, T é um termo de L sem varidveis. Em UG e EI, ¢ é um simbolo de constante

que ndo estdem L e L' = L U{c}, eem EI, i é uma sentenga de L.

Asletras U, E, I, G vém de “Universal”, “Existencial”, “Instancia”e “Generalizacdo”,
respectivamente. Vejamos alguns exemplos que demonstram na prética o argu-
mento que cada uma das sentengas acima formaliza.

A sentenga Ul formaliza o argumento de que se uma sentenga universal Vx¢(x)
é verdadeira entdo podemos concluir que uma instancia ¢(t) é verdadeira. Por
exemplo, se Vx(x + 2 = 2 + x) é verdadeiro, entdo, em particular 1 +2 =2+ 1.

A afirmacdo EG permite concluir que, se conseguimos provar ¢ para um termo
T especifico, entdo é verdadeira a generalizacdo existencial de que existe algum x
que satisfaz ¢(x).

Para exemplificar a sentenca UG considere a seguinte afirmagdo: para todo
x € R existe y € R tal que x = y>. Tal afirmagdo é, em simbolos, a sentenca ¥Yx¢(x),
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onde ¢(x) é a sentenca dy(x = p3). Para demonstrar essa afirmacdo, usualmente
irfamos fixar um c € RR arbitrdrio e mostrar que para este c existe um y € R que
satisfaz ¢ = 3. E como c era arbitrario, entdo a afirmacdo vale para todo x € R. A
afirmacdo UG é a formalizagdo de “como c era arbitrério, entdo vale que Vx¢(x)”.

Por fim, quando queremos provar um resultado que tem como hip6tese uma
afirmacdo do tipo “existe um elemento x que satisfaz ¢(x)”, entdo para demonstrar
a tese fixarfamos um c que satisfaz ¢ e ao concluir que vale a tese, concluiriamos
que ela decorre da hipétese dx@(x). A afirmagdo EI corresponde a esse tipo de
raciocinio.

Exemplo 3.15 Se i é uma formula de uma linguagem de primeira ordem L com nenhuma
varidvel diferente de x livre, entdo O, —=Vxip(x) — Ix—1p(x).

Seja ¢ um simbolo de constante que ndo estd em £ e considere £’ = L U {c}.

Dk VXx==1(x) & =Jx—1(x) (axioma l6gico do tipo 6)

. ==(c) For(c) (tautologia e Teorema [3.12)
 Vx—=1(x) b P(c) (2,UI e Teorema3.13)
Vx==P(x) Fp Vap(x) (3eUQG)

Ok Vx==1h(x) - Vxp(x) (

D =Yx(x) = Ax—1(x) (

4 e Teorema da Deducgéao)

N Ul kW N -

1, 5 e tautologia)

Demonstrac¢io do Teorema Para demonstrar U1, note que a sentenga Yx¢(x) —
@(7) é um axioma légico do tipo 4. Desta forma temos que 0 -, Vx@(x) — ¢(1), e
pelo Teorema da Deducao segue que {Yx¢(x)} -, ¢(7), como desejado.

Para demonstrar EG, basta notar que a sentenca ¢(7) — dx¢(x) é um axioma
16gico do tipo 5 e um raciocinio andlogo ao anterior mostra que {@(7)} -y Ix@(x).

Para demonstrar UG, suponha que X -,/ ¢(c) e seja ¢y, ..., ¢,, uma prova formal
em L' de ¢(c). Entdo ¢, é a sentenca ¢(c). Seja y uma varidvel que nao ocorre
em nenhuma das sentencas ¢;, e seja 1;(y) a férmula resultante da substituicdo de
todas as ocorréncias de c em ¢; pela variavel y. Mostraremos, por inducdo em i, que
Y +r Yyi(y). Note que, ao mostrarmos isto, teremos que X +, Yy¢p(y) (pois P,(v) é
a sentenga ¢(p)) e a seguinte sequéncia mostra que Yy@(y) F, Vx@(x):
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1.Vyp(y) por hipétese)

2Yx(Yyp(y) — ¢
3.Yx(Yyp(y) — @(x

)
)

4xVyp(y) = Vxp(x
(

5Yyp(y) = VxVye(y

6.Yx¥y9(y)
7.¥xp(x)

x axioma légico do tipo 4)

~ S~

— (VxVyp(v) = Vxp(x)) (axioma logico do tipo 3)

)
) axioma légico do tipo 2)

(
(
(
(pelos itens 3, 2 e Modus Ponens)
(
(pelos itens 5, 1 e Modus Ponens)
(

pelos itens 4, 6 e Modus Ponens)

Logo, segue de ¥ -, Yyp(y), de {Yyp(v)} Fr Yx@(x) e da transitividade de +,
Teorema[3.13] que ¥+, Vxg(x).

Procedamos a indugao. Ha trés casos a serem considerados. O Caso 1 a seguir
evidencia por que motivo precisamos exigir que y seja uma variavel que nao ocorre
em lugar algum na prova ¢y, ..., @,,.

Caso 1. @; é um axioma l6gico. Note primeiro que se ¢ ndo ocorre em ¢;, entao
Pi(y) é a propria sentenga ¢;, e entdo temos o axioma légico do tipo 2, ¢; — Yy¢;,
e sendo @; um axioma l6gico, podemos inferir Yy¢;, isto é, Yyi;(y). No caso em
que hé ocorréncia de c em ¢;, temos que a sentenca Vyi);(y) é um axioma légico do
mesmo tipo de ¢; H

Caso 2. ¢; € X. Neste caso, como c é uma constante que ndo estiem L e ¥ é um
conjunto de sentengas de £, entdo ¢; ndo contém nenhuma ocorréncia de c¢. Assim,
Pi(y) é a propria sentenca ¢;. Notando que ¢; — Yy¢; é um axioma l6gico do tipo 2
e usando que @; € ¥, podemos inferir Yy¢;, o que atesta que ¥ +-, Yyi);(v) (usando,
claro, que @; é a sentenca ¥;(p)).

Caso 3. Existem j,k < i tais que ¢; € inferido de ¢; e ¢, por Modus Ponens —
e, portanto, ¢ € a sentenga ¢; — ¢;. Neste caso, a seguinte sequéncia de afirmagdes

2Por exemplo, se ¢; é a sentenga Yzdxp(z,x) — Jxp(c, x), entdo a sentenga ;(y) é a dada por
Vzdxp(z,x) — dxp(y,x). Assim, a sentenga Yyi;(y) é o fecho universal da sentenca 1;(y), a qual é
também um axioma légico do tipo 4. Lembre-se de que, no inicio, haviamos tomado y como uma
varidvel que ndo ocorre em nenhuma das sentengas ¢;. Se y fosse, por exemplo, a varidvel x, que
ocorre na sentenca Yzixp(z,x) — dxp(c, x), entdo ;(y) seria a sentenga ¥Yzdxp(z,x) — Jxp(x, x), que
ndo é um axioma logico, ja que x ndo é livre para z em dxp(z, x).
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nos garante que existe uma prova formal de Yyi;(y) partindo de X.

LY . Yyi(y) (por hipétese de indugdo em j < i)
22k Yy(¥i(v) = ¥i(y)) (por hipétese de indugdo em k < i)
3.5 k2 Y9(9;(9) > i) — (Yy1h;(y) > Yiy(v)) (axioma logico do tipo 3)

4.3k Vyi(v) = V() (pelos itens 3, 2 e Modus Ponens)
5.5+, Yyihi() (pelos itens 4, 1 e Modus Ponens)

Assim, concluimos a demonstracdo de UG.

Vejamos agora que vale EI. Para tal, suponha que ¥ U {¢(c)} . 1. Do Teorema
(Prova por Contradicdo) segue que —Con, (X U {¢(c), —1}), e aplicando nova-
mente 0 mesmo teorema temos que ¥ U {1} +, =¢(c). Agora, por UG (que ja mos-
tramos ser valida) segue que X U {9} , Yx—¢@(x). Assim, novamente pelo Teorema
segue que —Con, (X U {=1), =(Vx—¢(x))}), e aplicando novamente o mesmo te-
orema obtemos ¥ U {—(Yx—@(x))} -, 1. Agora, note que Vx—@(x) < —(Ix¢p(x)) é um
axioma légico do tipo 6, e que —(Yx—¢(x)) segue tautologicamente deste axioma e
de Ix@(x). Assim, do Teorema [3.12)segue que {Ix¢@(x)} -, ~(Vx—-¢(x)). Como vimos
que £ U {=(Yx=¢@(x))} F ¢, decorre do Teorema 3.13|que X U {Fx@(x)} +, 1. O
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4 O TEOREMA DA COMPLETUDE

O objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema da Completude, que relaciona as
nogdes de consisténcia semantica e consisténcia sintdtica. As principais referéncias

bibliograficas para este capitulo sdo [3] e [5].

Teorema 4.1 (Teorema da Completude) Seja X um conjunto de sentencas de uma lin-
guagem de primeira ordem L. Entdo:

1. Con.(X) se, e somente se, Con, ,(X).
2. Para toda sentenga ¢ de L, X E @ se, e somente se, X+ .

Oitem 1 do Teorema da Completude diz que as no¢des de consisténcia sintética
e semantica sdo equivalentes, ou seja, existe uma L-estrutura que modela X se, e so-
mente se, ¥ ndo leva a contradi¢des. Uma vez demonstrado este item, ndo serd mais
necessdrio explicitar os simbolos k e I para nos referirmos a consisténcia. O item 2
do Teorema da Completude diz que ¢ é consequéncia semantica de um conjunto de
sentencas X se, e somente se, ¢ é consequéncia sintdtica de X. Note que j4d haviamos
visto (no Teorema da Correcdo) que, se ¢ é consequéncia sintatica de X, entdo ¢
é consequéncia semantica de ¥. Assim, resta verificar que, se ¢ é consequéncia
semantica de ¥, entdo ¢ é consequéncia sintética de ¥.

Vamos primeiro mostrar que as afirmagdes (1) e (2) do Teorema da Comple-
tude sdo, na verdade, equivalentes. Assim, para demonstrar o Teorema bastara
mostrar que vale alguma das afirmagdes.

Teorema 4.2 Seja ¥ um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L.
Sdo equivalentes:

1. Con.(X) se, e somente se, Con, ,(X).
2. Para toda sentenga @ de L, X k @ se, e somente se, X 1 .

Demonstragio: (1 — 2) Seja ¢ uma sentenga de £. Note que, pelo Teorema

Y k ¢ ocorre se, e somente se, =Con.(X U {—=¢}) e, por hipétese, isto ocorre se, e
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somente se, =Con, (X U {—¢}). Por sua vez, pelo Teorema isto ocorre se, e
somente se, X +, ¢, como queriamos.

(2 — 1) Vamos assumir (2) e provat, por contrapositiva, a ida e a volta de (1).
Suponha entdo que —=Con, ,(X). Entdo existe uma sentenca ¢ de L talque X+, p e
Yk —@. Assim, por hipétese, vale que X £, ¢ e ¥ £, =¢. Dessa forma ndo pode
haver uma L-estrutura M tal que M k X, pois se houvesse uma tal M, de X £, ¢
obteriamos M k ¢, e de X £, —¢ obteriamos M k —¢, o que contradiz a Proposicao
Logo, ~Con,(X).

Suponha agora que vale =Con,(X) e seja ¢ € . Entdo X = X U {¢}, e =Con.(X)
se traduz em —Con,(X U {p}). Do Teorema segue que X F -, do item 2 segue
que X+, —@ edo Teoremasegue que =Con, (X U{p}), isto é, =Con, »(X), como
queriamos. O

O proximo resultado mostra que, para demonstrar o Teorema da Completude,
basta provar que consisténcia sintdtica implica consisténcia seméantica.

Teorema 4.3 Seja X um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L. Se
Con, (X) implica Con.(X), entdo vale o Teorema da Completude.

Demonstrac¢ao: Basta notar que, na demonstragdo do Teorema mostramos que
o Teorema da Correcgdo é suficiente para concluir que Con.(X) — Con, ,(X). O

Desta forma, basta provar o seguinte resultado.

Lema 4.4 Seja ¥ um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L. Se
Cong p(X), entdo Con.(X).

Assim, nosso objetivo (e é a parte que dard mais trabalho) é demonstrar o Lema
O Teorema da Completude foi provado pela primeira vez por Kurt Godel em
1929. No mesmo ano, de forma independente, Jacques Herbrand apresentou um
método para construir modelos usando os termos da linguagem. Em 1949 Leon
Henkin percebeu que o método de Herbrand poderia ser usado para demonstrar
o Teorema da Completude. A demonstracdo que apresentaremos do Teorema da
Completude baseia-se nessa ideia de Henkin.

Para provar o Lema4.4|precisamos, a partir da consisténcia sintética de X, mos-
trar a consisténcia semantica, ou seja, temos que exibir uma L-estrutura e mostrar
que tal estrutura modela ¥. Sendo assim, parece natural construir um modelo para
Y usando os objetos sintaticos da linguagem. Note (na Defini¢do que, fixada
uma estrutura para a linguagem £, alguns termos de £ sdo associados a elementos

do universo por uma interpretagdo — por exemplo, termos do tipo constante. Sendo
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assim, seja 14 o que for nosso modelo, o universo da estrutura desejada deve ter ele-
mentos que se associam a estes termos da linguagem. Um bom inicio, entdo, seria
colocar tais termos da linguagem dentro do universo que estamos construindo (e,
assim, poderiamos associd-los a si mesmos no universo da estrutura). Mas note que
isto ndo pode ser feito para todos os termos da linguagem. Por exemplo, ndo faz sen-
tido colocar uma varidvel no universo da estrutura — justamente porque varidveis
ndo possuem valores determinados até que seja fixada uma atribuicdo, diferente das
constantes citadas acima.

Assim, primeiro iremos inserir no universo da estrutura que estamos cons-
truindo os termos da linguagem £ que ndo contém nenhuma varidvel; logo, o va-
lor de uma valoragdo para um tal termo em uma estrutura fixada é o mesmo para
toda atribuicdo, e isto fixa a interpretacdo desse termo — diferente do que ocorre
na interpretacdo de termos que contém varidveis. Vamos destacar tais termos na

definicdo a seguir.

Definicao 4.5 Um termo t de uma linguagem de primeira ordem L é dito fechado quando
T ndo contém nenhuma varidvel. Denotamos por CTy(L) o conjunto de todos os termos
fechados de L.

Agora, como sugerido anteriormente, definiremos uma L-estrutura que tem
como universo o conjunto dos termos fechados de £ e usaremos as nogdes sintéticas

de prova para definir a interpretacao.

Definicao 4.6 Seja X um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L.
Supondo que L contenha ao menos um simbolo de constante (isto é, Fy = (), definimos a
estrutura de termos fechados My = CT o(L,X) como a L-estrutura cujo universo é o

conjunto CTy(L) e cuja interpretagdo é dada, recursivamente, da sequinte maneira:

Se c € F entdo cMo = ¢;

Se p € Py entio po =1 se, e somente se, ¥ v p;

Se feFycomn>0,er,..T, € CTy(L), entdo fM(ty,...,1,) é 0 termo fechado

f(Tl""l Tn).

SepeP,comn>0,em,..1, € CTy(L), entdo (1y,...,7,) € p™Mo se, e somente se,
Xrrp(T, e )

Note que, como ndo admitimos uma estrutura cujo conjunto universo é va-

zio, a definigdo acima s6 faz sentido quando existe ao menos um termo de £ que
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ndo contém varidveis — e tal termo existe, pois estamos assumindo que F, = 0.
Note também que ndo pedimos que ¥ satisfaga nenhuma condicdo especial. Se,
por exemplo, ¥ for sintaticamente inconsistente, a defini¢do acima ainda faz sen-
tido, mas teremos que M, ndo é um modelo para ¥, pois ja vimos que consisténcia
semantica implica consisténcia sintatica. Isto nos indica que o modelo que estamos
buscando construir deve ter outro conjunto universo. Mas, ainda assim, vejamos

quais propriedades ja sdo satisfeitas por esta estrutura.

Teorema 4.7 Seja ¥ um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L . Se
7 € CTy(L), entdo valMo(t) = 1.

Demonstracdo: Faremos esta prova por indugdo no comprimento de 7. Se |t| =1,
a Unica opgdo é T ser uma constante, j4 que 7 é um termo fechado. Se 7 é uma
constante ¢, entdo pela Definigéoteremos que val™o(c) = cMo = ¢. Suponha agora
que o enunciado seja valido para todo termo com comprimento estritamente menor
que |t| > 1. Neste caso existem f € F, e 1q,.., T, € CTy(L) tais que T é o termo
f(ty,..., ;). Note que 1; possui comprimento estritamente menor que 7, logo, vale

por hipétese de inducao que val™o(t;) = 7;. Assim, usando a definigao de valoragio,

temos que
valMo(f (1, ..., 1)) = fMowal™o(1)),...,valMo(1,))
= fMo(1y, ., 1,)
= f(T1,.., Ty),
como queriamos. O

Note ainda que a interpretagdo dos simbolos de fun¢des dada pela Defini¢ao[4.6]
independe de ¥, o que pode nos trazer alguns problemas. Considere, por exemplo,
L ={0,+} e ¥ um conjunto de sentencas que contém a sentenca Vx(x + 0 = x). O
conjunto universo de M, CTy(£), contém os termos fechados 0,0+ 0,0+ (0 + 0), e
assim por diante, que sdo todos distintos. Sendo todos distintos, do Teorema @ e
do item (3) da Definicdo segue que M ¥ (0 + 0 = 0). Por outro lado, como X
possui 0 axioma Yx(x+0 = x), aregra UI de quantificadores Ul e o Teorema 3.13|nos
permitem concluir que X +, (0 + 0 = 0). Disto segue que M, ndo é um modelo para
Y, poisde X+, (0+0=0) segue que Xk (0+ 0 = 0), isto é, M £ (0 + 0 = 0) para todo
modelo M de X, e vimos que isto ndo ocorre para a L-estrutura M,,.

Em resumo, como estamos buscando um modelo para ¥ e queremos que valha

a equivaléncia entre consequéncia sintatica e semantica, temos mais um indicio de
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que CTy(£) ndo deve ser o universo da estrutura que estamos buscando e, ainda,
que devemos levar em consideragdo o conjunto ¥ na interpretagdo dos simbolos de
funcdo na estrutura desejada — ja que o problema no exemplo anterior surgiu ao
notar que os elementos 0, 0+ 0, 0 + (0 + 0) etc. sdo todos distintos em M;. O que
podemos fazer para lidar com esse problema é “identificar”os termos que quere-
mos que sejam de alguma forma equivalentes. Faremos isto definindo uma relagdo
de equivaléncia que retina em uma mesma classe de equivaléncia termos que gos-
tarfamos que fossem iguais e consideraremos uma estrutura que tenha o conjunto de
todas estas classes de equivaléncia como conjunto universo. Vamos primeiro definir

tal relagdo em CTy(L).

Definicao 4.8 Seja X um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L.
Definimos a relagio ~ v, a qual abreviaremos por ~, em CTy(L) por:

T ~ 0 se, e somente se, ¥+, (T = 0).

Vejamos que ~ é, de fato, uma relagdo de equivaléncia em CTy(L).

Teorema 4.9 Seja ¥ um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L.
Entdo a relagdo ~ definida acima é uma relagdo de equivaléncia em CTy(L).

Demonstra¢do: Vejamos primeiro que ~ é reflexiva, isto é, dado 7 € CTy(L), ocorre
Y+, (t = 7). Para tal, basta notar que VYx(x = x) é um axioma légico do tipo 7 e,
portanto, ¥ +, Vx(x = x). Agora, como 7 é um termo de £ sem varidveis, da regra de
quantificadores UI segue que Yx(x = x) I (T = 1), e pela transitividade de -, temos
que X +, (T = 1) e, portanto, T ~ 7.

Vejamos agora que ~ é simétrica. Dados 7,0 € CTy(L), queremos verificar que
T ~ 0 se, e somente se, 0 ~ T, isto é, ¥ +, (T = 0) se, e somente se, ¥ +, (0 = T).
Faremos uma implicacdo, e a outra segue de forma inteiramente andloga. Suponha
que vale X . (1 = o). Note que a sentencga VxVy(x =y < v = x) é um axioma légico
do tipo 8, e sendo 7 e o termos sem varidveis, entdo pela regra UI (aplicada duas
vezes), segue que VxVy(x =y oy =x) ks (T=0 < 0 =1). Como VxVy(x =y &y =
x) é um axioma légico, segue que @ -, (T = 0 <> 0 = 7). Note agora que o = 7 segue
tautologicamente de T = 0 <& 0 = T e T = 0, e como estamos assumindo que vale
Y+, (t =0), entdo decorre que X +, (0 = 7).

Vejamos por fim que ~ é transitiva. Sejam 7,0,p € CTy(L) tais que T ~ 0 e
o ~p. Entdiovale X+, (t =0) e X+, (0 = p). Note que a senteng Vx,p,z((x =
VY AY =2z) = x = z) é um axioma légico do tipo 9, logo pelo mesmo argumento dos
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itens anteriores segue que 0 -, ((t =0 Ao =p) = 7 = p). E como 1 = p segue
tautologicamente de (t =0 Ao =p) > T =p, T =0 e 0 = p entdo segue do Teorema
BI2que{(r=0A0=p) > 1=p,T1=0,0=p}FsT=p. Ecomovale X+, (7 =0),
Yre(o=p)eXts(t=0A0=p—1=p),segue do Teorema3.13|que X +, (7 = p).
O

Dessa forma, a relagdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia em
CTy(L) e, portanto, podemos considerar o conjunto CTy(L)/~ de todas as classes
de equivaléncia de ~ em CTy(£). Dado t € CTy(£), denotaremos sua classe de equi-
valéncia por [7]. O quociente CTj(L)/~ serd o universo da nova estrutura que iremos

construir, cuja interpretagdo serd definida a seguir.

Definicao 4.10 Sejam L uma linguagem de primeira ordem e ¥ um conjunto de sentengas
de L. Suponha que Fy = 0 e defina CT(L,Y) = CTy(L)/ ~ e a estrutura de Herbrand
M = CT(L,X) como a L-estrutura cujo universo é CT(L,X) e cuja interpretagio se dd,

recursivamente, da seguinte maneira:
e Sece F, entdo cM=]c].
e Sep e Py, entdo pM =1 se, e somente se, ¥ v+ p.

e SefeFcomn>0e[t]..[t,] € CT(LY), entio f'([11],....[1,]) é a classe de

equivaléncia [f (Ty,..., T)].

e SepeP,comn>0e[ty],..[t,] € CT(L,X), entdo ([1],...,[T,]) € p™ se, e somente
se, X tr p(Ty, .., Ty).

Como estamos trabalhando com classes de equivaléncia, precisamos verificar que a
Definicao estd bem definida, isto é, que a interpretacdo independe do represen-
tante de uma classe.

Justificativa: Os tinicos casos em que precisamos verificar que a interpretagdo esta
bem definida sdo quando n > 0, que é quando escolhemos representantes das classes
de equivaléncia e definimos a interpretacdo usando tais representantes. Sejam f €
F,comn>0e 1,..,T,01,..,0, termos fechados de £ tais que 7; ~ 0; para todo
i € {1,..,n}. Precisamos verificar que f(ty,...,7,) ~ f(01,...,04). Do Teorema m
segue que {(1y = o1 A... AT, = 0,) = f(T1,....Ty) = f(O1,...,04),T1 = 0O1,..., T, =
on} ke flty,..., 1) = f(01,...,0,).Como X+, 1; = 0; para todo i € {1,...,n} e de uma

aplicagdo de um axioma légico do tipo 10 e a regra de quantificadores Ul segue que

1Usaremos a notagao Yx,y¢ para expressar YxVyg, para todas as variaveis x,y e férmula ¢.
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Orp (T =01 Ao ATy =0y) = f(11,...,T,) = f(01,...,0,), do Teorema [3.13| obtemos
Ytr f(ty,..., 1) = floy,...,0p).

De forma anéloga, dados p € P, com n > 0 e 1y,...,7,,01,...,0, termos fecha-
dos de £ tais que 7; ~ 0; para todo i € {1,...,n} basta repetir o argumento anterior,
notando agora que

VX1 Xy V1o Y (X1 = V1 A AXy = 9) = (P(X1, 0 X)) © D(V1 -5 V)

¢ um axioma légico do tipo 11, para concluirmos que X +, p(7y, ..., T,) se, e somente
se, X+, p(01,..., 0p). O
No conjunto quociente, a relagdo ~ colocou em uma mesma classe de equi-
valéncia elementos que, de fato, deveriam ser iguais. No exemplo que demos, onde
L ={0,+} e ¥ continha a sentenca Yx(x + 0 = x), temos que [0] = [0 + 0], pois vimos
que X+, (0+0=0), e entdo segue que C7 (L£,X)F (0+0 =0).
Vamos explorar quais outras propriedades sdo vélidas para a L-estrutura C7 (£, ¥)
que ainda independem da consisténcia sintatica de ¥.

Teorema 4.11 Sejam L uma linguagem de primeira ordem tal que Fy = 0, ¥ um conjunto
de sentengas de L e M =CT (L,Y). Valem as seguintes afirmacoes:

1. Se T é um termo fechado de L, entdo val™(t) = [t].

2. Se @ é uma sentenga de L da forma ¥xq,...,x,P(xq,...,X,), entdo Mk @ se, e somente

se, M E (tq,..., T,) quaisquer que sejam os termos fechados Ty, ..., T,.

3. Se @ é uma sentenga atomica (isto é, uma formula atomica que também é uma sen-

tenga), entdo ¥+, @ se, e somente se, M k ¢.
4. Se ¥+, @, onde @ é um fecho universal de uma férmula atomica, entdo Mk @.
Demonstracao:
1. Analoga ao Teorema

2. Seja @ uma sentenca da forma Vx;..Vx,{(xy,..., x,). Temos que M k ¢ se, e
somente se, val™(¢p) = 1, e isso equivale a val™M (Yx,..Vx,1(x, X2, .., X,)) [0 +
(x1/[71])] = 1 para todo termo fechado ;. Pelo item 1, dado um termo fe-
chado 7, temos que val™(t;) = [1;]. Logo, pelo Teorema temos que
valM(Vxy,..., x,0(x1,%,...,%,))[0+(x1/[71])] = 1 se, e somente se, valM(Vx,...Vx,,

¥(t1,%3,..,X,)) = 1. Prosseguindo dessa maneira, concluimos que val™(¢p) = 1
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ocorre se e somente se val™(i(ty, ..., 7,)) = 1, isto é, M E (14, ..., T,), quaisquer
que sejam os termos fechados 7, ..., 7,,.

3. Sejam ¢ uma sentenga atdmica e 0 uma valoragado para ¢. Ha 3 casos possiveis
a considerar. Se ¢ é a sentenca formada por um tnico p, onde p € Py, entdo
valM(p)[o] = pM. Pela Definicao m temos que pM = 1 se, e somente se,
Y+, p, e desta forma vale que X -, ¢ se, e somente se, M F .

Se ¢ é a férmula p(1y,...,7,) para p € P, com n > 0 e 1q,..., T, termos fechados,

temos que
Mep o (val™(1y),...,val™(t,)) € pM S ([11] 0 [Ta]) € pM S Yk p(T, 0 Th),

onde a segunda equivaléncia é dada pelo item 1 deste teorema, e as demais

equivaléncias sdo dadas pelas respectivas definicdes.

Por altimo, se ¢ for a férmula 1; = 1, para 1, e 1, termos fechados, temos que

MEe ¢ o val(1) =valM(1) & [1] =[] © Tk, (11 = 1)).

4. Suponha que ¢ seja uma sentenga da forma Vx;...Vx,1(xq,...,x,), com ¢ uma
férmula atdmica (ou seja, ¢ é um fecho universal de uma férmula atémica). Se
mostrarmos que M k ¢(ty,..., T,) para todos os termos fechados 7y,..., T, entdo
teremos, pelo item 2, que vale M k ¢. Sejam entdo 1y, ..., T, termos fechados.
Aplicando a regra de quantificadores Ul na férmula Vx;Vx,...Vx,(x1, x5..., x;,),
obtemos Vx1Vx,...Vx,i(xq, x5..., x,,) b VX0..¥x,9(7q, X3, ..., X,,), € repetindo este

argumento teremos que
Vxo Vs Vx, (11, X0, 000 Xy) b VX3 %, (T, T, X3, .00, Xp).

Do Teorema obtemos uma prova formal para Vxj...Vx, (11, 7, X3, ..., X,)
partindo da sentenca inicial. Repetindo tal processo n vezes, obtemos uma
prova formal de ¢(ty,..,T,) partindo da sentenca inicial, isto é, obtemos a
sentenga VYx;Vx,..Vx,¥(x1, ;... x,,) b Y(Tq,..., T,). Como Vi Vx,...Vx,h(xq, x5,
., X,) é asentenca ¢, segue de X+, ¢ e do Teoremaque Yk (T, Ty)-
Como (1, ..., T,,) ¢ uma sentenga atdmica, segue do item 3 que M k (1, ..., 7)),
como queriamos. O
Do item 4 do Teorema segue que se ¥ for um conjunto composto apenas
por sentengas que sdo fechos universais de férmulas atomicas entdo C7 (£,Y) serd

57



um modelo para ¥, pois para toda sentenga ¢ € ¥ tem-se de imediato que X +-, ¢ e
do item 4 segue que CT (£, X) k ¢ e, portanto, que C7 (£,Y) ¢ X. Precisamos agora
cuidar para que o mesmo ocorra para as demais sentengas.

Um exemplo em que C7 (£,X) ndo é modelo para um ¥ é o caso em que ¥ é
sintaticamente inconsistente. Embora este seja um caso trivial, pois a hipdtese do
resultado que queremos demostrar é justamente a consisténcia sintatica, ha casos
em que nem mesmo a consisténcia sintdtica de X é capaz de garantir que C7 (£,X)
seja um modelo para Y. Para exemplificar isto, considere £ = {a,b,<} onde a e b sdo
constantes distintas e um conjunto de sentengas ¥ que diz que < é uma ordem total

estrita sem elemento méximo — isto é, ¥ é o conjunto:

1. VxVyVz((x <y Ay <z) > x<2) (transitividade)

2. Vx=(x < x) (irreflexividade)
3.VaVy(x<yVy<xVx=y) (tricotomia)

4. Yydx(y < x) (sem elemento maximo)

Note que a e b sdo os tnicos termos fechados de L.

Afirmamos que ndo ocorre X +-, a = b. De fato, tome a L-estrutura N dada pelo
conjunto w com a ordem usual e a interpretagdo que associa a e b aos numeros 0 e
1, respectivamente. Tal L-estrutura é um modelo para ¥ e, como aV=0ebN = 1,
segue que valV (a) # valV (b), logo N £ " = bV e consequentemente X ¢ a = b. Do
Teorema da Correcdo segue que ndo ocorre ¥ +-, a = b.

Afirmamos ainda que ndo ocorre ¥ +, T < ¢ para quaisquer 7,0 € {a,b}. De
fato, tomando a estrutura N’ que associa a e b ao 0, temos que N’ é um modelo
onde nzo é satisfeito 0 < 0, logo, ndo é satisfeito a’¥' <V bN" e, por um argumento
analogo ao feito no pardgrafo anterior, obtemos que ndo ocorre ¥ +, a < b. De forma
analoga mostramos que as demais desigualdades ndo podem ser provadas em ¥,
justificando a afirmacdo em questdo. Disto segue que <M é a relagao vazia, onde
CT(LY).

E ainda, do que mostramos acima temos que ¥ é semanticamente consistente,
logo, pelo comentério feito na demonstracdo do Teorema segue que ¥ é sintati-
camente consistente.

Temos aqui dois problemas. O primeiro é que da quarta sentenca da lista acima
e da aplicacdo da regra de quantificadores UI para o termo b segue que X -, dx(b <
x). Contudo, temos que ndo ocorre M k dx(b < x). De fato, se 0 é uma atribuicao

para a férmula b < x, entdo val™(Ix(b < x)) = 1 se, e somente se, val™(b < x)[o +
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(x/[a])] = 1 ou val™(b < x)[o + (x/[b])] = 1. No entanto, val™(b < x)[o + (x/[a])] =0 e
val™M(b < x)[o + (x/[b])] = 0, j& que <M é a relagdo vazia. Logo, valM(Jx(b < x)) = 0,
ou seja, M g dx(b < x). Disto segue que M ndo é um modelo para X.

O segundo problema é o seguinte: a tricotomia (terceira sentenga da lista acima)
e a regra Ul aplicada duas vezes para os termos a e b nos fornecem que X -, (a <
bvb<ava=b),masa<bVb<aVa=Dbéfalsaem M porque <M é a relacio vazia
e vimos que nédo ocorre X+, a = b.

Os préximos passos para construir um modelo para ¥ sdo inspirados em solu-
¢des para cada um desses problemas. Para o primeiro problema, podemos acres-
centar a £ uma “constante testemunha”c e adicionar a ¥ a sentenga b < c. Note que,
agora, considerando a sentenga dx(c < x), o problema se repetiria — e isto ocorre, em
suma, porque a ordem considerada ndo possui elemento méximo. Terfamos entdo
que adicionar uma nova constante ¢’ junto do axioma c¢ < ¢/, e farfamos isso um
numero infinito de vezes.

Para o segundo problema, podemos acrescentar a ¥ uma das seguintes sen-
tengas: a < b,a > b oua =b. No fundo, o problema neste caso é que £ “ndo tem
sentencgas suficientes”.

Para resolver o segundo tipo de problema, vamos considerar um conjunto ¥’
que contenha o conjunto ¥, que “tenha sentencas o suficiente”, e que ainda mante-

nha a consisténcia sintdtica. Veremos isso na préxima definigao.

Definicao 4.12 Um conjunto de sentengas ¥ de uma linguagem de primeira ordem L é dito

maximalmente consistente em relagdo a (v, L) se valem:
1. Con, (%),
2. para todo conjunto Il de sentengas de L tal que Con, ,(IT) e ¥ CTI tem-se ¥ =I1.

E como se o conjunto maximalmente consistente X’ tomasse para si todas as
pontas soltas de ¥ de modo a ainda preservar a consisténcia sintatica. Na solugao
para o Problema 2, adicionamos a ¥ uma das sentencas a < b, b <aoua =b e, ao
tazer isso, ainda preservamos a consisténcia sintdtica. Note que precisamos fazer
isso de forma controlada, pois se adicionarmos dois desses axiomas perderiamos a
consisténcia sintatica.

Vejamos agora algumas propriedades que os conjuntos maximalmente consis-

tentes possuem.
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Teorema 4.13 Seja ¥ um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L.
Se X é maximalmente consistente em relagdo a (v, £), entdo para quaisquer sentengas ¢ e
de L tem-se que:

1. ¥+ @ se, esomentese, @ € ¥.

2. =@ € X se, e somente se, ¢ & X.

3. (pV)eXse esomentese, o €X oup€X.
Demonstracao:

1. (=) Por hipétese, temos que Con, ,(X), ejunto com X +, ¢ obtemos Con, /(XU
{¢}), pelo Teorema [3.10] (Prova por Contradi¢do). Como ¥ é maximalmente
consistente em relacgdo a (r, £), segue que X U {¢p} =X, isto é, ¢ € X.

(<) Basta tomar a prova formal dada pela sequéncia formada pela tinica sen-
tenca ¢.

2. (=) Se =@ € ¥, entdo a sequéncia unitdria —¢ é uma prova para —¢ partindo
de X, ou seja, X -y —@. Assim, se por absurdo tivéssemos ¢ € ¥, também
teriamos que ¥ +, ¢, o que contraria Con, /(X). Logo, ¢ ¢ X.

(<) Se ¢ ¢ X, entdo ¥ estd contido propriamente no conjunto X U {¢}. Da
maximalidade de ¥ segue que —Con, (X U {¢}). Mas entdo, do Teorema m
(Prova por Contradi¢do) segue que ¥ +-, -, e do item 1 demonstrado acima,

segue que —¢ € ¥, como queriamos.

3. (=) Suponha, por absurdo, que (p Vp) € X, p ¢ X e ip ¢ £. Entdo do item
2 demonstrado acima segue que —¢ € ¥ e =1 € X. Note que ((—@) A (=) —
—(¢ V1) é uma tautologia, logo pelo Teorema 3.12]segue que {—~¢@, ~P} - =(@V
P). Disso e de =@ € ¥ e —1p € ¥ segue que ¥ +, —(¢ V ), o que contradiz
Con, (X),jdque Vi eX.

() Se @ € X, como ¢ — (¢ V 1) é uma tautologia, segue do Teorema [3.12|que
{p} @V, ecomo @ € X temos que X+, ¢ V . Assim, pelo item 1 provado
acima, segue que (¢ V ) € X. O caso em que ) € ¥ é anélogo. |
E veremos agora que tomar um conjunto maximalmente consistente ja resolve

nosso problema caso X seja formado por um tipo particular de sentengas.

Teorema 4.14 Seja ¥ um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L.
Suponha que Fy = 0 e que ¥ é maximalmente consistente em relagdo a (-, L), e considere
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M =CT(L,X). Se ¢ é uma sentenga de L na qual nio ocorre nenhum quantificador, entdo
@ € X se, e somente se, Mk .

Demonstra¢ao: Mostraremos o resultado por indugdo no comprimento da sentenca
@. O caso base da indugdo é quando |¢| = 1, e portanto ¢ deve ser uma férmula
atomica. Mas tal caso pode ser tratado da mesma forma para uma férmula atdmica
¢ de qualquer comprimento — assim, no passo indutivo, ndo precisaremos mais
tratar este caso. Para tal, note que o item 1 do Teorema nos dd que ¢ € X se, e
somente se, X+, ¢, e o item 3 do Teorema nos da que ¥ -, @ se, e somente se,
ME @. Logo ¢ € ¥ se, e somente se, Mk ¢, como queriamos.

Suponha agora que o enunciado seja valido para toda sentenca de compri-
mento estritamente menor que |p|. Como ja tratamos o caso em que a sentenca
@ é atdbmica e em nossa sentenca ndo ocorre nenhum quantificador, entdo pela regra
de formagdo de férmulas temos que ¢ pode ser da forma -, P AP, PV P, P — ¢
ou i < .

Se ¢ é da forma —1), entdo a sentenca ¢ possui comprimento estritamente me-
nor que a sentenca ¢, logo pela hipétese de inducao vale i) ¢ ¥ se, e somente se,
M . E por sua vez, temos que M g ¢ se, e somente se, M £ —i). E pelo item 2 do
Teorema temos que -1 € ¥ se, e somente se, i € ¥. Assim, juntando essas trés
equivaléncias, obtemos ¢ € ¥ se, e somente se, M k ¢.

Os casos em que @ éda forma Y A, PV ¢, P — ¢ ou P < ¢ sdo semelhantes.
Faremos somente o caso em que ¢ é da forma ¢ < ¢.

Suponha que i € X e ¢ € . Entdo {1, p} C ¥, enotando que (P A P) — (P < ¢)
é uma tautologia, segue do Teorema que ¥+, @. Assim, do item 1 do Teorema
segue que ¢ € X. De forma andloga, assumindo que ¢ ¢ ¥ e ¢ ¢ ¥, do item 2
do Teorema [4.13|segue que {=1p, =} C ¥, e como (=1 A =¢) — ¢ é uma tautologia,
temos que ¥ +-, @ e, portanto, ¢ € ¥.

Agora,se p € X e ¢ ¢ X (e de forma inteiramente andloga, i) ¢ X e ¢ € ¥), entdo
pelo item 2 do Teorema[4.13|segue que {p, =¢} C X. E sendo ( A (=¢)) = (1 & ¢)
uma tautologia, segue do Teorema que X+, —¢. Logo, do item 1 do Teorema
—~peX.

Concluimos que ¢ € X se, e somente se, peX edpe X, ou—-pele—-del.
Pela hipétese de indugdo aplicada nas sentengas ¢ e ¢, temos que p e X e ¢ € ¥ se,
e somente se, M k¢ e Mk ¢, bem como —~p € X e —¢p € ¥ se, e somente se, Mk e
ME ¢. Logo, ¢ € ¥ se, e somente se, valM(z,b) = valM(qb), ou seja, se, e somente se,
valM(¢p) = 1, o que significa que Mk ¢. O

Estando ja convencidos de que o conceito de consisténcia maximal resolve
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parte dos nossos problemas, precisamos garantir que o conjunto ¥ do Lema
admite uma extensdo maximalmente consistente. Veremos no Teorema que,
de fato, a consisténcia sintatica de ¥ é suficiente para garantir a existéncia de uma
extensdao maximalmente consistente em relagdo a (+, £). Para mostrar tal resultado,
usaremos uma ferramenta equivalente ao Lema de Kuratowski-Zorn — o que §, de
certa forma, esperado quando tentamos mostrar resultados acerca da existéncia de
um conjunto maximal em relacdo a alguma ordem parcial, como a inclusdo. Para

tal, veremos uma defini¢do antes de introduzir o referido resultado.

Definicao 4.15 Sejam A um conjunto e F C 9(A). Dizemos que F ¢é de cardter finito
quando para todo X C A tem-se que X € F se, e somente se, todo subconjunto finito de X

pertence a F.

Definicao 4.16 (Lema de Tukey) Se F C ¢(A) é de cardter finito e X € F, entio existe

um conjunto maximal Y € F que contém X.

Como dito antes, o Lema de Tukey é uma afirmacdo equivalente ao Lema de
Zorn —e portanto, equivalente a todas as demais afirmagdes que sdo equivalentes
ao Lema de Zorn, como por exemplo o Axioma da Escolha. Esta equivaléncia esta
demonstrada em [5]. Com tal resultado conseguimos demonstrar o seguinte teo-

rema:

Teorema 4.17 Se A é um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L tal
que Con, (A7), entdo existe um conjunto de sentencas ¥ tal que A C ¥ e ¥ é maximalmente
consistente em relacdo a (v, L).

Demonstra¢do: Defina S como o conjunto de todas as sentencas de £ e note que
A € 9(S). Tome F = {Il € p(S) : Con, (II)} e vejamos que F ¢é de carater finito.
Seja IT € S. Suponha que IT € F e seja I' C Il. Entdo vale Con, »(I'), pois se T
levasse a contradic¢des, entdo IT também levaria, o que contradiz Con, (I1), uma
vez que IT € F. Portanto, pela definicdo de 7, temos que I' € ¥ — e em particular,
isto vale para todo subconjunto finito de Il. Reciprocamente, suponha que todo
subconjunto finito de I'T é um elemento de F e vejamos que IT € F. Se, por absurdo,
IT ¢ F, existiriam entengas ¢y, ..., ¥, ¢1,...,¢,, € Il s que atestam, respectivamente,
que IT +, ¢ e Il +; —¢ para alguma férmula ¢ de £, pois toda prova formal é
finita. Dessa forma {1, ..., 1, $1,..., ¢,,} € um subconjunto finito de Il sintaticamente
inconsistente, o que contraria nossa hipétese. Entao Il € F, o que conclui que F é de

carater finito. Portanto, pelo Lema de Tukey, F possui um elemento maximal ¥ (e,
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portanto, ¥ é maximalmente consistente em relagdo a (-, £)) que contém o conjunto
A, como queriamos. O

Vamos agora tratar do primeiro problema apontado pelo exemplo algumas
paginas atrds. Ele surgiu porque algumas sentencas existenciais apontavam para
objetos que deveriam existir, mas cujas existéncias ndo eram testemunhadas. Nossa
solucdo para o exemplo foi adicionar constantes na linguagem e novas sentengas
em ¥ que atestavam que a sentenca existencial seria verdadeira na estrutura. Va-

mos destacar estas ideias na defini¢do a seguir.

Definicao 4.18 Chamamos de sentenga existencial uma sentenga da forma x@(x). Se X
é um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L e Axq(x) é uma sentenga
existencial, dizemos que o termo T é uma testemunha para Ax@(x) com respeitoa ¥ e L
set € CTy(L) e X+, (Axp(x) = @(7)). Por fim, dizemos que ¥ possui testemunhas em
L se toda sentenga existencial de L possui testemunha.

Vamos agora mostrar que a solu¢do que arranjamos para os dois problemas ga-
rante, de fato, que a estrutura de Herbrand é um modelo para ¥, caso ¥ satisfaca as
duas condig¢des estudadas para a resolugdo dos problemas: a consisténcia maximal

e a existéncia de testemunhas na linguagem.

Teorema 4.19 Seja ¥ um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L.
Tomando M =CT (L,X), se ¥ for maximalmente consistente em relagio a (+, L) e X possuir
testemunhas em L, entdo M e X.

Demonstrac¢ao: Fixada uma sentenga ¢ de £, mostraremos que ¢ € X se, e somente
se, Mk @. Seja S(¢) o nimero de ocorréncias de algum dos simbolos A, V, =, —, <,
¥, 3 em ¢. Mostraremos o resultado por indugdo em S(¢). Se S(¢) = 0, entdo em
particular ¢ ndo contém nenhuma ocorréncia de quantificadores e, portanto, segue
do Teorema a equivaléncia desejada.

Suponha agora S(¢) > 0 e que o resultado seja valido para toda sentenca ¢ tal
que S(¢) < S(¢). Para o caso em que ¢ é da forma -, PAP, PV P, p = pou) < ¢,
de forma andloga ao que foi feito na demonstracdo do Teorema conseguimos
concluir o resultado.

Vamos tratar entdo o caso dos quantificadores. Suponha primeiro que ¢ é do
tipo Jdxi(x) e seja T uma testemunha para tal sentenca existencial, isto é, T € um
termo fechado de £ tal que ¥+, (Ixp(x) — (7)). Note que a sentenga 1(7) tem um
quantificador a menos que a sentenga ¢, logo S(1(7)) < S(¢), e assim pela hipétese
de indugdo segue que (1) € X se, e somente se, M k (7).
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Agora, supondo que ¢ € ¥, entdo a partirde X+, ¢ e £ . (Ixp(x) — (7))
inferimos por Modus Ponens que vale ¥ +, ¢(t). Assim, pelo item 1 do Teorema
segue que (1) € X, e entdo segue da hipotese de indugdo que M k (7). Logo,
da Defini¢do[2.7]e do Teorema segue que M E @.

Reciprocamente, suponha que M k ¢. Novamente pela Defini¢cdo existe
algum termo fechado a tal que M £ (x)[0 + (x/[a])]. Como vimos que val™(a) = [a],
segue do Teorema que M E [(x)]}, ou seja M E p(a). Novamente, note que
Y(a) possui um quantificador a menos que ¢, logo podemos usar a hipétese de
inducdo em (a) e teremos P (a) € . Pela regra de quantificadores EG, temos que
{(a)} +, Ax(x), logo de P(a) € X concluimos que X +, ¢, e entdo pelo item 1 do
Teorema segue que @ € X, como queriamos.

Vamos tratar agora o caso em que ¢ é da forma Yxi(x). Se ¢ € X, entdo pelo
item 1 do Teorema segue que ¥ . @, e pela regra de quantificadores Ul segue
que {¢} F, (1) para todo termo fechado 7. Sendo ¢ € X, obtemos ¥ , (7) e,
usando novamente o item 1 do Teorema concluimos que (7) € £. Assim, por
hipétese de indugdo, temos que M E i(7) para todo termo fechado 7 e, portanto,
ME .

Reciprocamente, suponha que ¢ ¢ ¥. Entdo pela maximalidade de ¥ e do item
2 do Teorema segue que —@ € X. Tome uma testemunha 7 para a sentenca
existencial dx—-1(x). Assim ¥ +, (Ix—1p(x) — —1(7)). Vimos no exemplo que
0 Fp =Vxip(x) = Jx—1P(x), o que implica ¥ +, —1p(7) e, como X é consistente, (1) &
Y. Entdo aplicando a hipétese de indugdo para 1(t) segue que M k i)(7), e portanto,
M E @, como queriamos. O

Note que uma indugdo no comprimento da férmula ¢ poderia ndo funcionar
na demonstracdo do Teorema pois, ao substituir um termo 7 em 1, poderia
ocorrer de (7) ter um comprimento maior que ¢, e entdo ndo poderiamos usar a
hipétese de indugao para (7).

Mostraremos a seguir que, ao adicionarmos a £ uma constante que faga o
papel de testemunha para uma sentenga existencial dx¢(x), a adicdo da sentenca
dxp(x) — @(c) a ¥ preserva consisténcia sintatica. Este serd o primeiro passo do
nosso processo de adicionar constantes a linguagem que sejam testemunhas para
as sentencas existenciais, a fim de obter um conjunto que possua testemunha na
linguagem dada pela unido da linguagem inicial com as constantes adicionadas.

E ainda, ja haviamos garantido que todo conjunto ¥ sintaticamente consis-
tente admite extensdo maximalmente consistente em relagdo a uma linguagem e

o Teorema diz que, se garantimos que ¥ possui testemunhas em £, entdo a
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consisténcia maximal garante a consisténcia semantica. Sendo assim, alcangaremos
nosso objetivo seguindo os seguintes passos: a partir de £ e ¥ obtemos £’ (contendo
L) e ¥’ (contendo XY) que possui testemunhas em £’; aumentamos ¥’ para X* de
forma a obter consisténcia maximal sem perder as testemunhas e aplicamos o Teo-
rema para garantir que o modelo de Herbrand M é um modelo para X* e £’;
por fim mostraremos que tal modelo, quando restrito a X e £, é um modelo para X
eLl.

Teorema 4.20 Sejam ¥ um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L,
Ax@(x) uma sentenga existencial de L, L = L U {c} onde c é um simbolo de constante tal
quece LeY =X U{dxp(x) — @(c)}. Se Con, »(X), entdo Con, (X).

Demonstragao: Mostraremos a contrapositiva dessa afirmagdo, isto é, =Con, (X)
implica ~Con, /(X). De fato, se =Con,_ »(¥’), entdo, pela definicdo de ¥’, segue do
Teorema que ¥+ =(dx@p(x) — @(c)). Note agora que —(Ixp(x) — @(c)) —
dx@(x) é uma tautologia, logo inferimos que X +, dx@(x). De forma andloga, note
que —(Ixp(x) — @(c)) = —¢@(c) também é uma tautologia, logo segue que X ./
—@(c). Assim, como a constante ¢ ndo estd em £, segue pela regra de quantificadores
UG que X +, Yx—¢(x). Note agora que a sentenga Yx—¢(x) <> —Jx¢@(x) é um axioma
l6gico do tipo 6, assim, deste axioma e de ¥ +, Vx—¢(x) inferimos que ¥ +, —Jx¢(x).

Por fim, usando a regra de quantificadores UG em ¥ . 3x¢(x) (que haviamos
inferido inicialmente), obtemos que X +, Yy(dx¢(x)). Mas como Vy(dxp(x)) —
(Ix@(x)) € um axioma légico do tipo 4, ja que Ix@(x) é uma sentenga de £, segue
que ¥ +, dx@(x) (e, mais geralmente, mostramos aqui que se ¢ é uma sentenca de £
evale X+, ¢, entdo vale X+, ¢).

Dessa forma, obtemos ¥ +, —dx¢@(x) e ¥ +, dx@(x), logo =Con »(¥), como
queriamos. O

Usaremos o resultado anterior para provar uma generalizacdo do mesmo. Ire-
mos, indutivamente, adicionar a linguagem tantas constantes quanto forem necessarias,
e mostrar que o conjunto de sentengas final é sintaticamente consistente em relagdo

a linguagem final.

Teorema 4.21 Sejam ¥ um conjunto de sentengas de uma linguagem de primeira ordem L
e 6 um ordinal qualquer. Para cada o < O considere c, um novo simbolo de constante que
nio estd em L e é distinto de cg para todo p < a. Considere ainda, para a < 6, 0 conjunto
Lo=LU{cg: & <a}, eparacada a < 6 seja Ax, (x) uma sentenca existencial de L. Por
fim, seja Y5 =X U {Tx@y(x) = @(cq) s a <6} Se Con, p(X), entdo Cony £ (X5).
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Demonstracdo: Mostraremos o resultado por indugéo transfinita em 6. Para 0 = 0,
ele é imediato, ja que temos Ly =L e ¥y =X.

Suponha agora que 6 > 0 e que o resultado seja vélido para todo ordinal a < 6.
Se 6 é um ordinal sucessor, entdo existe um ordinal f§ tal que 6 =  + 1. Por hipé6tese
de indugdo, temos Conhﬁﬂ():ﬁ). E sendo 0 = f + 1, segue que

Ys =2 U{dx@,(x) = @(cy): a <0}
=X U {3x@,(x) = @(cq) s a < BHU {Fxpp(x) = @(cp))
=25 U{Ixqp(x) = @(cp)l

E ainda, L5 = LU{cg : € <6} = LU{cg 1 & < BEU{cp} = LU {cp}. Entdo como
COn,_’[:ﬂ():Ig), segue do Teoremaque Con, £, (X5).

Agora, suponha que 6 seja um ordinal limite. Suponha, por absurdo, que
ocorre —Con, r,(Xs), € seja ¢ uma sentenca que ateste isto. Entdo existem sentengas
Vi, Py € P1, .,y de L que atestam, respectivamente, que Xs b, @ € X b, =@
pois cada sentenga possui apenas uma quantidade finita de simbolos. Como 6 é um
ordinal limite, existe um ordinal a < ¢ tal que ¢,...,¢,, ¢1,..., ¢, sdo sentencas de
L,. Temos entdo que X, kr @ e X, ko ¢, 0 que é um absurdo, pois, por hipotese,
Cony r (Xq)- O

Lema 4.22 Seja ¥ um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira ordem L tal
que Con, (X). Se x = max{|L|, N}, entdo existem uma linguagem de primeira ordem L’ e
um conjunto ¥’ de sentengas de L’ tais que:

1. £L"=LUC, onde C é um conjunto de simbolos de constantes;
2. 1L=ICl=x«

3. Xcy;

4. Cony p(X');

5. ¥/ possui testemunhas em L’.

Demonstra¢iao: Tome £ = L,., =LUC, com C = {c, : @ < k - w} um conjunto cons-
tituido de simbolos de constantes dois a dois distintos que ndo estdo em £ dado
pelo Teorema Temos que o item 1 segue imediatamente. Para o item 2 basta
notar que |C| = [k - w| = k, j& que k é maior ou igual a w, e sendo k¥ maior ou igual a
L], entdo £’ = |L]+|C| = |£| + x = k. Usando o Teorema [4.21| para o ordinal 6 = k - @
obtemos os itens 3 e 4, considerando X' =¥,
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Para o item 5, note que, como o alfabeto de £,., tem cardinalidade «x e cada
sequéncia existencial de £,., é uma sequéncia finita de simbolos desse alfabeto, o
numero de sequéncias existenciais de £,.,, é menor ouiguala ) . k" =) ,c K =
max({Ng, k} = k.

Assim, hd no maximo « sentengas existenciais de £,.,,. E ainda, para cada a < x
podemos considerar a sentenca existencial x(x = ¢,), 0 que mostra que existem
pelo menos |k - n| = x sentengas existenciais distintas de £,..,,. Logo, hd exatamente x
sentencas existenciais de £,.,,. Portanto, podemos indexar o conjunto das sentengas
existenciais de £,.,, como {dx@,(x):k-n<a <x-(n+1)}

Vejamos agora que o conjunto {dx¢@,(x) : @ < x - w} lista todas as sentengas
existenciais de £’. De fato, seja ¢ uma sentenca existencial de £’. Como ¢ é finita
e como a sequéncia {x - n: n € w} é ilimitada em « - w, existe n € w tal que ¢ é uma
sentenca existencial da linguagem L., e, portanto, é da forma Jx¢,(x) para algum
a € [k-nx-(n+1). Assim o conjunto {dx¢@,(x) : @ < k - w} de fato lista todas as
sentencas existenciais de £’.

Dessa forma, dada uma sentenca existencial ¢ de £’, temos que ¢ é a sentenca
dx@,(x) para algum «a < k- w e, portanto, ¢, é uma testemunha para ¢ com respeito
aXY’ e/’ Logo Y possuitestemunhas em L’ O

Ja temos todos os elementos de que precisamos para demonstrar o Lema
Demonstra¢do do Lema Seja ¥ um conjunto de sentengas de uma linguagem
de primeira ordem L tal que Con, »(X). Vamos mostrar que Con.(X), isto é, vamos
construir uma L-estrutura que modela ¥.

Pelo Lema existem uma linguagem de primeira ordem £’ e um conjunto
Y’ de sentencgas de £’ tais que X C ¥/, Con, (X’) e ¥’ possui testemunhas em £’.

Pelo Teorema existe um conjunto ¥* de sentencas de £’ tal que ¥’ C X" e
¥* é maximalmente consistente em relagdo a (-, £’). E como X’ possui testemunha
em L’, entdo toda sentenga existencial de £’ possui testemunha com respeito a X" e
L’ e, portanto, possui testemunha com respeito a ¥* e £’. Logo, X* também possui
testemunhas em £’

Estamos portanto nas condi¢des do Teorema (j& que ¥* é um conjunto ma-
ximalmente consistente em relagdo a (-, £’) e possui testemunhas em £’), que ga-
rante que M’ :=C7 (£’,X*) é um modelo para X*, isto é, M’k £*.

Considere agora a redugdo M = M'l,. Dado ¢ € £, como M’ X" e X C ¥,
entdo Mk ¢ e assim M’ £ X. Como £ C L', pelo Teorema [2.25(2 — 1), a reducdo M
¢ um modelo para ¥, isto é M k X, como queriamos. O

Com a demonstragdo deste lema, encerramos a prova do Teorema da Comple-
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tude.
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5 Os TEOREMAS DA INCOMPLETUDE

Nosso objetivo neste capitulo é construir os conceitos necessarios para enunciar e
demonstrar os Teoremas da Incompletude de Godel. Na primeira secdo apresenta-
remos uma teoria formal, baseada nos axiomas de Peano, que é capaz de provar os
resultados elementares da aritmética de nameros naturais. Na segunda segao estu-
daremos os conceitos de relagdes exprimiveis e fun¢des representdveis numa dada
teoria. Na terceira secdo estudaremos o conceito de fung¢des recursivas numa dada
teoria e sua relacdo com os conceitos de exprimibilidade e representabilidade. Na
quarta secdo estudaremos o conceito de nimero de Godel. E finalmente, na quinta
e sexta secdo veremos, respectivamente, o primeiro e o segundo Teorema da Incom-

pletude de Godel. As principais referéncias bibliograficas para este capitulo sao [5]

e [6].

5.1 Aritmética de Peano

Uma das primeiras tentativas de axiomatizagdo da teoria dos ntimeros naturais foi
dada por Giuseppe Peano através dos seguintes postulados, que ficaram conhecidos

como axiomas de Peano:

(P1) 0 é um ntmero natural.

(P2) Se n é um ntimero natural, entdo existe outro nimero natural, s(n).
(P3) Para todo ntimero natural n tem-se que s(n) = 0.

(P4) Se s(n) = s(m), entdo n = m.

(P5) Se P é uma propriedade acerca de nimeros naturais, e se valem:

(i) 0 possui a propriedade P; e
(ii) se um ntmero natural n possui a propriedade P, entdo s(n) também pos-
sui a propriedade P,

entdo todos os nimeros naturais possuem a propriedade P.

69



Estes foram os axiomas considerados mais adequados a época para formalizar
a teoria dos ntimeros naturais. Observe, contudo, que na lista acima, a nog¢do de
propriedade nédo é claramente definida, o que faz com que esse conjunto de axio-
mas ndo seja considerado uma formalizac¢do rigorosa da teoria em questdo. No que
segue, os utilizaremos como inspiracdo para construir uma teoria formal capaz de
expressar a aritmética dos naturais.

Para isto, considere a linguagem de primeira ordem £ 4 = {0,s, +,}, onde 0 € F,
se€ F e+, €F. Chamaremos a funcdo s de funcdo sucessora. Os axiomas ndo
16gicos da nossa teoria sdo fechos universais das férmulas de um dos tipos listados
abaixo.

(A1) 0% s(x);

(A2) s(x)=s(y) = x=y;
(A3) x+0=x;

(A4) x+5(p) =s(x+p);
(A5) x-0=0;

(A6) x-s(y) =(x-p)+x;
E ainda, vale:

(A7) para cada férmula ¢(x) de £4 os fechos universais de ¢(0) — (Yx(¢p(x) —

@(s(x))) = Yx@(x)) sdo axiomas ndo l6gicos.

Note que o axioma (A7) é, na verdade, um esquema de axiomas, chamado de Princi-
pio da Inducao Finita.

Os postulados (P1) e (P2) correspondem a presenga do simbolo constante 0 e
do simbolo de fungdo s em L 4. J& (P3), (P4) correspondem aos axiomas (Al) e (A2),
respectivamente. Por fim, o esquema (A9) é a versdo rigorosa de (P5). O simbolo
de fungdo + relaciona os termos desta linguagem de acordo com (A3) e (A4), e 0
simbolo de funcéao - relaciona os termos de acordo com (A5) e (A6).

Vamos agora verificar que esta teoria, a qual denotaremos por P e chamare-
mos de aritmética de Peano, é, de fato, capaz de expressar e provar os resultados

elementares da teoria dos niimeros naturais.

Teorema 5.1 Sejam t,r,v termos da linguagem L 4. Entdo as sentengas dadas pelos fechos
universais das seguintes formulas podem ser provadas em P:
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10. O+t =t
11. t+v=r+v—ot=r
12. s(t)+r=s(t+r)

Demonstra¢ao: Nesta prova usaremos frequentemente o axioma légico do tipo 4.
Para garantir que possamos usa-lo livremente, mudaremos, em cada férmula lis-
tada no enunciado, todas as varidveis limitadas por outras varidveis que nao apa-
recem nos respectivos termos envolvidos. Desta forma garantimos que os termos
envolvidos sejam livres para todas as varidveis nas respectivas férmulas.

(1. Se xy,...,x,, sdo as variaveis livres da férmula 0 = s(t), devemos mostrar
Prr, Vx1..¥x,(0 = s(t)). Por UG aplicada n vezes, basta mostrar que P by 0 s(t’),
onde £y = L 4 U{cy,...,cy}, €1,..., ¢, SA0 constantes que nado estdo em L 4 e t' é o termo
obtido ao fazer a substituicdo de cada ocorréncia de x; por c; em ¢, para cada i €
{1,...,n}. Por (Al) segue que P e, Vx(0 # s(x)). Do axioma légico do tipo 4, dado
na Definicdo temos que P + o, Vx(0 = s(x)) — 0 = s(t’). Portanto inferimos por
Modus Ponens que P + e, 0% s(t), como queriamos.

Os itens (2)—(6) podem ser provados de maneira anédloga.

(7). De forma anéloga a feita no item 1, se xy,...,x,, sd0 as varidveis livres da
formula t = r — (r = v — t = v), entdo devemos mostrar P+, , Vx;..Vx,(t =1 —
(r=v >t =v)). Por UG, aplicada n vezes a férmula t =r —» (r =v — t = v),
basta mostrar que P e/, t'=1r" = (" =v -t =v),onde L), = LU{cy,...,c},

c1,...,C, Sa0 constantes que ndo estdo em L4 e t',r’ e v’ sdo os termos obtidos ao
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fazer a substituicdo de cada ocorréncia de x; por c; para cada i € {1,...,n}, em t,r
e v, respectivamente. Por sua vez, pelo Teorema da Dedugdo, basta mostrar que
PUt =1,r" =v'} ke, t" =v’. O axioma légico do tipo 9 nos da P ke, VxVyVz((x =
YAy =z) — x = z). Pelo axioma l6gico do tipo 4, fazendo as substitui¢des sucessivas
das variaveis x, v, z pelos termos t’,r’,v’ respectivamente, inferimos que P y (t' =
r’Ar’ =v") - t’ =v’, e consequentemente inferimos que PU{t" =/, 7" = v’} ke, t'=v’,
como desejado.

(8). Se xi,...,x,, sdo as variaveis livres da férmula t = r — s(t) = s(r), entdo
devemos mostrar P ., Vx;..Vx,(t = r — s(t) = s(r)). Por UG, aplicada n vezes a
formula t = r — s(t) = s(r), basta mostrar que P ke, t' =1 — s(t’) = s(r’), onde

W= LaU{cy,.. ), €1y.s ¢y S80 constantes que ndo estdo em L4 e t’ e v’ sdo o0s
termos obtidos ao fazer a substitui¢do de cada ocorréncia de x; por c; para cada
ie{l,..,n},emter, respectivamente. Aplicando o axioma légico do tipo 10 para a
funcdo sucessora obtemos que P - o, VxVy(x =y — s(x) = s(y)). Basta entdo aplicar
o axioma légico do tipo 4 para as substitui¢cdes de x,v por t’,7’ respectivamente e
inferimos que P e/, t'=r"—s(t') = s(r’), como queriamos.

(9). Se xq,...,x,, sdo as variaveis livres da férmula 0 - t = 0, entdo devemos mos-
trar P+, , Vx1..Yx,(0-t = 0). Por UG, aplicada n vezes a férmula 0 -t = 0, basta
mostrar que P ke, 0 t’=0,onde Ly = L4 U{cy,...,c,}, ¢1,...,C, SAO constantes que
ndo estdo em L 4 e t’ é o termo obtido ao fazer a substituicdo de cada ocorréncia de
x; por ¢; em t, para cada i € {1,...,n}. Em primeiro lugar, mostraremos por inducdo
(isto é, usando o axioma (A7)) que P + o, ¥x(0-x = 0). Para tal, tomando ¢(x) como
a férmula 0 - x = 0, mostraremos que P e, p(0)e P e/, Vx(@(x) — @(s(x))). Note
que, por (5), temos que P+, 0-0 =0, logo P +r, ¢(0). Por UG, para mostrar
que P e, Vx(p(x) = ¢@(s(x))), basta mostrar que P e, @(c) = @(s(c)) para al-
guma constante ¢ que nao estd em £/, e, sendo L} = L/, U{c}. Por sua vez, pelo
Teorema da Deducdo basta mostrar que P U {¢(c)} + P (s(c)).

P U{p(c)} ke 0-5(c) = (0-¢)+0 e por (3) temos que P U {p(c )} ke (0-¢)+0=0-c.
Usando um axioma légico do tipo 9 inferimos que P U {¢(c)} ke 0 s(c) =0-c.

Por (6) temos que

Como ¢(c) expressa 0 - ¢ = 0, segue novamente por um axioma légico do tipo 9 que
P U{p(c)} ber 0 s(c) =0, isto é, P U {p(c)} ke, @(s(c)), o que conclui a prova de que
P, Yx(0-x=0).

Como nos itens anteriores, aplicamos um axioma 16gico do tipo 4 para a férmula
@(x) igual a 0 - x = 0 substituindo as ocorréncias de x pelo termo t’ e obtemos
P, 0-1" =0, como desejado.

(10). Pode ser provado de maneira andloga ao item 9.
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(11). Se x4,...,x, sdo as variaveis livres da formula (t + v = r +v) — t = r, entdo
devemos mostrar P+, ¥x;..¥x,(t+v =r+v — t = r). Por UG, aplicada n vezes
a férmula t+v = r+v — t = r, basta mostrar que P e/, t+v =r"+v >t =71/,
onde Ly = L4 U {cy,...,c}, €1,...,C, 80 constantes que nado estdo em Ly e t',r’ e v’
sdo termo obtidos ao fazer a substitui¢do de cada ocorréncia de x; por c; para cada
ie{l,..,n},emt,rev, respectivamente.

Mostraremos por indugdo em z que P+, Vz2¥xVy(x+z=y+z — x = y). Para
tal, considerando ¢(z) a férmula YxVy(x + z =y + z — x = ), basta mostrarmos que
Pre, 9(0)e P rp, Ya(p(2) = pls(2))).

Por UG, para mostrar que P + c, ¢(0) basta mostrarmos que P o c+0= d+0 —
¢ =d, onde c e d sdo constantes que ndo estdo em L', e L = L', U{c,d}. De (3) segue
que Pty c+0=cePrpyd+0=d. Usando axiomas l6gicos dos tipos 8 e 9 e 0
Teorema da Dedugao, inferimos que P+, ¢+ 0=d +0 — ¢ = d, com queriamos.

De forma analoga, para verificar que P z, Vz(p(z) — @(s(z)), basta mostrar-
mos que P ke @(a) — ¢(s(a))), onde a é uma constante que ndo estd em L/, e
L’} =L’} U{a}. Por sua vez, por UG e pelo Teorema da Dedugéo é suficiente mostrar
que P =PU{c+a=d+a — c=d,c+s(a) = d+s(a)} ke ¢ =d, onde c e d sdo constan-
tes que ndo estdo em L7} e L7} = L7/U{c, d}. Por 4 temos que P k77 c+s(a) = s(c+a)
e P+ ¢y d+s(a) = s(d + a). Consequentemente, inferimos via (7), axioma l6gico
do tipo 8 e pelo fato da sentenga c + s(a) = d + s(a) ser um elemento de P”” que
P ko s(d +a) = s(c + a). Logo por (2) inferimos que P k7 d +a = ¢ +a. Como
¢c+a=d+a— c=déuma sentenca de P”” inferimos que P +» ¢ = d, 0 que
conclui a indugéo.

Pelo axioma l6gico do tipo 4, fazendo substitui¢oes sucessivasem P+, VzVxVy
(x+z=y+z—x=y)dex,yezport,r’ev’,segueque Prp t'+v' =1'+v > t' =7/,
como queriamos.

(12). Se x4, ..., x,, sdo as variaveis livres da férmula s(t) + r = s(t + r), entdo deve-
mos mostrar P+, Vxi..Vx,(s(t) + r = s(t + r)). Por UG, aplicada n vezes a férmula
s(t)+r = s(t+r), basta mostrar que P e/, s(t')+r" =s(t'+r’),onde L'y = L 4U{cy,...,cp},
c1,...,¢, Sd0 constantes que nado estdo em L 4 e t’ e r’ sdo termos obtidos ao fazer a
substitui¢do de cada ocorréncia de x; por c; paracadai € {1,..,n}, em t,r e v, respec-
tivamente.

Mostraremos por indugdo em y que P +p Vy¥x(s(x) +y = s(x + p)). Para tal,
considerando ¢(y) a férmula Vx(s(x)+y = s(x+7y)), basta mostrarmos que P b, @(0)

e P Yy(p() = @(s(v))
Por UG, para mostrar que P + z, ¢(0) basta mostrarmos que P + o s(c)+0 =
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s(c +0), onde ¢ é uma uma constante que ndo estd em £/, e L} = L/, U{c}. E isto
segue dos itens 3, 7 e 8 deste teorema.

De forma andloga, para verificar que P e/, Yy(e(y) — ¢(s(v))), basta mos-
trarmos que P + oy ¢(a) — @(s(a)), onde a é uma constante que ndo estd em £, e
L’} = L’ U{a}. Por sua vez, por UG e pelo Teorema da Dedugéo é suficiente mostrar
que P =P U{s(c)+a=s(c+a)} ke s(c) +s(a) = s(c+s(a)), onde ¢ € uma constante

que ndo estd em L'} e L'}” = L’} U {c}. Para isso, basta considerar a seguinte lista:

1. s(c)+a=s(c+a) Hipotese

2.5(c)+s(a)=s(s(c)+a) Item4

3. s(s(c)+a)=s(s(c+a)) Linha 1, item 8 e Modus Ponens

4. s(c)+s(a) =s(s(c+a)) Linhas 2, 3, item 7 e Modus Ponens

5. c+s(a) =s(c+a) Item 4

6. s(c+s(a)) =s(s(c+a)) Linha 5, reflexividade e Modus Ponens

7. s(c)+s(a)=s(c+s(a)) Linhas 4, 7, reflexividade, item 7 e Modus Ponens.

a
Note que no inicio de cada demonstragdo do teorema anterior tivemos que in-
vocar UG, tantas vezes quanto necessdrio, para trocar as varidveis das respectivas
féormulas por constantes de uma linguagem expandida £’;, e entdo trabalhar com
sentencas de £/, — uma vez que provas formais provam e se valem de sentengas.
Este processo, como pode ser visto, carrega bastante a notacdo e acaba sendo re-
petitivo. Uma vez que estd subentendido que devemos aplicar UG logo de inicio
para trabalhar com sentengas na linguagem expandida, no que segue denotaremos,
quando conveniente, as constantes da linguagem expandida pelos mesmo simbolos
das variaveis, e a linguagem expandida pelo mesmo simbolo da linguagem original.
Para expressar sentengas corretamente no que se segue, denotaremos as varia-
veis por x1,X,,x3,..., onde x; é a primeira variavel de P, x;, é a segunda e assim por
diante. De forma andloga, denotaremos por ay,4a;,4a3,... as constantes de P. Deno-
taremos ainda por f," o k-ésimo simbolo de funcdo de aridade n em T e por p; o
k-ésimo simbolo de relacdo de aridade n em P.

Definicdo 5.2 Sejam t e r termos de P. Escrevemos

* t <r para abreviar 3w(w = 0 Aw +t = r), onde w é a primeira varidvel que nio estd
emtouemr.
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o t<rparaabreviart <rVit=r

* t>r para abreviar r < t

t > r para abreviar r < t

t £ r para abreviar —(t <r).

Os termos 0,5(0),5(s(0)),s(s(s(0))),... de L 4 serdo denominados numerais e de-
notados por 0,1,2,3, ... respectivamente. De forma geral, definimos recursivamente
que 0 é o numeral 0 e se 77 é um numeral, entdo o numeral n+1 é s(77). Assim o
numeral 7 é o resultado da aplicacdo da fungdo sucessor n vezes no ntiimero 0, isto
é,s"(0).

Teorema 5.3 Sejam m e n nitmeros naturais.

1. Sem = n, entido P v, m=.

2. Prpymtn=m+nePt,, m-n=m-n
Demonstracao:

1. Se m # n, entdo ou m < n ou n < m. Suponha, sem perda de generalidade, que
m < n. Vamos mostrar que P U {m = 71} é inconsistente, e teremos, pelo Teorema
(Prova por Contradicdo), que P+, m # n. De fato, por hipétese temos
que m =1, ou seja, s"'(0) = s"(0). Aplicando o Teorema 5.1{(2) e Modus Ponens
m vezes inferimos que 0 = s"7™(0). Note que, como m < n, entdo n—m > 0
en—m—13>0. Assim, definindo t = s"""~1)(0) temos que 0 = s(t). Mas do

Teorema 5.1{(1) segue que 0 = s(t). Logo, P U {m = 7} é inconsistente.

2. Mostraremos que P+, m+n =m+n por indugdo em n. Para o caso base note
que m+0 é 71, logo segue do Teorema 5.1 (3) que P+, m+0 = m + 0. Para
0 passo indutivo, suponha que P +,, m+n = m +n. Entdo pela hipétese de
indugédo e pelo Teorema [5.1| (4), respectivamente, segue que P +,, s(m+n) =
m+s(n). Note que m+ (n+1) = s(m+n) e n+1 = s(n), assim segue que P+,
m+(n+1) = m+ (n+1). Concluimos entdo a inducio que mostra que P+,

m+n=m+n.

Vamos agora mostrar que P+, m-1n =m-n. Como m-0 =0, temos que m -0
é 0. Por outro lado, o Teorema (5) nos da que P+, m - 0 = 0 e, portanto,
P, m-0=1-0. Assuma agora que P+, -7 = m-7i. Temos que m-(n+1) =

m-n+m. Assim pelo item 1, pelo que foi mostrado no paragrafo anterior, pela
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hipétese de indugdo segue, respectivamente, que P+, m-(n+1) =m-n+m.
Por outro lado, segue do Teorema 9) que P, , m-(n+1)=m-n+m. Desta
forma segue que P+, , m-(n+1)=m-(n+1), 0 que conclui a indugdo. O

Podemos ainda expressar a no¢do de ordem em P.

Teorema 5.4 Sejam t,r,v termos da linguagem L 4. Entdo as sentengas dadas pelos fechos
universais das seguintes formulas podem ser provadas em P:

1. t«t
2.t<v—>(v<r—t<r)
3. t<r—-r«t

4. t <s(t)

5. 0<t

6. 0<t—dw(t=s(w))
7. t<r—s(t)<r

8. t=rvt<rvr<t

9. (t<rAr<t)—>t=r

Demonstra¢do: De forma andloga ao que fizemos no Teorema usaremos O axi-
oma légico 4 em alguns itens e, para isso, mudaremos, em cada férmula listada no
enunciado, todas as varidveis limitadas por outras varidveis que ndo aparecem nos
respectivos termos envolvidos. Desta forma garantimos que os termos envolvidos

sejam livres para todas as varidveis nas respectivas férmulas.

1. A lista abaixo mostra que —=Con, (P U {t < t}) — e entdo basta aplicar o Teo-
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rema

1. t<t Hipotese

2. dw(w=0Aw+t=t) Expansdode (1)

3.b20Ab+t=t Por El em (2)

4. b+t=t Conjuncdo em (3)

5.0+t=t Proposi¢ao5.1](10)

6. b+t=0+t Inferido de 4, 5, Proposicdo 5.1{(7) e axioma 16gico 8
7.b=0 Inferido de 6 e Proposicao[5.1](11)

8.b=0 Inferido de 3

De 7 e 8 segue que —=Con,  ,(PU{t <t}).

. Pelo Teorema da Dedugéo, basta mostrar que PU{t < v,v <r}t,, t<r. Se

t = v, considere a seguinte lista:

l.t=v Hipotese

2.v<r Hipotese

3.c20Ac+v=r Por EI na expansao de (2)

4. c+t=r Por (2) do Teorema5.1le Modus Ponens
5. t<r Pela defini¢do de <,usando que c # 0 e EI

Se t <v considere a seguinte lista.

1.t<vw Hipotese

2.v<r Hipotese

3.020Ab+t=v Por EI na expansao de (1)

4. c20Ac+v=r Por EI na expansao de (2)

5.b+c+t=r Por (2) do Teorema |5.1{e Modus Ponens

6. t<r Pela defini¢do de <,usando que b +c = 0 e EI

Na ultima linha usamos que b # 0 e ¢ # 0 implicam b+c # 0, pois caso contrario
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teriamos b < c.

. Pelo Teorema da Deducao basta mostrar que PU{f <s} ., s « t e para tal, pelo
Teorema basta mostrar que ~Con, (P U {t <s,s <t}). Para tal, considere
a seguinte lista.

1.t<s Hipotese

2.s<t Hipotese

3.t<t Pelo item 2 deste teorema, linhas 1 e 2 e Modus Ponens
4.t <t Pelo item 1 deste teorema

As linhas 3 e 4 mostram a inconsisténcia desejada.

. Mostraremos que P ., Vx(x < s(x)) e, como fizemos anteriormente, o resul-
tado segue por um axioma légico do tipo 4 para a substituicdo de x por ¢,
em que inferimos que P prova um fecho universal de t < s(t). Por UG, basta
mostrar que P o, @< s(a) onde a é uma constante que ndo estd em L4 e
L'y = L4U{a}. Pelo item 4 do Teorema [5.1 temos que a + s(0) = s(a + 0), pelo
item 3 temos que a + 0 = a e, consequentemente, do item 8 inferimos que
s(a+0) = s(a). Desta forma, do item 7 inferimos que a + s(0) = s(a). Do item 1
temos que s(0) = 0, logo vale 5(0) # 0 A a+5(0) = s(a). Assim por EG segue que
Prp, Jw(w=0Aa+w =s(a)),isto é, P Fer a< s(a).

. Mostraremos por indugdo que P ., Yx(0 < x) e, andlogo ao que fizemos na
demonstragdo do Teorema pelo axioma légico do tipo 4 segue o resul-
tado. Tome ¢(x) como 0 < x. Por indugdo basta mostrar que P +,, ¢(0)
e Ptr, Vx(ep(x) = @(s(x))). Para mostrar que P +,, ¢(0) basta notar que
de 0 = 0 inferimos que 0 < 0 pela definicdo de <. Para mostrar que P .,
Vx(@(x) = @(s(x))), por UG, basta mostrar que P e/, @(c) = @(s(c)) onde c é
uma constante que ndo estd em L4 e £/, = £ 4 U {c}. Do Teorema da Dedugao,
basta mostrar que P U {¢(c)} e, @(s(c)). Do item 4 temos que c < s(c) e por
hipétese 0 < c. Se assim, do item 2 e de Modus Ponens temos que 0 < c e, em

particular, PU{0 < c} + r,0< s(c), como queriamos.

. Mostraremos que P +,, ¥x(0 < x — Jw(x = s(w))). Disto, como feito ante-
riormente usando um axioma légico do tipo 4 para substituir x segue que
P, 0 <t — Jw(t = s(w)). Faremos isto por indugdo (isto €, usaremos o

axioma (A7)). Definindo ¢(x) como a férmula 0 < x —» Jw(x = s(w)), basta
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mostrarmos que P+, @(0) e P+, , Vx(@(x) — @(s(x))).

Pelo Teorema da Dedugédo, para mostrar que P ., ¢(0) basta mostrar que
P’ =PuU{0<0}+,, Jw(0 = s(w)). Pelo item 1 temos que P’ +-,, (0 <0), e
como 0 < 0 é uma sentenca de P’ também temos P’ +-,, 0 < 0. Note agora
que (P A =) — ¢ é uma tautologia, para quaisquer férmulas ¢ e ¢, logo,
tomando ¥ como a férmula 0 < 0 e ¢ como férmula Jw(0 = s(w)), inferimos
que P+, Jw(0 = s(w)), como desejado.

Para mostrar que P+, , Vx(¢(x) — ¢(s(x))), por UG, basta mostrar que P e/,
@(a) — @(s(a)), onde a é uma constante fora de L4 e L'y = L 4 U {a}. Para tal,
pelo Teorema da Deducédo basta mostrar que P U {¢(a)} + ¢, P(s(a)), e expan-
dindo ¢(a) e usando novamente o Teorema da Deducdo, basta mostrar que
P’ =PU{p(a),0 < s(a)} e, Jw(s(a) = s(w)). Mas para tal basta notar que, por
um axioma légico do tipo 7, P’ + , s(a) = s(a). Definindo ¢(w) como a férmula
s(a) = s(w), temos que P’ b, ¢(a), logo por EG segue que P’ b, Jwe(w), isto

é, P’ e, Jw(s(a) = s(w)), como queriamos.

. Mostraremos que P +,, Vx¥y(x <y — s(x) < y). Disto, como feito anterior-
mente usando um axioma légico do tipo 4 para substituir x por t e y por 7,
segue que Py, t<r—s(t)<r.

Aplicando UG duas vezes para as varidveis x e y, basta mostrar que P+, a <
b — s(a) < b onde a e b sdo constantes que nado estdo em L 4 e L, = L 4 U {a, b}.
E pelo Teorema da Dedugdo, basta mostrar que P’ = P U {a < b} kr, s(a) <b.
Assim, por EI, para obtermos o resultado desejado basta mostrar que P” =
P'U{cz0Aa+c=0b} k¢ s(a) < b onde ¢ € uma constante que ndo estd em L,
e L) =L, U{c}. Temos que P” ke ¢ # 0, entdo de (2) segue que P” k7 0 <c.
Por (6) temos que P” + ) 0<c— Jw(c = s(w)), assim, novamente por EI, basta
mostrar que P =P”U{c =s(d)} + cy s(a) < b, onde d é uma constante que ndo
estd em L) e L) = L’} U{d}. Por fim, basta notar que, do item 12 do Teorema
b.1]vale s(a) +d = s(a+d), do item 4 temos s(a+d) = a+s(d), e como s(d) = c
ea+c=0>,segue que s(a)+d =a+s(d) =a+c=>b. Desta forma temos que
s(a)+d =b. Sed =0 entdo b = s(a) + 0 = s(a), do item 3, e neste caso vale
s(a) < b. Se d # 0, entdo por EG segue que dJw(w # 0 A s(a) + w = b), isto §,
s(a) < b, e em particular s(a) < b, como querfamos.

. Mostraremos por indugdo que P +,, YxVy(x <y Vy < x). Disto, como feito
anteriormente usando um axioma légico do tipo 4 para substituir x por t e y
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porr,segue que P, t<rVr<t Notandoque (t<rVr<t)—>(t=rVvt<
rV r <t)éuma tautologia, concluiremos o resultado desejado.

Desta forma, definindo ¢(x) como a férmula Vy(x <y V y < x), basta mostrar
que Pz, @(0) e P, Yx(e(x) — ¢(s(x))). Note que ¢(0) é a férmula ¥y(0 <
y Vy £ 0), e por UG, para concluirmos que P +,, Yy(0 <y Vy < 0) basta
mostrar que P + o, 0 <aVa<0ondeaéuma constante que ndo estdioem L 4 e
L'y = L g4U{a}. Pelo item 2 temos que P ke, 0<a,ecomo0<a— (0<ava<0)
€ uma tautologia, segue que P+, 0 <aVa <0 como desejado.

Para mostrar que P ., Vx(¢(x) — ¢(s(x))), ao expandir ¢(x) temos, por UG,
que basta mostrar P+, Vy(b <y Vy < b) > Vy(s(b) <y Vy < s(b)) onde b é
uma constante que ndo estd em £ 4 e L) = £ 4 U {b}. Pelo Teorema da Dedugéo
basta mostrar que PU{Yy(b <yVy < b)} ke, Yy(s(b) <yVy <s(b)). Por sua vez,
por UG, basta mostrar que P =P U{Yy(b <y Vy <b)} krm s(b) <cVe<s(b),
onde ¢ é uma constante que ndo estd em Ly e L'} = L) U {c}.

Note que, por UL temos que P ko7 b <cVe <b, pois Vy(b <y Vy < D) é
uma sentenca de P””. Vamos mostrar que P”” Fery (b <c) = (s(b) <cVe<s(b))
e P” ey (€ < b) — (s(b) < ¢ Ve < 5(b)), pois disso e de P bepb<ceves<b
seguird (por uma tautologia) que P” +p s(b) < cV ¢ < s(b).

Se ¢ < b com ¢ = b, pelo item 5 temos que b < s(b), logo por um axioma l6gico
do tipo 11 para a relacdo < segue que c < s(b). Assim, vale em particular que
s(b) <cVc<s(b). Seb<c, pelo item 7 inferimos que s(b) < c e, em particular,
também vale s(b) < cVc <s(b). Se b < ccom b = c, entdo em particular c < b
e podemos aplicar o caso anterior. Se b < ¢, pelo item 6 inferimos que s(b) < c.
Em particular, vale s(b) < ¢V ¢ < s(b), como queriamos.

. Pelo Teorema da Dedugao basta mostrar que PU{t <sAr <t}t+, t=repara
tal, pelo Teorema basta mostrar que ~Con, »,(PU{t <sAr <t t=r}). Para
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tal, considere a seguinte lista.

1.t=r Hipotese

2.t<r Instancia da hipétese

3.r<t Instancia da hipétese

4, t<r Por (1) e (2)

5. r«t Por (4) e pelo item 3 deste teorema
6. r<t Por (1) e (3)

As duas ultimas linhas da sequéncia acima mostram que —~Con, (P U {t <
SAT <t t=#r}). O

Lema 5.5 Para todo niimero natural k > 0 e para toda férmula ¢ com no mdximo uma

varidvel livre, valem:

1 Pre, Vx((x=0V..Vx=k) o x <k)

2. Prr (@O0)Ap(L) A Ap(k=1)) & Vx(x <k — @(x)).
Demonstracao:

1. Faremos esta prova por inducdo em k. Para o caso em que k = 0 queremos
mostrar que P+, x =0 & x < 0. Pela defini¢do de ordem, temos que x < 0
abrevia x < 0V x = 0. Portanto, P+, L X= 0—->x<0. Reciprocamente, assuma
x < 0. Pelo Teorema itens (5) e (9), respectivamente, segue que P+, 0<x
ePrr, (x<0)A(0<x)— x=0. Desta forma vale, pelo Teorema da Deducéo,
que P+, , x<0—x=0.Portanto P+, , x=0 < x <0.

Assuma agora que P, , x =0V..Vx = k < x < k. Devemos mostrar que
Pre, (x =0V..Vx=kVx=k+1) e x<k+1. Para isto, vamos nos valer do
Teorema da Dedugdo para mostrar cada implicacdo. Para a implicacgdo direta,
sex=0V..Vx =k, entdo por hipétese, x < k e pelo item 4 do Teorema Vale
k <k+1 e do item 2 do mesmo teorema segue que x < k+ 1. E claro que, se
x:k-i-_lentéoxsm,logo,Pl—LAx:@\/...\/x:EVx:m—mcék-l-_l.

Reciprocamente, se x <k +1lentdox =k+1oux<k+1. Sex=k+1 entdo, em

particular, P+, , x=0V..Vx=kVx=k+1,esex<k+1, por hipétese de
indugdo, também temos que P+, x = 0V..Vx=kVx=k+1. Disto segue O

resultado.
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2. Faremos esta prova por indugdo em k. Para o caso em que k = 0 devemos mos-
trar que P+, , ©(0) & VYx(x <0 — ¢(x)). Pelo Teorema da Dedugdo seguido de
UI, basta mostrar que P U {¢(0)} e €< 0 — @(c) onde L)y=LaU{c}ecéuma
constante que ndo esta em £ 4. Novamente, pelo Teorema da Deducéo, basta
mostrar que P U {¢(0), ¢ < 0} Fc 4 (c). Mas note que =Con, o (PU {¢(0),c < 0})
pois, pelo item 5 do Teorema 5.4/ e da hipdtese ¢ < 0 temos que P U {¢(0),c <
Y y 0 < ¢; e do item 3 deste mesmo teorema, a hipétese ¢ < 0 e Modus Po-
nens temos que P U {¢(0),c <0} -, 0 « c. Logo, do Lema 3.9/ temos que o con-

junto inconsistente prova qualquer sentenga de £’,, em particular, PU{¢(0),c <

0}k, @le)-

Para o passo indutivo, assuma que P+, (PO)AP(I)A ... A@(k—1)) & Vx(x <
k— @(x)). Devemos mostrar que P+, (@(0) A @(1) A ... A (p(le) A go(E)) o
Vx(x < k+1 — ¢(x)). Para tal, basta provar as duas implica¢des separada-
mente. Para a implicagdo direta, pelo Teorema da Dedugdo, por Ul e no-
vamente pelo Teorema da Dedugdo, respectivamente, basta provarmos que
PU{p(0)A@(1)A... A (p(le) A (p(E), c<k+1) e, @(c). Dec< k+1, da contra-
positiva do item 3 do Teorema 5.4|e do item 8 deste mesmo teorema segue, por
Modus Ponens, que ¢ < k. Por disjuncdo da sentenca ¢(0) A@(1)A...A@(k—1)A
@(k) e por Ul na hipétese de indugao inferimos, por Modus Ponens, que vale
PU{@O)A@ID) A .. A@k—=1)A@k),c <k+1} ke, @(c). A outra implicacao
segue de forma analoga. O

Podemos também expressar a no¢do de divisibilidade em P.

Definicao 5.6 Escrevemos que t | u para abreviar Az(u = t - z), onde z é a primeira varidvel

que ndao ocorre em t ou u.

E disto podemos derivar os diversos resultados acerca de divisibilidade. Des-

tacamos aqui um resultado que usaremos posteriormente.

Teorema 5.7 (Divisdo Euclidiana) Temos

Pre VxVyp(y 20> Jdvdu(x=y-u+v Av<y AV Yu((x=y-u; + v A vy <p) =

u=u; ANv=uvq))).

Finalmente, a “estrutura”cujo conjunto universo é o conjunto dos inteiros ndo ne-
gativos, a interpretagdo do simbolo de constante 0 é o inteiro 0, cuja interpretacdo

do simbolo de func¢do s é a fun¢do que associa cada inteiro ndo negativo n ao inteiro
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n+ 1, cuja interpretagdo dos simbolos de fungao + e - sdo, respectivamente, a soma e

o produto usual nos inteiros serd chamada de interpretagdo padrdo de P.

5.2 Relacdes exprimiveis e funcdes representaveis

Definic¢do 5.8 Dado um niimero natural k, chamaremos uma fungio f : NF - N de

funcdo de niimeros naturais e uma relacio R C IN¥ de relacdo de miimeros naturais.

Definicao 5.9 Seja T uma teoria na linguagem L 4. Dizemos que uma relagdo n-dria de
niimeros naturais é exprimivel em T quando existe uma formula ¢(xy,...,x,) de L 4 com
varidveis livres xq,...,x, tal que, para quaisquer niimeros naturais ky,...,k,, valem as se-

guintes condigoes:

1. Se(ki,....k,) € Rentdo T v, p(ky,.... k).
2. Se(ky,....k,) € Rentdo T v, —-(p(El,...,En).
Neste caso, dizemos que ¢ exprime R.

Exemplo 5.10 A igualdade de niimeros naturais é uma relagio exprimivel em P pela formula
@(x1,%,) dada por x| = x,. Isto segue do item 1 do Teorema5.3|e do fato de que se k; e k, sdo
tais que ky =k, (isto é, ky e k, denotam o mesmo niimero natural), entdo ky e ky denotam o

mesmo termo, o que implica que P+, , ki =k,

Exemplo 5.11 A relagio < é exprimivel em P pela formula x; < x,. De fato, sejam kq, k,
niimeros naturais. Se ky < k,, existe um natural n = 0 satisfazendo n+ky = k,. Do Teorema
(2) segue que P+, 7+ky = k,. E ainda, sendo n = 0, do Exemplo |5.10| seque que
Prp, 1= 0. Assim, por uma conjungio e pela regra de quantificadores EG segue que

Pre,Jww=0 Aw +ky = ky), isto é, P Fe ky < ky. Por outro lado, se ky < ko, entio
ko < ky ou ky = ky. Se k, < ky, acabamos de ver que obtemos P+, , ky < ky, pelo item 3 do
Teorema seque que P+, ki ¢ ky. Eseky =k, pelo item 1 do Teorema temos que
P, ki « ky. Em ambos os casos, concluimos o desejado.

Definicao 5.12 Seja T uma teoria na linguagem L 4. Dizemos que uma fungdo de niimeros
naturais com n argumentos f é representdvel em T quando existe uma formula (xy, ..., X,,, V)
de L 4 com varidveis livres xy,..., X, y tal que, para quaisquer niimeros naturais ky, ..., k,,, m,

valem as seguintes condigdes:

(1) Se f(ky,...k,) =mentio T v, @(ky,....k,, ).
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2) T, Ayg(kr,. k)]

Neste caso, dizemos que @ representa f. Se substituirmos a condigdo (2) acima pela

condicdo
(2°) Trg, Vx1.9%,39@(x1,..., X4, 9),

entdo f serd dita fortemente representdvel em T. Neste caso, dizemos que ¢ representa
fortemente f.

Uma questdo natural acerca das defini¢des de relagdes exprimiveis e fung¢des re-
presentaveis é a seguinte: por que ndo pedir que, para que uma fungéo f seja repre-
sentavel, valha T+, ﬁ(p(El,...,Ewm) sempre que f(ky,...,k,) # m, de forma andloga
ao que exigimos para as relagdes exprimiveis? A resposta é dada pelo resultado a
seguir, que mostra que as condicdes 1 e 2 da representabilidade sdo suficientes para

concluir tal fato.

Proposicdo 5.13 Seja f(xy,...,x,) uma fungio representada por @(xy,...,X,41) em P. Se
ki,...,kn,m € N sdo tais que f(ky,....k,) # mentdo P+, ﬁq)(E,...,En,m).

Demonstra¢do: Seja f(ky,...,.k,) = 1. Entdo | # m e pelo item 1 do Teorema
temos que P+, m = 1. Pela condigdo 1 da representabilidade de f segue que
Prr, @(ki,....,k,,1). E ainda, da condigdo 2 de representabilidade temos que P+,
Vy\v’x(((p(%l, ...,En,y)/\go(%l, ok x)) > y = x). Por Ul podemos instanciar tal formula
paraPt,, ((p(%l, ...,En,m)/\(p(%l, .., k1)) = 7 = 1. Note que, para quaisquer férmulas
A,Be C,aférmula (((AAB) - C)A—C) — (-AV —B) é uma tautologia. Desta forma,
como valem em P as sentencas (@(ky, ..., k,, 717) A (p(El, k1) > m=1em =1, infe-
rimos que Pk , —mp(El, Ky, )V ﬁ(p(%l, ,k,,,1). Note agora que ((mAVB)AA)— B
também ¢ uma tautologia, logo, de P+, (p(El,...,E[,m) A (p(El,...,Enj) ede P,
(p(kl, k1) segue que P+, —|g0(k1, ) O
Nao ¢ dificil ver que toda fungdo fortemente representavel €, também, repre-
sentavel. O surpreendente é que a definicdo de fungdo fortemente representdvel,
que a priori parece mais restritiva, é, na verdade, equivalente a de funcao repre-

sentdvel, como veremos a seguir.

Proposicdo 5.14 Seja T uma teoria na linguagem L 4. Uma fungio de niimeros naturais é

representdvel em T se, e somente se, é fortemente representdvel em T.

1A férmula 3!x¢(x) é uma abreviagio de “existe um tnico x satisfazendo ¢”, isto é, de Jx¢p(x) A
VXY ((p(x) A p(p)) = x = p).
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Demonstracdo: (<) Basta aplicar a regra Ul para cada numeral kiyoky.
(=) Seja f(x1,...,x,) uma fungdo representavel em T pela férmula F(x,..., X, y).

Vejamos que f é fortemente representdvel em T pela férmula C(x,..., x,, v) dada por
(A'2F(x1,.000 X, 2)) AF (X150 X, 9)) V (=(A12F (x1,..,%,,2)) Ay = 0).

Para verificar que C satisfaz a condicdo (1) da defini¢cdo de fortemente representdvel,
considere ky, ..., k,,, m nimeros naturais tais que f(ky,...,k,) = m. Como F representa
f segue que T Fe, f(%l,...,En,m) eTtg, H!y}“(El,...,En,y). Por uma conjungdo des-
tas duas sentencas e uma disjun¢do com a férmula -(3!'yF (k1. Ky y)Am =0, te-
remos que Tk, C(El,...,%n,m).

Para a condicdo (2’) da defini¢do de fortemente representavel, precisamos mos-
trarque T v, , Vx;..Vx,A19C(xy,..., x,,y). Para tal, é suficiente mostrar T e/, AlyC(ay,
..,y y) onde ay, ..., a, sdo constantes que nao estdioem L g e L'y = L 4U{ay, ..., a,}, po-
demos aplicar UG n vezes e obter T +, , Vx;...¥x,A!9C(xy, ..., X1, D).

Note agora que, para quaisquer sentencas A e B, a sentenga ((A — B) A (=A —
B)) — B é uma tautologia. Sendo assim, tomando A como a sentenca 3!y F(ay,...,a,,v)
e B como a sentenca 1!yC(ay, ..., a,,v), mostraremos que T e, A—BequeT e,
—-A — B, e disto podemos inferir T e/, AlyC(ay,...,a,, ).

(i) T e/, (A — B): de fato, para mostrar T e, AlyF(ay,...,a,v) — AWC(ay,....a,,v),
pelo Teorema da Deducgdo basta mostrar que TU{A!yF (ay,...,a,,v)} ke, AlyC(ay,
..., 4y, V). E por El, para mostrar TU{3!yv F (ay,...,a,, )} b, AlyC(ay,...,a,,v) é su-
ficiente mostrar T” := TU{I!yF (ay, ..., a,, ), F (ay,...,a,,b)} ke AlyC(ay,...,a,,v),
onde b é uma constante que nao estd em £’ e L/} = L, U {b}.

Como 'y F(ay,...,a,,v) e F(ay,...,a, b) sdo sentencas de T”, temos que T” ke,
Ay F(ay,...,a,,v) AN F(ay,...,a,b). Logo, T” Fe/, C(ay,...,a,,b), e por EG e o Teo-
rema segue que T” ke AyC(ay,...,a,, V).

Para a unicidade, queremos mostrar que T” +.» YuVv(C(ay,...,a,, u) AC(ay, ...,
A
a,,v)) = u =v. Por UG basta mostrar que T” ey (C(ay, o @y, €1)AC(ay, s Ay, €2))
— ¢ = ¢y, onde ¢; e ¢, sdo constantes que ndo estdo em L'y e L)) = L} U
{c1,¢,}. Por fim, pelo Teorema da Dedugdo basta mostrar que 7" := T” U
{C(ay,...,a,,¢c1)NC(ay,...,a,,c))} oy 1 = Co. O que faremos é mostrar que T"” ke
F(ay,...,a,,c1), pois de forma andloga teremos T"” ke F(aq,...,a,,cy), € COMO
T by Ay F(ay,...,ay,y) teremos que ¢; = ¢, como desejado. Sendo assim,
note que a férmula (((C AD)V (=C AE)) A C) — D é uma tautologia. Tomando

C como a sentenca 1!y F(ay,...,a,,v), D como a sentenga F(ay,...,a,,¢1) e E a
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sentenca c; = 0, obtemos que C(ay,...,a,,¢;) é justamente a férmula (C A D) Vv
(=C AE), e temos que C é uma sentenca de T””. Desta forma, por Modus

Ponens temos que T + ¢y A F(ay, .. ap, c1), como queriamos.

(i) T e/, (=A — B): temos que mostrar que T e, -3y F(ay, ..., a,v)) — AyC(ay,
..., a4y, V). Pelo Teorema da Deducdo, basta mostrar que

T :=TU{-3wF(ay,..,a,7v))} ke, AyClay, . a,, ).

Para a existéncia, como —(3!y.F (ay,...,a,,v)) é uma sentenca de T’ entdo pode-
mos fazer a conjun¢do com a sentenca 0 = 0 (que é um axioma légico) e ob-
temos T’ e/, -3y F(ay,...,a,,v)) A0 = 0. Fazendo a disjun¢do desta sentenca
com !y F(ay,...,a,,v)AF(ay,..,a,,0) obtemos em T' uma prova para C(ay, ..., a,,
0) e por EG T+ AvC(ay, ..., 4y, ).

Para a unicidade, sejam ¢y, c, constantes fora de £, e assuma que seja valido
em T’ a férmula C(ay,...,a,,¢1) AC(ay, ..., ay, c3). De forma andloga ao item ante-
rior, note que a férmula (((C A D) V (=C A E)) A =C) — E é uma tautologia. To-
mando C como a sentenga !yF(ay,...,a,,y), D como a sentenga F (ay, ..., a,,¢1)
e E a sentenga c¢; = 0, obtemos que a férmula (C A D) V (=C A E) é justamente
C(ay,...,ay, c1), que podemos inferir de C(ay, ..., a,, u) AC(ay, ..., a,, v), e temos por
hipétese —C, logo inferimos por Modus Ponens que ¢; = 0. De forma anéloga
conseguimos inferir que ¢, = 0. Portanto, ¢; = ¢,, do que segue a unicidade.
d
No que segue, usaremos as expressdes “funcado representavel” e “funcdo forte-
mente representdvel” como sindnimos uma da outra.
A nogdo de relagdo exprimivel se relaciona com a de fungdo representdvel em
uma teoria T na linguagem £ 4 que satisfaz T+, 0 = 1, e tal relacdo ¢ estabelecida

pela funcdo caracteristica de uma relagdo de niimeros naturais.

Definicao 5.15 Seja R C IN" uma relagdo. Definimos a fung¢do caracteristica xg : N" —
IN de R por

1, se(xy,...,x,;)€R
XR(X1, 000 Xy) = .
0, caso contririo.

Proposicdo 5.16 Seja T uma teoria na linguagem L 4 tal que T v, 0 = 1. Uma relagdo
de niimeros naturais é exprimivel em T se, e somente se, sua fungdo caracteristica é repre-
sentdvel em T.
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Demonstrac¢do: (=) Sejam R uma relagdo n-aria de niimeros naturais exprimivel em
T e ¢(x1,...,x,) uma férmula que a exprime. Mostraremos que a férmula (x4, ..., x;, V)
dada por (¢(x1,...,x,) Ay = 1) V (=@(x1,..., x,) Ay = 0) representa xg. Sejam ky,..., k,,
naturais quaisquer. Se xgr(ky,...k,) = 0, entdo (ky,...,k,) € R. Como ¢ exprime R,
segue que T +, ﬁgo(E,...,E). Como T tg, 0=0,logo T+, —~@(ky,..., ky) AO = 0.
Como A — (A V B) é uma tautologia para quaisquer sentencas A e B, temos que
Tty (@ky,eky) AO =T)V (=@(ky,.... k) AO = 0), isto &, T rr, (ky,....k,,0). Se
xr(ki,...,k,) = 1 obtemos, de forma anédloga, que vale T + , gb(%l,...,En,T).

Com o desenvolvimento acima mostramos que T +, , 3 y(lp(El, k) v)). Resta,
entdo, mostrar a unicidade, ou seja, que T +, Vqu((gD(El,...,En, u) A I,D(El,...fn,v))
— u = v). Faremos apenas o caso em que xg(ky,...,k;) = 1, ja que o outro caso é
tratado de forma anéloga. Pelo Teorema da Deducdo e UG, basta mostrar que T’ :=
TuU {41(%1,...,%”,51) A 1,[)(%1,...,%,1, b)} ke a= b onde a e b sdo constantes que ndo estao
emLyeLly =Ly U{ab}

Sabemos que, para quaisquer férmulas A,B e C, a férmula (((A A B) V (=A A
C)) AA) — B é uma tautologia. Tomando A como (p(El,...,En), Bcomoa=1eC
como a = 0 temos que a sentenga (A A B) V (=A A C) é justamente 1,[)(%1, k), que
é um elemento de T’. Como xg(ky,...k,) =1, vale T v,/ (p(%l,...jn), isto é, vale
A. Inferimos, portanto, que vale B em T’, isto é, T’ £, 0= 1. De forma analoga
mostramos que T’ + c, b =1 e, portanto, T’ + £, 4= b, como queriamos.

(<) Seja R uma relagdo n-dria de nimeros naturais cuja funcdo caracteristica x g
é representavel pela férmula ¢(xy, ..., x,,v). Vejamos que a férmula ¢(xy, ..., x,,) dada
por (X1, Xy, 1) exprime R. Dados ki, ..., k, naturais, suponha que (ky,...,k,;) € R.
Logo, xr(ky,....k,) = 1. Como @ representa x temos que T +., yb(k_l,...,E,T) assim,
Tre, (p(k_l,...,E) e, portanto, a condigdo (1) da definicdo de relagdo exprimivel se
verifica.

Suponha agora que (ky,...,k,) € R. Logo xgr(ky,...k;) = 0 e como ¢ repre-
senta xg, segue que T k., yb(k_l,...,k_n,O). Pela unicidade de i temos que T .,
VaVy(((ky, .k X) A (K, ... Ky, 9)) — X = p). Note que a férmula (((A A B) — C) A
-C A A) — =B é uma tautologia. Tomando A como a sentenca z,b(E, .., k,,0), Bcomo
a sentenca l[)(E,...,k_n,T) e C como 0 = 1 temos por Ul que T +,, (AAB) — C e, por
hipétese, T +, , ~C. Desta forma inferimos pela tautologia anteriormente citada que
vale T+, , =B, isto €, T+, —@0(%1,...,%”), como queriamos. O
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5.3 Funcgoes e rela¢des recursivas
Definicdo 5.17 Uma fungdo inicial é uma fungio de niimeros naturais de um dos seguin-
tes tipos:

1. A fun¢do nula z(x) = 0 para todo x.
2. A fungdo sucessor S(x) = x + 1 para todo x.
3. Ai-ésima projecdo p’(xy,...,x,) = X; para quaisquer X, ..., X,.

Considere as seguintes regras para obter novas fungdes de niimeros naturais a partir de
fungoes dadas:

I. Substitui¢do. Dadas as funcoes de niimeros naturais g(vy,..., V), h1(x1,.., X)), ..r
hp(x1,...,x,), dizemos que a fungdo f : IN" — IN dada por

f(x1,e0xy) = gh (X1, 00 X)s o0y By (X1, 00 X))

é obtida a partir de g, hy,..., h,, por substituicdo.
II. Recursdo. Dadas as fungoes de niimeros naturais g(x1,...,X,), H(Y1, .o Vi» Vs 1> Vns2)s
dizemos que a fungio f : N"*! — N dada por

f(x1,00%,,0) = g(x1,..., %)

f(x, X+ 1) =h(xy,.0 X, 9, f (X1, X, D))

é obtida a partir de g e h por recursio.

IIl. Operador de minimizagdo restrito. Seja g(x1,..., x,, y) uma fungio de niimeros na-
turais tal que, para quaisquer x., ..., x,, existe y satisfazendo g(x,...,x,,y) = 0. De-
notaremos por puy(g(xy,...,x,,y) = 0) o menor y tal que g(xy,...,x,,y) = 0. Dizemos
que a fungio f : IN" — IN dada por

f(xlv--;xn) = l’ly(g(xlr"-lxnly) =0)

é obtida a partir de g pelo operador de minimizagdo restrito.

Uma fungdo de niimeros naturais é dita primitiva recursiva se puder ser obtida a
partir das fungoes iniciais por meio de finitas substituicoes e recursoes, e é dita recursiva
quando puder ser obtida a partir das fungoes iniciais por meio de finitas substituicdes, re-
cursoes e aplicacoes do operador de minimizagdo restrito.
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Segue imediatamente da defini¢do acima que toda func¢do primitiva recursiva
é, em particular, recursiva.
Veremos alguns exemplos de fung¢des primitivas recursivas e recursivas no

Exemplo mas antes demonstraremos um resultado que ird nos auxiliar.

Proposic¢do 5.18 Seja g(vy,..., yx) uma fungio primitiva recursiva. Sejam ainda x1,..., X,
varidveis duas a duas distintas, e para cada i € {1,...,k} seja z; € {xy,..., x,,}. Entdo a fungio

f dada por f(xq,...,x,) = g(21,..., 2x) é primitiva recursiva.

Demonstragdo: Note que z; = x;, para algum j; € {1,...,n}. Assim z; = p;?i (X1, 000r X5)-
Entao

f(x1,e0x,) = g(p]r-l1 (xl,...,xn),...,p}i(xl,...,xn)).

Disto segue que f é primitiva recursiva, pois é obtida por substituicdo a partir de g,
que é primitiva recursiva, e das projegdes. O

Do resultado anterior segue que podemos permutar a ordem das varidveis de
uma funcdo sem afetar sua recursividade. Por exemplo, se tivermos g(xy,x;) pri-
mitiva recursiva, entdo f(xy,x;) = g(x,,x1) é primitiva recursiva — basta tomar
z] = x € zp = x1 na Proposigdo Podemos também adicionar variaveis ex-
tras a uma fungdo primitiva recursiva e manter a recursividade. Por exemplo, se
tivermos g(x;,x,) primitiva recursiva, entdo f(xy,x,,x3) = g(x1,%;) também é pri-
mitiva recursiva — basta tomar z; = x; e z, = x3 na Proposicdo E ainda, re-
duzir o nimero de varidveis também mantém a recursividade. Por exemplo, se
g(x1,%2,x3) = x1 + 2x, + 3x3 é primitiva recursiva, entdo f(xq,x;) = g(x1,%p,x1) =
4x; + 2x, também é primitiva recursiva — basta tomar z; = x1,2, = x; e z3 = x;

na Proposi¢ao|5.18

Exemplo 5.19 As sequintes fungdes sio primitivas recursiovas.
1. A fungio zero Z(xy,...,x,) = 0.
2. A fungio constante C}/(xy,..., x,) = k.
3. A fungdo identidade i(x) = x.
4. A fungio soma f(x,y) = x + .
5. A fungdo multiplicagdo g(x,y) = x - .

6. A fungdo exponenciagio e(x,y) = x*.
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10.

x-1, sex>0
A fungdo predecessor 6(x) =
0; sex=0

X—-1, se x>
A fungio x-y = y y
sex<y

; Seny
A fungio [x —y| =
y—X, sex<y

sex=0

sex=0
A fungdo sg(x {

sex=0
11. A fungio sg(x
sex =0
12. A fungdo min(x,p)
13. A fungdo min(xy,...,x,,)
14. A fungdo rd(x,y) que retorna o resto da divisdo de y por x quando x # e retorna 0 se
x=0.
15. A fungio qt(x,y) que retorna o quociente da divisdo de y por x quando x # e retorna O
se x =0.
Demonstracao:

1. Basta aplicar a Proposicdo na funcdo nula e tomar z; = x;, e teremos
Z(X1, .00 Xy) = 2(X7).

2. Mostraremos o resultado por inducdo em k. Se k = 0, entdo Cy(xy,...,x,) =
0 = Z(xy,..,X,), e segue do item anterior que C, é primitiva recursiva. Su-
ponha agora que C;’ é primitiva recursiva para k > 0. Note que Ckil ) =
S(C{(x1,...,x,)). Como S é primitiva recursiva, segue, por substituicdo, que
Cy,, € primitiva recursiva.

3. Basta notar que i(x) = p% (x), onde p} é a projecdo na primeira (e tinica) coorde-

nada.
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4. Basta notar que:
f(x,O) =X= p%(X),

flxy+1)=x+(@¥+1)=S(x+7yp).

Como p; e S sdo fungdes primitivas recursivas, segue por recursdo que f é

primitiva recursiva.
5. Basta notar que:
8(x,0) = 0 =z2(x),
g, y+1)=x-(y+1)=x-p+x=f(g(x,9),x),

onde f denota a fun¢do soma definida no item anterior. Como f e z sdo fungdes
primitivas recursivas, segue por recursdo e substituigdo que g é primitiva re-

cursiva.
6. Basta notar que:

e(x,0)=1=Cq(x),

e(x,p+1) = =x¥ - x =e(x,p) - i(x).

onde Cl1 denota a funcdo constante igual a 1 e i denota a fungdo identidade.
Como Cy, i e a multiplicagdo sdo fung¢des primitivas recursivas, segue por re-

cursdo e substitui¢do que e é primitiva recursiva.
7. Basta notar que:
0(0) =0=2(0),
oy +1)=yp=i(y).

Como z e i sdo fungdes primitivas recursivas, segue por recursdo que o € pri-

mitiva recursiva.

8. Basta notar que:

x-0=x-0=x=1i(x),

X~y +1=95(x~p).
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10.

11.

12.

13.

14.

Como ¢ e i sdo fungdes primitivas recursivas, segue por recursdo que o € pri-

mitiva recursiva.

Basta notar que:

e =yl = (x=p) + (y=x).

Como as fungdes - e + sdo primitivas recursivas, segue, por substitui¢do, que

|-| € uma funcdo primitiva recursiva.

Basta notar que:
sg(x) = x=o(x).

Como as fungdes — e i sdo primitivas recursivas, segue, por substituicdo, que

sg é uma funcdo primitiva recursiva.

Basta notar que:

sg(x) = 1-sg(x).

Como as fungdes -, sg e C 11 sdo primitivas recursivas, segue, por substituicdo,

que sg é uma fungdo primitiva recursiva.

Basta notar que min(x,y) = x-(x~y). Como = e p? sdo fungdes primitivas re-

cursivas, segue, por substituicdo, que min é primitiva recursiva.

Mostraremos o resultado por indugdo em n. Para n = 2 o resultado vale pelo
item anterior. Suponha agora que min(xy, ..., x,) seja primitiva recursiva. Note
que

min(xy, ..., X, X,41) = min(min(xy, ..., X,,), X,41)-

n+l 4

Pela hipétese de indugdo, pelo item anterior, pois p; || € primitiva recursiva e

por substitui¢do segue que min(xy, ..., x,,, X,,11) € primitiva recursiva.

Note primeiro que rd(x,0) = 0. E ainda, sejam g e r naturais tais que 0 <r < x
ey=x-q+r. Entdotemos que y+1=x-q+r+1. Comor<xentdor+1 < x.
Assim ha duas possibilidades: ou r + 1 < x, e neste caso o resto da divisdo de
y+1porxér+1;our+1 =x, eneste caso o resto da divisdo de y + 1 por x é
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0. Com isto, temos que:
rd(x,y+1) =5(rd(x,y)) - sg(|x —S(rd(x,y)))).

Como S, rd, sg, pf e | -| e a multiplicacdo sdo fung¢des primitivas recursivas,

segue, por recursao e substituicdo, que rd é primitiva recursiva.

15. Note primeiro que gt(x,0) = 0. Como no caso anterior, dados naturais x e v,
existem g e r naturais taisque 0 <r<xey=x-g+r. Comoy+1=x-g+r+1
entdo, se r + 1 < x entdo o quociente da divisdiode y+1 porxég,eser+1 =x
entdo o quociente da divisdo de y + 1 por x é g+ 1. Com isto, temos que:

qt(x,y +1) = gt(x,v) +5g(|x = S(rd(x,))]).

Como S, sg, ||, rd e pf e a soma sdo fungdes primitivas recursivas, segue, por
recursdo e substitui¢do, que gt é primitiva recursiva. O
Vejamos outros exemplos de construgdo de fungdes primitivas recursivas e re-

cursivas.

Teorema 5.20 Dada uma fungio f(xy,..,x,,v) primitiva recursiva, as seguintes fungoes
também sdo primitivas recursivas:

0, sez=0

1. Zy<zf(x1,...,xn,y) =
f(x1,00Xx,0)+ oo+ f(x1,.0,x,,2— 1), sez>0

2. ZySZf(xlw-rxn;y) = Zy<z+]f(x11---:xn;y)

1, sez=0

3. ]_[y<zf(x1;"'lxnly) =
f(x1,e000%,0) e f(x1, 00 x,2—1), s62>0

4 [y f (10X 9) = [yeasr £ (X100 X0 )
Demonstracao:

1. Considere g(xq,...,x;,2) = Zy<zf(x1,...,xn,y). Entdo g pode ser definida recur-

sivamente da seguinte forma:

g2(x1,..,x,,0) =0

(X1, Xz+ 1) = 2(x1, 000, X, 2) + f (X1, 0000 X3 2).

Assim, por recursdo e substituigdo, segue que g é primitiva recursiva.
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2. Considere h(xy,...,x,,2) = Zyng(xl,...,xn,y) e note que:
h(x1,...,%,,2) = g(X1, ..., X, 2+ 1).

Assim, por substituicdo e pelo item anterior, segue que g é primitiva recursiva.

3. Considere g(xy,...,x,,,2) = ]_[y<zf(x1,...,xn,y). Entdo g pode ser definida recur-
sivamente da seguinte forma:

g(x1,..0x,,0) =1

(xy, X2+ 1) = g(x1, 0%, 2) - (X100 X, 2).

Assim, por recursdo e substituigdo, segue que g é primitiva recursiva.

4. Considere h(xy,...,x,,2) = ]_[yszf(xl,...,xn,y) e note que:
h(xq,....%,,2) = g(X1,..., X, 2+ 1).

Assim, por substituigdo, segue que h é primitiva recursiva. O

Exemplo 5.21 Seja t(x) a quantidade de divisores de x, se x > 0, e T(0) = 1. A fungio  é
primitiva recursiva. De fato, basta notar que t(x) = }_, <, 58(rd(y, x)), e dos Teoremas m
e segue que T é primitiva recursiva.

Definic¢do 5.22 Uma relagio n-dria de niimeros naturais é dita primitiva recursiva (res-
pectivamente, recursiva) quando sua fungdo caracteristica é primitiva recursiva (respecti-

vamente, recursiva).

Teorema 5.23 As sequintes relagdes sdo primitivas recursivas:
1. A relagdo de igualdade: x| = x,.
2. A relagdo “menor que”: x; < x5.
3. A relagio de divisibilidade: x, | x;.
4. A relagdo undria Pr(x): x é um niimero primo.
Demonstracao:

1. Basta notar que a fungdo caracteristica da relacdo de igualdade x; = x, pode
ser escrita como 5g(|x; — x,|), que é primitiva recursiva pelo Teorema 5.19
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2. Note que x; < x; se e somente se x, —x; > 0. Assim, a fungdo caracteristica
de tal relacdo pode ser escrita como sg(x,~x1), que é primitiva recursiva pelo
Teorema 5.191

3. Note que x | x, se e somente se o resto da divisdo de x, por x; é 0. Assim, a
funcdo caracteristica de tal relacdo pode ser escrita como sg(rd(x;,x;)), que é
primitiva recursiva pelo Teorema [5.19]

4. Note que x é um ntmero primo se, e somente se, x possui exatamente 2 divi-
sores: 1 e x. Desta forma, a funcdo caracteristica da relacdo Pr(x) é dada por
58(]T(x) - 2|). Logo, do Teorema e do Exemplo segue que Pr é uma

relacdo primitiva recursiva. O

Teorema 5.24 Se Ry(xy,...,X;,) € Ry(V1,..., ¥) sd0 relagdes primitivas recursivas, entdo as
segquintes relagdes também sdo primitivas recursivas:

1. —|R1 (Xl,..., Xn),'
2' Rl (Xl,..-, xn) A R2(y1""l ym)/

3. Rl (Xl,..., Xn) V RZ(?]""’ ym)

Demonstragdo: Como R; e R, sdo relagbes primitivas recursivas, xg, € xg, sdo

fungdes primitivas recursivas.

1. Bastanotar que x_g, (x1,...,X,) = 1=xg, (x1,..., X,), € cOmo xg,, — e C{ sdo primi-
tivas recursivas, segue que x_g, € primitiva recursiva, e portanto —=R; € uma

relacdo primitiva recursiva.

2. Basta notar que xg, R, (X1, Xp) = XR, (X1, X5) - XR, (X1, -+, X), € COMO XR,, XR,
e a multiplicacdo sdo fungdes primitivas recursivas, segue que xg, g, € primi-

tiva recursiva, e portanto R; A R, é uma relagdo primitiva recursiva.

3. Basta notar que xg,vr,(X1,..,Xn) = 1-(X 2R, (X1, X)) * XoR, (X1, X)), € COMO
XR,, XRr,, @ multiplicacdo e, pelo item 1, a funcdo caracteristica da negagéao
sdo fungbes primitivas recursivas, segue que xg, g, € primitiva recursiva, e
portanto Ry V R, é uma rela¢do primitiva recursiva. O

Teorema 5.25 Se A C IN é um conjunto finito, entdo a relagdo undria A é primitiva recur-

siva.
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Demonstragao: Seja A = {ay,...,a,}. Do Teorema e do item 1 do Teorema m
as relagdes x = a; sdo primitivas recursivas, para cada i € {1,...,n}. Disto e do item
3 do Teorema aplicado n — 1 vezes, segue que x =a; Vx =a,V...Vx =a, é
uma relacdo primitiva recursiva. Basta notar agora que x é um elemento de A se, e

somentese, x=a; Vx=a,V...Vx=a,. O

Teorema 5.26 Se R(x1,...,x,,v) é uma relacdo primitiva recursiva entdo as sequintes relagdes,
denominadas relagdes com quantificadores limitados, sdo primitivas recursivas:

1. (9)y<zR(x1, 000 X, V),
2. (3V)y3zR(x1;---’xnry)i
3. (V9)y<zR(x1,00 %, 9);
4. (V9)y<R(x1, 00 X, Y)-
Demonstracao:

1. Definindo a relagdo S(xy,...,x,,2z) como (3y),<,R(xy,...,x,,y), basta notar que

Xs(X1,.0X,,2) = sg(Z}Kz Xr(X1,..,%,,v)). Por hipétese xgr(xy,...,x,,v) é uma
fungdo primitiva recursiva, assim, o resultado segue do Teorema

2. Definindo a relagdo S(xy,...,x,,z) como (3y)y<,R(xy,...,x,, y), basta notar que
Xs(x1,.00 Xy, 2) = Sg(ZySz Xr(X1,...,X,,7)), assim, o resultado segue do Teorema
5.20

3. Definindo a relagdo S(xy, ..., x,,z) como (¥y),,R(x1,...,x,,, ), basta notar que
Xs(X1,.00 X, 2) = sg(]_[y<Z Xr(X1,...,X,,)), assim, o resultado segue do Teorema
5.20

4. Definindo a relagdo S(xy,..., x,,2) como (Yy),<,R(xy,...,x,,y), basta notar que
Xs(X1,.0X,,2) = sg(]_[ysz Xr(X1,...,x,,)), assim, o resultado segue do Teorema
5.20! O

Teorema 5.27 A funcdo f(xy,...,x,) é recursiva se, e somente se, a relacio R(xy,...,%,,V)
dada por f(xq,...,x,) =y é uma relagdo recursiva.

Demonstragiao: (=) Note que xr(xy,...,x,,v) = 5g(|f (x1,....x,,)~y|). Como f é recur-

siva, segue do Teorema que xr é recursiva, e portanto a relagdo R(xy,...,x,,y) é

recursiva.
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(&) Se R é uma relagédo recursiva, do item 1 do Teorema segue que —R
é uma relagdo recursiva. Note agora que f(xy,...,x;) = pv(X-r(X1,... X,,v) = 0) e,

portanto, f é recursiva. O

Teorema 5.28 Se R(xy, ..., x,,, v) é uma relagdo primitiva recursiva, entdo a seguinte fungio,
obtida por meio da aplicacdo do operador de minimizagdo limitado, é primitiva recursiva:

o menor y < z satisfazendo R(xy,...,x,,v), seum tal y existir
1Yy R(X1, 00 X, 9) = .
z, caso contrario.

Demonstragao: Fixe y < z. Note que ]_[usy X-r(x1,...,x,,u) vale 1 quando R(xy,..., x,,, u)
ndo é satisfeita para nenhum u < y, e vale 0 caso exista ao menos um u < p tal
que R(xy,...,x,,u) vale. Assim, Z}Kz(ﬂusy X-r(x1,...,x,,u)) fornece a quantidade
de naturais y < z tais que ndo vale R(xy,...,x,,u) para nenhum u < y. Portanto

qu(]_[usy X-R(X1, ..., X, 1)) € igual a pyy,R(x1, ..., x,,9). Do Teorema segue que
ynyR(xl, ..., X, V) € primitiva recursiva. O

Teorema 5.29 Seja R(xy,...,x,,y) uma relacio recursiva. Se, para quaisquer niimeros na-
turais x1, ..., x,, é possivel encontrar um natural y tal que vale R(xy,..., x,,v), entdo a fungdo
f(x1,..,x,) = pyR(x1, ..., X, V) € recursiva.

Demonstragdo: Note que um tal y satisfaz xg(xy,...,x,,y) = 1, e portanto satisfaz

X-r(x1,..,x,,v) = 0. Portanto f(xy,...,x,) = py(x-r(x1,..., X, ) = 0) é recursiva. O

Teorema 5.30 Denote o x-ésimo niimero primo por p,. Valem:

1. A fungdo p(n) que associa cada natural n ao n-ésimo niimero primo é primitiva recur-

sivd.

2. Para cada x > 1, considere py’py...p.* a fatoragiio de x em fatores primos. Denota-
remos por (x); o expoente a;. Para x = 0, declaramos (x); = 0 para todo natural j. E
para x = 1, fazemos (x); = 1 para todo natural j. Esta fungdo que mapeia x, j para (x);

é primitiva recursiva.

3. Para cada x > 0, designamos por 1h(x) o niimero de expoentes nio nulos na fatoragdo

de x por niimeros primos, e definimos 1h(0) = 0. Esta fungio é primitiva recursiva.

4. Sex=2%3% _pkey= 2bo3by ...p,li;”, entdo a fungdo concatenac¢do, denotada por

+, é definida da sequinte maneira:

_ nagQay ax b by b
Xy =203 P P Pryo o Pt em
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Esta fungdo é primitiva recursiva.
Demonstracao:

1. Primeiro afirmamos que para cada nimero natural »n vale p,,; < p,!+1. De
fato, fixado n, considere k = p,! + 1. Entdo k > 2, logo existe um nimero primo
p tal que p | k. Note que p > p; para cada i € {1,...,n}, pois caso contrério,
teriamos que p | ke p|p,!, logop|(k—-p,!) =1, 0 que é uma contradi¢do. Logo
p > p;, eportanto, p > p,.1. Assimp,!+1=k>p>p,..

Podemos, entdo, definir recursivamente a funcdo p, da seguinte forma:

Po=2,
Px+1 = MYy<(p)+1(Px <Y APT(p)).
Pelo Teorema e pelo item 4 do Teorema a funcdo pyy<(p s1(px <

v A Pr(y) é primitiva recursiva, logo segue, por recursdo, que p(x) é primitiva

recursiva.

2. Sex=py’py'...p;", entdo

(%)) = Wyer(P] | X A=(p) " [)).

Pelo item anterior, p j € uma fungdo primitiva recursiva, logo, (x) j € primitiva

recursiva.

3. Considere a relacdo R(x,y) dada por Pr(y) Ay | x A x = 0. Note que a fungdo
caracteristica de —R(x, y) vale 0 exatamente quando y ¢ um ntimero primo que
aparece com expoente ndo nulo na fatoragdo de x e, portanto, sg(x_r(x, 7))

retorna o valor 1 sempre que isto ocorre. Assim, para x >0,

Ih(x) = ) 58(x-r(x2))

y<x

4. Basta notar que

x*y=x-( ]_[ (Ping)+) 7).

j<Ih(y) =

Definicdo 5.31 Dada f(xy,...,x,,v) uma fungio de niimeros naturais, defina

fH#(X, 00Xy, p) = ]—[pﬁ(xl ..... Xt

u<y
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Note que f(x1,...,x,y) = (f#(x1, ..., X, ¥ + 1))
Teorema 5.32 Se h(xy, ..., x,,,y,2) é uma fungdo primitiva recursiva e
f(xX1,e0Xx,9) = h(X1, 0 X0, U, fH(X, 0 X0 0)),

entdo f é primitiva recursiva.

Demonstracao: Note que:

f#(xl,...,xn, O) — ]_[p{l[(xb...,xn,u) _1,

u<0
f#(xl,_,_,xn,y + 1) = ]_[ pJu[(xb...,xwu)
u<y+1
:(]_[p{:(xl,...,xn,u)).p;‘(xl ..... XY)
u<y

= f#<x1;, xn’y) . pg(x];-..,xnyy)
X eer X f#(X1 500X, D))

h
:f#(xly---zxn’y)'p?( .

Assim, pela regra de recursdo, pela hipétese de h ser primitiva recursiva e pelo
Exemplo|5.19} segue que f # é primitiva recursiva, e como f(x1,..., X, ¥) = (f#(x1, ..., X,

v +1)),, segue que f € primitiva recursiva. O

Teorema 5.33 Se H(xy,...,x,,¥,2) é uma relagdo primitiva recursiva e R(x,...,x,, ) vale
exatamente quando H(xq,..., X, v, (Xr)#(X1,..., X, ¥)) vale, onde x r é a fungdo caracteristica
de R, entdo R é primitiva recursiva.

Demonstrac¢ao: Primeiro note que, como R(xy, ..., x,,, 1) vale exatamente quando H(x,
e X Y, (XR)#(xll eor Xy Z/)): entao XR(xl; s Xy y) = XH(xll o X Yy (XR)#(XII ceer Xy y)) E
como a relagdo H é primitiva recursiva, a fun¢do xpy é primitiva recursiva. Assim,
segue do Teorema que a funcdo xR € primitiva recursiva, e portanto a relacdo R
¢ primitiva recursiva. O
Encerraremos esta secdo mostrando que toda fungao recursiva é representdvel

em P.

Definicdo 5.34 Defina a fun¢do p de Gédel por B(x1,x5,x3) = rd(1 + (x3+1)-x5,x7).
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Lema 5.35 A fungdo p de Godel é primitiva recursiva e representdvel em P pela formula
Bt(x1,x,,x3,v) dada por

Jw(x; =(1+(x3+1)- %) w+y A p<1+(x3+1) x;).

Demonstragio: Segue do Exemplo que a funcdo é primitiva recursiva. Sejam
ky,ky, k3 nimeros naturais. Pelo Teoremasegue que P, AlyB t(ky, ko, ks, V), que
é a condicdo (2) de representabilidade. Para verificar a condi¢do (1) de representa-
bilidade suponha que f(ky, k;, k3) = m, isto é, rd(1 + (k3 + 1) - kp, k;) = m. Entdo existe
um natural k tal que ky = (1 + (ks +1)-ky)-k+mem <1+ (ks+1)-k,. Do Teorema
segue que Pt k1 =+ (ks+1)-ky) -k +7m. Pelos Exemplo 5.11|e Teorema (5.3
dem <1+ (kz+1)-k, obtemos que P+, 7 <1+ (k3+1)-k;. Dessa forma segue que

Prr, (k1 = (1 +(k3+1)-ky)-k+mm A T < 1+(ks +T)-%2), e pela regra de quantificadores
EG segue que Pt Juw((ky = (T+(ks+1)-ky)-w+m A m<1+(ks+1)-ky)), istoé,
Pre, B t(ky,ky, ks, 7), O que conclui a verificagdo da condigdo (1) de representabili-
dade. O

Lema 5.36 Para toda sequéncia finita de niimeros naturais ko, ky, ..., k,, existem naturais b

e ¢ tais que B(b,c,i) = k; para cada i € {0, ..., n}.

Demonstra¢do: Sejam j = max{n,ky,...,k,} e c = j!. Para cada i € {0,...,n} defina
u; =1+ (i+1)c. Vejamos que u; e u; sdo coprimos, quaisquer que sejam i,/ € {0,..., n}.
De fato, suponha, por absurdo, que exista um ntiimero primo p que divide u; e u;.
E suponha, sem perda de generalidade, que i < I. Como p divide u; e u;, entdo p
divide u; —u; = (I —i)c. E sendo p primo, segue que p deve dividir / —i ou c¢. Por um
lado, se p dividisse ¢, entdo p dividiria (i + 1)c e 1 + (i + 1)c = u;, logo p dividiria a
subtragdo 1+ (i+1)c—(i+1)c =1, o que é um absurdo pois p > 1. Logo, p ndo divide
c. Por outro lado, se p dividisse I —i,como /| -i <n < j,entdo [ —i é um fatorde j! = ¢
e, portanto, | —i divide c. Mas p divide I — i, que por sua vez divide ¢, e terlamos
novamente que p divide ¢, o que vimos ndo ocorrer. Desta forma, p também nao
divide / - i, o que é uma contradigéo.

Sendo assim, os termos da sequéncia u; sdo dois a dois coprimos. E ainda,
para cada i € {0,...,n} temos que k; < j < jl=c <1+ (i+1)c = u;, isto é, k; < u;.
Assim, pelo Teorema Chinés dos Restoﬂ existe um tnico b < ugu;...u, satisfazendo
rd(u;,b) = k; para cada i € {0,...,n}. Pela definicdo da funcdo  segue que B(b,c,i) =
rd(1+(i+1)c,b) = rd(u;, b) = k;, como queriamos. O

2Teorema Chinés dos Restos: se g, Uy, ..., U, € uma sequéncia de ntimeros dois a dois primos entre
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Para os resultados que se seguem, convém lembrar que comentamos apds o
Teorema 5.1|que, uma vez que sé provamos e nos valemos de sentengas para provas
formais, precisamos usar UG no inicio de cada demonstracdo em que seja necessario
provar fechos universais de férmulas. E para simplificar a notagdo, trabalharemos,
quando conveniente, denotando as constantes da linguagem expandida pelos mes-

mos simbolos das varidveis.

Teorema 5.37 Toda fungdo recursiva é representdvel em P.

Demonstracdo: As fungdes recursivas sdo construidas recursivamente; assim, mos-
traremos este resultado por inducdo nos tipos de fungdes recursivas. Para o caso

base, vejamos que as fun¢des iniciais sdo representaveis em P.

1. A funcdo nula z(x) é representiavel em P. De fato, vejamos que a férmula
¢(x,v) dada por x = x Ay = 0 representa a funcdo z(x). Sejam k e m niumeros
naturais satisfazendo z(k) = m. Entdo m = 0. Como P+, , k=kePr,, 0=0,
por conjungdo segue que P+, , k =k A7 =0, ou seja, que P Fe, @(k,0). Assim
a condi¢do 1 da defini¢do de representabilidade é satisfeita. E ainda, sejam
V1,V varidveis satisfazendo x = x Ay; = 0 e x = x Ay, = 0. Pelos axiomas
dos tipos 8 e 9 inferimos que y; = y,, logo, P ., Aly(x = x Ay = 0), e por-
tanto a condigdo 2’ da defini¢do de representabilidade é satisfeita. Assim z é

fortemente representédvel (e em particular, é representavel).

2. A funcdo sucessora S(x) é representdvel em P. Tal funcdo é representavel pela
férmula ¢(x,v) dada por y = s(x) e a demonstragdo deste fato é andloga a do
item 1.

3. A i-ésima projecdo p; é representivel em P. Tal funcdo é representavel pela
férmula (x; = x1)A... A(x, = x,) A(y = x;) e a demonstragdo deste fato é analoga

adoitem1.

Vejamos agora que a substitui¢do, a recursdo e a aplicagdo do operador de
minimizagao restrito retornam fun¢des representaveis quando aplicados em fun¢des

representaveis.

I. Substituicdo: sejam g(x1,..., X;,), Iy (X1, ... X)), oo By (X1, ..., X, ) fungOes representaveis

em P, e sejam G(V1,..., Vi, 2), H1 (X1, Xy V1 )5 o Hon (X1, .0, X3, V) f6rmulas de P

si, e ko, ..., k, € uma sequéncia de inteiros tais que 0 < k; < u; para quaisquer i € {0,...,n}, entdo existe
um dnico b satisfazendo 0 < b < uy...u, e rd(u;, b) = k; para todo i € {0, ..., n}.
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que as representem (fortemente), respectivamente. Vejamos que a fungao

f(x1,enxy) = g(hy (X1, Xp)s ooy By (x4, .0, X))

obtida a partir das fun¢des g(x1,...,Xy,), by (x1,...,X,), ..., hy(x1,..., x,,) por substituicdo

é representdvel em P pela férmula F (xy,...,x,, z) dada por
Ay AV (H (X1, o0 X V1) A e AH (X1, 000 X Vi) AG(V15 000 Vs 2))-

Para verificar a condi¢do 1 de representabilidade considere ki, ..., k,, p natu-
rais tais que f(ky,...,k,) = p e vejamos que P ., F(El,...f”,fa). Temos que
f(ky, ... ky) = g(hy(ky,... k) (K, .. k), € fazendo h;(ky, ..., k,) = r; parai e
{1,...,m} obtemos g(ry,...,1,,,) = p. Como H; e G representam, respectivamente,
hie g em P, temos que P+, H;(ky,.... k,, 7) e P b G(F1yee Ty, P). Assim, por
conjuncdo, segue que P+, H; (K1, eor Ky T A AH (K15 v Ky it AG(F1 ey P D)-
Da regra de quantificadores EG aplicada m vezes segue que

P e, V1 3pm(Hy (koo Ky 1) Ao Aok oo Ky Vi) AG@15 s Vs P))

e, portanto P+, F (ky,....k,,P), 0 que conclui a verificagdo da condigdo 1 da
representabilidade.

Para verificar a condigdo 2 de representabilidade vejamos que P+, , AzF (xy, ...,
X»,2). Por hipétese temos que P+, dy;H;(xy,...,x,,y;) paracada i € {1,..,m} e
Prr, 32691, Y 2)- Aplicando a regra de quantificadores EG consecutiva-
mente, para y,,,...,y; € z obtemos que P+, , 4z3p;...3p,,(H1(x1, .., X0 Y1) Ao A
Hon (X150 X0 Vi) AG (Y1500 Yimr 2)), 180 €, Pk, A2F (x4, ..., Xy, 2), como desejado.
Vejamos agora que T +,, A!zF(xy,...,x,,2). Suponha vélido F(xy,...,x,,v) A

F(x1,..., X, u). Entdo sdo validos:

Ay1.. Ay (H (X1, o0 X V1) A e AH (X150 X Vi) AG (V15 e Vs V) (5.1)

A1 Ay (Hy (X1, 0 X, V1) A e AH (X150 X Vi) AG (V15 00s Vs ). (5.2)
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IL.

Por EG aplicada m vezes nas Equagdes 5.1 e[5.2] obtemos:

Hi (X1, 000 Xy b1) A e A H (X1, 000, X0, b)) AG(b1, ..., by, ) (5.3)

Hy (X1, 000 X0 €1) A oo A H (X1, 00 X100 €) A G(C1yoves Coppp ). (5.4)

Sendo h; fortemente representavel segue que P +,, A'y;H;(xy,..., x,,7;) para
todo i € {1,...,m}. Dessa forma, de H;(xy,...,x,,b;) e H;(x1,..., X, ¢;) inferimos
b; = c;. Assim de G(by,...,b,,,v) e b; = c; obtemos pelo axioma l6gico do tipo
10 e 11 que vale G(cy, ..., v). E como G representa fortemente g, de P +,
A2G(xq,...,x,,2), de G(cy,...,cppy 1) € G(cq,..., ¢y, v) inferimos que u = v. Dessa
forma obtemos P+, | F(x1,..., Xy, ) AF (X1, ..., X, ) = (u = v), e portanto P -,
A1z F (xq,..., x,,, 2).

Recursdo: sejam g(xy,...,x,) e h(xy,...,x,, v, z) fungdes representdveis em P pe-
las férmulas G(xy, ..., %, X;41) € H(X1,..0 X3 X4 1, X2, Xpi3) TESpectivamente, e

seja f(xq,...,x,,v) dada por
f(x1,.0%,,0) = g(x1, ..., X),

fxp, X, v+ 1) =h(xy, .. X0 0, f (X100 X, 0)).

Vamos mostrar que f é representada em P pela férmula F(xq,..., x,,,) dada

por

Juv((Fw(Bt(u,v,0,w) A G(x1, ..., X, w))) A Bt(1, v, X141, Xn12)

AVw(w < x,41 = JyAz(Bt(u, v, w,v) A Bt(u,v,s(w),z) A H(xy,..., X, W, 9, 2)))).

Para tal, mostraremos que as duas condi¢des de representabilidade sdo satis-
feitas.

(1) Sejam ky,...,k,, p,m nimeros naturais tais que f(ky,...,k,,p) = m. Vamos
mostrar que P+, , f(H,...,E,;_?,m).
Suponha primeiro que p = 0. Neste caso, m = f(ky,...,k,;,0) = g(ky,..., k).
Tomando a sequéncia unitaria dada por m no Lema encontramos b e
¢ nameros naturais tais que (b,c,0) = m. Assim, pelo Lema temos
que
P, Bt(b,c,0,m). (5.5)

103



Como G representa a fungdo g em P, de g(ky,...,k,,) = m segue que P Fey
g(El,...,%n,m). Por conjuncdo e pela regra de quantificadores EG segue
que

Jw(Bt(b,¢,0,w) AGky,.... ky, w)). (5.6)

Note agora que dadas férmulas ¢, ¢ temos que, a férmula —¢p — (@ — )
¢ uma tautologia. E como w « 0 € vélido em P segue que P+, w <
0— Hyﬂz(Bt(E,E, w,y) A (Bt(b,T, s(w),z) A H(ky, ...k w, v,2)). E aplicando
a regra de quantificadores UG obtemos

P, Yw(w <0 — AyIz(Bt(b,c,w,p) ABD, T, s(w), 2) ANH(ky, ..., ko w, 9, 2))).
(5.7)

Aplicando a regra de quantificadores EG na conjuncdo das afirmacoes

feitas em ef5.7|obtemos que P+, F(ky,.... k,, 0,7).

Suponha agora p > 0. Considere, para cada i € {0,...,p}, r; = f(ky, ..., k;,, ©).

Pelo Lema dada a sequéncia finita ry, ..., " conseguimos encontrar b, ¢

nuameros naturais tais que (b, c,i) = r; para cada i € {0,...,p}, e pelo Lema

5.35 segue que P ., Bt(b,¢,i,7;). Em particular, temos que B(b,c,0) =

ro = f(ky,.... k,,0) = g(ky,..., k). Logo, da representatividade de e g em
P, segue que P+, , Bt(b,S,0,79) A Glky,.... ko), € pela regra de quantifi-
cadores EG obtemos

P e, w(Bt(b,T,0,w) AG(ky, ... kyw)). (5.8)
Além disso, como rp = f(ky,....k,, p) = m, entdo B(b,c,p) = m. Assim,

Pt Bt(b,c,p,m). (5.9)
Eparaie{0,..,p—1}temos que B(b,c,i)=1; = f(ky,...., ki) e B(b,c,i+1) =
tig1 = fki,o ki + 1) = h(ky, ... k4, f(ky,... kyy i) = B(ky, ..., ky, 1, 7;). Disto
segue, por conjun¢ao, que
P, BHb,T i, 7) ABHD, T 5(i), Fior) AH(Ky, k1,73, Fi11).

Finalmente, da regra de quantificadores EG segue que

P, AyI2(Bt(b,c,w,y) ABL(b,,5(i), 2) A H(ky, oo k1,9, 2)).
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Sendo assim, dos dois pardgrafos anteriores e do Lema 5.5[segue que

Pre,Yww<p— EIyEIz(Bt(E,E, w,y)/\Bt(E,E,s(w),z)/\H(El, kW, V,2))).
(5.10)
Aplicando a regra de quantificadores EG na conjuncdo das afirmagoes

feitas em e obtemos P +, F (El, ...,En,;_y, m1), como queriamos.

De P v+, y R(ky,..., k,, p,m) segue, via aplicacdo da regra de quantifica-
dores EG, que Pk, , Ax,0F (k1, ...k, D, Xps2). Sendo assim, resta mos-
trar a unicidade. Faremos isto por inducdo em p. Assuma entdo que
p = 0 e defina a = f(ky,...,k,, 0) = g(ky, ..., k,,). Mostraremos que se P+, ,
F (El,...jn,ﬁ, Xn+2) entdo x,,., = @. Pela representabilidade de g segue
que a € o unico numero natural que satisfaz P ., Gky,....k,,a) e pelo
que vimos no item (i) temos que P+, F (ky,...,k,,0,a@). Desta forma, por
EG existem constantes b e c tais que vale, em particular, as conjungdes
Jw(Bt(b,c,0,w) AG(ky, ...k, w)) € BH(b, ¢, X1, Xnsn)- Se fixarmos, por EG,
uma constante w satisfazendo Bt(b,c,0,w) AG(ky, ...k, w), pela unicidade
de a dada pela representabilidade de G obtemos que w = @, logo temos
que vale Bt(b,c,0,@). E por sua vez, pela representabilidade forte de f
por Bt, segue que x,,,, = a, como queriamos para o caso base.

Suponha agora que P 315,12 F (K1, v kpyy Py Xpi2) € Vejamos que P Fo
A, F (ky, ...,En,m, X,+2). Novamente, resta mostrar a unicidade. De-
finaa = g(ky,.... k), B = f(ki, ... kyyp) ey = f(ky, ... ky, p+1) = h(ky, ...k, p, B)-
Destas defini¢des seguem que:

1. Pl_[:A H(El""’ n,ﬁ;ﬁl?)
a

a1 = LW N
<
T
S
=~
=
z
N
S|
=

Para mostrar a unicidade, suponha ainda que seja valido em P

6. ./T(kl,..., kn’p + 1,xn+2).

Mostremos que vale x,,., =7. De 6. e de EG temos existem b e c constan-

tes tais que:

a. Prp, dwBt(b,c,0,w) AG(ky, ... k,,w))
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b. P, Bt(b,c,p+1,x,.5)

c. Pre, Yw(w<p+1—3yAz(Bt(b, ¢, w,p)ABH(D, ¢, s(w), 2) AH(ky, ..., ky, w, 7, 2).

E sendo p < p +1, entdo de (c) obtemos
d. Pre, Yw(w <p — JyIz(Bt(b,c,w,p)ABt(b, ¢, s(w), 2) AH(ky, ..ok w, 9, 2).

Usando w = p em (c) e aplicando U], existem nlimeros naturais 4 e e tais
que

e. Prc, Bt(b,c,p,d) ABt(b,c,p+1,e) AH(ky, ...k, D, d,e).
Agora, de (a), (d) e (e) segue que

f. Prr, F(ky, ok, p,d).
E pela unicidade dada (5) e de (f) e (3) inferimos que P+, d = B. Disto e
de (e) inferimos que

g Prr, Hiky, ...k, D, Boe).
Como H representa h, obtemos de (1) e (g) que P+, , 7 =e. Disto e de (e)
inferimos

h. Prg, Bt(b,c,p+1,7).

Como Bt representa fortemente a funcdo 8, segue de (b) ede (h) que P+, ,
Xp42 =7/, COMO queriamos.

IIl. Operador de minimizagao restrito: seja ¢ : N"*! — IN tal que, para quaisquer

nuimeros naturais xy,...,x, exista um natural y tal que g(xy,...,x,,v) = 0. Su-
ponhamos que g seja representada em P pela férmula G(x,...,x,,,). Vamos
mostrar que f : IN" — IN dada por

f(xll"'ixn) = ﬂy(g(x1;~--;xn:y) = 0)

é representada em P pela formula F(xy, ..., x,,1) dada por
G(X1, 000 X401, 0) AVY(Y < X101 = —G(x1,...,X,,9,0)).

Para tal, sejam ky,..., k,, m nameros naturais tais que f(ky,...,k,) = m. Entdo
g(ky,....k,,m) = 0 e m é o menor nimero natural satisfazendo tal condicéo,
ou seja, para k < m temos que g(ky,...,k,, k) # 0. Como G representa g segue
em P temos que P ., G(ky,.... k,,7,0) e, para k < m temos, pela Proposicdo
5.13, que P+, ~G(ky,....k,, k,0). Desta forma, segue do item 2 do Lema

que Prp, Yy(y <m — —Q(El,...,kn,y, 0)). Assim obtemos, por conjuncdo, que
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Pre, F (ky,...,k,,711). Com isto mostramos a condicio (1) da definicdo de re-
presentabilidade e, por meio de uma aplicacdo da regra de quantificadores EG,

obtemos P+, dx,,1 F (k1, ...,k x,.1). Sendo assim, resta verificar a unicidade.

Suponha entdo que G(ky, ..., k,, 1,0) AVY(v < u — =G(ky, ..., k,,, v,0)) seja valido
em P. Pelo Teorema 5.4 (8) temos que

PI—LAW<uVW:uVu<W. (5.11)

Note que ((AV BV C) A (=A) A (=C)) — B é uma tautologia e tome A como
m < u, Bcomom=u,eC como u < m. Por Ul aplicado a segunda sentenga
de Q(El,...jn,u,o) AVy(y <u — —g(%l,...,ﬁn,y,o)) temos que P +p, m <u —
~G(ky,.... k,, T, 0), e por contrapositiva e Modus Ponens segue que P -, —(m <
u). De forma analoga, por UI, contrapositiva e Modus Ponensem P+, , Yy(y <
m— ﬁg(El,...,En,y,O)) segue que P k., —-(u < m). Da tautologia dada pela
afirmacao segue que P ., m = u, provando a unicidade desejada. O

Corolario 5.38 Toda relagio recursiva é exprimivel em P.

Demonstracdo: Seja R uma relagdo recursiva em P. entdo xy é uma fungdo recur-
siva. Pelo do XR é representdvel e da Proposigdo segue que R é exprimivel.
a

5.4 Numeros de Godel

Vamos apresentar, nesta se¢do, uma das principais ferramentas para a demonstragéo
dos Teoremas da Incompletude: os niimeros de Godel. A ideia é associar a cada
simbolo, férmula e sequéncia de férmulas de uma teoria de primeira ordem T um
inteiro positivo.

Para adequar a nossa teoria P de forma a obter unicidade na associacdo aos
ntneros de Godel, vamos reescrever £ 4 = {ay, fi!, f, f}, onde a; é o simbolo de
constante 0, ;! é o simbolo de fungdo s, f> é o simbolo de fungdo + e f;* é o simbolo
de funcéo -.

E ainda, no que se segue, iremos flexibilizar o uso da palavra ”expresséo’ﬂ para
abarcar qualquer sequéncia finita de simbolos de L.

3Conceito definido na Definigdo|1.1|como um sinénimo para uma expressao bem formada.
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Definic¢ao 5.39 Seja T uma teoria de primeira ordem. A cada simbolo u de T iremos asso-
ciar um inteiro positivo, denominado niimero de Gddel do simbolo u e denotado por g(u),
da sequinte maneira:

° g(=)=3
* 8(=)=5
* 8(N)=7;
* g(V)=9
* g(=)=11
* g(e)=13;
* g(¥)=15
* g(d)=17;

* g(xx)=13+8k, parak >1;
* g(ay)=15+8k, parak > 1;
o g(f")=1+8(2"3%), parak,n>1;
* g(py)=3+ 8(2"3K), para k,n > 1.

Definicao 5.40 Sejam T uma teoria de primeira ordem e uyuy...u, uma expressio de T
onde cada u; é um simbolo de T. Definimos o niimero de Godel de ugu,...u,, denotado por

g(uguy...u,), da sequinte forma

g(uouy...u,) = 28(”0)3g(ul)_”p§(“r)

onde p; denota o j-ésimo nitmero primo e pg = 2.

Definicao 5.41 Sejam T uma teoria de primeira ordem e ey, ey, ..., e, uma sequéncia finita de
expressoes de T. Definimos o niimero de Godel de e, ey, ..., e,, denotado por g(eg, ey, ..., €;),
da segquinte forma

g(eg, €1, ;) = 25(60)3g(61)...p§(ur)

onde p; denota o j-ésimo niimero primo e py = 2.
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Ha diversas observacOes a serem feitas acerca da defini¢do anterior. Primeiro,
note que, dado um simbolo u qualquer de T, o nimero de Godel de u é um inteiro
positivo impar. E ainda, o resto da divisdo de g(u) por 8 é 5 quando u é uma varidvel,
7 quando u é um simbolo de constante, 1 quando u é um simbolo de funcéo e 3
quando u é uma relagdo. Dessa forma, simbolos diferentes possuem ntimeros de
Godel diferentes.

Para as expressdes, como a decomposi¢do por fatores primos é tinica, temos
que expressodes distintas possuem niimeros de Godel diferentes. Note também que
simbolos e expressdes possuem numeros de Godel distintos, ja4 que todo simbolo
possui nimero de Godel impar e o nimero de Godel de cada expressao possui um
fator 2% em sua decomposicdo, com k impar, sendo, portanto, par. Um simbolo u
pode ser considerado uma expressdo constituida de um tnico simbolo, e neste caso,
u ird possuir nimeros de Godel diferentes quando considerado como simbolo e
quando considerado como expressdo. Por exemplo, o simbolo de variavel x; possui
namero de Godel 21 quando visto como um simbolo, e ntimero de Gédel 2*! quando
visto como expressao unitaria.

Para sequéncias de expressdes, note que pela unicidade da decomposigao por
fatores primos, sequéncias distintas possuem ntimeros de Godel diferentes. Pelo
mesmo motivo apresentado no pardgrafo anterior temos que as sequéncias de ex-
pressdes possuem nimeros de Godel diferentes dos de simbolos. E como expressdes
possuem numero de Godel par, as sequéncias de expressdes possuem um fator 2™
em sua decomposi¢do, com m par, diferente do que ocorre com os nimeros de
Godel de expressdes. Desta forma, as sequéncias de expressdes possuem niimeros
de Godel distintos dos de expressdes. E uma expressdo vista como uma sequéncia
unitaria de expressoes tera nimero de Godel diferente quando visto como expressao
e quando vista como sequéncia unitdria de expressoes.

Com isto concluimos que a fun¢do cujo dominio é o conjunto dos simbolos, ex-
pressdes e sequéncias finitas de expressdes em T e cujo contradominio é o conjunto
dos inteiros positivos, a qual associa a cada elemento do dominio seu respectivo
numero de Godel, é injetora.

Definicado 5.42 Seja T uma teoria de primeira ordem. Dizemos que T possui um alfabeto
primitivo recursivo (respectivamente, recursivo) se as sequintes relagdes undrias sao
primitivas recursivas (respectivamente, recursivas):

e C(x): x é o ntimero de Godel de um simbolo de constante de T.

* F(x): x é o niimero de Godel de um sitmbolo de fungio de T.
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® R(x): x é o niimero de Godel de um simbolo de relacio de T.

Teorema 5.43 A teoria P possui um alfabeto primitivo recursivo.

Demonstragdo: Basta notar que P possui uma quantidade finita de simbolos de
constantes, fungdes e relacdes e, portanto, as relagdes C, F e R sdo subconjuntos
tinitos de IN. Do Teorema segue que tais rela¢des sdo primitivas recursivas. 0O

Um resultado intuitivo que usaremos no que se segue é o seguinte.

Teorema 5.44 Seja ¢ uma formula de uma teoria de primeira ordem L. Se T prova um
fecho universal de ¢, entdo T prova todo fecho universal de .

Demonstragao: Sejam 1 e ¢ fechos universais de ¢. Pelo Teorema temos que
P e ¢ sdo logicamente equivalentes, isto é T £ ¢ <> ¢. Do Teorema da Completude
segue que T +, 1 & ¢. Por hipétese, T , 1, portanto segue por Modus Ponens que
Tr, ¢ a

Teorema 5.45 Seja T uma teoria de primeira ordem com um alfabeto primitivo recursivo
(respectivamente, recursivo). As sequintes relagdes e fungoes sdo primitivas recursivas (res-

pectivamente, recursivas):

1. EV(x): x é o niimero de Godel de uma expressio constituida por um iinico simbolo de
varidvel.

2. EC(x): x é o niimero de Godel de uma expressio constituida por um tinico simbolo de
constante.

3. EF(x): x é o niimero de Godel de uma expressio constituida por um iinico simbolo de
fungdo.

4. ER(x): x é o niimero de Godel de uma expressio constituida por um tinico simbolo de
relagdo.

5. A fungdo Argg(x) definida da seguinte maneira: se x é o niimero de Gddel do simbolo
de fungdo fj”, entio Arg(x) = n.

6. A fungio Arg,(x) definida da sequinte maneira: se x é o niimero de Godel do simbolo
de relacio p;l, entdo Arg,(x) = n.

7. Gd(x): x é o niimero de Godel de uma expressio em T.

8. MP(x,v,z): x é o niimero de Godel de uma férmula @, z é o niimero de Godel de uma
formula i e y é o niimero de Godel da féormula ¢ — 1.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

1e.

17.

18.

19.

Trm(x): x é o niimero de Godel de uma expressdo que é um termo de T.
Atfml(x): x é o niimero de Godel de uma formula atomica de T.
Fml(x): x é o niimero de Godel de uma formula de T.

Sub(x,y,u,v): y é o niimero de Godel de uma expressio @, u é o niimero de Godel de
uma expressio que é um termo t, v é o niimero de Godel de uma varidvel w e x é o

niimero de Gidel da expressio [¢]L,.

A fungio Sub(y, u,v) definida da sequinte maneira: se y é o niimero de Godel de uma
expressio @(w), u é o niimero de Godel de um termo t, v é o niimero de Godel de uma
varidvel w e x é o niimero de Godel da expressio (@]}, entdo Sub(y,u,v) = x.

Fr(y,v): v é o niimero de Godel de uma formula ou de uma expressio que é um termo
de T que contém ocorréncias livres da varidvel com niimero de Godel v.

Ff(u,v,w): u é o niimero de Godel de uma expressio que é um termo que é livre para a
varidvel com niimero de Godel v na formula com niimero de Godel w.

A fungio Neg(x), que retorna o niimero de Godel da expressdo —¢, onde @ é a ex-
pressdo com niimero de Godel x.

A fungio Cond(x,v), que retorna o niimero de Godel da expressio ¢ — 1, onde @ é a
expressdo com niimero de Godel x e 1 é a expressio com niimero de Godel y.

A fungio Clos(u), que retorna o niimero de Godel do fecho universal no qual as
varidveis aparecem em ordem decrescente da formula cujo niimero de Godel é u.

LAx(x): x é o niimero de Godel de um axioma légico de T, onde T é uma teoria na
linguagem L 4.

Demonstragao: Mostraremos que tais fun¢des sdo primitivas recursivas assumindo

que T possui um alfabeto primitivo recursivo, e para a recursividade a prova é igual

— a recursividade seguird do fato de C, F e R serem recursivas, ao invés de primi-

tivas recursivas. A estratégia é escrevé-las usando outras fungdes e relagdes que ja

sabemos que sdo primitivas recursivas, tais como rela¢des com quantificadores li-

mitados (dado pelo Teorema [5.26) e a disjuncdo e conjuncdo de relagdes recursivas
(dado pelo Teorema [5.24). Mostraremos alguns itens de forma detalhada e indicare-

mos os que podem ser mostrados de forma analoga.
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1. EV(x): seja x o nimero de Godel de uma expressdo constituida de um tnico
simbolo de variavel, digamos v. Entdo o ntiimero de Godel do simbolo v é
13 + 8z é para algum z > 1. E assim o ntiimero de Godel x da expressdo v é
21382 Por indugdo podemos mostrar que, para todo z natural, ocorre z < 2,
e como z < 13 + 8z, segue que z < 213782 = x. Logo, podemos nos limitar a
z < x, sem perda de generalidade. Defina agora a relagdo unéria E da seguinte
forma: x € E exatamente quando Jz,.,(1 < z A x = 213%82). Com o que vimos
acima segue que EV C E. E note que vale a inclusdo reversa, pois se existe

z < x satisfazendo z > 1 e x = 213+82

entdo x é o numero de Godel da expressdo
constituida do tinico simbolo de variavel z. Logo EV = E.

Vejamos agora que a relacdo R(x,z) dada por 1 < z A x = 213782

¢ primitiva re-
cursiva. Pelo Teorema temos que a funcdo identidade 7, as fung¢des cons-
tantes e a funcdo produto sdo primitivas recursivas. Dessa forma, obtemos por
substituicdo que a fungdo 8z = (8, z) é primitiva recursiva. Também temos que
a soma é uma fungdo primitiva recursiva, logo obtemos por substituicdo que a
funcdo 13 + 8z = +(13,8z) é primitiva recursiva. Assim a funcdo 2!38? ¢ uma
substitui¢do das fun¢des primitivas recursivas 2 e 13 + 8z na fungdo primitiva

recursiva exponencial u?, e portanto a fungao 2!3+%

é também primitiva re-
cursiva. Assim, pelo Teorema segue que a relagdo x = 21382 ¢ primitiva
recursiva. E ainda, a relagdo 1 <z é a abreviagdo de 1 =z V 1 < z. A igualdade
e a relacdo < sdo primitivas recursivas, logo, por substituicdo obtemos que as
relacdes 1 = z e 1 < z sdo primitivas recursivas. Logo, temos que a relacdo
1 < z é a disjungdo de relagdes primitivas recursivas e pelo Teorema é
também primitiva recursiva. Por este mesmo teorema, segue que a relagdo
1 <z Ax = 213+82 ¢ primitiva recursiva. Agora note que, pelo Teorema [5.26}
a relagdo dada pelo quantificador existencial limitado 3z,.,R(x, z) é primitiva
recursiva desde que a relagdo R(x,z) seja primitiva recursiva. Do que segue
acima, temos portanto que 3z,.(1 < z A x = 2138?) é uma relagdo primitiva
recursiva. Como ja haviamos visto que EV(x) vale exatamente quando temos
Jz,.,(1 < zAx = 213782), segue portanto que EV é uma relagdo primitiva recur-

siva.

2. EC(x): seja x o niumero de Godel de uma expressdo dada por um tinico simbolo
de constante c. Entdo se y for o niimero de Godel do simbolo ¢ vale C(y) e o
numero de Godel da expressdo constituida pelo simbolo ¢ é 2¥. Como vimos
no item anterior, podemos considerar, sem perda de generalidade, que y < 2%.
Dessa forma EC ¢ dada pela relagdo 3y, (C(y) A x = 2¥). De forma analoga
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ao caso anterior verifica-se que tal relacdo é primitiva recursiva, se valendo da

hipé6tese de que C é uma relacdo primitiva recursiva.

. EF(x): seja x o nimero de Godel de uma expressdo constituida por um tnico
simbolo de fungdo. Temos que EF(x) é dada pela relagdo dy,.,(F(y) A x = 2*).
Como F ¢, por hipétese, primitiva recursiva, segue que EF é primitiva recur-

siva.

. ER(x): seja x o nimero de Godel de uma expressdo constituida por um tnico
simbolo de relagdo. Temos que ER(x) é dada pela relacdo dy,,(R(y) A x =
2%). Como R é, por hipétese, primitiva recursiva, segue que ER é primitiva

recursiva.

. Argy(x): seja x onamero de Godel do simbolo de fungéo f]” Note que Arg(x) =
qt(8,x-1)y, e vimos no Teorema que as fungdes — e gt sdo primitivas re-
cursivas. Portanto Argy € primitiva recursiva.

. Arg,(x): seja x o numero de Godel do simbolo de relagdo p;?. Basta notar que
Arg,(x) = qt(8,x=3)o.

. Gd(x): seja x o nimero de Godel de uma expressdo de T. As expressdes
que consistem de um tnico simbolo sdo constituidas de um simbolo 16gico,
simbolo de fun¢do ou simbolo de relagdo. Assim, se uma expressao é cons-
tituida por um tnico simbolo, podemos representa-la pela relacdo EV(x) Vv
EC(x) VEF(x) V ER(x) V x = 2v x = 2°v x = 27v x = 2°Vv x = 2!!. Para
expressdes constituidas por dois ou mais simbolos, pela regra de formagao
de expressdes, conseguimos definir o niimero de Godel desta expressdo com a
concatenagdo do numero de Godel das expressdes mais simples que a compdem.
Neste caso, temos que Ju,,dv,(x = u*v AGd(u) A Gd(v)). Vejamos entdo

que a seguinte relagdo (que expressa Gd(x)) é primitiva recursiva:
EV(x) VEC(x) VEF(x) VER(x) Vx =23 vx=2°vx=2"vx=2" vx=2!1v

x=2Bvx=2Bvx=2"v3Iu, Iv, (x =urv AGd(u) AGd(v)).

Das fungdes e relagdes utilizadas acima, o tinico trecho que nos impede de
afirmar a recursividade primitiva da expressdo é a relacdo Gd(u) para cada
u < x. A priori, somente a regra de recursdo ndo é suficiente para garantir

que essa expressdo seja primitiva recursiva (pois a recursdo usa a avaliagdo
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somente no termo com ntimero de Godel imediatamente anterior a y), mas o

Teorema nos permitird concluir a recursividade primitiva.

Denotando por x4 a funcdo caracteristica de Gd, e xg;# como na Definigdo

fixado u < x note que:

k 1, sevale Gd(u),
(xaa# () = ([ ]pre™) = xcatw = "
k<x " 0, caso contrério.

Dessa forma, vale Gd(u) se, e somente se, ((xgs)#(x)), = 1. Defina agora a
relacdo H(x, z) por:

EV(x)VEC(x)VEF(x)VER(x)vx=22vx=2"vx=2"vx=2°vx=2!1v
x=2Bvx=2Pvx=2Yv3Iu, v, (x=uxv A (z),=1 A (2),=1).

Do que vimos acima, vale Gd(x) se, e somente se, vale H(x, (xg4)#(x)). E note
que H(x,z) é primitiva recursiva, pois se vale de fung¢des e rela¢des que ja sa-
bemos serem primitivas recursivas. Assim, segue do Teorema que Gd(x)

¢é primitiva recursiva.

. MP(x,7v,2): seja x o nimero de Godel da expressdo ¢, z o nimero de Godel da
expressdo i e y o niumero de Godel da expressdo ¢ — . Entdo vale MP(x, , z)
se, e somente se, vale Gd(x)AGd(z)Ay = 2!+ x xz. Como Gd é uma relagdo

primitiva recursiva, segue que MP é uma relacdo primitiva recursiva.

. Trm(x): sejam 7 um termo de T e x o nimero de Godel da expressdo dada por
. Pelo Teorema([1.10} T é uma varidvel, um simbolo de constante, ou existe um
simbolo de fungéo f," e termos 1y,..., 7, tais que 7 é o termo f,"1;...7,. Os dois

primeiros casos valem quando EV(x) v EC(x).
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Para o terceiro caso, considere a seguinte sequéncia.

1. £

2. fknTl

3. fknTsz

n. fknTlTZ'"Tn—l
n+1. [T Ty Ty

Note que x é o nimero de Godel do termo f,"7;...7, exatamente quando: x é o
numero de Godel da tltima expressdo da sequéncia acima (cujo comprimento
én+1), istoé x = (y)lh(y);l, onde y é o nimero de Godel desta sequéncia; n
¢ a aridade do simbolo de fungéo f,", e portanto vale [h(y) = Argf((x)o) +1;a
primeira expressdo da sequéncia acima possui comprimento 1 e é constituida
de um simbolo de fungdo n-dria, isto é, F(((y)g)o) A [h((y)g) = 1, e as demais
expressoes desta sequéncia sdo formadas pela concatenacdo de um termo a

expressdo anterior, isto €, Vi, <jp(y):13vy<u (V) us1 = (¥)u *v A Trm(v)).

Note agora que se x; for o nimero de Godel da i-ésima expressdo da lista
acima, entdo ocorre x; < x; se i < j. Desta forma vale que x; < x para cada
iel,..n Logo,segue que y < 2*3*..p5 =(2-3-...-p,)* <(p,!))* <(py!)*, onde a
Gltima desigualdade vale pois 1 < x (ja que x = 213%2...p;""! e, em geral, n < p,,
para n > 1). Portanto podemos nos limitar aos valores de y que satisfazem
Y <(pah)*.

Sendo assim, de forma geral, a relacdo Trm(x) pode ser escrita da seguinte

forma:
EV(x) VEC(x) V 39ycp1r(x = (D)ing)=1 A Ih(y) = Arg((x)o) +1 A F(((2)0)o) A

lh((?)o) =1A Vuu<lh(y)4lzlvv<x((y)u+1 = (y)u A Trm(v))).

Das fungdes e relagdes utilizadas acima, o tinico trecho que nos impede de
afirmar a recursividade primitiva da expressdo é a relagdo Trm(v) para v < u.
Note que, como u <lh(y)-1 =n < p, <y, entdo u < y. Estamos portanto usando

a avaliacdo de Trm em todos os termos t; (e fazemos isso variando u < y)
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10.

para definir Trm em f 7;...7,,. De forma andloga ao que fizemos para a relagédo
Gd, podemos concluir a recursividade primitiva dessa relacdo utilizando o
Teorema 5.33]

Atfml(x): seja x o nimero de Godel de uma férmula atdmica de T. Entdo ou tal
férmula é da forma = 1, 7,, com 77, T, termos, e neste caso vale u,, ., v, (x =
22xuxv A Trm(u) A Trm(v)), ou entdo existe um simbolo de relacio pk e
termos 1y, ..., T, tais que tal férmula é da forma pkt;...7,. Neste caso, de forma

andloga a relacdo Trm, considere a seguinte sequéncia de expressoes.

n
L. P
n
2. Py
3. PrT1T2
n
n. kalT2“'Tn—l
n
n+1. PrT1T2Tp_1Ty

Como visto na demonstracdo da relacdo Trm, x é o nimero de Godel da tultima
expressdo da sequéncia acima, y é o nimero de Godel da sequéncia e pode-
mos supor y < (p,!)*. Desta forma temos que x = (y)i(y)-1- Note que a ari-
dade do simbolo de relagéo € n (logo n = Arg,((x)o)) e a sequéncia acima tem
n+ 1 elementos, logo Ih(y) = Arg,((x)o) + 1. E ainda, a primeira expressdo
da sequéncia acima possui comprimento 1 e é constituida de um simbolo de
relagdo n-aria, logo vale R(((v)0)o) ALh((v)o) = 1. E ainda, as demais expressoes
desta sequéncia sdo formadas pela concatenacdo de um termo a expressao an-
terior, isto €, Yu, <ip(y)213Vp<u ((9)us1 = @)y *v A Trm(v)).

De forma andloga a demonstracdo dada na relagdo Trm(x) mostra-se que se-

guinte expressao, que expressa a relacdo Atfml(x), é primitiva recursiva:
Ju, o vy (x =23 xusv A Trm(u) A Trm(v)) v

3Vy<pry (X = Whin)=1 A Th(y) = Arg,((x)o) + 1 A

R(((®)o)o) A Ih((9)o) =1 AVitycin)=1300ax((B)us1 = (¥)uxv A Trm(v))).
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11. Fml(y): seja x o nimero de Godel de uma férmula ¢ de T. Pela Defini¢do
temos que ¢ é uma férmula atdomica, e neste caso vale Atfml(x), ou existem
férmulas 1y, ¢, tais que ¢ é uma das seguintes férmulas: =1, A1, Vip11h,,
— P11y, © P11y, Yy ou dyyp;. Cada um destes casos pode ser expresso,

respectivamente, pelas seguintes relacdes:
Jz(Fml(z) Ay = 2%+ 2)

Jzy3z; (Fml(zg) AFml(z)) Ay = 27 %29 % ;)

Jz03z; (Fml(z) A Fml(z)) Ay = 2% %29 % ;)

Jz¢3z; (Fml(zg) AFml(z;) Ay = 21 w2y 29)

Jz¢3z; (Fml(zg) AFml(z;) Ay = 213 2 255 29)

Jzp3z; (Fml(zg) AEV(z1) Ay = 210 529 % ;)

Jz¢3z; (Fml(zg) AEV(z1) Ay = 217 %29 % ;)
Se @ é uma sequéncia unitdria de simbolo, entdo ¢ é uma férmula atéomica e
vale Atfml(y) V z,.3v((Fml(z) Ay = 2% *z). Se ¢ é uma sequéncia com dois
ou mais simbolo, existe z que é o nimero de Gddel de uma expressdo (para
contemplar o caso da negac¢do) ou o niumero de Godel de uma sequéncia de
expressdes (para contemplar os demais casos que necessitam de 2 expressoes).

Caso z seja uma sequéncia de expressdes, precisamos de, no minimo, uma

sequéncia com 2 expressdes. Suponha assim que tenhamos z o ntimero de

Godel de uma sequéncia com 2 expressoes de tal forma que (z)g = 2% - ... - py,"
a an b

e (z); = 2% ... -pf’. Entdo z = 2( . 301 = 220pi . 32"wp'  Para o caso

da conjungdo temos que y é da seguinte forma: y = 27-3% ... p'", -pZ‘iz .

e plb-lH’l+l' Logo temos que: z = 2(2)0 . 3(2)1 < 3(2)0 . 3(2)1 — 3(2)0+(Z)1 < 3(2)0'(2)1 —

an b by 7 an__bo by
32“0-4..-13,1”-2 0op) 32 B0 P Pt Pl — 39,

Para os demais tipos de férmulas se mostra de forma analoga que podemos
supor sem perda de generalidade que z < 3Y. Com isto podemos reformular a

relacdo Fml(y) da seguinte forma:
Atfml(y)VIz,e5 (Fml(z) Ay = 2°%2) V (Fml((2)o) AFmL((2)1)Ap = 27#(2)p*(2)1) V

(Fml((2)o) AFm((2)1)AY = 2%%(2)g*(2)1) V (Fml((2)o) AFmI((2)1)AY = 2! %(2)%(2);) V
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12.

(Fml((2)o) AFml((2)1)Ay = 2'%%(2)g(2)1) V (Fml((2)o) AFmI((2)1)Ap = 2°%(2)o*(2)1) V

(Fml((z)o) AFml((2);) Ay = 217 % (2)g * (2)1)).

Note que em todos os casos usamos recursivamente o valor de Fml calculado
em um numero de Godel estritamente menor que y: no primeiro caso usa-
mos Fml(z) onde y = 2° * z e portanto z < y, e nos demais usamos Fml((z),)
e Fml((z);) onde p = 2" * (z) * (2); e portanto (z)y < v e (z); < y. Desta forma
a recursividade primitiva da relagdo acima segue, de forma andloga ao que

fizemos anteriormente, do Teorema |5.33

Subst(x,v,z,v): seja y o nimero de Godel de uma expressdo ¢, u o nimero de
Godel de um termo t e v 0 nimero de Godel de uma varidvel w. Entdo va-
lem Gd(y), Trm(u) e EV(2¥). Como feito nas demonstra¢des anteriores, nossa
estratégia para avaliar a substituicdo de uma varidvel por um termo serd par-
tir a expressdo em expressdes com ntimero de Godel estritamente menor que
o nimero de Godel da expressdo inicial para que possamos aplicar recursivi-
dade nestas novas menores, avaliar a substituicdo das ocorréncias livres de w
por t e invocar o Teorema Para isto, trataremos primeiro o caso em que
@ é uma expressao com um tnico simbolo. Nesta caso had duas possibilidades:
@ € a expressao constituida pelo simbolo w ou ¢ é a expressdo constituida por
um simbolo diferente de w. No primeiro caso a substitui¢do [¢]!, resulta na
expressao t, e entdo x, o nimero de Godel de [¢]!,, é igual a u. Assim vale que
v = 2Y Ax = u. No segundo caso, a substitui¢do [¢]}, ndo muda a férmula ¢, e
portanto o nimero de Gddel da expressdo [¢], é ainda p, e existe algum s que
é o numero de Godel do simbolo que constitui ¢ e y = 2°. Vale portanto que
dssy(¥ =2° Ay #2" Ax=7Y).

Ja tratamos o caso em que ¢ é uma expressdo constituida por um tinico simbolo.
Vamos considerar agora que ¢ possui ao menos dois simbolos. Suponha, por
exemplo, que ¢ seja a férmula Yw = ww (isto é, Yw(w = w) na notagdo usual).
Ao tentar partir esta expressdo em duas expressdes menores poderiamos ten-
tar separar nas expressoes ¥ e w = ww. Mas note que na segunda expressao a
ocorréncia de w é livre, sendo assim ao realizar a substituicdo das ocorréncias
livres de w por t obteriamos a expressdo t t = t, quando na verdade estamos in-
teressados na substituigdo @], que é a propria férmula ¢, ja que a ocorréncia
de w ndo é livre. O mesmo problema iria ocorrer se ¢ fosse uma férmula ou

uma expressao que se inicie com um quantificador existencial.
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Para evitar que isto ocorra, vamos separar em dois casos: quando ¢ é uma
expressdo que se inicia com um quantificador universal ou existencial com
w sendo a varidvel que segue os simbolos ¥ e 4, e quando isto ndo ocorre.
No primeiro caso iremos manter a numeragao de Godel da férmula inicial e
usar a recursividade no restante da expressdo, e no segundo caso olharemos
para as subexpressdes formadas pelo primeiro simbolo de ¢ e pelo restante
dos simbolos (lembre-se de que estamos no caso em que ¢ possui ao menos 2
simbolos).

(a) Caso 1: existe uma férmula i com ntimero de Godel s tal que ¢ se inicia
com a férmula Ywyp ou Jwip. Neste caso note que podemos expressar a
relagdo Subst(x, v, u, v) pela seguinte relagao:

A2,y A55<y (Fml(s) A (y = 2154 2% 4522V y = 217427 452 2)A

g (x =242V ssxa v x =27 %2V s sxa) A Subst(a, z, u,v))).

(b) Caso 2: ndo existe uma férmula i com ntmero de Godel s tal que ¢ se
inicia com a férmula Ywip ou Jwi. Neste caso iremos separar a subex-
pressdo dada pelo primeiro simbolo da expressdo ¢, que tem ntimero de
Godel (y)g, e vamos analisar separadamente as substitui¢des dadas por
Subst nessa expressdo e na expressdo formada pelo restante da expressao
¢@. Note entdo que podemos expressar relacdo Subst(x,y,u,v) pela se-

guinte relacado:
~(Jz;cpds5<p (Fml(s) A (y = 21542V s52z2vy = 21742754 2)) A

JagxAPpaxdzzy(1 <z A p=2W0sz A x=a+p A Subst(a,2%),u,v) A

Subst(B,z, u,v))).
Com isto, podemos expressar Subst(x, y, u,v) da seguinte forma:
Gd(m) ATrm(u) AEV(2Y) A ((y=2" Ax=u) V s,y (y=2° A p#2" Ax=Y)V

A2,y As5<, (Fml(s) A (y = 21242V w552V y = 217427 452 2)A
Jagen((x =242V 455 a vV x =27 +2" 5% a) A Subst(a, z,u,v))) V

~((FzyeyAsecy (FMI(s) A (v = 21052V w552V y =217 2V 555 2)) A
y=9s<y y y
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13.

JagxPpardzcp(1<z Ay = 2004z A x=a *
A Subst(a, 2%, u,v) A Subst(,z,u,v)))))
Resta agora verificar que tal relagdo é primitiva recursiva. Note que ndo pode-
mos usar diretamente o Teorema pois estamos usando a recursividade si-

multanea dos dois primeiros argumentos de Subst. Considere a relagdo R(g, u, v)

dada por:
Gd((9)1) A Trm(u) AEV(2”) A (((q)1 = 2" A(q)o = 1) V

Tss<(q), (@)1 =2 A (q)1 22" A(q)o=(9)1) V

Az, (g), 385<(q), (FmMl(s) A ((9)1 = 2154274542V (g); =27 %2V 254 2)A
Jaq<(q),(((9)o = 215427452 a v (q)g =27 %2V s+ a) A R(293%,u,v))) V
~(3z,<(g), F5s<(q), (Fm(s) A ((q)1 = 2" 2" xs22V (q); =27 %2V x5%2)) A

A ae(gn IPBpeigrIzctan (1 <2 A (@)1 = 20000z A () = asp A R(237",u,v) A

R(zﬁsz,u,v)))).

Pelo Teorema temos que R(q,u,v) é uma relagdo primitiva recursiva, e
note que R(g, u,v) coincide com Subst(x, y, u,v) quando q = 2*3?. Desta forma
segue que Subst(x,y, u,v) é primitiva recursiva, como queriamos.

Sub(x,y,u,v): sejam y o nimero de Godel de uma expressado ¢, u o nimero de
Godel de um termo t e v o nimero de Godel de uma varidvel w. Pela injetivi-
dade da numeragao de Godel, existe um tinico x que é o numero de Godel da
expressdo [¢]},. Vimos no Teorema que o operador de minimizacdo res-
trito é primitivo recursivo quando limitado. E ainda, como vimos acima que x
é tnico, tomar o menor x que satisfaz Subst(x, y, u,v) equivale a tomar o tnico

x que satisfaz tal condi¢do. Temos portanto que:
Sub(y,u,v) = yxx<(puy!)uy8ubst(x,y, u,v),

e caso ndo exista um tal x que satisfaca Subst(x, y, u,v), definimos Sub(y, u, v)
como qualquer natural. E como j& vimos que Subst é uma relagdo primitiva
recursiva, para concluir que a fungdo Sub é primitiva recursiva basta justificar

a limitagao x < (p,,!)"¥. Vamos analisar cada um dos casos que consideramos
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14.

15.

para a fungdo Subst. Se x = u entdo x < py < pyy = Puy < Puy! < (puy!)". E se
x =y vale um argumento analogo. Vamos entdo analisar o caso em que ocorre

uma substitui¢do ndo trivial (e onde ¢ ndo é uma expressdo unitéria).

Escreva x = 2% %22+, % 2%, Como x é o numero de Godel do resultado da
substituicdo em ¢ de todas as ocorréncias livres de w por t, entdo no maximo
cada simbolo de ¢ (que tem ntiimero de Godel p) sera substituido por ¢ (que
tem nimero de Godel u). Logo temos que r < |u|-[y|, onde |y| e |u| representam,
respectivamente, a quantidade de fatores primos com expoentes ndo nulo na
fatoragdo de y e u (ou, equivalentemente, a quantidade de simbolos em ¢ e em
t). E ainda, cada a; é o nimero de Godel de um simbolo que ocorre em ¢ ou
em ¢, logo a; <y (note que a desigualdade é estrita pois ja descartamos o caso

em que ¢ é uma expressao unitdria) e a; < u, assim, a; < uy. Portanto vale:

X=2052% 5 2% <23 pud = (p,, )"

Com isto, concluimos a prova de que Sub é primitiva recursiva.

Fr(y,v): seja ¢ uma férmula ou um termo com timero de Godel y que contém
ocorréncia livre de uma varidvel x com namero de Godel v. Entdo vale Fml(y)
caso ¢ seja uma férmula, ou Trm(y) caso ¢ seja um termo. E sendo x uma
variavel com numero de Godel v, vale EV(2"). E ainda, se ha ocorréncia livre
de x em ¢, entdo se fizermos a substituicdo [¢]} onde T é um termo constituido
por uma tnica varidvel diferente de x, entdo a expressdo [@]} terd nimero de
Godel diferente de y, pois iremos obter uma expressdo diferente. Notando
que, para todo niimero natural v, temos que 13+ 8v é um ntimero estritamente
maior que v, e ainda é o nimero de Godel de uma variavel, e portanto repre-
senta uma variavel diferente de x, temos que vale —Subst(y,y, 213+8 v) (isto
é, a substituicdo em ¢ de todas as ocorréncias livres de x por uma varidvel

diferente de x resulta necessariamente em uma expressao diferente).

Portanto Fr(y,v) pode ser expresso pela seguinte relagdo:
(Fml(y) vV Trm(p)) A EV(27) A =Subst(y, v, 213787, v).

Como ja vimos que Fml, Trm, EV e Subst sdo primitivas recursivas, segue que

Fr também é.

Ff(u,v,w): sejam 7 um termo livre para uma varidvel x em uma férmula ¢,
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onde u é o ntiimero de Godel de 7, w o niimero de Godel de ¢ e v o ntimero
de Godel da variavel x. Entdao valem Trm(u) A EV(2Y) A Fml(w). Como fize-
mos antes, iremos partir a férmula ¢ em expressdes menores de modo que a
recursividade dada pelo Teorema garanta o resultado nestas expressdes
menores. Para isso, trataremos cada um dos tipos de férmulas de acordo com

sua regra de formacao.

Para o caso em que ¢ é uma férmula atdomica vale Atfml(w). O caso em que ¢
é do tipo—1), se tomarmos por y o ntimero de Godel de 1, temos que w = 25 +y
valendo Ff(u,v,y). O caso em que ¢ é de algum dos tipos A11,, VP11,

— 11,, & P11, pode ser expresso pela seguinte relagao:

Yy I 2ocr (FE(11,0,9) AFf(1,0,2) A(w =275y 2z V w=2"4yx2V

w:211*y*z \Y% w:213*y*z)).

E o caso em que ¢ é da forma Yz ou Jzy, para alguma varidvel z, sdo os casos
em que é necessario um cuidado especial. Vamos fazer detalhadamente o caso

em que ¢ é do tipo Yz e o outro caso segue de forma analoga.

Sendo T um termo livre para x em ¢, temos que se z ocorre em T entdo ne-
nhuma ocorréncia livre de x ocorre em ¢. E como 7 é um termo, toda ocorréncia
de uma varidvel é livre, e portanto podemos reformular esta afirmagdo da se-
guinte maneira: se z ocorrer de forma livre em 7, entdo x ndo ocorre de forma

livre em v, isto é, Fr(u,z) — —Fr(y,v).

Mas ainda temos que analisar a ocorréncia de quantificadores existenciais ou
universais dentro da férmula ¢ (e ai podemos usar a recursividade dada pelo
Teorema [5.33). Ha duas possibilidades: z = x ou z # x. Se z = x, entdo x ocorre
de forma limitada em ¢, e neste caso, ndo ha nada a se fazer. Se z # x, entdo

temos que 7 é livre para x em 1, e portanto vale z # v — Ff(u,v, ).

Sendo assim, quando ¢ é da forma Vzip, podemos representar a relagdo Ff(u, v, w)
por

Ayy<wIzzcw(w = 2154224y AEV(2%) A (2 # v — Ff(u,v,v)) A(Fr(u, z) — —Fr(y,v))).

O raciocinio para quando ¢ é da forma Jzi é semelhante, o que nos dé, no

caso geral para ¢ da forma Vzip ou dz1, a seguinte relagao:
AYy<wIZzc((w = 2154274y vw = 2174274 y) AEV(29)A
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(z#v — Ff(u,v,v)) A (Fr(u,z) - =Fr(y,v))).
E, de forma geral, Ff(u,v, w) pode ser dada por:
Trm(u) AEV(2Y) AFml(w) A (Atfml(w) V Ty, (w = 2°+y AFf(u,v,7)) Vv

AYy<wIzocw (Fi(u, v, p) AFE(1, v, 2) A (w = 27*3)*2 Vw= 29*3/*2 Vw= le*y*z Y
w= 213*;)*2)) \Y%

Yy Izoy (W =227+ y Vw = 217227 9) AEV(2%) A (z 2 v — Ff(u,v,9))A
(Fr(u,z) — =Fr(y, v)))).

Segue entdo do Teorema (e dos itens anteriores) que Ff é primitiva recur-

siva.

16. Neg(x): seja @ uma expressdo com numeros de Godel x. Basta notar que
Neg(x) = 2° *x.

17. Cond(x,y): sejam ¢ e i expressdes com numero de Godel x e y, respectiva-

mente. Basta notar que Cond(x,y) = 2!+ x + .

18. Clos(u): seja ¢ uma férmula com ntiimero de Godel u. Defina primeiro V(u) =
o<, (EV(2Y) A Fr(u,v)). Temos que V(u) expressa o menor ntiimero de Godel
de uma varidvel que ocorre de forma livre em ¢ — e caso uma tal varidvel ndo
exista, dé quaquer valor natural para V(u). Por exemplo, para uma férmula
onde ha ocorréncia livre somente das varidveis x;, x5 e x4, temos que V(g(¢)) =
g(x;). Ja vimos que EV e Fr sdo relagdes primitivas recursivas, e o opera-
dor de minimizagdo restrito também é, quando limitado. Logo V(u) é pri-
mitiva recursiva. Defina agora Sent(u) = Fml(u) A =(3v,<,Fr(u,v)). Temos que
Sent(u) expressa quando a férmula ¢ é uma sentenca ou ndo (isto é, quando
hé ocorréncia de alguma varidvel livre em ¢ ou ndo). Sendo Fml e Fr rela¢des
primitivas recursivas, assim como quantificadores limitados, segue que Sent é

uma relagdo primitiva recursiva. Defina assim a seguinte fungéo:

21542V gy, se Fml(u) A —Sent(u)
G(u) =
u, caso contrario.

Isto é, se ¢ é uma férmula que ndo é uma sentenga, entdo olhamos para a

varidvel (que ocorre livremente em ¢) com o menor niimero de Godel, diga-
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19.

mos x, e retornamos em G(u#) o ntimero de Godel da férmula Vx¢. E caso ¢
seja uma sentenga, retornamos em G(u) o préprio u. Pelo Exemplo itens
2,4,5 e 10 e por substituicdo segue que G(u) é primitiva recursiva.

A ideia é olhar para a férmula inicial e adicionar o fecho de cada uma das
variaveis livres que ocorrem nesta férmula em ordem decrescente, e obter, ao
final, a sentenga dada pelo fecho universal da férmula inicial. Faremos isto

usando recursao. Defina a relacdo H dada, recursivamente, da seguinte forma:
H(u,0) = G(u),
H(u,y+1)=G(H(u,)).

Por recursdo, substituicdo e pelo que vimos acima, temos que H é primitiva

recursiva. Por fim, note que:

Clos(u) = H(u, pyy<,H(u,y) = H(u,y + 1)).

Para o exemplo do inicio, onde 1 era uma férmula que tinha ocorréncias livres
somente das varidveis x, X3 e X¢, se tomarmos por u o nimero de Godel de 3,
temos que vale:

H(u,0) = G(u) = g(Vx21).
H(u,1) = G(H(1,0)) = G(g(Vx2¢)) = g(Vx3¥x20).
H(u,2) = G(H(u, 1)) = G(g(¥x3Yx21)) = g(¥x6¥x3Y22).
H(u,3) = G(H(u,2)) = G(g(¥x¥x3Yx21)) = g(¥x6¥x3Y20).

Logo, Clos(u) = H(u, 3) = g(VxsVx3Yx,51).

Por fim, como vimos que H é primitiva recursiva, assim como o operador
de minimizacdo restrito limitado, segue, por substituicdo, que Clos(u) é uma
relacdo primitiva recursiva.

Os axiomas légicos sdo sentengas que sdo fechos universais de certos tipos de
férmula, descritas na Defini¢do Note que o primeiro item da nossa lista de
axiomas logicos trata de todas as tautologias. Segue do Teorema |6.7|que todas
as tautologias podem ser provadas por Modus Ponens a partir de 9 tautolo-
gias. Assim, para provarmos este item, iremos mostrar a recursividade destas
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9 tautologias. E ainda, nosso conjunto de axiomas abrangia todo fecho uni-
versal de um dos esquemas dados na Defini¢do Para fins praticos, iremos
considerar somente o fecho universal que foi fixado no item anterior — pelo
Teorema isto basta, pois a prova de todo fecho universal pode ser obtida
a partir da prova de um deles:

Desta forma, considere as seguintes relagdes.

(@) Axt;(x): x é o numero de Godel do fecho universal de uma instancia de
tautologia da forma ¢ — (i — ¢). Para tal, basta notar que Axt;(x) pode

ser reescrita como:

A1, vy (Fml(u) AFml(v) A Clos(2! = u % 2 w v 2 1)),

(b) Axty(x): x é o nimero de Godel de um fecho universal de uma instancia
de tautologia da forma (¢ — (¢ — ¢)) = ((¢ = ) = (¢ — ¢)). Para tal,
basta notar que Axt;(x) pode ser reescrita como:

Fuy vy oy Jwy o (Fml(u) A Fml(v) A Fml(w)A

x=Clos(2! « 2wy« 2wy v« 211w 2wy v« 2 sy v w)),

(c) Axtz(x): x é o nimero de Godel de um fecho universal de uma instancia
de tautologia da forma (-~¢ — =) = ((-¢ — ¢) — ¢). Para tal, basta
notar que Axts(x) pode ser reescrita como:

Fu, vy (Fml(u) A Fml(v)A

x=Clos(2M « 21« 22w 1y % 22 % v % 211w 211w 22wy s v % 11)).

(d) Axty(x): x é o numero de Godel de um fecho universal de uma instancia
de tautologia da forma (¢ A 1) <> (¢ — —¢). Para tal, basta notar que

Axty(x) pode ser reescrita como:

Fu, o vy (Fml(u) AFmI(v) A x = Clos(282 # 27 s s v+ 22« 211 w1 2 25 4 0)).

(e) Axts(x): x é o namero de Godel de um fecho universal de uma instancia

de tautologia da forma (¢ V ¢) <> (=@ — ). Para tal, basta notar que
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(f)

(8)

(h)

(k)

Axts(x) pode ser reescrita como:

1, vy (Fml(u) AFmI(v) A x = Clos(212 2% s s v+ 211 % 25 5 1 2 v)).

Axtg(x): x é o numero de Godel de um fecho universal de uma instancia
de tautologia da forma (¢ < 1) — (¢ — ). Para tal, basta notar que
Axtg(x) pode ser reescrita como:

A1, vy (Fml(u) AFml(v) A x = Clos(2!! « 213 s v 2 2 M v sy 5 v)),

Axt;(x): x é o nimero de Godel de um fecho universal de uma instancia
de tautologia da forma (¢ < ¢) — (¢ — @). Para tal, basta notar que

Axty(x) pode ser reescrita como:

1y vy (Fml(u) AFml(v) A x = Clos(21 « 213w s v 2 2 v v 2 11)),

Axtg(x): x é o numero de Godel de um fecho universal de uma instancia
de tautologia da forma ((¢ — ¢) A (P — ¢)) — (¢ < ). Para tal, basta
notar que Axtg(x) pode ser reescrita como:

Ftyy Ay (Fml(u) AFml(v) Ax = Clos(21 127+ 2  wysv 21 ey 235 20)),

Axtg(x): x é o numero de Godel de um fecho universal de uma instancia
de tautologia da forma ¢ — (¥ — (@ A ¢)). Para tal, basta notar que
Axty(x) pode ser reescrita como:

1, vy (Fml(u) AFml(v) A x = Clos(2 s u 2 1 s v % 27 % 1 2 1)),

Ax;,(x): x é o numero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo ¢ — Yy¢, onde y ndo é livre em ¢. Para tal, basta

notar que Ax;(x) pode ser reescrita como:
Ju, o 3vy < (Fml(u) AEV(2Y) A =Fr(u, v) A x = Clos(2! = u % 212+ 27« 11)).

Axz(x): x é o numero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo Yy(¢ — ) — (Vye — Vyi). Para tal, basta notar
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que Ax;(x) pode ser reescrita como:
Fuy, o Avy oy Jwy o (Fml(u) A Fml(v) AEV(2Y)A

x=Clos(2M #2154 2% 21w gy p 2 21w 2154 2W a1y 2 2154 2W 4 ),

() Ax4(x): x é o nimero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo Vx¢ — [¢]j, onde T é um termo arbitrario, livre
para y em ¢. Para tal, basta notar que Ax4(x) pode ser reescrita como:

Fuy, vy Awy o (Fml(u) A Trm(v) AEV(2Y) AFf(v, w, u)A

x = Clos(2' % 2154 2¥ « 1 « Sub(u, v, w))).

(m) Axs(x): x é o nimero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo [¢]; — dy¢@, onde T é um termo arbitrdrio, livre
para y em ¢. Para tal, basta notar que Axs(x) pode ser reescrita como:

Fuy, vy Awy o (Fml(u) A Trm(v) AEV(2Y) A Ff(v, w, u)A

x = Clos(2'! «Sub(u, v, w) = 217 % 2% % u1)).

(n) Axg4(x): x € o nimero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo Yy—¢ < —-dy@. Para tal, basta notar que Axg(x)

pode ser reescrita como:
1y o Jwy e (FMl(u) AEV(2Y) Ax = Clos(21342194 2%« 274 1% 2242174 2% s yy)).

(0) Axz(x): x é o nimero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo y = y. Para tal, basta notar que Ax;(x) pode ser

reescrita como:
Jw,,(EV(2¥) A x = Clos(2> * 2  2V)).,

(p) Axg(x): x é o nimero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo z = y < y = z. Para tal, basta notar que Axg(x) pode
ser reescrita como:

Futy e AWy (EV(2Y) AEV(24) A x = Clos(213 23 % 2 % 2% % 23+ 2¥ £ 21)),

127



(qQ) Axg(x): x é o nimero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo (p = y Ay = z) = p = z. Para tal, basta notar que
Axg(x) pode ser reescrita como:

1y vy Ay (EV(2") AEV(2Y) AEV(2Y)A
x=Clos(21 %27 #2342 42V 4234 2V % 2 4 23+ 21 4+ 2V)),

(r) Axqo(x): x é o nimero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo (x; = Y1 AX; = Yo Ao AX, = 1,) — (fX1%0..%, =
fv1v2...v,), paratodo n >0 e f € F,. Como nossa linguagem é £ 4, temos
as fungdes bindrias + e - e a fungdo undria s. Logo deve valer:

(X1 =1 AX2=92) D X1 +X2 =91 + 72,
(X1 =1 AX2=92) 2 X1 X2 =91, €
x1 =91 = s(x1) = s(y1).
Portanto Ax;(x) pode ser reescrita como:
E| U u1<x3 u2u2<x3v1 vy <x3v2v2<x3 quX(EV(zu1 )/\EV(2M2 )/\EV(ZV1 )/\EV(2V2 )/\EF(w)
Ax = Clos(211 %27 4232114271234 2124 2V24 2134 2W 4 2114 2124 QW 4 DV1 4 2V2) Y
x = Clos(2 %23+ 211 4 2V1 £ 213 4 QW4 211 4 QW 4 DV1))

(s) Axq1(x): x é o numero de Godel do fecho universal de uma instancia de
uma férmula do tipo (x; =y Axy = Ao A Xy, =) = (P(x1, X0, .0, X,) ©
p(v1,v2,..,9,)), para todo n > 0 e p € P,. Para este caso, notamos que,
como T é uma teoria na linguagem £ 4 que ndo possui simbolo de relacéo,

entdo esta relacdo é vazia.

Por fim, para concluir que a relagdo LAXx(x) é primitiva recursiva, basta notar

que ela pode ser representada pela seguinte relagao:
Axty (x)VAXt) (x)VAXts(x)VAXty(x)VAXts(x)VAXte(x)VAXt7 (x)V Axtg(x)V Axty(x)
VAX;(x) V Axz(x) V Axg(x) V Axs(x) V Axg(x) V AX7(x) V Axg(x) V Axg(x)V

Ax;o(x) V Axq (). O
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Teorema 5.46 Seja T uma teoria de primeira ordem com um alfabeto primitivo recursivo
(respectivamente, recursivo) que contém o simbolo de constante 0 (isto é, a;) e 0 simbolo de
fungio ' de L 4. As sequintes relagdes e fungdes sio primitivas recursivas (respectivamente,
recursivas):

1. A fungido Num(y), que retorna o niimero de Godel da expressio y.
2. Nu(x): x é o ntimero de Godel de um numeral.

3. A fungdo diagonal D(u), que retorna o niimero de Godel da férmula @(u), onde u é
o niimero de Godel de uma férmula @(xy).

Demonstracao:

1. Como g(a;)=23e g(fll) =49, temos que:

Num(0) = 223

_ 949

Num(y +1) + Num(p).

Assim, Num é primitiva recursiva (respectivamente, recursiva) porque pode
ser obtida usando recursao e substituicao.

2. Basta notar que x é o ntimero de Godel de um numeral quando Jy,,(x =
Num(y)).

3. Basta notar que se u é o nimero de Godel de uma férmula ¢(x;), entdo
D(u) = Sub(u, Num(u), 21). O

Definicao 5.47 Dizemos que uma teoria de primeira ordem T possui um conjunto de axi-
omas primitivo recursivo (respectivamente, recursivo) quando a seguinte relagdo undria
for primitiva recursiva (respectivamente, recursiva):

nLAx(y) : v é o niimero de Godel de um axioma ndo l6gico de T.

Teorema 5.48 A teoria P possui um conjunto de axiomas primitivo recursivo.

Demonstragao: Note que:

1. O axioma (A1), Vx; (0 # 5(x;)), possui nimero de Godel k; = 217« 221 25423«
223 " 249 " 221 .
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. O axioma (A2), Vx1Vx;5(s(x1) = s(xp) = x1 = x,), possui niumero de Godel k;, =
215 % 221 % 215 % 229 % 211 * 23 % 249 % 221 % 249 % 229 % 23 % 221 % 229'

. O axioma (A3), ¥x;(x; + 0 = x;), possui ntimero de Godel k3 = 21° %221 %23 «
297 % 221 % 223 % 221 .

. O axioma (A4), Vx1Vx,(x1 +5(xp) = s(x1 + x3)), possui numero de Godel ky =
215 " 221 " 215 " 229 % 23 " 297 " 221 " 249 " 229 " 249 " 297 " 221 % 229.

. O axioma (A5), Yx;(x; -0 = 0) possui ntimero de Godel k5 = 2352289+ 2214223«
223,

. O axioma (A6), Vx1Vx,(x1 - s(x2) = (x7 - x3) + x1) possui nimero de Godel kg =
215 % 221 % 215 % 229 * 23 % 2289 % 221 % 249 % 229 % 297 % 2289 % 221 % 229 % 221.

. Temos que y é o niumero de Godel de uma instdncia do axioma esquema (A7),
isto é, de Vx1(p(ky) = ((Vx1(p(x) — qo(fll(xl)))))) — Vx1¢(x1), se, e somente

se,

vy <y Wy <y (EV(2") A Fml(w)A

p = 21222212112 uSub(w, 223, 1)+ 2124 27« 2 s+ Sub(w, 249427, 1)+ 217427 s w),

Denotando a relagdo acima por A;(y), temos que a relacdo nLAXx(y) vale exatamente

quando:

v=ki Vy=k, Vy=ks Vy=ky Vy=ks Vy =k VA;(p) vale.

Pelo que vimos anteriormente, A;(y) é primitiva recursiva, e, portanto, nLAX(y)

também é. O

Teorema 5.49 Seja T uma teoria de primeira ordem que possui um alfabeto primitivo recur-

sivo (respectivamente, recursivo) e um conjunto de axiomas primitivo recursivo (respectiva-

mente, recursivo). Entdo as seguintes relagdes sdo primitivas recursivas (respectivamente,

recursivas):

1. Ax(v): v é o niimero de Godel de um axioma de T.

2. Prf(y): v é o niimero de Godel de uma provaem T.

3. Pf(y,x): v é o niimero de Godel de uma prova em T da sentenga cujo niimero de Godel

éx.
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Demonstracao:

1. Basta notar que Ax(y) é a relacdo LAx(y) VnLAx(y), e como, nas condi¢des do

enunciado, LAx(y) e nLAx(y) sdo primitivas recursivas, segue o resultado.

2. De acordo com a Definicao temos que ¢y, ..., ¢,_1, @, € uma prova para @,
se cada ¢; € um axioma (16gico ou ndo 16gico) ou se existem ¢; e @y com j, k < i
tais que @; € inferido de ¢; e ¢, por Modus Ponens. Como de costume, vamos
separar em dois casos principais: quando a sequéncia em questdo é unitéria (e,
neste caso, s6 pode ocorrer deste tinico elemento da sequéncia ser um axioma,
pois ndo hé expressdes anteriores para que o seja inferido por Modus Ponens)
e quando a sequéncia possui mais de um elemento (e, neste caso, quebraremos

a sequéncia em duas sequéncias menores e usaremos a recursividade).

Se tivermos uma sequéncia com uma Utnica expressao, entdo y é o ntiimero de
. A : — W
Godel da prova dada por esta sequéncia quando Jwy,,(y = 2¥ A Ax(w)).

Se tivermos uma sequéncia com ao menos duas expressdes, vamos quebrar
esta sequéncia em duas sequéncias menores, de modo que a segunda serd
constituida apenas da ultima expressdo. Assim, daremos conta da primeira
subsequéncia por recursao, e analisaremos os dois casos possiveis para a tltima
expressdo: ser inferida por Modus Ponens de duas outras expressdes anterio-

res ou ser um axioma.

Para o caso em que uma expressdo é inferida por Modus Ponens de duas an-

teriores, temos que existem u, v, w satisfazendo:

Pri(u) Ay = u 2" AMP((u),, (1), v).

E para o caso da expressdo seguinte ser um axioma, temos que existe v satisfa-
zendo:
Pri(u) Ay = u=2" A Ax(v).

Em todo caso, temos que y é o nimero de Godel de uma prova em T quando
A1y v,y Az, AWy (¥ = 2V AAX(W)) V Pri(u) Ay = ux2" AMP((u),, (1), v)) V

(Prf(u) Ay = u=2" A Ax(v)).

Como todas as relagdes e fung¢des usadas acima sdo primitivas recursivas, se-

gue que Prf é primitiva recursiva.
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3. Se y é o nimero de Godel de uma prova em T da sentenca cujo nimero de
Godel é x, entdo existe uma sequéncia ¢y, ..., ¢, de sentencas de T cujo ndmero
de Godel (da sequéncia) é y, vale Prf(y) e x é o nimero de Godel de ¢,,, que é o
ultimo elemento da sequéncia, e portanto x = ()p(y)-1. Dessa forma, podemos
reescrever a relagdo Pf(y, x) como Prf(y) Ax = (9)i(y)-1- O

Lema 5.50 Seja T uma teoria em uma linguagem de primeira ordem L que contém o simbolo
de constante 0 e o simbolo de fungio f' de L 4, cujos vocabuldrio e conjunto de axiomas sejam
primitivos recursivos. Suponha que para quaisquer niimeros naturais r e s tenha-se r = s
sempre que T v, 7 =5. Entdo toda fungio representivel em T é recursiva.

Demonstrac¢do: Sejam f(xy, ..., x,,) uma funcdo representavel em T e F(xy,..., X, X;11)
uma férmula de T que a represente. Considere a relagdo

Pr(uy, ...y ttyy1,v): v € o nimero de Godel de uma prova de F (uy,...,u,, U, 1) em T.

Afirmamos que se vale Pz (uy, ..., u,, t,,1,v), entdo vale f(uy,...,u,) = u,,1. De fato,
se vale Pr(uy,..., uy, ty41,9), temos que T bp , F(Uy, ., Uy, Upyr)- Ese f(uy,...,u,) =71
entdo, como F representa f, vale T v, F(uy,...,u,, 7). Da condi¢do (2) de repre-
sentabilidade temos T +. , u,,; =7. A hipétese do enunciado garante que r = u,,,,
logo, f(uy,....u,) = Upiq.

Seja agora m o ntiimero de Godel da férmula F(xq,...,x,, x,,11). Note que vale

Pr(uy,...,u,, u,41,v) se, e somente se, vale
Pf(y, Sub(...Sub(Sub(m, Num(u;), 21), Num(u;), 29)..Num(u,1),21 + 8n)).

Pelo que vimos nos resultados anteriores, P é uma relagdo primitiva recursiva.

Vejamos agora que para quaisquer xy, ..., X, existe y tal que vale P £ (x1, ..., x,,, (¥)o,
(v)1). De fato, se ky, ..., k,, sdo nimeros naturais, tome r = f(ky,...,k,). Como F re-
presenta f, T+, F (k1,...,k,,, 7). Assim, podemos tomar j como o niimero de Godel
de uma prova de F(ky,...,.k,,7) em T. Com isto, vale Pz (ky,...,k,,, 7, j). Assim, basta
tomar, por exemplo, v = 2"3/ e teremos que vale P£(xy,..., X, (1)o, (¥)1)-

Temos, pelo Teorema que a funcdo uy(P£(xy,...,x,, (¥)o, (v)1)) é recursiva.
Por fim, basta notar que f(xy,...,x,,) = (Up(P£(x1, ..., x,,, (¥)0, (¥)1)))0, € portanto, segue
que f é recursiva, uma vez que a funcao (-)y é recursiva. O

Teorema 5.51 Se P é consistente, entido uma fungio de niimeros naturais é recursiva se, e

somente se, é representduvel em P.
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Demonstrac¢do: (=) Segue do Teorema

(<) Pelos Teoremas e temos que P possui vocabuldrio e conjunto de
axiomas primitivos recursivos. Da consisténcia e do Teorema segue que para
quaisquer ntimeros naturais r e s tenha-se r = s sempre que -, 7 =5. Estamos por-
tanto nas condi¢des do Lema desta forma, segue que toda fun¢do de ndmeros

naturais representdvel é recursiva. O

Teorema 5.52 Se P é consistente, entdo uma relagido nos niimeros naturais R é recursiva
se, e somente se, é e exprimivel em P.

Demonstragdo: Pelo axioma néo l6gico (A1) temos que P+, , 0 # 1. Com isso, segue
do Teorema que uma relagdo de nimeros naturais R é exprimivel se, e somente
se, sua fungdo caracteristica xp é representavel em P. Pelo Teorema XR € re-
presentavel se, e somente se, é recursiva e, por defini¢do, R é recursiva exatamente

quando xy o é. O

5.5 Primeiro Teorema da Incompletude de Godel

Notacdo 5.53 Seja ¢ uma expressio de uma teoria na linguagem L 4 com niimero de Godel
q. Denotaremos o numeral q por "¢™.

Podemos pensar em "¢ como sendo um “nome”para a expressdo ¢ dentro da

linguagem L 4.

Lema 5.54 (Lema da Diagonalizacdao) Seja T uma teoria na linguagem L 4. Se a fungdo
diagonal D é representdvel em T, entdo para toda formula @(x;) existe uma sentenca 1 tal

que Ttz < (TP,

Demonstrac¢do: Seja ¢(x;) uma férmula de T, onde x; é a tinica variavel livre em ¢.
Como D é representavel em T, tome 0(x1,x;) uma férmula que represente a funcao
D em T. Considere a férmula ¢(x;) dada por Vx,(5(x1,x3) — @(x3)), e seja m o
nimero de Godel de ¢(x;). Considere agora a sentenca ip dada por ¢(m), isto é,
Vx,(0(m, x3) = @(x3)), e seja g o nimero de Godel de 1. Temos que D(m) = q. Como
o representa D em T, segue que T k., 6(m,q). Sendo assim, afirmamos que:

* Tre, = @@
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De fato, considere a seguinte sequéncia de sentencas:

1.y Hipotese

2.¥x,(0(m, xp) — @(x7)) Reescrevendo ¢

3.0(m,q) — ¢(q) Por 2 e UI

4.6(m,q) Pois sabemos que T +, , 6(m,9)
5.0(q) Por 3, 4 e Modus Ponens

Tal sequéncia mostra que T U {{} ., @(g). Assim, do Teorema da Dedugéo
segue que T+, P — @(q).

e T |_£A (P(ﬁ) - Izb
De fato, vejamos primeiro que T U {0(m, x), p(9)} F, ¢(x2):

Lo(q) Hipotese

2.0(m, x,) Hipotese

3.3!x,6(m, x5) Pois 6 representa D

4.6(m,q) Pois sabemos que T +, , 6(m,9)
5x,=79 Por2,3,4

6.¢(x7) Por1,5

Com isso segue do Teorema da Dedugao que T U{@(q)} ., 6(1,x3) — @(x3).
Pela regra de quantificadores UG segue que T U {@(q)} Fr, Yx,(6(m,x;) —
@(x7)), e novamente pelo Teorema da Deducao temos T ., ¢(q) — Yx2(0(1m, x)
— ¢@(x,)). Notando que a sentencga Vx;(0(71, x,) — @(x,)) é P, segue o resultado
da afirmacao.

Com as duas afirmagdes acima concluimos que T+, , (P © ¢(q)),isto &, T

i — @("¢7), como queriamos. 0

Teorema 5.55 (Teorema do Ponto Fixo) Se T é uma teoria na linguagem L 4 tal que toda
fungdo recursiva é representivel em T, entdo para toda formula @(x) existe uma sentenga

Ytalque Trp, & @(TY7).

Demonstrac¢do: Pelo Teorema a funcdo D é recursiva, logo é representdvel em
T. Sendo assim, basta aplicar o Lema da Diagonalizacao. m|
Note que, em particular, o Teorema é valido para T = P.
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Definicao 5.56 Seja T uma teoria de primeira ordem cuja linguagem L contém o simbolo
de constante 0 e o simbolo de fungio f! de L 4. Dizemos que T é w-consistente se, para
toda formula @(x) de T, onde x é a tinica varidvel livre em @, se T +, —q(n) para todo
niimero natural n, entdo ndo ocorre que T +, Ax@(x).

Teorema 5.57 Se T é w-consistente, entdo T é consistente.

Demonstra¢do: Provaremos que existe uma férmula em T que ndo pode ser pro-
vada em T, e seguird do Teorema que T é consistente. Fixe ¢(x) uma férmula
de T cuja tinica varidvel livre é x. Seja 1(x) a férmula dada por ¢(x) A =¢(x). Para
todo ntimero natural n temos que —i(7) é uma tautologia, logo, T +, —1p(7). Sendo

T w-consistente, segue que ndo ndo ocorre T , Jxi(x), como queriamos. O

Definicdo 5.58 Uma sentenca ¢ de uma teoria de primeira ordem T em uma linguagem L
é dita indecidivel quando nio ocorre T vy @ nem T Fp —.

Seja T uma teoria na linguagem £ 4 que satisfaz as seguintes condicdes:
1. T possui um conjunto de axiomas recursivo;
2. Trg, 0% 1;
3. toda funcdo recursiva é representdvel em T.

Do que vimos até entdo, P é um exemplo de teoria que satisfaz as trés condigdes
acima. T é uma teoria em £ 4, e como L 4 possui uma quantidade finita de simbolos
de constantes, funcdes e relagdes, entdo as relagdes C, F e R sdo subconjuntos finitos
de IN e do Teorema segue que tais relagdes sdo primitivas recursivas. Assim T
possui um alfabeto primitivo recursivo. Disto e da condi¢do 1 acima segue, do Teo-
rema que a relacdo Pf(y, x) é primitiva recursiva. Assim, a fun¢ao caracteristica
de Pf é primitiva recursiva. Pela condi¢do 3 acima segue que a fungdo caracteristica
de Pf é representavel em T. Disto, da condic¢do 2 acima e da Proposigdo segue
que Pf é exprimivel. Existe, portanto, uma férmula Pf(x;,x;) de T que exprime a
relacdo Pf(y, x). Seja £(x;) a férmula Vx,(=Pf(xy, x1)).

Pela condic¢do 3 podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo e obter uma sentenca
G que satisfaz

Ttp, G e Vx(=Pf(x2,7G7)). (5.12)

Na interpretacdo padrao, a sentenga Vx,(=Pf(x,"G™)) nos diz que nao existe
um numero natural que seja o ntiimero de Godel de uma prova em T da sentenca

que possui namero de Godel "G™. Logo, tal sentenca nos diz que nado existe uma
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prova em T para a sentenga G. E assim, a afirmagdo T +,, (G < Yx,(=Pf(x3,7G7)))
nos diz que, em T, a sentenca G é equivalente a afirmagdo “G ndo pode ser provada
em T”. Em outras palavras, a sentenca G nos diz “eu ndo posso ser provada em T”.
Tal sentenca é denominada uma sentenca de Gddel e nosso objetivo no primeiro
Teorema da Incompletude é mostrar que G é indecidivel em T, se T é w-consistente.

Teorema 5.59 (Primeiro Teorema da Incompletude de Godel) Seja T uma teoria na
linguagem L 4 que satisfaz as seguintes condigoes:

1. T possui um conjunto de axiomas recursivos;
2. T |_£A 0= T,’
3. toda fungdo recursiva é representivel em T.
valem:
(i) Se T é consistente, entdo ndo ocorre T +, 1 g.
(ii) Se T é w-consistente, entdo ndo ocorre T +, y -G.

Assim, pelo Teorema se T é w-consistente, entdo G é indecidivel em T.

Demonstragdo: (i). Suponha que T +,, G e sejam r o nimero de Godel de uma
prova de G em T e q o nimero de Godel da sentenca G. Entdo vale Pf(r, g), e sendo
Pf exprimivel obtemos que T v, , Pf(7,q), ouseja, T ., Pf(7,7G™).

Da afirmacao feita eme de T+, Ginferimos que T +, , Yx,(=Pf(x2,"G7)).
E pela regra de quantificadores UI para o termo 7 obtemos que T +, , =Pf(¥,"G7).
Disto e da conclusdo do paragrafo anterior segue que T é inconsistente.

(ii). Assuma agora que T seja w-consistente e suponha, por absurdo, que T
—@G. Disto e da afirmacéao feita em inferimos que Tty , =(Vx2(=Pf(x2,7G7))).
Notando que —(Vx—¢(x)) < dx@(x) é uma tautologia pra toda férmula ¢, obtemos
que T+, 3x2(Pf(x2,7G7)).

Sendo T w-consistente, do Teoremasegue que T é consistente. Como T .,
-G entdo ndo ocorre T . , G, isto €, ndo existe prova para G em T. Assim, para todo
numero natural 1, Pf(n, q) é falsa, onde g é o nimero de Godel da expressdo G. Disto
segueque T+, , =Pf(n,"G") para todo natural n. Da w-consisténcia de T segue que
ndo ocorre T+, , Ax2(Pf(x2,7G7)), 0 que contradiz a conclusédo obtida no paragrafo
anterior. O
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Provaremos, mais a frente, que é possivel substituir, no teorema anterior, “w-
consisténcia”por “consisténcia”ao modificarmos convenientemente a sentenga G con-
siderada anteriormente. Pelo item 3 das condi¢des que T satisfaz temos que toda
funcgdo recursiva é representavel em T. Sendo Neg uma funcdo recursiva, existe
uma férmula NMeg(x;,x,) de T que a representa. Considere agora a sentenca £(x;)
dada por:

Vixa(Pf(xg,x1) = Vx3(Neg(xy, x3) = Jxa(xg < xp APf(x4,%3))))-
Pelo Teorema do Ponto Fixo existe uma sentenca R satisfazendo:
Tre, (ReE(TR)). (5.13)

A sentenga R acima é dita uma sentenca de Rosser. Em outras palavras, a sentenga
R nos diz “se R tem uma prova em T com nimero de Godel k, entdo =R tem uma
prova em T com ntimero de Godel menor ou igual a k”.

O que faremos no resultado a seguir é mostrar que tal sentenca é indecidivel

em uma teoria T que satisfaz determinadas hip6teses, se T é consistente.

Teorema 5.60 (Teorema da Incompletude de Godel-Rosser) Seja T uma teoria na lin-
guagem L 4 que satisfaz as seguintes condigoes:

1. T possui um conjunto de axiomas recursivo;

2. Tre, 0% 1;

3. toda fungio recursiva é representdvel em T;

4 Tre, Vx(x<n—>(x=0Vx= 1... V x = 7)) para todo niimero natural n;
5. T kg, Vx(x <71V 7 < x) para todo niimero natural n.

Se T é consistente, entdo R é indecidivel em T.

Demonstra¢do: Sejam p o nimero de Godel de R; e j o nimero de Godel de —R.
Suponha, por absurdo, que T é consistente e R ndo é indecidivel em T. Ha dois
casos possiveis a se considerar.

Caso 1: T +,, R. Neste caso inferimos da afirmagéo feita em que T kg,
E(TRM), ou seja,

T ke, Vx2(Pf(x2,p) = Vx3(Neg(p,x3) = dxg(xg < x5 APS (x4, %3))).
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Seja k o namero de Godel de uma prova de R em T. Entdo vale Pf(k,p), e conse-
quentemente T +-,, Pf (k,p). Aplicando a regra de quantificadores Ul para o termo

k na férmula £(TR7) obtemos que
Tre, Pf(k, —>Vx3(Neg(p,x3)—>3x4(x4<k/\Pf X4, X3)).

Assim, do resultado acima e de T ., Pf (k, p), inferimos por Modus Ponens a se-

guinte afirmacao:
T, Vx3(Neg(p,x3) = dxg(xy < kA Pf(x4,x3)).

Sendo j o ntimero de Godel da férmula —R, temos Neg(p)=j,eassim T +, , Neg(p, 7).
Novamente aplicando a regra Ul, para o termo 7, obtemos T+, , Neg(p, 7) — dxy(xy <
kAPf(x4,])). Distoede T r . Neg(p, j) inferimos, por Modus Ponens, a afirmagao

Trp, Axa(xs < kAPS( f(x4,7) ). Logo, da afirmacdo anterior obtemos:
T, ~(Yxs=(xg <k APS(x4,])))- (5.14)

Como T +, 4 R e T é, por hipotese, consistente, entdo ndo ocorre T y -R.
Assim, para todo ntimero natural n temos que Pf(n, j) é falso. Pela definicdo de
exprimibilidade, segue que T +, , =Pf (7, j) para todo ntimero natural n. Disto, dos
axiomas ndo légicos do tipo 7 e 11 e da definicdo de expremibilidade de Pf segue
que T kg, x4 =71 — =Pf( X4,]) j) para todo natural n. Logo, da condi¢do 4 obtemos
que

TI—EAVx4(x4SE—>( =0Vxy=1V..Vxq=k)).

Pela tautologia (p — (po VpiV. VP A(po—= @) Ao Apn— )] = (p — q) segue
que T kg, x4 < k — —Pf(x4,j). Notando agora que a férmula (¢ — =1p) < =(@ A )
¢ uma tautologia para todas as formulas ¢ e ¥, inferimos que T +,, —(x4 < kA
Pf(x4 ) e de UG segue que T +/ 4 Vxg=(xg < k APf(x4,j)). Novamente supondo
vélido T kg, Vxu—(x4 < kAP f(x4,])), obtemos uma contradicdo com a consisténcia
de T e o obtido na afirmacao feita em5.14]

Caso 2: T +,, =R. Seja m o ntimero de Godel de uma prova de =R em T.
Entédo vale Pf(m, j) e, consequentemente, T +,, Pf(m, j). Pela regra EG temos que
{11 < x, APf(11,])) Fry dxa(xg <x A Pf(x4j)). Como T Fe o, Pf(m,j), do Teorema
segue que T U {m < x5} kr, Axg(xg < x5 A Pf(xg,])). Assim pelo Teorema da
Dedugéo segue que T+, 7 < x5 — Axy(xq < x5 APf (x4, 7))

Sendo T consistente, ndo ocorre T +,, R. Assim, Pf(n,p) € falso para todo
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ntmero natural n, e entdo T +,, —=Pf(n,p), para todo natural n. Pela condicao 4
temos que T kg, xp <M — (x =0V xy = 1V..Vx, =m). Epor um argumento

analogo ao feito no item anterior segue que T+, , x, <M — =Pf(x,,p)

Afirmagdo 5.61 Afirmagio: T U{Pf(x,,p), Neg(p,x3)} bz, Ixa(xs < x5 APf(x4,x3)).

Demonstragao: De fato, a seguinte sequéncia de sentencas atesta tal fato:

LPf(x2,p)
2.Neg(p,x3)
3x, <mvVm<x,
4.7 < xp — Axy(xg < %0 APf(x4,7))
5.0 < — =Pf(x,,p)
6.—Pf (x2,P) V xs(x4 < x5 APf(x4,])
7. Ax4(x4 <x APS( x4,]
8.Neg(p,j)
9.3!x3Neg(p, x3)
10.x3 :7
11.3x4(x4 < x50 APSf(x4,x3))

Hipotese

Hipotese

Condicao 5

Provado acima

Provado acima

Inferido taut. de 3,4 e 5
Inferido taut. de 1 e 6
Provado no item (i)

Def. de representabilidade
Por 2, 8, 9 e propriedades de =
Por 7, 10 e propriedades de =

Com isso, conseguimos verificar que R pode ser provada em T:

i{Pf(x2,p)} b, Neg(p,x3) — Axg(xq < x3 APf(x4,%3))

1i{Pf(x2,P)} b, Yx3(Neg(p,x3) = Jxg(xg < x5 APf(x4,%3)))

1ii.T kg, Pf(x2,p) = Vx3(Neg(p, x3) — dxa(x4 < x5 APf(x4,%3)))

iv.T bp, VX2(Pf(x2, ) = Yx3(Neg(p, x3) — Ix4(x4 < x3 APf(x4,x3))))

U.TI-[:AR

onde i é vélido pela afirmagdo acima e o Teorema da Dedugdo; ii segue de i e UG;
iii segue de ii e do Teorema da Deducdo; iv segue de iii por UG; v segue de iv e
da afirmacgéao feita em Temos assimque T +,, R e T +,, =R, contradizendo a
consisténcia de T. Dos dois itens acima segue que R é indecidivel em T. |

Ja tinhamos visto que a teoria P satisfaz as condi¢des 1 — 3 do Teorema e
do Teorema|5.4/e do Lema 5.5 obtemos que P também satisfaz 4 e 5.
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5.6 Segundo Teorema da Incompletude de Godel

Considere uma teoria T na linguagem £ 4 que seja uma extensdo de P e que possua

um conjunto de axiomas recursivo. Denote por Consy a seguinte sentencga de T:
V1V VgV xa(=(Pf (x1,x3) APf(x2,x4) A Neg(xs, x4))).

Em termos da interpretagdo padrdo, a sentenga acima nos diz que ndo hd, em
T, uma sentenga ¢ tal que ¢ e =@ podem ser provadas em T. Assim, expressa em
T a consisténcia de T.

Para mostrar o Segundo Teorema da Incompletude mostraremos que se P+, ,
Const entdo ocorre P+, 0 =1, 0 que é um absurdo.

Denote por Prov(x;) a férmula dx,(Pf(x,,x1)). Em termos da interpretagdo
padrdo, tal sentenga nos diz que a férmula com niimero de Godel x; pode ser pro-
vada em P.

O resultado abaixo constitui o coragdo da demonstra¢do do Segundo Teorema
da Incompletude de Godel e sua demonstracdo é longa e dificil, fugindo do es-
copo deste trabalho. Por este motivo, provaremos somente a primeira condicéo.
Discussoes sobre as condi¢des HB2 e HB3 podem ser encontradas em [8] e suas

demonstracoes em [1]] e [4].

Teorema 5.62 (Condi¢des de Derivabilidade de Hilbert-Bernays) Sejam ¢ e ) sen-
tengas de P. Valem as seguintes afirmagoes:

(HB1) Se P+, @, entdo P+, , Prov("¢"7).

(HB2) P+, Prov("g — ) — (Prov("¢™) — Prov("¢™)).

(HB3) P+, Prov("¢™) — Prov("Prov("¢™)7).

A afirmacdo (HB1) diz que se podemos provar uma sentenca ¢ em P, entdo po-
demos provar em P a sentenca que diz que “a sentenca ¢ pode ser provada em P”.
A formalizagdo da regra de inferéncia Modus Ponens nos diz que, se podemos pro-
var em P que “se ¢ pode ser provada e ¢ — 1 pode ser provada, entdo i também
pode ser provada”. Por fim, a afirmagdo (HB3) diz que “se P prova a sentenca ¢,
entdo P prova uma férmula com namero de Godel da sentenga Prov("¢™)”.
Demonstragdo do Teorema [5.62| (HB1): Sejam b o niimero de Godel da sentenca ¢
e c o niumero de Godel de uma prova de ¢ em P. Entdo vale Pf(c, b). Pelo Teorema
a relagdo Pf é primitiva recursiva e, portanto (do item 1 do Teorema 5.1{e do Te-
orema5.37), existe uma férmula Pf (x5, x;) de T que exprime a relagdo Pf(y, x). Logo,
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temos que P+, Pf(c, b), ou seja, P+ 4+ Pf(c,"@™). Pela regra de quantificadores
EG segue que P+, , Prov("¢7). O

Dada uma férmula ¢, é usual denotar por O¢ a férmula Prov("¢™). Com isto,
as Condicdes de Derivabilidade de Hilbert-Bernays podem ser reescritas da seguinte
maneira:

(HB1) Se P+, @, entdo P+, , Oe.

(HB2) P k., O(¢ — ) — (O — OP).

(HB3) P+, Op — OO¢.

Teorema 5.63 (Teorema de Lob) Seja ¢ uma sentenga de P. Se P v, Op — ¢, entio
P I-LA Q.

Demonstragao: Vamos primeiro aplicar o Teorema do Ponto Fixo para a férmula
Prov(x;) — ¢, obtendo uma sentenga i tal que P +,, P < (Prov("y7) — ¢). Na
notagdo utilizando 0O, temos P+, , 1 <> (O¢ — ¢). Assim, a seguinte sequéncia nos
da uma prova para ¢ em P:

LPr,, o (O — @)

2Pre, ¥ — (0P - @) Por 1

3.Prc, 0y — (O — ¢)) Por 2 e HB1

4Pk, O - O0OYP — @) Por 3, HB2 e Modus Ponens
5P+, 0(0¢ — @) — (O0¢p — O¢p) Por HB2 para as sentengas Oy e ¢
6.P +,, 0¥ — (0O¢ — Op) Por4e5

7.Pt,, O - 0OOY Por HB3

8.Prr, 00 —0O¢ Por 6, 7 e tautologia (((p = (g = 1)) A(p — q) =)(p — 7).
9Pk, 0p > @ Por hip6tese

10.Pr,, O > @ Por8e9

1L.Pke, Y Por1e10

12P bk, O Por 11 e HB1

13Ptr, @ Por 10, 12 e Modus Ponens

O

Teorema 5.64 (Segundo Teorema da Incompletude de Godel) Se P é consistente, en-
tdo ndo ocorre P+, Consp.
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Demonstragdo: Pelo axioma (A1) de P, obtemos que P+, 0 = 1. Sendo P consis-
tente, segue que ndo ocorre P+, , 0 = 1. Assim, pelo Teorema de L6b inferimos que
Prr,0(0=1) - 0 =1 ndo ocorre. Pela tautologia = — (1) — ¢) concluimos que
P, —0O(0= 1) ndo ocorre.

Como P+, 0% 1, de (HB1) segue que P+, O(0 = 1). Afirmamos que P .,
Consp — —0(0 = 1). Com efeito, sejam 7, o nimero de Gédel de uma prova de
0 # 1, que ateste que P ke, 0% 1em P, e n3 e ny naturais tais que n3 ="0=1"e ny =
r0 # 1. Entdo valem Neg(n3) = ny e Pf(n,,n,). Assim, da sentenga Consp obtemos
P U {Consp} tr, Yx1(=Pf)(x1,713) e, portanto, P U {Consp} k., —=3x1(Pf)(x1,73) isto
¢, PU{Consp} +, -0O(0 = 1). Segue do Teorema da Dedugdo que P te, Consp —
-0(0 = 1).

Como ja haviamos mostrado que P +,, —0O(0 = 1) ndo ocorre, entdo de P +, §

Consp — —0(0 = 1) decorre que P +c, Consp ndo ocorre. O
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6 APENDICE

Apéndice 1: Tabela-verdade de alguns simbolos 16gicos

Os simbolos légicos —, A, V, — e < possuem as seguintes tabelas-verdade:

PlLY|-p eAY VY | 9oY g
VIV F| v v v v
V|F|F| F v F F
F|V| V| F v v F
F|F| V| F F v v
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Apéndice 2: Completude do calculo proposicional

Definicdo 6.1 Definimos a linguagem L para o cilculo proposicional como o conjunto dos
conectivos l6gicos {—, A\, V,—,<>}. Uma teoria T para o cilculo proposicional é o par for-
mado pelo conjunto {B; : i € w} das letras proposicionais e a linguagem T. Para a teoria
T dizemos definimos as proposi¢ées da sequinte maneira:

1. todas as letras proposicionais sdo proposigoes;

2. se A e C sdo proposigoes entdo -A, A — C, ANC, AVC e A < C também sdo

proposicaes.
Se A, B, C e D sio proposicdes, as sequintes proposicdes sio os axiomas 16gicos de T
(i) A= (C— A)
(i) (A= (C > D)) > (A—>C) > (A—>D))
(iii) (~C — =B) = ((<C = B) = C)
(iv) (AAC) & =(A— —C)
(0) (AVC) o (~A—C)
(i) (A C) > (A>C)
(vii) (Ao C) > (C— A)
(viii) (A —C)A(C— A) > (Ao C)
(ix) A= (C— (AAC))

Uma prova em T é dada da mesma forma que a Definicdo para a lista de axiomas dada
acima. Se existe uma prova pata uma proposicio em T, dizemos que tal proposigdo é um

teoremade T.

Defini¢ao 6.2 Uma atribuicdo-verdade de n argumentos é uma fungdo de n argumentos
do conjunto das letras proposicionais em {V, F} (isto é, tal fungdo atribui valores-verdade),
e se estende ao conjunto das proposicoes de T de acordo com a tabela-verdade dos conec-
tivos l6gicos. Uma tautologia (do cdlculo proposicional) é uma proposigdo tal que toda

atribuicdo-verdade aplicada a ela assume o valor V.

Note que o Teorema da Dedugédo para o Calculo Proposicional também pode

ser aplicado a teoria T.
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Teorema 6.3 (Teorema da Deducéo para o Calculo Proposicional) Sejam T uma te-
oria da linguagem L e A e B proposigoes de T. Se T U{A}+; Bentio T +; A — B.

Note que o Teorema da Deducao para o Calculo Proposicional para uma légica
de primeira ordem dada no Teorema s6 utiliza tautologias que sdo do tipo dos
axiomas (i) e (ii) — na verdade, a segunda tautologia utilizada é do tipo (A — C) —
(A — (C - D)) - (A — D)), mas facilmente poderiamos trocé-la por uma tauto-
logia do tipo (ii), uma vez que o objetivo é inferir por Modus Ponens a afirmacdo
A — D. Com isto obtemos uma adaptacdo para uma prova do Teorema da Dedugdo
para o Célculo Proposicional.

Para o resultado a seguir a seguinte afirmacao sera ttil: se T é uma teoria de L
e B é uma proposicdo de T entdo a proposi¢do 5 — B é um teorema de T. De fato, a

seguinte sequéncia atesta esse fato:

1. (B— (B—B)—B))— (B—(B—B))— (B—B)) Axioma (ii)

2. B—((B—B)—B) Axioma (i)
3. (B—>(B—B))—(B—B) 1, 2 e Modus Ponens
4. B— (B—B) Axioma (i)
5.B—-B 3,4 e Modus Ponens

Lema 6.4 Sejam B e C proposigdes. No cilculo proposicional as seguintes proposigdes sdo
teoremas:

(a) =—-B—B

(b) B——-B

(c) -B—(B—C)

(d) (=C — =B) = (B —C)

(e) (B—C)— (=C — =B)

(/) B—=(=C—~(B—C)

(g) (B—>C)—((-B—C)—0C)

Demonstracao:
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(a) Pelo Teorema da Dedugdo para o Calculo Proposicional, basta mostrar que

TU{--B}+. B
1. =B
2. ==B — (=B — =-B)
3. (=B — —-=B)—> ((-B - -B)— B)
4. -B — =B
5. B

Hipotese

Axioma (i)
Axioma (iii)
Observacdo acima

1-4 e Modus Ponens

(b) Pelo Teorema da Deducdo para o Célculo Proposicional, basta mostrar que
TU({B} L =B

B

AN

(4B = ~B) = (~~-B — B) = =B
——=B - -8B

(===B —> B)—> -=-B
. B— (===B—B)
--B

Hipotese

Axioma (iii)

Item (a)

2,3 e Modus Ponens
Axioma (i)

1,5, 4 e Modus Ponens

(c) Pelo Teorema da Deducdo para o Célculo Proposicional, basta mostrar que
TU{=B,B}r.C

® N o U e N

B
-B

-C—> B
(=C — =B) = ((-C — B) = C)
C
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Hipotese

Hipotese

Axioma (i)

Axioma (i)

1, 3 e Modus Ponens
2,4 e Modus Ponens
Axioma (iii)

6,7,5 e Modus Ponens



(d) Pelo Teorema da Dedugdo para o Calculo Proposicional, basta mostrar que

TU{=C - -B,B}+C
1. -C - =B Hipotese
2.B Hipotese
3. (-C—>-B)—>((-C - B)—>C) Axioma (iii)
4. B— (=-C — B) Axioma (i)
5. (-C—>B)->C 1, 3 e Modus Ponens
6. -C— B 2,4 e Modus Ponens
8.C 5, 6 e Modus Ponens

(e) Pelo Teorema da Dedugdo para o Calculo Proposicional, basta mostrar que
TU{B_>C,_|C} F —|B

1. B->C
2. =C
3. -—-B—-B
4,
5
6
7

C—)—|—|C

. =B

Hipotese

Hipotese

Item (a)

Item (b)

Teorema @ em 3, 1 e 4, respectivamente
Item (d)

5, 6,2 e Modus Ponens

(f) Pelo Teorema da Dedugdo para o Célculo Proposicional, basta mostrar que
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TuU {B,ﬁC} F —l(B —>C)

1. B Hipotese

2. -C Hipotese

3. B—-((B—C)—C) Por Modus Ponens e duas aplica¢oes
do Teorema[6.3]

4. (B—>C)—C)—>(-C—>~(B—C)) Item (e)

5. -C - =(B—C) 1, 3, 4 e Modus Ponens

6. =(B—C) 2,5 e Modus Ponens

(g) Pelo Teorema da Dedugdo para o Calculo Proposicional, basta mostrar que
TU{B—>C,—|B—>C} I-LC

1.B—=C Hipotese

2.-B—-C Hipotese

3. (B—>C)— (-C— -=B) Item (e)

4. -C —- -B 1, 3 e Modus Ponens

5. (=-B—>C)— (-C —> —=B) Item (e)

6. -C — —=B 2,5 e Modus Ponens

7. (-C = ==B) = ((=C - -B) - () Axioma (iii)

8. (-C—-B)—>C 6,7 e Modus Ponens

9.C 4, 8 e Modus Ponens 0O

Vejamos um exemplo que ilustra a ideia usada no préximo resultado. Seja B a
proposi¢do —(—B; — B;). Entdo a tabela-verdade de 5 é a seguinte:

By | By | =(=B; — B))
ViV F
V | F F
F |V F
F | F 1%

O Lema 6.5 afirma, respectivamente para a atribui¢cdo correspondente a cada linha
da tabela-verdade acima, que vale: T U {By, B} +; =—(=B; — B;), T U {By, =B} F.
—=(=By = By), TU{=By, By} k| ==(=B; = By) e T U{=By, =By} k. =(=B; — By).
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Para simplificar a notagdo, para uma sequéncia Ay, ..., A, de proposicdes de T,

denotaremos por {A;, ..., A, } o conjunto TU{A;,..., A,} dentro do ambiente de prova.

Lema 6.5 Sejam B uma proposicio e By,..., By todas as letras proposicionais que ocorrem
em B. Para cada atribuigdo verdade para By, ..., By, defina B;. como sendo B; caso B; assuma
valor T; caso contrdrio, defina B;. como sendo —B;. Por fim, defina B" como sendo B caso
B assuma valor T; caso contrdrio, defina B’ como sendo —B. Nestas condi¢des vale que
{B},... B} r1 B".

Demonstragdo: Faremos esta prova por indu¢do no nimero n de ocorréncias de
conectivos 16gicos na proposicdo B. Para o caso base, se n = 0 entao 5 é formada por
uma unica letra proposicional, digamos, B;. Neste caso s6 temos duas atribui¢des
possiveis para B; e é imediato que {B;} +; By e {—=B1} + —B;.
Suponha agora que o resultado seja valido para qualquer proposi¢do com nimero

de ocorréncia de conectivos légicos igual a j < .

Caso 1. Existe uma proposicado C tal que B é a proposigdo —C. Note que C possui o
numero de ocorréncia dos conectivos l6gicos menor que 7, e portanto, pela hipétese

de indugdo, o resultado vale para C. Temos agora dois sub-casos:

(a) C assume valor V. Para as atribui¢des-verdade em que C vale V temos que B
vale F. Entdo C’ é C e B’ é =13. Por hip6tese de indugdo temos que {Bj, ..., B} Fr
C. Assim, por Modus Ponens e pelo Teorema (b) segue que {B},..., B} rr

——=C. E como ——C é B’, segue o resultado.

(b) C assume valor F. Neste caso, C' é —~C (que é B) e B vale V, logo B’ é B.
Com isso obtemos que C” é B’. Por hipétese de indugdo vale (B, ..., B} F; C’, e
portanto vale {Bj,..., B;} -1 B/, como queriamos.

Caso 2. Existem proposi¢des C e D tais que B é a proposi¢do C — D. Como C e D
possuem uma quantidade de conectivos 16gicos menor que n, segue pela hipétese
de indugédo que {B},...,B;} + C" e {B],..., B;} F; D’. Neste caso, a tabela-verdade do
simbolo — nos da 3 casos possiveis:

(a) C assume valor F. Entdo B assume valor V e, neste caso C’ é =C e B’ é B. Por
hipétese de indugao segue que {B},..., B;} 1 —=C. Do Teorema (c) e Modus
Ponens segue que {B,...,B.} v C — D, isto é,{Bj,..., B;} +; B. Como estamos
no caso em que B’ é B, segue o resultado.

(b) C e D assumem valor V. Entdo B assume valor V, logo D’ é D e B’ é 3. Por
hipétese de indugdo segue que {B), ..., B;} -1 D. Do axioma (i) e por Modus Po-
nens segue que {B},...,B;} - C — D, e como B’ é B, segue o resultado desejado.
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(c) C assume valor V e D assume valor F. Entdo B assume o valor F, e assim B’
é -B,C’ é CeD é~D. Por hipétese de indugdo segue que {Bi,...,B]’c} tp C e
{B},..., B;} FL =D. Pelo Teorema6.4|(f) e Modus Ponens inferimos {Bj, ..., B} -
-(C — D) e como —(C — D) é B’, segue o resultado desejado.

Caso 3. Existem proposic¢oes C e D tais que B é a proposi¢ao C A D.

(@) C e D assumem valores V. Por hipétese de indugao temos {Bj,..,B;} - C e

{B},..., B} 1 D. Assim por Modus Ponens inferimos, via axioma (ix), que vale
{B/,..., B;(} Fr CAD.

(b) D ou C assumem valores F. Neste caso temos que B’ é —(C A D). Afirma-
mos que basta mostrar {B},..., B;} v C — =D. De fato, por (iv) e (vii) temos,
respectivamente, que T +; (CAD) < —~(C - -D)e T +; (CAD) & =(C —
-D)) = ((C AD) = —(C — —=D)). Destes dois resultados inferimos, por Mo-
dus Ponens, que T + (C AD) — =(C — =D). O item (e) do Lema [6.4 nos da
T+, ((CAD)— =(C - =D)) = (==(C - =D) — —(C A D)) e por Modus Po-
nens inferimos T +; =—(C — —D) — —(C A D). Do Teorema (b) temos que
T +; (C - =D) - ==(C — =D), e destes dois ultimos resultados inferimos, via
Modus Ponens, T +| (C — —=D) — —(C A D). Temos agora duas opgdes:

(a) D assume valor F. Neste caso a hipétese de indugdo nos da {B},..., B;} -
—D. Do axioma (i) segue que {B},...,B;} - C — =D.

(b) D assume valor V (e portanto C assume valor F). Neste caso a hipétese de
indugio nos dé {Bj,..., B} - =C. Do Lema [6.4] (c) segue que {Bj,..., B;} |

Caso 4. Existem proposic¢des C e D tais que B é a proposi¢dao C Vv D.

(@) C ou D assumem valor V. Neste caso temos que B’ = B. O axioma (v) nos da
que (C VD) « (=C — D) é um teorema de T. Assim, como B’ é a proposi¢ao
C Vv D, basta mostrarmos que B’l, e B;{} . —=C — D, e inferimos B’ pelo axioma

(vii), como fizemos no item anterior.

Caso D assuma valor V, pela hipétese de indugdo obtemos {Bi,...,B,’(} +r D.
Pelo axioma do tipo (i) temos que a proposi¢do D — (-C — D) é um teorema
de T, e portanto, {B;,...,B;{} +;p -C — D.

Caso C assuma valor V, por hipétese de indugdo obtemos {B],...,B;} +1 C.

Pelos itens (b) e (c) do Lema temos, respectivamente que as proposicoes
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C - —=C e -—=C — (=C — D) sdo teoremas de T. Assim, por Modus Ponens,
{B;,,B;{} |—L —|C —D

(b) C e D assumem valor F. Por hipétese de indugdo vale {B},...,B;} +; =C e
{B,....B;} L =D. E neste caso B assume valor F, logo B’ é a proposicao
—=(C vV D). Pela equivaléncia (C V D) < (=C — D) dada pelo axioma (v) e pelo
axioma (vii) inferimos (C V D) — (-C — D). E pela contrapositiva dada pelo
item (e) do Lema [6.4] inferimos —(—C — D) — —(C V D). Assim, basta mostrar
que {Bj,...,B;} 1 =(=C — D). Isto, por sua vez, se deve ao fato de que vale
{B,.... By} v =C e {B},...,B;} +1 =D, e concluimos portanto, , usando o item (f)
do Lema 6.4} o desejado.

Caso 5. Existem proposicoes C e D tais que B € a proposicao C < D.

(@) C e D assumem valores-verdade iguais. Note que, neste caso, 5’ = B.

No caso em que ambas assumem valor V temos que {B},...,B;} - Ce{Bj,..., B} Fr
D. Pelo axioma (i) valem C — (D — C) e D — (C — D). Por fim, inferimos
{B},....B} v D —Ce{Bj,.., B;} + C — D. Pelo axioma légico (ix) e Modus Po-

)

nens inferimos {B},..., B;} -1 (C — D) A (D — C). Logo do axioma légico (viii)

inferimos {Bj, ..., B;} 1 C <> D, e como C < D = B = B/, segue o resultado.

O caso em que ambas assumem valor F é inteiramente analogo, usando o item
(c) do Lemal6.4]e obtendo validas em T as proposi¢des -C — (C — D) e =D —
(D — ().

(b) C e D assumem valores-verdade diferentes. Entdo B’ é igual a =(C <> D). Dos
axioma dos tipos (vi) e (vii) segueque T +; (C < D) - (C > D)e Ty (C &
D) - (D — C). Do item (e) do Lema segue, respectivamente, que T Fp
~(C—>D)—>-(CoD)eTtry ~(D—C)— —(C < D). Usaremos isto nos dois
subcasos possiveis.

(i) C assume valor F e D assume valor V. Por hipétese de indugdo temos
que {B/,..., B} rp =C e {B},..., B} 1 D. Pelo item (f) do Lema [6.4] segue
que T +; D — (-C = —~(D — ()). Distoede T +) —=(D — C) = —=(C < D)

inferimos, por Modus Ponens, que {B},...,B;} - —(C < D), como dese-

jado.

(ii) C assume valor V e D assume valor F. Por hipétese de indugdo temos
que {B/,..., B} +; C e {B},.., B;} rp =D. Pelo item (f) do Lema [6.4] segue
que T +; C = (=D — —~(C —» D)). Distoede T ) =(C — D) —» —=(C < D)
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inferimos, por Modus Ponens, que {B},...,B;} + —(C <> D), como dese-
jado. O

Teorema 6.6 (Completude do calculo proposicional) Se B é uma tautologia do cilculo
proposicional T entdo I3 é um teorema de T.

Demonstra¢ao: Seja B uma tautologia de T e sejam By, ..., By todas as letras propo-
sicionais que ocorrem em 8. Para qualquer atribui¢do-verdade para By, ..., By temos
que o valor-verdade de B é V, j4 que B é uma tautologia. Assim, pelo Lema
vale {B},...,B;} +; B. Quando By assume valor V vale que {Bj,..,B,_;,Bi} +p B,
e quando B, assume valor F vale que {B},...,B;_|,—Bi} +; B. Assim, pelo Teo-
rema da Dedugdo para o Célculo Proposicional segue que (B}, ..., B, _;} +; By — B
e {B},..,B;_,} . =By — B. Logo, pelo Teorema (g) e por Modus Ponens segue
que {Bj},..., B, _;} F1 B. Refazendo este processo para cada i < k temos que 0 +; BB, e

em particular segue que B é um teorema de T. O

Teorema 6.7 Toda sentenca de uma linguagem de primeira ordem L que é fecho universal
de uma tautologia de L pode ser provada usando apenas Modus Ponens e fechos universais
de instdncias das seguintes tautologias:

Lo—=>@—9)

2. (=W =)= ((@—=>9)—(p— )
3. (= = =) = (¢ = P) = ¢)

4. (pAp) o (@ > 1)

5. (V) (~p - 1)

6. (poyp)—=(p—1)

7 (o)=Y — o)

8. ((p = PIAN(P = @) = (¢ = P)

9. ¢ = (= (pAP))

Demonstragdo: Seja o uma tautologia de £. Fixada T uma teoria para L, a par-
tir da tautologia o podemos obter uma tautologia (do calculo proposicional) B de
T fazendo a substituigdo de todas as férmulas basicas que ocorrem em o, diga-

mos, @1,..., ¢k, por letras proposicionais quaisquer, digamos, By, ..., By, tomando o
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cuidado de substituir as mesmas férmulas basicas por letras proposicionais iguais.
Para a tautologia B de T podemos aplicar o Teorema 6.6/e obter uma prova A,..., A,
em T para B. Vamos agora desfazer a substituicdo feita no inicio. Em cada A;,
substitua-a as ocorréncias de B; por ¢;, e para cada letra proposicional que ocor-
rer e for diferente de todas as B;’s, substitua por uma sentenca qualquer. Como tal
sequéncia foi obtida a partir de uma prova para B em T, segue que tal sequéncia é

uma prova para o. O
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