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”Daria um filme
Uma negra e uma criança nos braços
Solitária na floresta de concreto e aço
Veja, olha outra vez o rosto na multidão
A multidão é um monstro sem rosto e coração

Hei, São Paulo, terra de arranha-céu
A garoa rasga a carne, é a Torre de Babel
Famı́lia brasileira, dois contra o mundo
Mãe solteira de um promissor vagabundo

Luz, câmera e ação, gravando a cena vai
Um bastardo, mais um filho pardo sem pai
Hei, senhor de engenho, eu sei bem quem você é
Sozinho cê num guenta, sozinho cê num entra a pé

[...]

Eu recebi seu ticket, quer dizer kit
De esgoto a céu aberto e parede madeirite
De vergonha eu não morri, to firmão, eis-me aqui
Você não, cê não passa quando o mar vermelho abrir

Eu sou o mano, homem duro, do gueto, Brown, oba
Aquele loco que não pode errar
Aquele que você odeia amar nesse instante
Pele parda e ouço funk
E de onde vem os diamante? Da lama
Valeu mãe, negro drama”

Negro Drama - Racionais MC’s

3



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradeço imensamente à minha mãe, Gilda, e à minha irmã,
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RESUMO

Neste trabalho de conclusão de curso estudamos o Teorema da Completude e os
Teoremas da Incompletude de Gödel. O Teorema da Completude afirma, grosso
modo, que, toda sentença (de primeira ordem) que é verdadeira em todos os mo-
delos de uma dada teoria deve ser logicamente dedutı́vel nesta teoria, e vice-versa.
Os Teoremas da Incompletude afirmam, grosso modo, que se uma teoria é consis-
tente e capaz de expressar a aritmética de Peano, então ela é incompleta e não pode
provar sua própria consistência. Os teoremas de Gödel são resultados de muita
importância e que geraram um grande impacto, além de serem muito bonitos e
apresentarem ideias e argumentações extremamente elegantes (do ponto de vista
estético de um matemático). Por fim, este trabalho foi pensado para ser uma re-
ferência para a compreensão dos resultados aqui mostrado, precisando somente de
conhecimento básico de teoria de conjuntos.

Palavras-chave: Teorema da Completude de Gödel, Teoremas da Incomple-
tude de Gödel, lógica de primeira ordem.
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ABSTRACT

In this undergraduate thesis we study Gödel’s Completeness Theorem and Gödel’s
Incompleteness Theorems. The Completeness Theorem states, roughly speaking,
that every (first-order) sentence that is true in all models of a given theory must
be logically deducible in this theory, and vice versa. The Incompleteness Theorems
roughly state that if a theory is consistent and able to express Peano’s arithmetic,
then it is incomplete and cannot prove its own consistency. Gödel’s theorems are
very important results that have generated a great impact, besides being very be-
autiful and presenting extremely elegant ideas and arguments (from the aesthetic
point of view of a mathematician). Finally, this work was designed to be a reference
for understanding the results shown here, requiring only basic knowledge of set
theory.

Keywords: Gödel’s Completeness Theorem, Gödel’s Incompleteness Theorems,
first order logic.
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INTRODUÇÃO

No fim do século XIX, Georg Cantor deu inı́cio à teoria dos conjuntos ao usar bijeções
para comparar o tamanho de conjuntos e mostrando que existem infinitos de tama-
nho diferentes, como por exemplo infinitos enumeráveis e não enumeráveis. Após
este trabalho, outros matemáticos como Gottlob Frege e Bertrand Russell percebe-
ram que era possı́vel usar a lógica para fundamentar a matemática, e que para isto
seria necessário construir uma lógica simbólica dotada de uma linguagem que fosse
universal. Eles notaram que seria possı́vel utilizar a teoria dos conjuntos desen-
volvida principalmente por Cantor, mas Russell apontou algumas inconsistências
desta teoria à época. Até então, um conjunto era qualquer coleção de objetos que
satisfazem uma determinada propriedade. Ele então propôs que considerássemos o
conjunto S = {X : X < X} e poderı́amos em particular perguntar se S é um elemento
de S. Se S ∈ S então pela definição de S temos que S < S, e se S < S então pela
definição de S temos que S ∈ S. Terı́amos então uma contradição. Este é conhecido
como o Paradoxo de Russell, que apontou a necessidade de uma noção mais precisa
do que era um conjunto. Russell e Alfred Whitehead escreveram o Principia Mathe-
matica com o objetivo de fundamentar as bases da matemática e para contornar o
paradoxo de Russell eles desenvolveram a teoria dos tipos. Tais trabalhos foram
importantes para o inı́cio do desenvolvimento da lógica simbólica e fundamentação
matemática.

Em 1900, no Congresso Internacional de Matemáticos de Paris, David Hilbert
expôs 23 problemas que ele acreditava que seriam relevantes para a matemática do
século que se iniciava. O segundo problema tratava de demonstrar que a aritmética
de Peano é consistente, isto é, não leva a contradições. Em 1921 ele iniciou o pro-
grama de Hilbert com o intuito de estabelecer um sistema para a formalização da
matemática. Dois dos principais princı́pios para tal sistema estabeleciam que ele
fosse consistente e decidı́vel, isto é, que para toda fórmula ϕ expressa na lingua-
gem do conjunto de axiomas, ou ϕ ou sua negação fosse consequência lógica do
conjunto de axiomas. Com seu programa, Hilbert pretendia encerrar as questões
da fundamentação “de uma vez por todas” [9]. A célebre frase de Hilbert, que
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encontra-se atualmente gravada em sua lápide, “devemos saber, saberemos”, ex-
pressava sua crença de que seria apenas uma questão de tempo para saber a resposta
de qualquer problema matemático. Tal programa estimulou diversos resultados im-
portantes, como o Teorema da Completude de Gödel, que culminou no inı́cio da
teoria de modelos:

Teorema 0.1 (Teorema da Completude de Gödel) Seja Σ um conjunto de sentenças da
linguagem L para a lógica de primeira ordem. Então:

1. Con�(Σ) se, e somente se, Con`,L(Σ).

2. Para toda sentença ϕ de L, Σ � ϕ se, e somente se, Σ `L ϕ.

Escrevemos Con�(Σ) para expressar que Σ é semanticamente consistente, ou
seja, existe uma estrutura E tal que para toda sentença ϕ ∈ Σ tem-se que ϕ é verdade
em E. Já Con`,L(Σ) expressa a consistência sintática de Σ, que remete ao conceito de
não haver contradições deduzidas a partir Σ. Então este teorema mostra que as
noções de consistência sintática e semântica são equivalentes — em outras palavras,
ele diz que uma teoria é (sintaticamente) consistente se e somente se admite modelo.
O Teorema da Completude foi formulado e demonstrado pela primeira vez por Kurt
Gödel em 1929 e no mesmo ano Jacques Herbrand desenvolveu, de maneira inde-
pendente, um método para construir um modelo para uma dada teoria usando os
termos da linguagem dessa teoria. Em 1949 Leon Henkin se baseou no método de
Herbrand de construção de modelos para demonstrar o Teorema da Completude, e
é esta demonstração que apresentaremos neste trabalho.

Outros resultados importantes, e surpreendentes, são os Teoremas da Incom-
pletude de Gödel, que colocaram um fim no programa de Hilbert.

Teorema 0.2 (Primeiro Teorema da Incompletude de Gödel [6]) Seja T uma teoria na
linguagem LA satisfazendo as seguintes condições:

1. T tem um conjunto de axiomas recursivo;

2. `T 0 , 1;

3. toda função recursiva é representável em T .

Então, se T é consistente, não ocorre `T G , e se T é ω-consistente então não ocorre `T ¬G ,
onde G é uma sentença de Gödel. Consequentemente, se T é ω-consistente então G é uma
sentença indecidı́vel de T .
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Em outras palavras, uma teoria que satisfaz as condições do Primeiro Teorema
da Incompletude de Gödel será incompleta, pois existirá uma sentença que não pode
ser demonstrada nem refutada na teoria. Afirmações assim são denominadas inde-
pendentes. John Barkley Rosser mostrou em 1936 que a hipótese “ω-consistente” po-
deria ser substituı́da por “consistente” no enunciado do teorema anterior, obtendo
assim um resultado mais forte, já que ω-consistência implica consistência. Um con-
junto de axiomas que surgiu à época e é atualmente amplamente aceito é ZFC (axi-
omas de Zermelo-Fraenkel e o Axioma da Escolha). O primeiro problema da lista
de Hilbert era demonstrar a Hipótese do Contı́nuo (CH), que é a afirmação de que
2ℵ0 = ℵ1, que Cantor havia passado seus últimos anos tentando provar. Após sua
morte foi demonstrado por Gödel e mais recentemente por Paul Cohen que CH é
independente de ZFC. Logo, seria impossı́vel demonstrar CH ou a negação de CH a
partir de ZFC. Esta é uma das primeiras afirmações independentes de ZFC, e outras
mais conhecidas atualmente são o Axioma de Martin e a Hipótese de Suslin. Há
ainda resultados de afirmações que são dedutı́veis em ZF, mas independentes da
Aritmética de Peano. Tais resultados podem ser encontrados em [2] e [7].

Outro importante resultado é o Segundo Teorema da Incompletude de Gödel:

Teorema 0.3 (Segundo Teorema da Incompletude de Gödel [6]) Se P é consistente,
então não ocorre P `LA ConsP .

A teoria P no enunciado do teorema representa uma teoria capaz de expressar
a aritmética dos naturais baseada nos axiomas de Peano. Em outras palavras, o
teorema nos diz que se P é consistente então sua consistência não é um teorema de
P — em outras palavras, que P não prova sua própria consistência.

Este trabalho é composto por 5 capı́tulos. No primeiro capı́tulo introduzimos
a Notação Polonesa e estabelecemos um alfabeto para a lógica de primeira ordem
nesta notação, com o qual definimos os termos e fórmulas desta linguagem. No
segundo capı́tulo introduzimos noções semânticas da lógica de primeira ordem,
tais como valoração para termos e fórmulas. No terceiro capı́tulo introduzimos
a noção de prova formal e formalizamos alguns argumentos clássicos utilizados
em demonstrações. No quarto capı́tulo provamos o Teorema da Completude e no
quinto capı́tulo provamos os Teoremas da Incompletude.
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1 LINGUAGEM PARA A LÓGICA DE PRIMEIRA ORDEM

Nosso objetivo neste capı́tulo é fixar uma linguagem para a lógica de primeira or-
dem. Na primeira seção definiremos a noção de alfabeto e veremos a regra de
formação de uma expressão, em um alfabeto fixado, na Notação Polonesa. Na se-
gunda seção veremos que uma linguagem para a lógica de primeira ordem é cons-
tituı́da de um alfabeto e de expressões na Notação Polonesa que obedecem a deter-
minadas regras de formação, que chamaremos de termos e fórmulas. As principais
referências bibliográficas para este capı́tulo são [3] e [5].

1.1 Notação Polonesa

Iniciaremos com a definição do objeto mais simples para construir nossa linguagem.
Tal objeto é o alfabeto, cujos elementos são os blocos dos quais uma expressão é
constituı́da. Fixado um alfabeto, há diversas formas de representar uma expressão.
Utilizaremos aqui a representação de uma expressão na Notação Polonesa — a van-
tagem de tal escolha será explorada mais adiante.

Definição 1.1 Um alfabeto é um par (W ,α), onde W é um conjunto de sı́mbolos e α :

W → ω é uma função e ω denota o conjunto dos números naturais. Seja Wn = {s ∈ W :

α(s) = n}. Dizemos que os sı́mbolos emWn possuem aridade n (ou são sı́mbolos n-ários).
Uma expressão (bem formada) de (W ,α) na Notação Polonesa é uma sequência construı́da
recursivamente pela seguinte regra:

Se s ∈Wn e τi é uma expressão para cada i < n, então sτ0...τn−1 é uma expressão.

Nesta definição, a palavra “sı́mbolo” não possui significado especı́fico. Po-
derı́amos ter dito “elementos” de W , mas escolhemos a palavra “sı́mbolo” para se
relacionar com a noção intuitiva de blocos fundamentais que, quando juntos e res-
peitando uma determinada regra, possuem novos significados (as expressões). A
palavra “alfabeto” também explicita esta ideia, onde a junção de letras (sı́mbolos)
formam palavras (expressões). Quando a aridade de todo sı́mbolo do conjunto W
for clara, simplesmente escreveremosW ao invés de (W ,α).
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Note que todo elemento de W0 é uma expressão de (W ,α), uma vez que não
existe i ∈ ω satisfazendo i < 0. E ainda, procuramos destacar, por meio da locução
“bem formada”, que estamos interessados em expressões que “façam sentido”. Por
exemplo, a sequência = x é uma sequência finita de sı́mbolos, mas não é o que cha-
mamos de expressão (bem formada), pois = é um sı́mbolo binário e, portanto, deve
ser seguido de duas expressões, mas está seguido de apenas uma expressão.

Por exemplo, o conjunto W = {x,y,z,+, ·, !} e a função α que associa x,y,z ao
número 0, ! ao número 1 e +, · ao número 2 formam um alfabeto. Neste caso temos
W0 = {x,y,z}, W1 = {!}, W2 = {+, ·} e os demais Wn para n > 2 são vazios. Assim, as
seguintes sequências de sı́mbolos são exemplos de expressões (bem formadas) de
(W ,α) na Notação Polonesa: x, !y, +xy, ·zy, +x · y!z.

A Notação Polonesa possui a desvantagem de ser mais difı́cil de ser lida. Por
exemplo, · + x!y+!zy é a Notação Polonesa da expressão (x + y!) · (z! + y) escrita na
linguagem usual. A forma usual de denotar é mais fácil de ser lida (talvez por ser
a notação que estamos acostumados a usar), mas a vantagem da Notação Polonesa
é a unicidade de leitura sem a necessidade do uso de parênteses ou de convenções
sobre a precedência dos sı́mbolos. Tal unicidade será de grande importância para o
que faremos posteriormente.

A unicidade da expressão · + x!y+!zy pode ser facilmente verificada usando
a definição de expressão. Por exemplo, como o primeiro sı́mbolo da expressão
· + x!y+!zy tem aridade 2, segue da definição de expressão que existem σ1 e σ2 ex-
pressões tais que ·+x!y+!zy é escrita como ·σ1σ2. E note que se σ ′1 e σ ′2 são expressões
tais que ·+ x!y+!zy é ·σ ′1σ

′
2, então σ1 = σ ′1 e σ2 = σ ′2. Com efeito, o primeiro sı́mbolo

de σ1 e σ ′1 é o sı́mbolo da operação binária +, então as duas próximas expressões de-
vem ser alvo de atuação deste sı́mbolo. O sı́mbolo seguinte é x, que é um sı́mbolo de
aridade 0, portanto, x é uma expressão em si (e a primeira a ser alvo de atuação da
operação +). O sı́mbolo seguinte é a operação unária !, seguida do sı́mbolo y de ari-
dade 0. Portanto, os sı́mbolos !y formam a segunda expressão que sucede o sı́mbolo
+. Logo obtemos a expressão +x!y, que é a Notação Polonesa de x + y!. De forma
análoga, a expressão seguinte deve ser +!zy, que é a Notação Polonesa de z! + y, e é
a segunda expressão depois do sı́mbolo binário ·. Logo, na notação usual obtemos a
expressão (x + y!) · (z! + y). Assim, as expressões τ1 e τ ′1 devem ser obrigatoriamente
iguais à expressão +x!y, e as expressões τ2 e τ ′2 devem ser obrigatoriamente iguais
à expressão +!zy, pois estas são as duas únicas expressões que são alvo de atuação
da operação ·. Em geral, essa unicidade nos é garantida pelo Teorema 1.2. Para
demonstrá-lo, dada τ ∈ W<ω, ou seja, τ é uma sequência finita de sı́mbolos de W ,

12



denotaremos por |τ | o comprimento de τ .

Teorema 1.2 (Unicidade de representação) Seja σ uma expressão do alfabeto (W ,α) na
Notação Polonesa. Então:

1. Nenhum segmento inicial próprio de σ é uma expressão.

2. Se o primeiro sı́mbolo de σ é o sı́mbolo s de aridade n, então existem expressões únicas
τ0, ..., τn−1 tais que σ é a expressão sτ0...τn−1.

Demonstração: Seja σ uma expressão de (W ,α) na Notação Polonesa. Mostraremos
tal resultado por indução em |σ |. Se |σ | = 1, como σ não possui segmentos iniciais
próprios, se o primeiro sı́mbolo de σ é s então σ é a expressão s. Logo valem 1 e 2.
Suponha agora que as duas condições valem para toda expressão de comprimento
menor que |σ |. Suponha também que o primeiro sı́mbolo de σ é o sı́mbolo s de
aridade n ≥ 1. Pela definição de expressão, temos que existem τ0, ..., τn−1 expressões
tais que σ é a expressão sτ0...τn−1.

Seja σ ′ uma expressão que é um segmento inicial de σ . Mostraremos que σ ′ =

σ . Pela definição de expressão (e por σ ′ ser um segmento inicial de σ , seu primeiro
sı́mbolo é s, e s possui aridade n), existem τ ′0, ..., τ ′n−1 expressões tais que σ ′ é a
expressão sτ ′0...τ

′
n−1. Dessa forma segue que τ0 = τ ′0, pois, caso contrário, ou sτ0 é

um segmento inicial próprio de sτ ′0 ou sτ ′0 é um segmento inicial próprio de sτ0. E
consequentemente, ou τ0 é um segmento inicial próprio de τ ′0 ou τ ′0 é um segmento
inicial próprio de τ0, o que é um absurdo, pois τ0 e τ ′0 são expressões tais que |τ0| < |σ |
e |τ ′0| < |σ |.

Mostraremos agora que τi = τ ′i para todo 0 ≤ i ≤ n − 1, e faremos isto por
indução em i. O caso base foi feito no parágrafo anterior. Suponha então que para
todo j < i tem-se τj = τ ′j . Então σ é a expressão sτ0...τi−1τiτi+1...τn−1 e a expressão
sτ0...τi−1τ

′
iτ
′
i+1...τ

′
n−1. Se τi , τ ′i , ou sτ0...τi−1τi é um segmento inicial próprio de

sτ0...τi−1τ
′
i ou vice-versa. E então ou τi é um segmento inicial próprio de τ ′i ou vice-

versa, o que é um absurdo, pois τi e τ ′i são expressões tais que |τi | < |σ | e |τ ′i | < |σ |.
Dessa forma, obtemos que τi = τ ′i para todo i < n, e então σ = σ ′. Assim ga-

rantimos a condição 2 e, como σ ′ era um segmento inicial arbitrário de σ , segue que
todo segmento inicial de σ que é uma expressão é o próprio σ , e consequentemente
não é um segmento inicial próprio. Logo, vale a condição 1. �

Vejamos alguns conceitos importantes sobre expressões.

Definição 1.3 Se σ é uma expressão do alfabeto (W ,α) na Notação Polonesa, definimos
uma subexpressão de σ como uma sequência consecutiva de sı́mbolos de σ que é também
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uma expressão.

No caso da expressão · + x!y+!zy que havı́amos visto, a sequência ·+ não é
uma subexpressão, pois embora seja uma sequência consecutiva de sı́mbolos de
·+x!y+!zy, não é uma expressão. A sequência +xz também não é uma subexpressão
de ·+x!y+!zy, pois embora seja uma expressão, não é uma sequência consecutiva de
sı́mbolos de ·+x!y+!zy. Já as sequências x, !z, +!zy e ·+x!y+!zy são subexpressões de
·+ x!y+!zy.

Note ainda que cada sı́mbolo em uma expressão é o inı́cio de uma subex-
pressão. Por exemplo, na expressão ·x + yz, · é o inı́cio da subexpressão ·x + yz, x
é o inı́cio da subexpressão x, + é o inı́cio da subexpressão +yz e y e z são o inı́cio das
subexpressões y e z, respectivamente. Mais geralmente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4 Se σ é uma expressão do alfabeto (W ,α) na Notação Polonesa, então em toda
ocorrência de um sı́mbolo em σ temos o inı́cio de uma única subexpressão de σ .

Demonstração: Seja σ uma expressão de (W ,α) na Notação Polonesa. Faremos a
demonstração deste resultado por indução em |σ |. Suponha que |σ | = 1. Então σ é
uma expressão que contém apenas um sı́mbolo. Dessa forma, se p é um sı́mbolo que
ocorre em σ , então σ é a expressão p. Portanto, em p temos o inı́cio de uma única
subexpressão de σ — a saber, a própria σ .

Suponha que o resultado do enunciado vale para toda expressão de compri-
mento estritamente menor que |σ |. Seja p uma ocorrência de um sı́mbolo em σ . Pela
regra de formação de expressões, temos que existem s ∈ Wn e τ0, ..., τn−1 expressões
tais que σ é a expressão sτ0...τn−1. Se p é o primeiro sı́mbolo de σ , isto é, se p é
o sı́mbolo s, então segue o resultado pelo item (1) do Teorema 1.2. Suponha então
que p não é o primeiro sı́mbolo. Então p ocorre dentro de alguma expressão τi para
i ∈ {0, ...,n−1}. Como τi é uma expressão com comprimento estritamente menor que
o comprimento de σ , então pela hipótese de indução segue que em p ocorre o inı́cio
de uma única subexpressão, digamos ϕ, de τi . E note que uma subexpressão de τi
é também uma subexpressão de σ , pois é uma sequência consecutiva de sı́mbolos
de σ que também é uma expressão. Assim, pelo item (2) do Teorema 1.2 existem
expressões únicas τ̃0, ..., τ̃k−1 tais que ϕ é a expressão pτ̃0...τ̃k−1, onde k é a aridade
de p. Pelo item (1) do Teorema 1.2 nenhuma expressão ψ que se inicia em p pode ser
uma subexpressão própria de pτ̃0...τ̃k−1 e nem pτ̃0...τ̃k−1 pode ser uma subexpressão
própria de ψ. Desta forma, segue que ψ = ϕ, e então vale a unicidade de ϕ, portanto
segue o resultado. �
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Pelo Teorema 1.4, podemos definir o escopo de uma ocorrência de um sı́mbolo
em uma expressão.

Definição 1.5 Se σ é uma expressão do alfabeto (W ,α) na Notação Polonesa, então o es-
copo de uma ocorrência de um sı́mbolo em σ é a única subexpressão de σ que se inicia em
tal ocorrência.

Por exemplo, se tomarmos a expressão σ dada por · + xy + zw, então o escopo
de · é a própria expressão σ , o escopo do primeiro + é a expressão +xy, e o escopo
do segundo + é a expressão +zw. Note que escopo de todo sı́mbolo de aridade 0 é a
expressão formada pelo próprio sı́mbolo, então os escopos de x, y, z e w são x, y, z e
w, respectivamente.

1.2 Linguagem de primeira ordem

Nosso objetivo nesta seção é construir uma linguagem para a lógica de pri-
meira ordem, ou simplesmente, uma linguagem de primeira ordem. Tal linguagem
será constituı́da por um alfabeto e por uma coleção de expressões deste alfabeto
na Notação Polonesa que obedecem a determinadas regras. Começamos fixando
alguns elementos que utilizaremos recorrentemente.
Definição 1.6 Chamamos de sı́mbolos lógicos os sı́mbolos:

∧ ∨ ¬ → ↔ ∀ ∃ =

junto com os elementos de um conjunto infinito enumerável VAR de variáveis.

Note que as variáveis são sı́mbolos de aridade 0. Os sı́mbolos ∀ e ∃ são comu-
mente chamados de quantificadores universal e existencial, respectivamente. O
sı́mbolo ¬ tem aridade 1 e os demais sı́mbolos lógicos possuem aridade 2.

Definição 1.7 Um alfabeto para a lógica de primeira ordem é constituı́do dos sı́mbolos
lógicos e de um conjunto L (cujos elementos são chamados de sı́mbolos não lógicos), par-
ticionado como L = F ∪P . Os conjuntos F e P , por sua vez, são particionados por aridade:
F =

⋃
n∈ωFn e P =

⋃
n∈ωPn. Para cada n ∈ ω com n > 0, os sı́mbolos em Fn são chamados

sı́mbolos de funções n-árias e os sı́mbolos em Pn são chamados sı́mbolos de predicados
n-ários, ou mais comumente, sı́mbolos de relações n-árias. Já os sı́mbolos em F0 são
chamados de sı́mbolos de constantes e os sı́mbolos em P0 são chamados de letras propo-
sicionais.
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Em muitos dos exemplos que veremos, a maior parte dos conjuntos da forma
Fn e Pn são vazios. Por exemplo, para axiomatizar a teoria dos conjuntos, é suficiente
considerar um alfabeto cujo único sı́mbolo não lógico é o sı́mbolo de relação ∈ de
aridade 2. Neste caso, Fn = ∅ para todo n ∈ω, P2 = {∈} e Pn = ∅ para todo n ∈ω \ {2}.

Note que o alfabeto a ser adotado depende da maneira escolhida para apresen-
tar a teoria em questão. Por exemplo, para axiomatizar a teoria dos grupos por meio
dos seguintes axiomas (enunciaremos tais axiomas na notação usual)

1. ∀x∀y∀z((x · y) · z = x · (y · z))

2. ∃e(∀x(x · e = e · x = x)∧∀x∃y(x · y = y · x = e))

basta considerar um alfabeto cujo único sı́mbolo não lógico é o sı́mbolo de função ·
de aridade 2. Contudo, para axiomatizar a teoria dos grupos por meio dos seguintes
axiomas

1. ∀x∀y∀z((x · y) · z = x · (y · z))

2. ∀x(x · e = e · x = x)

3. ∀x(x · i(x) = i(x) · x = e)

o nosso alfabeto deve incluir, além do sı́mbolo de função · de aridade 2, um sı́mbolo
de função i de aridade 1 e um sı́mbolo de constante e.

Definiremos agora algumas expressões especiais de um alfabeto para a lógica
de primeira ordem: os termos, as fórmulas atômicas e as fórmulas.

Definição 1.8 Dado um alfabeto para a lógica de primeira ordem como na Definição 1.7,
dizemos que:

1. os termos de L são as expressões (bem formadas) do alfabeto F ∪ VAR na Notação
Polonesa;

2. as fórmulas atômicas de L são as sequências de sı́mbolos da forma pτ1...τn onde
n ≥ 0, τ1, ..., τn são termos de L, e, ou p ∈ Pn, ou n = 2 e p é o sı́mbolo =;

3. as fórmulas de L são as sequências de sı́mbolos construı́das recursivamente pelas
seguintes regras:

(a) todas as fórmulas atômicas são fórmulas;

(b) se ϕ é uma fórmula e x ∈ VAR, então ∀xϕ e ∃xϕ são fórmulas;
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(c) se ϕ é uma fórmula, então ¬ϕ também é uma fórmula;

(d) se ϕ e ψ são fórmulas, então ∧ϕψ, ∨ϕψ,→ ϕψ e↔ ϕψ também são fórmulas.

No item 2, o caso especial de p ser o sı́mbolo = e n = 2 se deve ao fato de termos
definido o sı́mbolo = como um sı́mbolo lógico, então = não é um elemento de P2.
Note também que, pela Definição 1.8, toda fórmula e todo termo são expressões do
alfabeto F ∪P ∪VAR∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=} na Notação Polonesa.

Definição 1.9 Uma linguagem para a lógica de primeira ordem (ou, simplesmente,
uma linguagem de primeira ordem) é constituı́da de um alfabeto que satisfaz a Definição
1.7, bem como dos termos e fórmulas dados pela Definição 1.8.

No que segue, L denotará não apenas o alfabeto, mas a própria linguagem em
si. Uma caracterização dos termos de uma linguagem de primeira ordem (de certa
forma, mais tratável) é dada pelo Teorema 1.10.

Teorema 1.10 Os termos de uma linguagem de primeira ordemL são exatamente as sequên-
cias finitas de sı́mbolos do alfabeto desta linguagem que obedecem as seguintes regras:

1. a expressão na Notação Polonesa formada por um único sı́mbolo de variável é um
termo;

2. a expressão na Notação Polonesa formada por um único sı́mbolo de constante é um
termo;

3. se τ1, .., τn são termos e f ∈ Fn é um sı́mbolo de função n-ária, então a expressão na
Notação Polonesa f τ1...τn é um termo.

Demonstração: Se τ é uma variável ou uma constante, então valem as regras de
formação 1 ou 2, respectivamente. Se τ < VAR e τ < F0 então existem f ∈ Fn com
n ≥ 1 e τ1, ..., τn expressões de F ∪VAR na Notação Polonesa (pois τ é uma expressão
de F ∪ VAR na Notação Polonesa) tais que τ é a expressão f τ1...τn. Logo τ1, ..., τn
também são termos e, assim, τ obedece à regra de formação dada pelo item 3.

Reciprocamente, seja τ uma variável ou uma constante. Então τ é uma ex-
pressão de F ∪ VAR na Notação Polonesa, logo τ é um termo. Seja, agora, f ∈ Fn
para algum n ∈ ω e sejam τ1, ..., τn termos. Então, pela regra de formação de ex-
pressões na Notação Polonesa, f τ1...τn é uma expressão de F ∪ VAR, logo, é um
termo. �

Vejamos agora um resultado que nos permitirá definir subfórmulas e subter-
mos.
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Teorema 1.11 Em uma fórmula ϕ, o escopo de qualquer ocorrência de um sı́mbolo de P ∪
{∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=} é uma fórmula, e o escopo de qualquer ocorrência de um sı́mbolo de
F ∪VAR é um termo.

Demonstração: Seja ϕ uma fórmula. Mostraremos o resultado por indução no
comprimento de ϕ. Se |ϕ| = 1, então a única possibilidade é ϕ ser uma fórmula
atômica da forma p para p ∈ P0. Neste caso, a única ocorrência de um sı́mbolo
é a de p, e como o escopo de p é a própria fórmula ϕ, temos o resultado, pois
p ∈ P ∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}.

Suponha agora que o resultado do enunciado seja válido para toda fórmula
com comprimento estritamente menor que |ϕ| > 1. Se ϕ é uma fórmula atômica, há
duas possibilidades. A primeira é que ϕ seja da forma = τ1τ2, com τ1 e τ2 termos.
Neste caso, seja p um sı́mbolo que ocorre em ϕ. Se p é o sı́mbolo =, então o escopo
desta ocorrência é a própria fórmula ϕ, e o resultado vale. Suponha agora que p
ocorra em τ1 ou τ2. Como τ1 e τ2 são termos (que são expressões de F ∪ VAR na
Notação Polonesa), então p ∈ F ∪VAR e o escopo de p também é uma expressão de
F ∪VAR na Notação Polonesa, e portanto, é um termo. Logo, vale o resultado. A
segunda possibilidade é ϕ ser da forma sτ1...τn onde n ≥ 1 (pois |ϕ| ≥ 2), s ∈ Pn e
τ1, ..., τn são termos. Seja p uma ocorrência de um sı́mbolo em ϕ. Se p é o sı́mbolo
s que ocorre no inı́cio de ϕ, então o escopo de p é a própria fórmula ϕ, e assim
segue o resultado, pois p ∈ P ∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}. Se p não ocorre no inı́cio de ϕ,
então p ocorre em algum τi para i ∈ {1, ...,n}. Como τi é uma expressão de F ∪VAR
na Notação Polonesa, e como p ocorre dentro de τi , então o escopo de p é uma
subexpressão de τi , logo, é uma expressão de F ∪VAR na Notação Polonesa. Sendo
assim, o escopo de p é um termo, e então segue o resultado.

Suponha agora que ϕ seja uma fórmula do tipo ∀xψ, onde x ∈ VAR e ψ é uma
fórmula. Seja p uma ocorrência de um sı́mbolo em ϕ. Se p é o primeiro sı́mbolo de
ϕ, isto é, o sı́mbolo ∀, então o escopo de p é a própria fórmulaϕ, e neste caso segue o
resultado, pois ∀ ∈ P ∪{∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}. Se p é a ocorrência do segundo sı́mbolo
em ϕ, isto é, a variável x, então o escopo de x é o próprio x. E como x é um termo, e
neste caso p ∈ F ∪VAR, segue o resultado. Suponha então que p seja um sı́mbolo que
ocorre dentro da fórmula ψ. Note que o comprimento da fórmula ψ é estritamente
menor que o comprimento da fórmula ϕ. Dessa forma, pela hipótese da indução,
segue que o escopo de p é uma fórmula, caso p ∈ P ∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}, ou é
um termo, caso p ∈ F ∪VAR. Note que um argumento inteiramente análogo a este
mostra que, se ϕ for uma fórmula do tipo ∃xψ, onde x ∈ VAR e ψ uma fórmula,
então vale o resultado.
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Suponha agora que ϕ seja uma fórmula do tipo ¬ψ, onde ψ é uma fórmula,
e seja p uma ocorrência de um sı́mbolo em ϕ. Se p é o primeiro sı́mbolo de ϕ,
isto é, se p é o sı́mbolo ¬, então o escopo de p é a própria fórmula ϕ. Neste caso
segue o resultado, pois ¬ ∈ P ∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}. Se p não é o primeiro sı́mbolo
de ϕ, então p ocorre em ψ. Note que a fórmula ψ tem comprimento estritamente
menor que a fórmula ϕ, então pela hipótese da indução segue que o escopo da
ocorrência de p é uma fórmula, caso p ∈ P ∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}, ou é um termo,
caso p ∈ F ∪VAR.

Suponha agora que ϕ é uma fórmula do tipo ∧φψ, onde φ e ψ são fórmulas.
Seja p uma ocorrência de um sı́mbolo em ϕ. Se p é o primeiro sı́mbolo de ϕ, isto é,
se p é o sı́mbolo ∧, então o escopo de p é a fórmula ϕ. Neste caso, segue o resultado,
pois ∧ ∈ P∪{∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}. Se p não é o primeiro sı́mbolo deϕ, então p ocorre
em φ ou em ψ. Como os comprimentos de φ e de ψ são estritamente menores que
o comprimento de ϕ, então pela hipótese da indução, o escopo de p é uma fórmula,
caso p ∈ P ∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=}, ou é um termo, caso p ∈ F ∪VAR. Note que para
fórmulas do tipo ∨φψ, → φψ e ↔ φψ, o argumento é inteiramente análogo a este
último caso. �

Definição 1.12 O escopo de uma ocorrência de um sı́mbolo em uma fórmula é chamado
subfórmula se o sı́mbolo pertence a P ∪ {∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=} e é chamado de subtermo
se o sı́mbolo pertence a F ∪VAR.

Dois outros conceitos importantes relacionados à noção de escopo são o de
variável livre e o de sentença.

Definição 1.13 Uma ocorrência de uma variável y em uma fórmula ϕ é dita limitada se
ela ocorre no escopo de um dos sı́mbolos ∀ ou ∃ seguido pela variável y. Uma ocorrência
é dita livre se não for limitada. E a fórmula ϕ é dita uma sentença se nenhuma variável
ocorre de forma livre em ϕ. Assim, uma variável livre numa dada fórmula é uma variável
em que ao menos uma ocorrência é livre em tal fórmula, e uma variável limitada numa
dada fórmula é uma variável em que todas as ocorrências são limitadas em tal fórmula.

Por exemplo, considere a fórmula na notação usual ∀x(x+y = z). Nesta fórmula,
as duas ocorrências da variável x são limitadas, e as ocorrências das variáveis y e
z são livres. Sendo assim, tal fórmula não é uma sentença, enquanto a fórmula
∀y∀z∀x(x+ y = z) é uma sentença, uma vez que não há variáveis livres.

Por fim, definimos fecho universal de uma fórmula.
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Definição 1.14 Se ϕ é uma fórmula, um fecho universal de ϕ é uma sentença da forma
∀x1∀x2...∀xnϕ, onde n ≥ 0 e x1, ...,xn são variáveis distintas.

No exemplo anterior, a sentença ∀y∀z∀x(x + y = z) é um fecho universal da
fórmula ∀x(x + y = z). Vale observar que se ∀x1∀x2 . . .∀xnϕ é um fecho universal de
ϕ, então ∀xn . . .∀x2∀x1ϕ também é um fecho universal deϕ e eles são, a rigor, distin-
tos. Assim ∀z∀y∀x(x+y = z) também é um fecho universal da fórmula ∀x(x+y = z),
e é distinto do primeiro fecho universal visto. Contudo, mostraremos adiante que
quaisquer dois fechos universais de uma fórmula são logicamente equivalentes.
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2 SEMÂNTICA

Na Seção 2.1 definiremos os conceitos de estrutura para uma linguagem de primeira
ordem, e nessa definiremos os conceitos de interpretação e valoração para fórmulas,
e a partir disto, definiremos quando uma estrutura é um modelo para um conjunto
de sentenças. Na Seção 2.2 definiremos o conceitos de fórmulas logicamente equiva-
lentes, que surge como uma generalização da forma como vemos que duas fórmulas
possuem o mesmo valor lógico, como as fórmulas dos tipos ∀xϕ e ¬∃x(¬ϕ). Na
Seção 2.3 estudaremos os conceitos de redução e expansão de estruturas. E na Seção
2.4 retomaremos o conceito de fórmulas logicamente equivalentes para definir tau-
tologias. As principais referências bibliográficas para este capı́tulo são [3] e [5].

2.1 Interpretação e valoração

Até agora, estávamos interessados em estabelecer a noção de linguagem de primeira
ordem, destacando aspectos sintáticos como a construção de termos e fórmulas a
partir de um alfabeto dado. Estamos agora interessados em interpretar o signifi-
cado dessas expressões num dado contexto e dizer quando uma sentença é, nesse
contexto, verdadeira ou falsa. Considere, por exemplo, a seguinte sentença da lin-
guagem L = {0, ·,<} (escrita em notação usual, para facilitar a leitura):

RQ : ∀x(0 < x→∃y(x = y · y)).

O que estamos tentando expressar é que todo número estritamente positivo
possui uma raiz quadrada. Sabemos que RQ é uma sentença verdadeira em R, mas
é falsa em Q.

Para estudar quando uma sentença é verdadeira em uma determinada estru-
tura abstrata, precisamos definir rigorosamente o conceito de estrutura e, posterior-
mente, o que significa dizer que uma sentença é verdadeira na estrutura em questão.
É isso que faremos nesta seção.

Definição 2.1 Dada uma linguagem L = F ∪ P =
⋃
n∈ωFn ∪

⋃
n∈ωPn para a lógica de
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primeira ordem , uma estrutura para L (ou, ainda, uma L-estrutura) é um par E = (A,I)

onde A é um conjunto não vazio (denominado universo da estrutura) e I é uma função
(denominada interpretação) com domı́nio em L e que associa a cada s ∈ L um elemento
I(s) := sE da seguinte maneira:

• se f ∈ Fn com n > 0, então f E : An→ A;

• se p ∈ Pn com n > 0, então pE ⊆ An;

• se c ∈ F0, então cE ∈ A;

• se p ∈ P0, então pE ∈ {0,1}.

Os dois primeiros casos da definição acima dizem que um sı́mbolo de função
ou relação n-ária (para n > 0) será interpretado como uma função ou relação, respec-
tivamente, definida no universo A. O terceiro item nos diz que toda constante da
linguagem L deve ter um representante cE no universo A. E o último item nos diz
que toda letra proposicional assume valor 0 ou 1. No contexto da definição, usare-
mos F (lido como “falso”) para denotar 0 e V (lido como “verdadeiro”) para denotar
1. Note que para as letras proposicionais, a interpretação independe do universo A
da estrutura, pois elas sempre assumem valores 0 ou 1.

Nosso objetivo agora é estudar quando uma fórmula é verdadeira numa dada
estrutura. Já mencionamos que a sentença RQ não é verdadeira na estrutura cujo
conjunto universo é Q e cuja interpretação de 0, · e < é a usual. Mas note que a
fórmula

RQ′ : ∃y(x = y · y)

pode ser verdadeira ou falsa em Q, dependendo do valor que atribuirmos para x.
Por exemplo, se x = 1, então ela é verdadeira: basta tomar y = 1; mas se x = 2, ela
passa a ser falsa, pois não existe uma atribuição de valor para y emQ que a satisfaça.

Com esse exemplo, percebemos que, para analisar a veracidade de uma fórmula,
precisamos atribuir valores para algumas variáveis e tais valores precisam estar no
conjunto universo da estrutura. Com isso em mente, vamos definir dois conjun-
tos de variáveis às quais precisaremos atribuir valores do conjunto universo para
que seja possı́vel (posteriormente) definir o que chamaremos de valoração de uma
fórmula.

Definição 2.2 Sejam τ um termo e ϕ uma fórmula. Definimos V (τ) como o conjunto das
variáveis que ocorrem em τ , e V (ϕ) como o conjunto das variáveis livres em ϕ.
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Note que V (τ),V (ϕ) ⊆ VAR. Como dissemos antes, o objetivo de definir os
conjuntos V (τ) e V (ϕ) é reunir neles todas as variáveis de um termo ou fórmula que
impedem que esta seja avaliada (em termos de verdadeiro ou falso) até que fixemos
um valor para estas variáveis. No caso dos termos, são todas as variáveis, e no caso
das fórmulas, são todas as variáveis livres. Com a próxima definição conseguiremos
atribuir um elemento do conjunto universo da estrutura em questão para cada uma
das variáveis em V (τ) e V (ϕ).

Definição 2.3 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem, E = (A,I ) uma
estrutura para L e α um termo ou uma fórmula de L. Uma atribuição para α em A1 é uma
função σ tal que V (α) ⊆ dom(σ ) ⊆ VAR e im(σ ) ⊆ A.

Quando não especificarmos o conjunto universoA de uma estrutura E, diremos
que σ é uma atribuição para α em E. Agora que já sabemos quais são as variáveis
que precisam ter um elemento atribuı́do e que já conseguimos atribuir um elemento
de A para cada uma delas, podemos definir o conceito de valoração. Começaremos
com a valoração de termos.

Definição 2.4 Se E é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L cujo uni-
verso é A, definimos valE(τ)[σ ] ∈ A quando τ é um termo de L e σ é uma atribuição para τ
em A da seguinte maneira:

1. valE(x)[σ ] = σ (x) se x ∈ dom(σ );

2. valE(c)[σ ] = cE se c ∈ F0;

3. valE(f τ1...τn)[σ ] = f E(valE(τ1)[σ ], ...,valE(τn)[σ ]) se f ∈ Fn com n > 0 e τ1, ..., τn
são termos.

Lemos valE(τ)[σ ] como a valoração para o termo τ em E sob a atribuição σ . E se
V (τ) = ∅, denotamos valE(τ)[∅] por valE(τ).

Note que a definição acima é recursiva: estamos sempre definindo uma va-
loração de um termo com base na valoração prévia dos termos mais simples que
o compõem. A valoração para termos trata de associar a cada termo um elemento
do conjunto universo A, por isso também podemos chamá-la de interpretação para
termos. Como os termos são elementos da linguagem, a valoração mostra como
podemos representá-los por elementos do conjunto universo.

1
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Por exemplo, dados E = R (cometemos aqui o abuso de notação de identificar
a estrutura com o conjunto universo, pois a linguagem e interpretação são as usu-
ais e estão subentendidas) e a atribuição σ = {(x,1), (y,2), (z,3)}, temos valR(x)[σ ] = 1,
pois x é uma variável no domı́nio de σ , valR(0)[σ ] = 0, pois 0 é uma constante da lin-
guagem L e a interpretação é a usual, e valR(+ · xyz)[σ ] = +valR(·xy)[σ ]valR(z)[σ ] =

+ · valR(x)[σ ]valR(y)[σ ]3 = + · 1 2 3 = 5.
Definiremos agora valoração para uma fórmula atômica.

Definição 2.5 Se E é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L cujo uni-
verso é A, definimos valE(ϕ)[σ ] ∈ {0,1} quando ϕ é uma fórmula atômica de L e σ é uma
atribuição para ϕ em A da seguinte maneira:

1. valE(p)[σ ] = pE se p ∈ P0;

2. valE(pτ1...τn)[σ ] = 1 se, e somente se, (valE(τ1)[σ ], ...,valE(τn)[σ ]) ∈ pE, se p ∈ Pn
com n > 0 e τ1, ..., τn são termos;

3. valE(= τ1τ2)[σ ] = 1 se, e somente se, valE(τ1)[σ ] = valE(τ2)[σ ], onde τ1 e τ2 são
termos.

Lemos valE(ϕ)[σ ] como a valoração para a fórmula atômica ϕ em E sob a atribuição
σ .

Vejamos alguns exemplos. Seja E = Q e as valorações σ1 = {(x,2), (y,6), (z,3)}
e σ2 = {(x,6), (y,2), (z,3)}. Então para a fórmula atômica = y · xz (isto é, y = x · z na
notação usual) temos que valQ(= y · xz)[σ1] = 1 e valQ(= y · xz)[σ2] = 0. De fato, para
a valoração σ1, por um lado temos valQ(y)[σ1] = 6 e por outro lado, valQ(·xz)[σ1] =

·valQ(x)[σ1]valQ(z)[σ1] = · 3 2, e como em Q temos 6 = 2 · 3, segue que valQ(= y ·
xz)[σ1] = 1. E para a valoração σ2, por um lado valQ(y)[σ2] = 2 e por outro lado,
valQ(·xz)[σ2] = ·valQ(x)[σ2]valQ(z)[σ2] = · 6 3, e como em Q temos 2 , 6 · 3, segue
que valQ(= y · xz)[σ2] = 0.

Nosso próximo objetivo é definir valoração para fórmulas em geral. Mas antes
disto precisaremos definir substituição de uma variável numa atribuição σ .

Definição 2.6 Dada uma atribuição σ , definimos σ+(y/a) como a função σ�VAR\{y} ∪{(y,a)},
onde a ∈ A.

Em outras palavras, se a variável y estiver no domı́nio de σ , então σ + (y/a)

substitui o elemento que σ atribuı́a a y por a; isto é feito ao restringir σ a VAR \
{y}, e a substituição por a é feita ao unir σ �VAR\{y} com o conjunto {(y,a)}. E note
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que, mesmo que y não pertença ao domı́nio de σ , y pertencerá ao domı́nio de σ +

(y/a). Alguns exemplos: se σ for a atribuição {(x,4)}, então σ +(y/2) será a atribuição
{(x,1), (y,2)}; se σ for a atribuição {(x,1), (y,3), (z,5)}, então σ + (y/2) será a atribuição
{(x,1), (y,2), (z,5)}.

Agora sim, podemos definir valoração para fórmulas.

Definição 2.7 Se E é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L cujo uni-
verso é A, definimos valE(ϕ)[σ ] quando ϕ uma fórmula de L e σ uma atribuição para ϕ em
A da seguinte maneira:

1. valE(¬ϕ)[σ ] = 1− valE(ϕ)[σ ];

2. valE(∧ϕψ)[σ ],valE(∨ϕψ)[σ ],valE(→ ϕψ)[σ ],valE(↔ ϕψ)[σ ] são definidas a par-
tir de valE(ϕ)[σ ] e valE(ψ)[σ ] usando as tabelas-verdade2 dos sı́mbolos ∧,∨,→ e ↔
respectivamente;

3. valE(∃yϕ)[σ ] = 1 se, e somente se, valE(ϕ)[σ + (y/a)] = 1 para algum a ∈ A;

4. valE(∀yϕ)[σ ] = 1 se, e somente se, valE(ϕ)[σ + (y/a)] = 1 para todo a ∈ A.

Lemos valE(ϕ)[σ ] como a valoração para a fórmula ϕ em E sob a atribuição σ . Escre-
vemos, ainda, E � ϕ[σ ] para denotar valE(ϕ)[σ ] = 1, e E �� ϕ[σ ] para denotar valE(ϕ)[σ ] =

0. Se V (ϕ) = ∅ (isto é, se ϕ é uma sentença), então valE(ϕ) abrevia valE(ϕ)[∅] e E � ϕ de-
nota valE(ϕ) = 1.

Lembre-se de que adotamos a convenção de escrever 0 para falso e 1 para ver-
dadeiro. Assim, diremos que uma fórmulaϕ é verdadeira na estrutura E para a atri-
buição σ (ou, ainda, que E satisfaz a fórmula ϕ para a atribuição σ ) se valE(ϕ)[σ ] =

1, que equivale a dizer que E � ϕ[σ ]. E diremos que uma fórmula ϕ é falsa na es-
trutura E para a atribuição σ (ou, ainda, que E não satisfaz a fórmula ϕ para a
atribuição σ ) se valE(ϕ)[σ ] = 0, que equivale a dizer que E �� ϕ[σ ], ou, ainda (pela
definição de valoração para uma fórmula do tipo ¬ϕ), que E � ¬ϕ[σ ].

Vejamos alguns exemplo de valoração para fórmulas. Considere E = Q, a
atribuição {(x,1), (y,2), (z,3)} e as fórmulas ϕ,ψ dadas respectivamente por = +xyz

e = ·xyz. Pela valoração de termos e fórmulas atômicas que vimos anteriormente,
temos que valQ(ϕ)[σ ] = 1 e valQ(ψ)[σ ] = 0. Dessa forma, temos que valQ(¬ϕ)[σ ] =

1 − valQ(ϕ)[σ ] = 1 − 1 = 0, e analogamente, valQ(¬ψ)[σ ] = 1. Também temos que
valQ(∧ϕψ)[σ ] = 1∧ 0 = 0, de acordo com a tabela-verdade de ∧. E, analogamente,

2Descritas no Apêndice 1.
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valQ(∨ϕψ)[σ ] = 1, valQ(→ ϕψ)[σ ] = 0, valQ(↔ ϕψ)[σ ] = 0, de acordo com as res-
pectivas tabelas verdade. Para os dois últimos casos, temos as seguintes possibili-
dades: a fórmula ∃wϕ é tal que valQ(∃wϕ)[σ ] = 1, pois Q , ∅ e para todo a ∈ Q
temos valQ(ϕ)[σ + (w/a)] = 1, já que w não ocorre em ϕ. Pelo mesmo motivo, a
fórmula ∀wϕ é tal que valQ(∀wϕ)[σ ] = 1. Considere agora a fórmula ∃zψ.Vimos
que valQ(ψ)[σ ] = 0, mas valQ(ψ)[σ + (z/2)] = 1. Então temos que valQ(∃zψ)[σ ] = 1.
Já a fórmula ∀zψ é tal que valQ(ψ)[σ + (z/3)] = 0, então valQ(∀zψ)[σ ] = 0.

Uma consequência (imediata) da tabela-verdade dos sı́mbolos ∧,∨,→,↔ e da
notação � definida anteriormente é o Corolário 2.8 a seguir.

Corolário 2.8 Sejam E uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L, ϕ e ψ
fórmulas de L e σ uma atribuição para ϕ e ψ. Então vale:

• E � (ϕ ∧ψ)[σ ] se, e somente se, E � ϕ[σ ] e E � ψ[σ ];

• E � (ϕ ∨ψ)[σ ] se, e somente se, E � ϕ[σ ] ou E � ψ[σ ];

• E � (ϕ→ ψ)[σ ] se, e somente se, E � ψ[σ ] ou E��ϕ[σ ].

Note que valE(ϕ)[σ ′] só depende do valor atribuı́do por σ às variáveis livres de
ϕ, isto é, se σ ′ �V (ϕ)= σ �V (ϕ) então valE(ϕ)[σ ′] = valE(ϕ)[σ ]. Dessa forma, no caso
em que ϕ é uma sentença, valE(ϕ)[σ ] = valE(ϕ)[∅] = valE(ϕ), pois V (ϕ) = ∅. Sendo
assim, se uma sentença é verdadeira para uma atribuição, então ela é verdadeira
para todas as atribuições. Isto nos dá o seguinte resultado:

Proposição 2.9 Se E é uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L e ϕ é uma
sentença de L, então ocorre exatamente uma dessas duas possibilidades: E � ϕ ou E � ¬ϕ.

A seguir, definiremos a satisfação de um conjunto Σ de sentenças por uma
estrutura E. Em outras palavras, definiremos quando uma estrutura é um modelo
para um conjunto de sentenças.

Definição 2.10 Sejam E uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L e Σ um
conjunto de sentenças de L. Escrevemos E � Σ, e lemos “E satisfaz Σ” ou “E é um modelo
para Σ”, para indicar que E � ϕ para toda ϕ ∈ Σ.

Por exemplo, um grupo é um modelo para o conjunto dos axiomas da teoria
de grupos. Usualmente denotaremos uma estrutura genérica por E, e, quando uma
estrutura for também um modelo para um conjunto de sentenças, a denotaremos
por E.
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Definição 2.11 Sejam L uma linguagem de primeira ordem, Σ um conjunto de sentenças
de L e ϕ uma sentença de L. Escrevemos Σ � ϕ para indicar que E � ϕ para toda L-
estrutura E tal que E � Σ. Neste caso, dizemos que ϕ é uma consequência semântica ou
consequência lógica de Σ.

Note que, da definição acima, é trivialmente válido que Σ � ϕ para toda senten-
ça ϕ ∈ Σ.

Definição 2.12 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
Dizemos que Σ é semanticamente consistente, e indicamos isso por Con�(Σ), se existe al-
guma L-estrutura E tal que E � Σ. Dizemos ainda que Σ é semanticamente inconsistente
se Σ não é semanticamente consistente e, neste caso, indicamos isso por ¬Con�(Σ).

Neste sentido, as teorias que estamos acostumados a estudar (como as de gru-
pos, anéis, corpos, etc.) são consistentes, pois existem modelos para os conjuntos for-
mados por seus respectivos axiomas (por exemplo, R com as respectivas operações
usuais e interpretação usual).

Teorema 2.13 Sejam L uma linguagem de primeira ordem, Σ um conjunto de sentenças de
L e ϕ uma sentença de L. Valem os seguintes resultados:

1. Σ � ϕ se, e somente se, ¬Con�(Σ∪ {¬ϕ}).

2. Σ � ¬ϕ se, e somente se, ¬Con�(Σ∪ {ϕ}).

Demonstração: Vamos demonstrar primeiro o item 1. Suponha que Σ∪ {¬ϕ} é se-
manticamente consistente. Então existe uma L-estrutura E tal que E � Σ ∪ {¬ϕ}.
Como ¬ϕ ∈ Σ∪ {¬ϕ}, segue que E � ¬ϕ, ou equivalentemente, E 2 ϕ. E note que,
sendo E um modelo para Σ ∪ {¬ϕ}, então, em particular, E é um modelo para Σ.
Dessa forma, E é um modelo para Σ que atesta que não ocorre Σ � ϕ. Reciproca-
mente, suponha que não ocorre Σ � ϕ. Então existe uma L-estrutura E tal que E � Σ
e E 2 ϕ, isto é, E � ¬ϕ. Assim, E � Σ∪ {¬ϕ}, pois já tı́nhamos que E � ψ para todo
ψ ∈ Σ. Dessa forma, E é um modelo para Σ ∪ {¬ϕ}, o que atesta que Σ ∪ {¬ϕ} é
semanticamente consistente.

Para verificar a validade do item 2, note antes que E � ϕ se, e somente se,
E �� ¬ϕ. Suponha primeiro que Σ∪ {ϕ} é semanticamente consistente. Então existe
uma L-estrutura E tal que E � Σ∪ {ϕ}. Assim, em particular, E é um modelo para
Σ, isto é, E � Σ, e também que E � ϕ e, consequentemente, E �� ¬ϕ. Logo, E é um
modelo para Σ que atesta que não ocorre Σ � ¬ϕ. Reciprocamente, suponha que
não ocorre Σ � ¬ϕ. Então existe uma L-estrutura E tal que E � Σ e E 2 ¬ϕ, isto é,
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E � ϕ. Logo, E é um modelo para Σ∪{ϕ}, o que atesta que Σ∪{ϕ} é semanticamente
consistente. �

2.2 Fórmulas logicamente equivalentes

Nas sessões que se seguem usaremos a notação usual para fórmulas e termos
em vez da Polonesa, a fim de facilitar a leitura. Também iremos usar f (τ1, . . . , τn) em
vez de f τ1 . . . τn e p(τ1, . . . , τn) em vez de pτ1 . . . τn, onde f é um sı́mbolo de função
n-ário, p é um sı́mbolo de relação n-ário e τ1, . . . , τn são termos.
Definição 2.14 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem e ϕ uma fórmula
de L. Dizemos que ϕ é logicamente válida se E � ϕ[σ ] para toda L-estrutura E e para
toda atribuição σ para ϕ em E.

Um exemplo de fórmula logicamente válida é dado por x = x, ou, ainda, pela
sentença ∀x(x = x). De fato, o sı́mbolo lógico = é sempre interpretado como igual-
dade em todos os modelos. Outra fórmula logicamente válida é ∀xϕ → ¬∃x(¬ϕ).
De fato, fixe uma L-estrutura E e uma atribuição σ para ∀xϕ → ¬∃x(¬ϕ) em E.
Note que E � (∀xϕ → ¬∃x(¬ϕ))[σ ] se, e somente se, E � ∀xϕ[σ ] ou E �� ¬∃x¬ϕ[σ ].
Se E � ∀xϕ[σ ] temos o resultado. Suponha, então, que E �� ∀xϕ[σ ]. Disto segue
que valE(ϕ)[σ + (y/a)] = 0 para algum a ∈ A, e então valE(¬ϕ)[σ + (y/a)] = 1. Por
sua vez, disto segue que valE(∃x(¬ϕ))[σ ] = 1, e portanto valE(¬∃x¬ϕ)[σ ] = 0, logo,
E �� ¬∃x¬ϕ[σ ], como querı́amos. De forma análoga podemos mostrar que a fórmula
¬∃x(¬ϕ)→∀xϕ também é logicamente válida.

Estes dois últimos exemplos nos remetem à ideia de fórmulas logicamente
equivalentes, que definiremos a seguir.

Definição 2.15 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem e ϕ e ψ fórmulas
de L. Dizemos que ϕ e ψ são logicamente equivalentes se a fórmula ϕ↔ ψ é logicamente
válida.

A fórmula ∀xϕ↔¬∃x(¬ϕ) é logicamente válida, sendo assim ∀xϕ e ¬∃x(¬ϕ)

são fórmulas logicamente equivalentes. Este exemplo mostra que reformular fórmu-
las com o quantificador ∃ em termos do quantificador ∀ e sı́mbolos lógicos de forma
adequada preserva a equivalência lógica. Note ainda que dizer que as fórmulas ϕ
e ψ são logicamente equivalentes equivale a dizer que E � ϕ[σ ] se, e somente se,
E � ψ[σ ], para toda L-estrutura E e toda atribuição σ para φ e ψ em E. Assim, um
outro exemplo de fórmulas logicamente equivalentes é dado pelas fórmulas ϕ∨ψ e
ψ ∨ϕ.
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Do próximo resultado segue que todos os fechos universais de uma fórmula
são logicamente equivalentes.

Teorema 2.16 Sejam E uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L, ϕ uma
fórmula deL e ∀x1∀x2...∀xnϕ um fecho universal deϕ. Então E � ϕ[σ ] para toda atribuição
σ para ϕ se em E se, e somente se, E � ∀x1∀x2...∀xnϕ.

Demonstração: Sejam ∀x1∀x2...∀xnϕ um fecho universal de ϕ e A o universo de E.
Temos que

E � ∀x1∀x2∀x3 . . .∀xnϕ⇔ valE(∀x1∀x2∀x3 . . .∀xnϕ)[∅] = 1

⇔ valE(∀x2∀x3 . . .∀xnϕ)[{(x1, a1)}] = 1,∀a1 ∈ A

⇔ valE(∀x3 . . .∀xnϕ)[{(x1, a1), (x2, a2)}] = 1,∀a1, a2 ∈ A
...

⇔ valE(ϕ)[{(x1, a1), (x2, a2), ..., (xn, an)}] = 1,∀a1, a2, ..., an ∈ A

Pelo que comentamos após o Corolário 2.8, valE(ϕ)[σ ] só depende de σ �V (σ ). Como
V (σ ) ⊆ {x1, ...,xn}, segue que valEϕ[{(x1, a1), (x2, a2), ..., (xn, an)}] = 1,∀a1, a2, ..., an ∈ A
se, e somente se, valE(ϕ)[σ ] = 1 para toda atribuição σ de ϕ em E, e, por sua vez,
isto ocorre se, e somente se, E � ϕ[σ ] para toda atribuição σ de ϕ em E. �

Na definição de equivalência lógica, pedimos que ϕ ↔ ψ seja logicamente
válida, ou seja, pedimos queE � (ϕ↔ ψ)[σ ] para todaL-estruturaE e toda atribuição
σ da fórmula ϕ↔ ψ em E. Na definição a seguir, pedimos uma equivalência apenas
nos modelos para um conjunto de sentenças pré-estabelecido.

Definição 2.17 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem e Σ um conjunto
de sentenças de L.

• Se ϕ e ψ são fórmulas de L, dizemos que ϕ e ψ são equivalentes em relação a Σ

se um (e, portanto, todos) fecho universal da fórmula ϕ↔ ψ é verdadeiro em todas as
L-estruturas que modelam Σ.

• Se τ1 e τ2 são termos de L, dizemos que τ1 e τ2 são equivalentes em relação a Σ

se para toda L-estrutura E tal que E � Σ e para toda atribuição σ para τ1 e τ2 em E

tem-se que valE(τ1)[σ ] = valE(τ2)[σ ].

Se, por exemplo, o conjunto Σ contém a sentença ∀x∀y∀z((x · y) · z = x · (y · z))
então os termos x · (y · z) e (x · y) · z são equivalentes em relação a Σ. Dessa forma,

29



em qualquer L-estrutura que modela Σ, podemos seguramente escrever x ·y ·z como
uma abreviação dos termos x · (y · z) e (x · y) · z.

Vejamos agora o conceito de substituição em termos e fórmulas.

Definição 2.18 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem, τ e β termos de L
e x uma variável. Denotamos por [β]τx o termo obtido ao substituir todas as ocorrências
de x em β pelo termo τ . Equivalentemente:

• [x]τx é o termo τ ;

• se y é uma variável diferente de x, então [y]τx é o termo y;

• se c é uma constante, então [c]τx é o termo c;

• se β é da forma f β1...βn onde f ∈ Fn, n > 0 e β1, ...,βn são termos de L, então [β]τx é o
termo f [β1]τx ...[βn]τx .

Vejamos um exemplo: considere a linguagem L = {+, ·,−,0,1} da teoria de anéis
e o termo x · y. Então [x · y]x+z

x é o termo (x + z) · y. Note que, na verdade, apenas
substituı́mos a variável x em x · y pelo termo x+ z.

Considerando a atribuição σ = {(x,1), (y,2)(z,5)}, note que valE([x · y]x+z
x )[σ ] =

valE((x + z) · y)[σ ] = 12 e, por outro lado, valE(x · y)[σ + (x/6)] = 12. Não por acaso
temos que valE(x+ z)[σ ] = 6.

Teorema 2.19 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem, E = (A,I ) uma
estrutura para L, x uma variável, τ e β termos de L e σ uma atribuição para τ e β em A. Se
valE(τ)[σ ] = a ∈ A, então valE([β]τx)[σ ] = valE(β)[σ + (x/a)].

Demonstração: Faremos a prova por indução no comprimento do termo β. Se o
comprimento de β é 1, então β é uma constante ou uma variável. Se β = c uma cons-
tante, então por um lado valE([β]τx)[σ ] = valE(c)[σ ] = cE e, por outro lado, valE(β)[σ+

(x/a)] = valE(c)[σ+(x/a)] = cE, logo, vale o resultado. Se β é uma variável, há dois ca-
sos possı́veis. Se β = x, então por um lado valE([β]τx)[σ ] = valE([x]τx)[σ ] = valE(τ)[σ ]

e, por outro lado, valE(β)[σ + (x/a)] = valE(x)[σ + (x/a)] = a = valE(τ)[σ ], logo, se-
gue o resultado. Se β = y onde y é uma variável distinta de x, então por um
lado valE([β]τx)[σ ] = valE([y]τx)[σ ] = valE(y)[σ ], e, por outro lado, valE(β)[σ + (x/a)] =

valE(y)[σ + (x/a)] = valE(y)[σ ], logo, vale a igualdade.
Suponha agora que |β| = n > 1 e que o resultado seja válido para todo termo

com comprimento estritamente menor que n. Pela regra de formação de termos,
existem f ∈ Fn e τ1, ..., τn termos tais que β = f τ1...τn. Por um lado, temos que
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valE([β]τx)[σ ] = valE([f τ1...τn]τx)[σ ] = valE(f [τ1]τx ...[τn]τx)[σ ] e, por outro lado, valE(β)

[σ + (x/a)] = valE(f τ1...τn)[σ + (x/a)] = f E(valE(τ1)[σ + (x/a)], ...,valE(τn)[σ + (x/a)]).
Como cada τi possui comprimento estritamente menor que n, então pela hipótese da
indução temos que para cada i ∈ {1, ...,n} vale valE(τi)[σ+(x/a)] = valE([τi]τx)[σ ], logo,
f E(valE(τ1)[σ + (x/a)], ...,valE(τn)[σ + (x/a)]) = f E(valE([τ1]τx)[σ ], ...,valE([τn]τx)[σ ]) =

valE(f ([τ1]τx , ..., [τn]τx))[σ ] e, então, vale a igualdade. �

Vejamos agora um conceito análogo para fórmulas.

Definição 2.20 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem, ϕ uma fórmula
de L, τ um termo de L e x uma variável. Denotamos por [ϕ]τx a fórmula obtida ao
substituir todas as ocorrências livres de x em ϕ por τ . Equivalentemente:

• se ϕ é da forma pτ1...τn para p ∈ Pn e τ1, ..., τn termos de L, então [ϕ]τx é a fórmula
p[τ1]τx ...[τn]τx ;

• se ϕ é da forma = τ1τ2 para τ1 e τ2 termos de L, então [ϕ]τx é a fórmula = [τ1]τx[τ2]τx ;

• se ϕ é da forma ¬ψ onde ψ é uma fórmula de L, então [ϕ]τx é a fórmula ¬[ψ]τx ;

• se ϕ é da forma ∧ψφ, ∨ψφ, → ψφ ou ↔ ψφ onde ψ e φ são fórmulas de L,
então [ϕ]τx é, respectivamente, a fórmula ∧[ψ]τx[φ]τx , ∨[ψ]τx[φ]τx , → [ψ]τx[φ]τx ou
↔ [ψ]τx[φ]τx ;

• se ϕ é da forma ∀yψ ou ∃yψ, onde y é uma variável diferente de x, então [ϕ]τx é,
respectivamente, a fórmula ∀y[ψ]τx ou ∃y[ψ]τx ;

• se ϕ é da forma ∀xψ ou ∃xψ, então [ϕ]τx é a própria fórmula ϕ.

Note que, seϕ é uma sentença, então para todo termo τ e toda variável x tem-se
que [ϕ]τx é a própria fórmula ϕ, já que ϕ não possui variáveis livres.

Sejam x1, ...,xn variáveis, τ1, ..., τn termos e ϕ uma fórmula. Escrevemos ϕ(x1, ...,

xn) para denotar a fórmula ϕ onde x1, ...,xn são todas as variáveis livres de ϕ lis-
tadas sem repetição. E escrevemos ϕ(τ1, ..., τn) para denotar [...[[ϕ]τ1

x1]τ2
x2 ...]

τn
xn , isto é,

a fórmula obtida ao substituir todas as ocorrências livres de x1, ...,xn por τ1, ..., τn,
respectivamente, na fórmula ϕ.

Vejamos alguns exemplos. Considere a linguagem L = {+, ·,−,0,1,<} da teoria
dos corpos ordenados e a fórmula ϕ dada por ∃y(y ·y = x+z). Então [ϕ]1

x é a fórmula
∃y(y·y = 1+z), enquanto [ϕ]1

y é a própria fórmulaϕ, pois não há nenhuma ocorrência
livre da variável y na fórmula ϕ. Seja, agora, a fórmula ψ dada por ∃y(x < y). Seu
fecho universal é uma sentença verdadeira em R. Seja τ1 o termo z + z. Neste caso,
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temos que [ψ]τ1
x é a fórmula ∃y(z+z < y) e seu fecho universal ainda é uma sentença

verdadeira em R. Mas se tomarmos o termo τ2 = y + 1, então [ψ]τ2
x é a sentença

∃y(y + 1 < y), que é falsa em R. Isto ocorreu porque a variável y já possuı́a uma
ocorrência limitada em ψ, e ao inserirmos o termo τ2 no lugar da ocorrência livre
de x, a variável y advinda do termo τ2 passou a sofrer ação do ∃y presente em ψ.
Portanto nem sempre valerá um resultado análogo ao Teorema 2.19 para fórmulas.
Para poder expressar o caso em que vale um resultado análogo, precisaremos de
uma definição.

Definição 2.21 Sejam L uma linguagem para a lógica de primeira ordem, τ um termo de
L, ϕ uma fórmula de L e x uma variável. Dizemos que τ é livre para x em ϕ se nenhuma
ocorrência livre de x em ϕ ocorre no escopo de um quantificador ∀y ou ∃y, onde y é uma
variável que ocorre em τ .

Note que, no exemplo anterior, o termo τ2 não é livre para x na fórmula ψ, pois
x ocorre livremente no escopo de ∃y, e y é uma variável que ocorre em τ2. Quando a
substituição for feita inserindo um termo livre para a variável considerada, teremos
o resultado a seguir, que é análogo ao Teorema 2.19, só que para fórmulas.

Teorema 2.22 Sejam L uma linguagem de primeira ordem, E = (A,I ) uma estrutura para
L, ϕ e τ uma fórmula e um termo, respectivamente, de L, x uma variável e σ uma atribuição
para τ e ϕ em A. Se a = valE(τ)[σ ] e τ é livre para x em ϕ, então E � [ϕ]τx[σ ] se, e somente
se, E � ϕ[σ + (x/a)].

Demonstração: Faremos a demonstração por indução nos tipos de fórmula, de
acordo com a Definição 1.8. Para as fórmulas atômicas basta aplicar o Teorema 2.19
e usar a Definição 2.5 de valoração para fórmulas atômicas.

Faremos o caso ¬ϕ e os casos da forma ϕ ∧ψ, ϕ ∨ψ, ϕ→ ψ e ϕ↔ ψ, seguirão
de maneira análoga. Suponha então que vale

(?) E � [ϕ]τx[σ ]⇔ E � ϕ[σ + (x/a)],

quando a = valE(τ)[σ ] e τ é livre para x em ϕ.
Supondo agora que τ é livre para x em ¬ϕ, queremos mostrar que vale a equi-

valência E � [¬ϕ]τx[σ ] ⇔ E � ¬ϕ[σ + (x/a)]. Note primeiro que ¬ϕ não acrescenta
nenhuma variável ou quantificador em relação à ϕ, então vale que τ é livre para
x em ϕ, logo, estamos nas condições de (?). Suponha então que E � [¬ϕ]τx[σ ], ou
seja, que valE([¬ϕ]τx)[σ ] = 1. Como [¬ϕ]τx = ¬[ϕ]τx , então de valE([¬ϕ]τx)[σ ] = 1

segue que valE(¬[ϕ]τx)[σ ] = 1, e pela definição de valoração para fórmulas segue
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que valE([ϕ]τx)[σ ] = 0. Pela equivalência (?) obtemos valE(ϕ)[σ + (x/a)] = 0, logo
valE(¬ϕ)[σ + (x/a)] = 1, e portanto E � ¬ϕ[σ + (x/a)], como querı́amos. Reciproca-
mente, assumindo E � ¬ϕ[σ + (x/a)] concluı́mos o resultado de uma forma seme-
lhante.

Vejamos agora o caso em que ϕ é da forma ∀yψ ou ∃yψ. Note primeiro que
se x não ocorre livremente em ϕ então [ϕ]τx é a própria ϕ, e o valor atribuı́do por
σ a x não importa. Desta forma vale imediatamente a equivalência do enunciado,
pois em ambos os lados teremos E � ϕ[σ ]. Suponha então que x possui ao menos
uma ocorrência livre em ϕ. Dessa forma temos que x e y são variáveis distintas
(pela forma de ϕ) e portanto a ocorrência livre de x deve acontecer em ψ. Sendo,
por hipótese, τ livre para x em ϕ, segue que y não pode ocorrer em τ . Disto segue
que, dado b ∈ A qualquer, obtemos que a = valE(τ)[σ ] = valE(τ)[σ + (y/b)]. E por-
tanto a equivalência desejada seguirá da Definição 2.7 para os casos de fórmula com
quantificadores. �

Temos o seguinte resultado (que é uma consequência direta do resultado ante-
rior):

Corolário 2.23 SejamE uma estrutura para uma linguagem de primeira ordemL,ϕ(x1, ...,xn)

uma fórmula de L que possui somente as variáveis x1, ...,xn livres e τ1, ..., τn termos de L sem
variáveis. Se ai = valE(τi), então E � ϕ(τ1, ..., τn) se, e somente se, E � ϕ[σ ], onde σ é a
atribuição para ϕ em E dada por σ (x1) = a1, ...,σ (xn) = an.

2.3 Redução e expansão de estruturas

Vejamos agora outras definições importantes em relação à semântica. Para tal,
se L0 e L1 são linguagens de primeira ordem, ao escrevermos L0 ⊆ L1 estamos as-
sumindo, implicitamente, que os sı́mbolos de L0 possuem, em L1, o mesmo tipo e a
mesma aridade que possuem em L0.
Definição 2.24 Sejam L0 e L1 linguagens de primeira ordem tais que L0 ⊆ L1. Se E =

(A,I ) é uma estrutura para L1, então E�L0
= (A,I �L0

) é denominado uma redução de E.
Neste caso, E é dita uma expansão de E�L0

.

Por exemplo, considere a linguagem da teoria dos corpos L = {+, ·,−, i,0,1},
onde i indica a operação de inversão. Então E = R com a interpretação usual é uma
estrutura para L. Tomando determinados subconjuntos de L podemos ver o uni-
verso de E de formas diferente, como corpo ou como grupo abeliano, por exemplo.
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O teorema a seguir nos mostra que as noções de consequência semântica e
consistência semântica se conservam em uma redução e em uma expansão.

Teorema 2.25 Sejam L0 e L1 linguagens de primeira ordem tais que L0 ⊆ L1, Σ um con-
junto de sentenças de L0 e ϕ uma sentença de L0. São equivalentes:

A. Existe uma L0-estrutura E0 tal que E0 � Σ.

B. Existe uma L1-estrutura E tal que E � Σ.

Também são equivalentes:

1. E0 � ϕ para toda L0-estrutura E0 tal que E0 � Σ.

2. E1 � ϕ para toda L1-estrutura E tal que E1 � Σ.

Demonstração: (A⇒ B). Seja E0 = (A,I ) uma L0-estrutura tal que E0 � Σ. Podemos
expandir E0 para uma L1-estrutura E = (A,J ) da seguinte forma: para cada sı́mbolo
de L1 \L0, a função J associa tal sı́mbolo, respectivamente, à função vazia, ao con-
junto vazio, a um elemento arbitrário de A e a 0, caso esse sı́mbolo seja um sı́mbolo
de função de aridade n (com n > 0), relação n-ária (com n > 0), constante ou uma
letra proposicional. Dessa forma E será uma L1-estrutura.

Note que E � Σ, pois sendo Σ um conjunto de sentenças de L0, a satisfação de
ψ ∈ Σ independe das interpretações adicionadas na expansão, e como E0 � ψ, então
ψ também será satisfeita em E, já que esta mantém as interpretações dos sı́mbolos
de L0. Logo E � Σ, como querı́amos.

(B⇒ A). Seja E = (A,J ) uma L1-estrutura tal que E � Σ. Note que E0 = (A,J�L0

) é uma L0-estrutura, e como Σ é um conjunto de sentenças de L0 e que E � Σ, pode-
mos concluir que E0 � Σ, pois a satisfação de ψ ∈ Σ só dependerá das interpretações
dos elementos de L0, e estas são mantidas por E0.

(1 ⇒ 2). Seja E1 = (A,J ) uma L1-estrutura tal que E1 � Σ. Note que E0 =

(A,J�L0
) é uma L0-estrutura, e como Σ é um conjunto de sentenças de L0 e E1 � Σ,

podemos concluir que E0 � Σ. Logo, pela hipótese, E0 � ϕ. Como ϕ é uma sentença
de L0 e L0 ⊆ L1 então a satisfação de ϕ em E0 garante a satisfação de ϕ em E1.
Portanto, E1 � ϕ.

(2⇒ 1). Seja E0 = (A,I ) uma L0-estrutura tal que E0 � Σ. Podemos expandir
E0 para uma L1-estrutura E1 = (A,J ) da mesma forma que fizemos anteriormente
e teremos que E1 � Σ. Assim, por hipótese, temos que E1 � ϕ. E como ϕ é uma
sentença de L0, então a satisfação de ϕ é mantida por E0, já que E1 coincide com E0

nas interpretações dos sı́mbolos de L0. Em outras palavras E0 � ϕ. �
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Note que se permitı́ssemos, na definição de estrutura, que o domı́nio A fosse
vazio, então não poderı́amos obter tal resultado. De fato, se existisse ao menos um
sı́mbolo de constante em L1 \ L0 e se A fosse vazio, então não poderı́amos cons-
truir uma expansão, como fizemos na demonstração, pois deve haver ao menos um
elemento em A para que os sı́mbolos de constantes de L1 \L0 sejam levados nele.

2.4 Tautologias

Definiremos agora o conceito de tautologia. Para tal, olharemos apenas para as
fórmulas que não se iniciam com nenhum conectivo proposicional.
Definição 2.26 Uma fórmula de uma linguagem de primeira ordem é dita básica se sua
escrita em Notação Polonesa não se inicia com nenhum sı́mbolo do conjunto {∧,∨,¬,→,↔}.

Todas as fórmulas atômicas são básicas. Outros exemplos são as fórmulas ∀xϕ
e ∃xϕ. Já a fórmula ∀xϕ→∃xϕ não é básica, pois sua Notação Polonesa→∀xϕ∃xϕ
se inicia com o sı́mbolo→.

Definição 2.27 Uma atribuição verdade para uma linguagem de primeira ordemL é uma
função v do conjunto das fórmulas básicas de L em {0,1}. Dada uma atribuição verdade v,
definimos a função v que estende v para uma fórmula arbitrária, da seguinte maneira:

• v(¬ϕ) = 1− v(ϕ);

• v(∧ϕψ) = 1 se, e somente se, v(ϕ) = 1 e v(ψ) = 1;

• v(∨ϕψ) = 1 se, e somente se, v(ϕ) = 1 ou v(ψ) = 1;

• v(→ ϕψ) = 1 se, e somente se, v(ϕ) = 0 ou v(ψ) = 1;

• v(↔ ϕψ) = 1 se, e somente se, v(ϕ) = v(ψ).

E dizemos que uma fórmula ϕ é uma tautologia proposicional (ou, simplesmente, uma
tautologia) se v(ϕ) = 1 para toda atribuição verdade v.

Assim, para verificar se uma fórmula ϕ é uma tautologia, devemos analisar
o que ocorre com todas as possı́veis atribuições de 0 ou 1 a todas as subfórmulas
básicas de ϕ. Vejamos um exemplo. Considere ϕ a fórmula ∀xp(x) → ∀yp(y),
onde p é um sı́mbolo de relação unária. As subfórmulas básicas de ϕ são ∀xp(x)

e ∀yp(y), assim, existem quatro possı́veis atribuições verdade, v1, v2, v3 e v4, tais
que: v1(∀xp(x)) = 0 e v1(∀yp(y)) = 0, v2(∀xp(x)) = 0 e v2(∀yp(y)) = 1, v3(∀xp(x)) =

1 e v3(∀yp(y)) = 0, e, v4(∀xp(x)) = 1 e v4(∀yp(y)) = 1. Pela definição acima, temos
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que v1(ϕ) = 1, v2(ϕ) = 1, v3(ϕ) = 0 e v4(ϕ) = 1. Assim, ϕ não é uma tautologia,
pois v3(ϕ) , 1. Já a fórmula p(x) → p(x) é uma tautologia, pois há somente duas
atribuições verdade possı́veis: w1(p(x)) = 0 e w2(p(x)) = 1 e, pela definição acima,
ocorre wi(ψ) = 1, para i ∈ {1,2}.

Teorema 2.28 Toda tautologia proposicional é logicamente válida.

Demonstração: Sejam ϕ uma tautologia proposicional, E uma L-estrutura e σ uma
atribuição para ϕ em E. Devemos mostrar que E � ϕ[σ ], ou, equivalentemente,
valE(ϕ)[σ ] = 1. Para tal, considere f : C → {0,1} onde C é o conjunto das fórmulas
básicas de L que são subfórmulas de ϕ. Considere ainda B o conjunto de todas
as fórmulas básicas de L, v : B → {0,1} tal que v �C = f e v(ψ) = 0 para toda ψ
em B \ C. Então v é uma atribuição verdade, e pelas Definições 2.7 e 2.27 temos
que v(ϕ) = valE(ϕ)[σ ]. Sendo ϕ uma tautologia segue que v(ϕ) = 1 e, portanto,
valE(ϕ)[σ ] = 1, como querı́amos. �
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3 SINTAXE

Neste capı́tulo veremos as noções sintáticas de prova formal na Seção 3.1 e forma-
lizaremos alguns argumentos clássicos da matemática na Seção 3.2. Fazendo um
paralelo com a gramática, a ideia da sintaxe neste contexto é analisar as sentenças
de uma linguagem de primeira ordem e definir uma relação entre elas de forma a
compor um texto, e, no nosso caso, compor uma prova. As principais referências
bibliográficas para este capı́tulo são [3] e [5].

3.1 A noção de prova formal

Nosso objetivo nesta seção é definir rigorosamente a noção de prova ou demonstração.
Informalmente, uma demonstração é uma sequência finita de sentenças que obte-
mos a partir de um certo conjunto de premissas (axiomas) por meio da aplicação
de regras de inferência. No que segue, adotaremos uma única regra de inferência,
denominada Modus Ponens.

Definição 3.1 Sejam ϕ e ψ sentenças de uma linguagem de primeira ordem L. A única
regra de inferência que adotaremos, denominada Modus Ponens, diz o seguinte: de ϕ e
ϕ→ ψ concluı́mos ψ (ou, ainda, inferimos ψ).

Vamos agora definir e fixar um conjunto de axiomas, que chamaremos de axi-
omas lógicos. Os axiomas lógicos são sentenças que gostarı́amos que fossem válidas
(e que são, em algum nı́vel, intuitivamente válidas) e que usaremos como base para
as provas formais.

Definição 3.2 Um axioma lógico de uma linguagem de primeira ordem L é uma sentença
de L que é um fecho universal de uma fórmula de um dos seguintes tipos:

1. tautologias proposicionais;

2. ϕ→∀xϕ, onde x não é livre em ϕ;

3. ∀x(ϕ→ ψ)→ (∀xϕ→∀xψ);

37



4. ∀xϕ→ [ϕ]τx , onde τ é um termo livre para x em ϕ;

5. [ϕ]τx →∃xϕ, onde τ é um termo livre para x em ϕ;

6. ∀x¬ϕ↔¬∃xϕ;

7. x = x;

8. x = y↔ y = x;

9. x = y ∧ y = z→ x = z;

10. (x1 = y1∧x2 = y2∧ ...∧xn = yn)→ f (x1,x2, ...,xn) = f (y1, y2, ..., yn), para todo n > 0

e f ∈ Fn;

11. (x1 = y1∧x2 = y2∧ ...∧xn = yn)→ p(x1,x2, ...,xn)↔ p(y1, y2, ..., yn), para todo n > 0

e p ∈ Pn.

Note ainda que, se omitı́ssemos a hipótese de τ ser um termo livre para x em
ϕ no Axioma 4, então tal esquema iria gerar um axioma indesejado para nossa lista.
Para ver isto, considere a sentença ∀x∃y(¬(x = y)). O termo y não é livre para a
variável x na fórmula ∃y(¬(x = y)). Se pudéssemos invocar o Axioma 4 neste caso,
terı́amos que ∀x∃y(¬(x = y)) → [∃y(¬(x = y))]yx, ou seja, que ∀x∃y(¬(x = y)) →
∃y(¬(y = y)), que é falsa em uma L-estrutura cujo universo possui ao menos dois
elementos distintos.

Teorema 3.3 Todos os axiomas lógicos são logicamente válidos.

Demonstração: Para os itens abaixo, mostraremos que a lista de fórmulas dada na
Definição 3.2 é uma lista de fórmulas logicamente válidas. Sendo ϕ uma fórmula
logicamente válida, mostramos que ∀xϕ é logicamente válida da seguinte maneira:
fixando E uma L-estrutura e σ uma atribuição para ϕ, como ϕ é logicamente válida,
para todo a ∈ A temos que valE(ϕ)[σ+(x/a)] = 1. Generalizando este resultado para n
variáveis obtemos que se ϕ é logicamente válida então um fecho universal qualquer
de ϕ também o é.

1. Segue do Teorema 2.28.

2. Sejam ϕ uma fórmula, E uma L-estrutura e σ uma atribuição para a fórmula
ϕ → ∀xϕ em E, onde x não é livre em ϕ. Se valE(ϕ)[σ ] = 0, pela tabela ver-
dade da implicação segue que valE(ϕ → ∀xϕ)[σ ] = 1. Suponha portanto que
valE(ϕ)[σ ] = 1. Para concluir o resultado devemos mostrar que valE(∀xϕ)[σ ] =
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1. Por sua vez, para isto, devemos mostrar que valE(ϕ)[σ + (x/a)] = 1 para
todo a no universo de E. Note que, como x não é livre em ϕ, então toda
ocorrência de x (quando houver) é limitada. Desta forma, podemos trocar as
ocorrências de x por outra variável diferente de x e que não esteja no domı́nio
de σ e manteremos o valor lógico de ϕ (pois as fórmulas ∀xψ e ∀yψ pos-
suem a mesma valoração, e o mesmo ocorre para o quantificador existen-
cial). Dessa forma ϕ não possui mais nenhuma ocorrência de x, e portanto
valE(ϕ)[σ + (x/a)] = valE(ϕ)[σ ] = 1, como querı́amos mostrar.

3. Sejam ϕ,ψ fórmulas, E uma L-estrutura e σ uma atribuição para a fórmula
∀x(ϕ → ψ) → (∀xϕ → ∀xψ) em E. Vamos mostrar que valE(∀x(ϕ → ψ) →
(∀xϕ→ ∀xψ))[σ ] = 1. Pela definição de valoração, se valE(∀x(ϕ→ ψ))[σ ] = 0

temos o resultado. Suponha portanto que valE(∀x(ϕ → ψ))[σ ] = 1. Quere-
mos mostrar que, neste caso, vale valE(∀xϕ → ∀xψ)[σ ] = 1. Novamente, se
valE(∀xϕ)[σ ] = 0 segue o resultado. Suponha então que valE(∀xϕ)[σ ] = 1 e
vejamos que valE(∀xψ)[σ ] = 1 — e disto seguirá que valE(∀xϕ→∀xψ)[σ ] = 1,
como desejado. Para tal, fixe a uma constante arbitrária no universo da es-
trutura E. Como valE(∀x(ϕ → ψ))[σ ] = 1 então valE(ϕ → ψ)[σ + (x/a)] = 1.
E como valE(∀xϕ)[σ ] = 1, então valE(ϕ)[σ + (x/a)] = 1. Assim, decorre da
definição de valoração para a implicação que valE(ψ)[σ +(x/a)] = 1 e, portanto,
valE(∀xψ)[σ ] = 1. Esta última igualdade é a desejada.

4. Sejam ϕ uma fórmula, E uma L-estrutura e σ uma atribuição para a fórmula
∀xϕ→ [ϕ]τx , onde τ é um termo livre para x emϕ. Suponha que valE(∀xϕ)[σ ] =

1. Então valE(ϕ)[σ + (x/a)] = 1, para todo a ∈ A, e em particular, para a =

valE(τ)[σ ]. Pelo Teorema 2.22 segue que valE([ϕ]τx)[σ ] = 1, e disto decorre que
valE(∀xϕ→ [ϕ]τx) = 1, como querı́amos.

5. Análogo ao item anterior.

6. Análogo ao exemplo feito após a Definição 2.14.

7. Se x = x segue da definição de valoração para a igualdade que valE(x)[σ ] =

valE(x)[σ ], para toda L-estrutura E e toda atribuição σ . Desta forma valE(x =

x)[σ ] = 1.

8. Segue da definição de valoração para a igualdade usando que valE(x)[σ ] =

valE(y)[σ ] se, e somente se, valE(y)[σ ] = valE(x)[σ ].

9. Análogo ao item anterior.
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10. Basta notar que valE(x1 = y1 ∧ ...∧ xn = yn)[σ ] = 1 se, e somente se, valE(xi =

yi)[σ ] = 1, o que, por sua vez, equivale a valE(xi)[σ ] = valE(yi)[σ ], para todo
i ∈ {1, ...,n}. Então neste caso vale

valE(f (x1, ...,xn))[σ ] =f E(valE(x1)[σ ], ...,valE(xn)[σ ])

=f E(valE(y1)[σ ], ...,valE(yn)[σ ])

=valE(f (y1, ..., yn))[σ ].

Portanto temos E � f (x1, ...,xn) = f (y1, ..., yn), e disto segue o resultado.

11. Análogo ao item anterior, usando a definição de valoração para o bicondicio-
nal. �

Podemos definir uma prova formal partindo de um conjunto de sentenças.

Definição 3.4 Se Σ é um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L,
então uma prova formal partindo de Σ é uma sequência finita (e não vazia) ϕ0, ϕ1, ...,
ϕn de sentenças de L tal que para cada i ∈ {0,1, ...,n}, ou ϕi ∈ Σ, ou ϕi é um axioma lógico,
ou para certos j,k < i tem-se que ϕi decorre de ϕj e ϕk por Modus Ponens (isto é, ϕk é
a fórmula ϕj → ϕi). Dessa forma, dizemos que a sequência ϕ0, ϕ1, ..., ϕn é uma prova
formal de ϕn.

Definição 3.5 SeΣ é um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L eϕ
é uma sentença de L, dizemos que ϕ é consequência sintática de Σ, e escrevemos Σ `L ϕ,
quando existe uma prova formal de ϕ partindo de Σ.

Se Σ = {ψ} denotamos, usualmente, Σ ` ϕ por ψ ` ϕ.
Vejamos um exemplo das duas definições acima. Afirmamos que existe uma

prova formal para ¬ϕ partindo de Σ = {ϕ → ψ,¬ψ}. Para verificar tal afirmação,
considere a seguinte sentença: (ϕ→ ψ)→ ((¬ψ)→ (¬ϕ)). Vejamos que tal sentença
é uma tautologia. Note que únicas subfórmulas básicas da fórmula acima são ϕ e ψ.
Logo, há 4 casos a considerar.

• v1(ϕ) = 0 e v1(ψ) = 0. Neste caso temos que v1(ϕ → ψ) = 1 e v1((¬ψ) →
(¬ϕ)) = 1, logo v1 ((ϕ→ ψ)→ ((¬ψ)→ (¬ϕ))) = 1.

• v2(ϕ) = 1 e v2(ψ) = 1. Este caso é análogo ao caso anterior.

• v3(ϕ) = 0 e v3(ψ) = 1. Neste caso temos que v3(ϕ→ ψ) = 1 e v3((¬ψ)→ (¬ϕ)) =

1, logo v3 ((ϕ→ ψ)→ ((¬ψ)→ (¬ϕ))) = 1.
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• v4(ϕ) = 1 e v4(ψ) = 0. Este caso é análogo ao caso anterior.

Portanto tal fórmula é uma tautologia, e, consequentemente, é um axioma lógico.
Por hipóteseϕ→ ψ ∈ Σ, logo segue da sentença anterior (que vimos ser um axi-

oma) e da regra de inferência Modus Ponens que (¬ψ)→ (¬ϕ) é uma consequência
sintática de Σ. E sendo, por hipótese, ¬ψ ∈ Σ, segue da regra de inferência Modus
Ponens que ¬ϕ é uma consequência sintática de Σ.

O Teorema 3.6 é a implicação direta da equivalência

Σ `L ϕ se, e somente se, Σ � ϕ.

Ele nos diz, em outras palavras, que consequência sintática implica consequência
semântica. A recı́proca dessa implicação é o chamado Teorema da Completude, que
veremos posteriormente1.

Teorema 3.6 (Teorema da Correção) Sejam L uma linguagem de primeira ordem, Σ um
conjunto de sentenças de L e ϕ uma sentença de L. Se Σ `L ϕ então Σ � ϕ.

Demonstração: Suponha que Σ `L ϕ e seja M uma estrutura para L tal que M �
Σ. Queremos mostrar que M � ϕ. Sejam ϕ0,ϕ1, ...,ϕn sentenças de L tais que
ϕ0,ϕ1, ...,ϕn é uma prova formal de ϕ partindo de Σ. Note que ϕn é a fórmula ϕ.
Mostraremos, por indução em i, queM � ϕi . Se i = 0, então ou ϕ0 ∈ Σ ou ϕ0 é um
axioma lógico. Se ϕ0 ∈ Σ, então comoM � Σ, segue queM � ϕ0. Se ϕ0 é um axioma
lógico, então pelo Teorema 3.3 ϕ0 é uma sentença logicamente válida. E sendoM
uma estrutura para L, segue queM � ϕ0.

Suponha agora queM � ϕj para todo j < i e vejamos que o resultado vale para
i. Se ϕi ∈ Σ ou ϕi é uma axioma lógico, então o mesmo argumento apresentado
acima garante queM � ϕi . Resta então tratar o caso em queϕi não satisfaz nenhuma
destas duas condições. A única possibilidade é ϕi ter sido inferido por Modus Po-
nens aplicado a sentenças que ocorrem antes de ϕi na prova de ϕ, isto é, devem
existir j,k < i tais que ϕk é a sentença ϕj → ϕi . Como j,k < i então, por hipótese de
indução, temos queM � ϕj eM � ϕk, e desta segunda decorre queM � ϕj → ϕi . Do
Corolário 2.8 segue queM � ϕj → ϕi se, e somente se,M � ϕi ou não ocorreM � ϕj .
Dessa forma, segue queM � ϕi . �

1A equivalência é usualmente chamada de Teorema da Completude, mas a recı́proca é a
implicação menos trivial do teorema.
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3.2 Formalização de argumentos clássicos da matemática

Nesta seção veremos a formalização rigorosa, se valendo da definição de prova
formal dada na seção anterior, de argumentos clássicos de demonstração. O pri-
meiro deles é o Teorema da Dedução (dado pelo Teorema 3.7). Nele, formalizamos
a ideia de que para demonstrar uma implicação do tipo p→ q é suficiente que, ao
assumir válida a afirmação p, consigamos concluir que q é válida.
Teorema 3.7 (Teorema da Dedução) Se Σ é um conjunto de sentenças da linguagem de
primeira ordem L e ϕ e ψ são sentenças de L, então Σ `L ϕ→ ψ se, e somente se, Σ∪{ϕ} `L
ψ.

Demonstração: (⇒) Suponha queΣ `L ϕ→ ψ. Assim, existe uma sequênciaϕ0,ϕ1, ...,ϕn
que é uma prova de ϕ→ ψ partindo de Σ. Adicionando as sentenças ϕn+1 igual a ϕ
e ϕn+2 igual a ψ, e notando que ϕn+2 pode ser obtido por Modus Ponens a partir das
sentenças ϕn, que é ϕ→ ψ, e ϕn+1, temos que a sequência ϕ0,ϕ1, ...,ϕn,ϕn+1,ϕn+2 é
uma prova de ψ partindo de Σ∪ {ϕ}.

(⇐) Suponha agora que Σ∪ {ϕ} `L ψ. Então existe uma sequÊncia ψ0,ψ1, ...,ψn
que é uma prova formal de ψ partindo de Σ∪ {ϕ}. Mostraremos, por indução em i,
que Σ ` ϕ→ ψi , e sendo ψn igual a ψ, teremos que Σ ` ϕ→ ψ. Suponha então que
vale Σ `L (ϕ→ ψj) para todo j < i. Há três possı́veis casos (note que os dois primei-
ros casos não utilizam a hipótese de indução, e são estes os únicos casos possı́veis
para ψ0):

Caso 1: ψi é um axioma lógico ou ψi ∈ Σ.
Neste caso, note que a sentença ψi → (ϕ → ψi) é uma tautologia. Para isto,

basta considerar a seguinte tabela de atribuição verdade:

ϕ ψi ϕ→ ψi ψi → (ϕ→ ψi)

V V V V

V F F V

F V V V

F F V V

Dessa forma, a seguinte sequência é uma prova formal para ϕ→ ψi :

1. ψi

2. ψi → (ϕ→ ψi)

3. ϕ→ ψi
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onde o último item é inferido por Modus Ponens a partir dos dois itens anteriores.
Assim, obtemos Σ `L ϕ→ ψi .

Caso 2: ψi é ϕ.
Neste caso, ϕ→ ψi é uma tautologia, logo a sequência formada por essa única

sentença é uma prova formal de ϕ→ ψi partindo de Σ.
Caso 3: existem j,k < i tais que ψi é inferido de ψj e ψk por Modus Ponens —

e, portanto, ψk é a sentença ψj → ψi .
Vejamos primeiro que a sentença (ϕ→ ψj)→ ((ϕ→ (ψj → ψi))→ (ϕ→ ψi)), a

qual chamaremos de α, é uma tautologia. Denotando (ϕ→ (ψj → ψi))→ (ϕ→ ψi)

por β, a seguinte tabela de atribuição verdade mostra que α é uma tautologia.

ϕ ψi ψj ψj → ψi ϕ→ ψi ϕ→ ψj ϕ→ (ψj → ψi) β α

V V V V V V V V V

V V F V V F V V V

V F V F F V F V V

V F F V F F V F V

F V V V V V V V V

F V F V V V V V V

F F V F V V V V V

F F F V V V V V V

Logo, o que segue mostra que existe uma prova de ϕ→ ψi partindo de Σ:

1. Σ `L ϕ→ ψj (por hipótese de indução em j < i)

2. Σ `L ϕ→ (ψj → ψi) (por hipótese de indução em k < i)

3. Σ `L (ϕ→ ψj)→ ((ϕ→ (ψj → ψi))→ (ϕ→ ψi)) (pois tal sentença é uma tautologia)

4. Σ `L (ϕ→ (ψj → ψi))→ (ϕ→ ψi) (pelos itens 1 e 3 e Modus Ponens)

5. Σ `L ϕ→ ψi (pelos itens 2 e 4 e Modus Ponens)

Note que uma prova formal para a sentença descrita no item 4 é obtida usando
uma prova formal da sentença ϕ → ψj (cuja existência é garantida pelo item 1) e a
tautologia descrita no item 3: aplicarı́amos Modus Ponens na sentença ϕ→ ψj e na
tautologia, obtendo finalmente uma prova formal para a sentença ϕ→ (ψj → ψi)→
(ϕ → ψi). O mesmo vale para o item 5. Dessa forma, mostramos como obter uma
prova formal indiretamente — sem de fato explicitar a sequência, e sim indicando
um caminho para obter tal sequência. �
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Nosso próximo passo é considerar as provas por contradição (ou redução ao
absurdo).

Definição 3.8 Se Σ é um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L,
dizemos queΣ é sintaticamente inconsistente, e escrevemos¬Con`,L(Σ), se existe alguma
sentença ϕ de L tal que Σ `L ϕ e Σ `L ¬ϕ. E dizemos que Σ é sintaticamente consistente
se não for sintaticamente inconsistente.

Veremos no resultado a seguir que a inconsistência sintática de um conjunto
Σ de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L é equivalente a conseguir
provar qualquer sentença de L partindo de Σ.

Lema 3.9 Se Σ é um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L, então
são equivalentes:

1. ¬Con`,L(Σ).

2. Σ `L ψ, para toda sentença ψ de L.

Demonstração: (1⇒ 2) Suponha que vale o item 1 e seja ϕ uma sentença de L que
atesta que ¬Con`,L(Σ), ou seja, Σ `L ϕ e Σ `L ¬ϕ. Note que, para uma sentença
arbitrária ψ de L, a sentença ϕ→ (¬ϕ→ ψ) é uma tautologia. De fato, basta consi-
derar a seguinte tabela de atribuição verdade:

ϕ ψ ¬ϕ ¬ϕ→ ψ ϕ→ (¬ϕ→ ψ)

V V F V V

V F F V V

F V V V V

F F V F V

Dessa forma, como vale Σ `L ϕ, conseguimos uma prova formal de ϕ partindo de Σ,
e então podemos aplicar Modus Ponens na sentença ϕ e na tautologia citada acima,
inferindo a sentença ¬ϕ → ψ. Como vale Σ `L ¬ϕ, então existe uma prova de ¬ϕ
partindo de Σ, e então podemos aplicar Modus Ponens nas sentenças ¬ϕ e ¬ϕ→ ψ,
inferindo ψ. Assim, concluı́mos que Σ `L ψ.

(2 ⇒ 1) Assumindo o item 2, basta tomar uma sentença ϕ de L e a sentença
¬ϕ, e teremos que Σ `L ϕ e Σ `L ¬ϕ, logo ¬Con`,L(Σ). �

Teorema 3.10 (Prova por Contradição) Se Σ é um conjunto de sentenças de uma lingua-
gem de primeira ordem L e ϕ é uma sentença de L, então valem:

44



1. Σ `L ϕ se, e somente se, ¬Con`,L(Σ∪ {¬ϕ}).

2. Σ `L ¬ϕ se, e somente se, ¬Con`,L(Σ∪ {ϕ}).

Demonstração: Mostraremos que vale o item 1, e o item 2 segue de forma análoga.
Supondo que Σ `L ϕ, então em particular temos que Σ∪{¬ϕ} `L ϕ, pois Σ ⊆ Σ∪{¬ϕ}
e, portanto, a mesma prova que atesta Σ `L ϕ também atesta que Σ∪ {¬ϕ} `L ϕ. E
como ¬ϕ ∈ Σ∪ {¬ϕ}, a sequência formada unicamente pela sentença ¬ϕ atesta que
Σ∪ {¬ϕ} `L ¬ϕ. Portanto, ¬Con`,L(Σ∪ {¬ϕ}).

Supondo agora que ¬Con`,L(Σ∪{¬ϕ}), pelo Lema 3.9 temos que Σ∪{¬ϕ} `L ϕ.
Logo, pelo Teorema da Dedução, segue que Σ `L ¬ϕ → ϕ. Note agora que (¬ϕ →
ϕ)→ ϕ é uma tautologia, e desta tautologia e da sentença ¬ϕ→ ϕ podemos inferir
por Modus Ponens a sentença ϕ. Logo temos que Σ `L ϕ. �

A Definição 3.11 e os Teoremas 3.12 e 3.13 generalizam o raciocı́nio apresentado
no fim do Teorema 3.10.

Definição 3.11 Dizemos que uma sentença ϕ segue tautologicamente de ϕ1, ...,ϕn se
(ϕ1 ∧ ...∧ϕn)→ ϕ é uma tautologia proposicional.

Teorema 3.12 Se ϕ,ϕ1, ...,ϕn são sentenças de uma linguagem de primeira ordem L e ϕ
segue tautologicamente de ϕ1, ...,ϕn, então {ϕ1, ...,ϕn} `L ϕ.

Demonstração: Primeiro, note que ϕ1→ (ϕ2→ (...→ (ϕn→ ϕ)...)) possui o mesmo
valor lógico (quando analisamos a tabela de atribuição verdade) que (ϕ1∧ ...∧ϕn)→
ϕ. Para isso, basta observar que as seguintes sentenças possuem o mesmo valor
lógico:

1. ¬(¬((ϕ1 ∧ ...∧ϕn)→ ϕ))

2. (¬ϕ1)∨ ...∨ (¬ϕn)∨ϕ

3. (¬ϕ1)∨ ...∨ (¬ϕn−1)∨ (ϕn→ ϕ)

4. (¬ϕ1)∨ ...∨ (¬ϕn−2)∨ ((ϕn−1→ (ϕn→ ϕ))
...

n+ 2. ϕ1→ (ϕ2→ (...→ (ϕn→ ϕ)...))

E como a primeira sentença possui, pela definição de ¬, o mesmo valor lógico
de (ϕ1 ∧ ...∧ϕn)→ ϕ, e esta por sua vez é uma tautologia, então segue que ϕ1 →
(ϕ2 → (...→ (ϕn → ϕ)...)) é uma tautologia. Assim, basta aplicar Modus Ponens n
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vezes nesta tautologia e nasϕi para obtermos uma prova deϕ partindo de {ϕ1, ...,ϕn}.
�

O Teorema 3.13 pode ser visto como uma espécie de transitividade do sı́mbolo
`.

Teorema 3.13 Seja uma linguagem de primeira ordem L. Se {ϕ1, ...,ϕn} `L ψ e Σ `L ϕi
para todo i ∈ {1, ...,n}, então Σ `L ψ.

Demonstração: Uma prova formal de ψ partindo de Σ pode começar listando, para
cada i ∈ {1, . . . ,n}, uma prova formal de ϕi partindo de Σ e finalizar listando uma
prova formal de ψ partindo de {ϕ1, . . . ,ϕn}. �

Note que os principais teoremas demonstrados nesta seção, como o Teorema da
Dedução e o da Prova por Contradição, visam formalizar o modo como nós demons-
tramos resultados usualmente. Cada um deles justifica alguma técnica especı́fica
usada. Veremos no próximo teorema outras formalizações de técnicas, desta vez
com o uso dos quantificadores.

Teorema 3.14 (Regras para quantificadores) Sejam L uma linguagem de primeira or-
dem, Σ um conjunto de sentenças de L e ϕ(x) uma fórmula de L com no máximo a variável
x ocorrendo livre. Valem as seguintes regras para o uso de quantificadores:

UI: {∀xϕ(x)} `L ϕ(τ).
UG: De Σ `L′ ϕ(c) concluı́mos que Σ `L ∀xϕ(x).
EI: De Σ∪ {ϕ(c)} `L′ ψ concluı́mos que Σ∪ {∃xϕ(x)} `L ψ.
EG: {ϕ(τ)} `L ∃xϕ(x).

Em UI e EG, τ é um termo de L sem variáveis. Em UG e EI , c é um sı́mbolo de constante
que não está em L e L′ = L∪ {c}, e em EI , ψ é uma sentença de L.

As letrasU,E,I,G vêm de “Universal”, “Existencial”, “Instância”e “Generalização”,
respectivamente. Vejamos alguns exemplos que demonstram na prática o argu-
mento que cada uma das sentenças acima formaliza.

A sentençaUI formaliza o argumento de que se uma sentença universal ∀xϕ(x)

é verdadeira então podemos concluir que uma instância ϕ(τ) é verdadeira. Por
exemplo, se ∀x(x+ 2 = 2 + x) é verdadeiro, então, em particular 1 + 2 = 2 + 1.

A afirmação EG permite concluir que, se conseguimos provar ϕ para um termo
τ especı́fico, então é verdadeira a generalização existencial de que existe algum x

que satisfaz ϕ(x).
Para exemplificar a sentença UG considere a seguinte afirmação: para todo

x ∈ R existe y ∈ R tal que x = y3. Tal afirmação é, em sı́mbolos, a sentença ∀xϕ(x),
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onde ϕ(x) é a sentença ∃y(x = y3). Para demonstrar essa afirmação, usualmente
irı́amos fixar um c ∈ R arbitrário e mostrar que para este c existe um y ∈ R que
satisfaz c = y3. E como c era arbitrário, então a afirmação vale para todo x ∈ R. A
afirmação UG é a formalização de “como c era arbitrário, então vale que ∀xϕ(x)”.

Por fim, quando queremos provar um resultado que tem como hipótese uma
afirmação do tipo “existe um elemento x que satisfaz ϕ(x)”, então para demonstrar
a tese fixarı́amos um c que satisfaz ϕ e ao concluir que vale a tese, concluirı́amos
que ela decorre da hipótese ∃xϕ(x). A afirmação EI corresponde a esse tipo de
raciocı́nio.

Exemplo 3.15 Se ψ é uma fórmula de uma linguagem de primeira ordem L com nenhuma
variável diferente de x livre, então ∅ `L ¬∀xψ(x)→∃x¬ψ(x).

Seja c um sı́mbolo de constante que não está em L e considere L′ = L∪ {c}.

1. ∅ `L ∀x¬¬ψ(x)↔¬∃x¬ψ(x) (axioma lógico do tipo 6)

2. ¬¬ψ(c) `L′ ψ(c) (tautologia e Teorema 3.12)

3. ∀x¬¬ψ(x) `L′ ψ(c) (2,UI e Teorema3.13)

4. ∀x¬¬ψ(x) `L ∀xψ(x) (3 e UG)

5. ∅ `L ∀x¬¬ψ(x)→∀xψ(x) (4 e Teorema da Dedução)

6. ∅ `L ¬∀xψ(x)→∃x¬ψ(x) (1, 5 e tautologia)

Demonstração do Teorema 3.14: Para demonstrarUI , note que a sentença ∀xϕ(x)→
ϕ(τ) é um axioma lógico do tipo 4. Desta forma temos que ∅ `L ∀xϕ(x)→ ϕ(τ), e
pelo Teorema da Dedução segue que {∀xϕ(x)} `L ϕ(τ), como desejado.

Para demonstrar EG, basta notar que a sentença ϕ(τ)→ ∃xϕ(x) é um axioma
lógico do tipo 5 e um raciocı́nio análogo ao anterior mostra que {ϕ(τ)} `L ∃xϕ(x).

Para demonstrarUG, suponha que Σ `L′ ϕ(c) e seja ϕ0, ...,ϕn uma prova formal
em L′ de ϕ(c). Então ϕn é a sentença ϕ(c). Seja y uma variável que não ocorre
em nenhuma das sentenças ϕi , e seja ψi(y) a fórmula resultante da substituição de
todas as ocorrências de c em ϕi pela variável y. Mostraremos, por indução em i, que
Σ `L ∀yψi(y). Note que, ao mostrarmos isto, teremos que Σ `L ∀yϕ(y) (pois ψn(y) é
a sentença ϕ(y)) e a seguinte sequência mostra que ∀yϕ(y) `L ∀xϕ(x):
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1.∀yϕ(y) (por hipótese)

2.∀x(∀yϕ(y)→ ϕ(x)) (axioma lógico do tipo 4)

3.∀x(∀yϕ(y)→ ϕ(x))→ (∀x∀yϕ(y)→∀xϕ(x)) (axioma lógico do tipo 3)

4.∀x∀yϕ(y)→∀xϕ(x) (pelos itens 3, 2 e Modus Ponens)

5.∀yϕ(y)→∀x∀yϕ(y) (axioma lógico do tipo 2)

6.∀x∀yϕ(y) (pelos itens 5, 1 e Modus Ponens)

7.∀xϕ(x) (pelos itens 4, 6 e Modus Ponens)

Logo, segue de Σ `L ∀yϕ(y), de {∀yϕ(y)} `L ∀xϕ(x) e da transitividade de `,
Teorema 3.13, que Σ `L ∀xϕ(x).

Procedamos à indução. Há três casos a serem considerados. O Caso 1 a seguir
evidencia por que motivo precisamos exigir que y seja uma variável que não ocorre
em lugar algum na prova ϕ0, ...,ϕn.

Caso 1. ϕi é um axioma lógico. Note primeiro que se c não ocorre em ϕi , então
ψi(y) é a própria sentença ϕi , e então temos o axioma lógico do tipo 2, ϕi → ∀yϕi ,
e sendo ϕi um axioma lógico, podemos inferir ∀yϕi , isto é, ∀yψi(y). No caso em
que há ocorrência de c em ϕi , temos que a sentença ∀yψi(y) é um axioma lógico do
mesmo tipo de ϕi 2.

Caso 2. ϕi ∈ Σ. Neste caso, como c é uma constante que não está em L e Σ é um
conjunto de sentenças de L, então ϕi não contém nenhuma ocorrência de c. Assim,
ψi(y) é a própria sentença ϕi . Notando que ϕi →∀yϕi é um axioma lógico do tipo 2

e usando que ϕi ∈ Σ, podemos inferir ∀yϕi , o que atesta que Σ `L ∀yψi(y) (usando,
claro, que ϕi é a sentença ψi(y)).

Caso 3. Existem j,k < i tais que ϕi é inferido de ϕj e ϕk por Modus Ponens —
e, portanto, ϕk é a sentença ϕj → ϕi . Neste caso, a seguinte sequência de afirmações

2Por exemplo, se ϕi é a sentença ∀z∃xp(z,x) → ∃xp(c,x), então a sentença ψi(y) é a dada por
∀z∃xp(z,x) → ∃xp(y,x). Assim, a sentença ∀yψi(y) é o fecho universal da sentença ψi(y), a qual é
também um axioma lógico do tipo 4. Lembre-se de que, no inı́cio, havı́amos tomado y como uma
variável que não ocorre em nenhuma das sentenças ϕi . Se y fosse, por exemplo, a variável x, que
ocorre na sentença ∀z∃xp(z,x)→ ∃xp(c,x), então ψi(y) seria a sentença ∀z∃xp(z,x)→ ∃xp(x,x), que
não é um axioma lógico, já que x não é livre para z em ∃xp(z,x).
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nos garante que existe uma prova formal de ∀yψi(y) partindo de Σ.

1.Σ `L ∀yψj(y) (por hipótese de indução em j < i)

2.Σ `L ∀y(ψj(y)→ ψi(y)) (por hipótese de indução em k < i)

3.Σ `L ∀y(ψj(y)→ ψi(y))→ (∀yψj(y)→∀yψi(y)) (axioma lógico do tipo 3)

4.Σ `L ∀yψj(y)→∀yψi(y) (pelos itens 3, 2 e Modus Ponens)

5.Σ `L ∀yψi(y) (pelos itens 4, 1 e Modus Ponens)

Assim, concluı́mos a demonstração de UG.
Vejamos agora que vale EI . Para tal, suponha que Σ∪{ϕ(c)} `L′ ψ. Do Teorema

3.10 (Prova por Contradição) segue que ¬Con`,L′ (Σ∪ {ϕ(c),¬ψ}), e aplicando nova-
mente o mesmo teorema temos que Σ∪ {¬ψ} `L′ ¬ϕ(c). Agora, por UG (que já mos-
tramos ser válida) segue que Σ∪{¬ψ} `L ∀x¬ϕ(x). Assim, novamente pelo Teorema
3.10 segue que ¬Con`,L(Σ∪ {¬ψ,¬(∀x¬ϕ(x))}), e aplicando novamente o mesmo te-
orema obtemos Σ∪ {¬(∀x¬ϕ(x))} `L ψ. Agora, note que ∀x¬ϕ(x)↔¬(∃xϕ(x)) é um
axioma lógico do tipo 6, e que ¬(∀x¬ϕ(x)) segue tautologicamente deste axioma e
de ∃xϕ(x). Assim, do Teorema 3.12 segue que {∃xϕ(x)} `L ¬(∀x¬ϕ(x)). Como vimos
que Σ∪ {¬(∀x¬ϕ(x))} `L ψ, decorre do Teorema 3.13 que Σ∪ {∃xϕ(x)} `L ψ. �
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4 O TEOREMA DA COMPLETUDE

O objetivo deste capı́tulo é demonstrar o Teorema da Completude, que relaciona as
noções de consistência semântica e consistência sintática. As principais referências
bibliográficas para este capı́tulo são [3] e [5].

Teorema 4.1 (Teorema da Completude) Seja Σ um conjunto de sentenças de uma lin-
guagem de primeira ordem L. Então:

1. Con�(Σ) se, e somente se, Con`,L(Σ).

2. Para toda sentença ϕ de L, Σ � ϕ se, e somente se, Σ `L ϕ.

O item 1 do Teorema da Completude diz que as noções de consistência sintática
e semântica são equivalentes, ou seja, existe uma L-estrutura que modela Σ se, e so-
mente se, Σ não leva a contradições. Uma vez demonstrado este item, não será mais
necessário explicitar os sı́mbolos � e ` para nos referirmos à consistência. O item 2

do Teorema da Completude diz que ϕ é consequência semântica de um conjunto de
sentenças Σ se, e somente se, ϕ é consequência sintática de Σ. Note que já havı́amos
visto (no Teorema da Correção) que, se ϕ é consequência sintática de Σ, então ϕ
é consequência semântica de Σ. Assim, resta verificar que, se ϕ é consequência
semântica de Σ, então ϕ é consequência sintática de Σ.

Vamos primeiro mostrar que as afirmações (1) e (2) do Teorema da Comple-
tude são, na verdade, equivalentes. Assim, para demonstrar o Teorema 4.1, bastará
mostrar que vale alguma das afirmações.

Teorema 4.2 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
São equivalentes:

1. Con�(Σ) se, e somente se, Con`,L(Σ).

2. Para toda sentença ϕ de L, Σ � ϕ se, e somente se, Σ `L ϕ.

Demonstração: (1 → 2) Seja ϕ uma sentença de L. Note que, pelo Teorema 2.13,
Σ � ϕ ocorre se, e somente se, ¬Con�(Σ ∪ {¬ϕ}) e, por hipótese, isto ocorre se, e
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somente se, ¬Con`,L(Σ ∪ {¬ϕ}). Por sua vez, pelo Teorema 3.10, isto ocorre se, e
somente se, Σ `L ϕ, como querı́amos.

(2→ 1) Vamos assumir (2) e provar, por contrapositiva, a ida e a volta de (1).
Suponha então que ¬Con`,L(Σ). Então existe uma sentença ϕ de L tal que Σ `L ϕ e
Σ `L ¬ϕ. Assim, por hipótese, vale que Σ �L ϕ e Σ �L ¬ϕ. Dessa forma não pode
haver uma L-estrutura M tal que M � Σ, pois se houvesse uma tal M, de Σ �L ϕ
obterı́amosM � ϕ, e de Σ �L ¬ϕ obterı́amosM � ¬ϕ, o que contradiz a Proposição
2.9. Logo, ¬Con�(Σ).

Suponha agora que vale ¬Con�(Σ) e seja ϕ ∈ Σ. Então Σ = Σ∪ {ϕ}, e ¬Con�(Σ)

se traduz em ¬Con�(Σ∪ {ϕ}). Do Teorema 2.13 segue que Σ � ¬ϕ, do item 2 segue
que Σ `L ¬ϕ e do Teorema 3.10 segue que ¬Con`,L(Σ∪{ϕ}), isto é, ¬Con`,L(Σ), como
querı́amos. �

O próximo resultado mostra que, para demonstrar o Teorema da Completude,
basta provar que consistência sintática implica consistência semântica.

Teorema 4.3 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L. Se
Con`,L(Σ) implica Con�(Σ), então vale o Teorema da Completude.

Demonstração: Basta notar que, na demonstração do Teorema 4.2, mostramos que
o Teorema da Correção é suficiente para concluir que Con�(Σ)→ Con`,L(Σ). �

Desta forma, basta provar o seguinte resultado.

Lema 4.4 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L. Se
Con`,L(Σ), então Con�(Σ).

Assim, nosso objetivo (e é a parte que dará mais trabalho) é demonstrar o Lema
4.4. O Teorema da Completude foi provado pela primeira vez por Kurt Gödel em
1929. No mesmo ano, de forma independente, Jacques Herbrand apresentou um
método para construir modelos usando os termos da linguagem. Em 1949 Leon
Henkin percebeu que o método de Herbrand poderia ser usado para demonstrar
o Teorema da Completude. A demonstração que apresentaremos do Teorema da
Completude baseia-se nessa ideia de Henkin.

Para provar o Lema 4.4 precisamos, a partir da consistência sintática de Σ, mos-
trar a consistência semântica, ou seja, temos que exibir uma L-estrutura e mostrar
que tal estrutura modela Σ. Sendo assim, parece natural construir um modelo para
Σ usando os objetos sintáticos da linguagem. Note (na Definição 2.1) que, fixada
uma estrutura para a linguagem L, alguns termos de L são associados a elementos
do universo por uma interpretação — por exemplo, termos do tipo constante. Sendo
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assim, seja lá o que for nosso modelo, o universo da estrutura desejada deve ter ele-
mentos que se associam a estes termos da linguagem. Um bom inı́cio, então, seria
colocar tais termos da linguagem dentro do universo que estamos construindo (e,
assim, poderı́amos associá-los a si mesmos no universo da estrutura). Mas note que
isto não pode ser feito para todos os termos da linguagem. Por exemplo, não faz sen-
tido colocar uma variável no universo da estrutura — justamente porque variáveis
não possuem valores determinados até que seja fixada uma atribuição, diferente das
constantes citadas acima.

Assim, primeiro iremos inserir no universo da estrutura que estamos cons-
truindo os termos da linguagem L que não contêm nenhuma variável; logo, o va-
lor de uma valoração para um tal termo em uma estrutura fixada é o mesmo para
toda atribuição, e isto fixa a interpretação desse termo — diferente do que ocorre
na interpretação de termos que contém variáveis. Vamos destacar tais termos na
definição a seguir.

Definição 4.5 Um termo τ de uma linguagem de primeira ordem L é dito fechado quando
τ não contém nenhuma variável. Denotamos por CT0(L) o conjunto de todos os termos
fechados de L.

Agora, como sugerido anteriormente, definiremos uma L-estrutura que tem
como universo o conjunto dos termos fechados de L e usaremos as noções sintáticas
de prova para definir a interpretação.

Definição 4.6 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
Supondo que L contenha ao menos um sı́mbolo de constante (isto é, F0 , ∅), definimos a
estrutura de termos fechados M0 = CT 0(L,Σ) como a L-estrutura cujo universo é o
conjunto CT0(L) e cuja interpretação é dada, recursivamente, da seguinte maneira:

• Se c ∈ F0 então cM0 = c;

• Se p ∈ P0 então pM0 = 1 se, e somente se, Σ `L p;

• Se f ∈ Fn com n > 0, e τ1, ..., τn ∈ CT0(L), então fM0(τ1, ..., τn) é o termo fechado
f (τ1, ..., τn).

• Se p ∈ Pn com n > 0, e τ1, ..., τn ∈ CT0(L), então (τ1, ..., τn) ∈ pM0 se, e somente se,
Σ `L p(τ1, ..., τn).

Note que, como não admitimos uma estrutura cujo conjunto universo é va-
zio, a definição acima só faz sentido quando existe ao menos um termo de L que
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não contém variáveis — e tal termo existe, pois estamos assumindo que F0 , ∅.
Note também que não pedimos que Σ satisfaça nenhuma condição especial. Se,
por exemplo, Σ for sintaticamente inconsistente, a definição acima ainda faz sen-
tido, mas teremos queM0 não é um modelo para Σ, pois já vimos que consistência
semântica implica consistência sintática. Isto nos indica que o modelo que estamos
buscando construir deve ter outro conjunto universo. Mas, ainda assim, vejamos
quais propriedades já são satisfeitas por esta estrutura.

Teorema 4.7 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L . Se
τ ∈ CT0(L), então valM0(τ) = τ .

Demonstração: Faremos esta prova por indução no comprimento de τ . Se |τ | = 1,
a única opção é τ ser uma constante, já que τ é um termo fechado. Se τ é uma
constante c, então pela Definição 2.4 teremos que valM0(c) = cM0 = c. Suponha agora
que o enunciado seja válido para todo termo com comprimento estritamente menor
que |τ | > 1. Neste caso existem f ∈ Fn e τ1, ..., τn ∈ CT0(L) tais que τ é o termo
f (τ1, ..., τn). Note que τi possui comprimento estritamente menor que τ , logo, vale
por hipótese de indução que valM0(τi) = τi . Assim, usando a definição de valoração,
temos que

valM0(f (τ1, ..., τn)) = fM0(valM0(τ1), ...,valM0(τn))

= fM0(τ1, ..., τn)

= f (τ1, ..., τn),

como querı́amos. �

Note ainda que a interpretação dos sı́mbolos de funções dada pela Definição 4.6
independe de Σ, o que pode nos trazer alguns problemas. Considere, por exemplo,
L = {0,+} e Σ um conjunto de sentenças que contém a sentença ∀x(x + 0 = x). O
conjunto universo de M0,CT0(L), contém os termos fechados 0,0 + 0,0 + (0 + 0), e
assim por diante, que são todos distintos. Sendo todos distintos, do Teorema 4.7 e
do item (3) da Definição 2.5 segue que M0 2 (0 + 0 = 0). Por outro lado, como Σ
possui o axioma ∀x(x+0 = x), a regraUI de quantificadores UI e o Teorema 3.13 nos
permitem concluir que Σ `L (0 + 0 = 0). Disto segue queM0 não é um modelo para
Σ, pois de Σ `L (0 + 0 = 0) segue que Σ � (0 + 0 = 0), isto é,M � (0 + 0 = 0) para todo
modeloM de Σ, e vimos que isto não ocorre para a L-estruturaM0.

Em resumo, como estamos buscando um modelo para Σ e queremos que valha
a equivalência entre consequência sintática e semântica, temos mais um indı́cio de
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que CT0(L) não deve ser o universo da estrutura que estamos buscando e, ainda,
que devemos levar em consideração o conjunto Σ na interpretação dos sı́mbolos de
função na estrutura desejada — já que o problema no exemplo anterior surgiu ao
notar que os elementos 0, 0 + 0, 0 + (0 + 0) etc. são todos distintos em M0. O que
podemos fazer para lidar com esse problema é “identificar”os termos que quere-
mos que sejam de alguma forma equivalentes. Faremos isto definindo uma relação
de equivalência que reúna em uma mesma classe de equivalência termos que gos-
tarı́amos que fossem iguais e consideraremos uma estrutura que tenha o conjunto de
todas estas classes de equivalência como conjunto universo. Vamos primeiro definir
tal relação em CT0(L).

Definição 4.8 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
Definimos a relação ∼L,Σ, a qual abreviaremos por ∼, em CT0(L) por:

τ ∼ σ se, e somente se, Σ `L (τ = σ ).

Vejamos que ∼ é, de fato, uma relação de equivalência em CT0(L).

Teorema 4.9 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
Então a relação ∼ definida acima é uma relação de equivalência em CT0(L).

Demonstração: Vejamos primeiro que ∼ é reflexiva, isto é, dado τ ∈ CT0(L), ocorre
Σ `L (τ = τ). Para tal, basta notar que ∀x(x = x) é um axioma lógico do tipo 7 e,
portanto, Σ `L ∀x(x = x). Agora, como τ é um termo de L sem variáveis, da regra de
quantificadores UI segue que ∀x(x = x) `L (τ = τ), e pela transitividade de `L temos
que Σ `L (τ = τ) e, portanto, τ ∼ τ .

Vejamos agora que ∼ é simétrica. Dados τ,σ ∈ CT0(L), queremos verificar que
τ ∼ σ se, e somente se, σ ∼ τ , isto é, Σ `L (τ = σ ) se, e somente se, Σ `L (σ = τ).
Faremos uma implicação, e a outra segue de forma inteiramente análoga. Suponha
que vale Σ `L (τ = σ ). Note que a sentença ∀x∀y(x = y↔ y = x) é um axioma lógico
do tipo 8, e sendo τ e σ termos sem variáveis, então pela regra UI (aplicada duas
vezes), segue que ∀x∀y(x = y↔ y = x) `L (τ = σ ↔ σ = τ). Como ∀x∀y(x = y↔ y =

x) é um axioma lógico, segue que ∅ `L (τ = σ ↔ σ = τ). Note agora que σ = τ segue
tautologicamente de τ = σ ↔ σ = τ e τ = σ , e como estamos assumindo que vale
Σ `L (τ = σ ), então decorre que Σ `L (σ = τ).

Vejamos por fim que ∼ é transitiva. Sejam τ,σ ,ρ ∈ CT0(L) tais que τ ∼ σ e
σ ∼ ρ. Então vale Σ `L (τ = σ ) e Σ `L (σ = ρ). Note que a sentença1 ∀x,y,z((x =

y ∧ y = z)→ x = z) é um axioma lógico do tipo 9, logo pelo mesmo argumento dos
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itens anteriores segue que ∅ `L ((τ = σ ∧ σ = ρ) → τ = ρ). E como τ = ρ segue
tautologicamente de (τ = σ ∧ σ = ρ)→ τ = ρ, τ = σ e σ = ρ então segue do Teorema
3.12 que {(τ = σ ∧ σ = ρ)→ τ = ρ,τ = σ,σ = ρ} `L τ = ρ. E como vale Σ `L (τ = σ ),
Σ `L (σ = ρ) e Σ `L (τ = σ ∧ σ = ρ→ τ = ρ), segue do Teorema 3.13 que Σ `L (τ = ρ).
�

Dessa forma, a relação ∼ definida acima é uma relação de equivalência em
CT0(L) e, portanto, podemos considerar o conjunto CT0(L)/∼ de todas as classes
de equivalência de ∼ em CT0(L). Dado τ ∈ CT0(L), denotaremos sua classe de equi-
valência por [τ]. O quocienteCT0(L)/∼ será o universo da nova estrutura que iremos
construir, cuja interpretação será definida a seguir.

Definição 4.10 Sejam L uma linguagem de primeira ordem e Σ um conjunto de sentenças
de L. Suponha que F0 , ∅ e defina CT (L,Σ) = CT0(L)/ ∼ e a estrutura de Herbrand
M = CT (L,Σ) como a L-estrutura cujo universo é CT (L,Σ) e cuja interpretação se dá,
recursivamente, da seguinte maneira:

• Se c ∈ F0, então cM = [c].

• Se p ∈ P0, então pM = 1 se, e somente se, Σ `L p.

• Se f ∈ Fn com n > 0 e [τ1], ..., [τn] ∈ CT (L,Σ), então fM([τ1], ..., [τn]) é a classe de
equivalência [f (τ1, ..., τn)].

• Se p ∈ Pn com n > 0 e [τ1], ..., [τn] ∈ CT (L,Σ), então ([τ1], ..., [τn]) ∈ pM se, e somente
se, Σ `L p(τ1, ..., τn).

Como estamos trabalhando com classes de equivalência, precisamos verificar que a
Definição 4.10 está bem definida, isto é, que a interpretação independe do represen-
tante de uma classe.
Justificativa: Os únicos casos em que precisamos verificar que a interpretação está
bem definida são quando n > 0, que é quando escolhemos representantes das classes
de equivalência e definimos a interpretação usando tais representantes. Sejam f ∈
Fn com n > 0 e τ1, ..., τn,σ1, ...,σn termos fechados de L tais que τi ∼ σi para todo
i ∈ {1, ...,n}. Precisamos verificar que f (τ1, ..., τn) ∼ f (σ1, ...,σn). Do Teorema 3.12
segue que {(τ1 = σ1 ∧ . . . ∧ τn = σn) → f (τ1, . . . , τn) = f (σ1, . . . ,σn), τ1 = σ1, . . . , τn =

σn} `L f (τ1, . . . , τn) = f (σ1, . . . ,σn).Como Σ `L τi = σi para todo i ∈ {1, . . . ,n} e de uma
aplicação de um axioma lógico do tipo 10 e a regra de quantificadores UI segue que

1Usaremos a notação ∀x,yϕ para expressar ∀x∀yϕ, para todas as variáveis x,y e fórmula ϕ.

55



∅ `L (τ1 = σ1 ∧ . . .∧ τn = σn)→ f (τ1, . . . , τn) = f (σ1, . . . ,σn), do Teorema 3.13 obtemos
Σ `L f (τ1, . . . , τn) = f (σ1, . . . ,σn).

De forma análoga, dados p ∈ Pn com n > 0 e τ1, . . . , τn,σ1, . . . ,σn termos fecha-
dos de L tais que τi ∼ σi para todo i ∈ {1, . . . ,n} basta repetir o argumento anterior,
notando agora que

∀x1, ...,xn, y1, ..., yn ((x1 = y1 ∧ ...∧ xn = yn)→ (p(x1, ...,xn)↔ p(y1, ..., yn))

é um axioma lógico do tipo 11, para concluirmos que Σ `L p(τ1, ..., τn) se, e somente
se, Σ `L p(σ1, ...,σn). �

No conjunto quociente, a relação ∼ colocou em uma mesma classe de equi-
valência elementos que, de fato, deveriam ser iguais. No exemplo que demos, onde
L = {0,+} e Σ continha a sentença ∀x(x + 0 = x), temos que [0] = [0 + 0], pois vimos
que Σ `L (0 + 0 = 0), e então segue que CT (L,Σ) � (0 + 0 = 0).

Vamos explorar quais outras propriedades são válidas para aL-estrutura CT (L,Σ)

que ainda independem da consistência sintática de Σ.

Teorema 4.11 Sejam L uma linguagem de primeira ordem tal que F0 , ∅, Σ um conjunto
de sentenças de L eM = CT (L,Σ). Valem as seguintes afirmações:

1. Se τ é um termo fechado de L, então valM(τ) = [τ].

2. Se ϕ é uma sentença de L da forma ∀x1, ...,xnψ(x1, ...,xn), entãoM � ϕ se, e somente
se,M � ψ(τ1, ..., τn) quaisquer que sejam os termos fechados τ1, ..., τn.

3. Se ϕ é uma sentença atômica (isto é, uma fórmula atômica que também é uma sen-
tença), então Σ `L ϕ se, e somente se,M � ϕ.

4. Se Σ `L ϕ, onde ϕ é um fecho universal de uma fórmula atômica, entãoM � ϕ.

Demonstração:

1. Análoga ao Teorema 4.7.

2. Seja ϕ uma sentença da forma ∀x1...∀xnψ(x1, ...,xn). Temos que M � ϕ se, e
somente se, valM(ϕ) = 1, e isso equivale a valM (∀x2...∀xnψ(x1,x2, ..,xn)) [∅ +

(x1/[τ1])] = 1 para todo termo fechado τ1. Pelo item 1, dado um termo fe-
chado τ1, temos que valM(τ1) = [τ1]. Logo, pelo Teorema 2.22, temos que
valM(∀x2, . . . ,xnψ(x1,x2, . . . ,xn))[∅+(x1/[τ1])] = 1 se, e somente se, valM(∀x2...∀xn
ψ(τ1,x2, ..,xn)) = 1. Prosseguindo dessa maneira, concluı́mos que valM(ϕ) = 1
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ocorre se e somente se valM(ψ(τ1, ..., τn)) = 1, isto é,M � ψ(τ1, ..., τn), quaisquer
que sejam os termos fechados τ1, ..., τn.

3. Sejam ϕ uma sentença atômica e σ uma valoração para ϕ. Há 3 casos possı́veis
a considerar. Se ϕ é a sentença formada por um único p, onde p ∈ P0, então
valM(p)[σ ] = pM. Pela Definição 4.10 temos que pM = 1 se, e somente se,
Σ `L p, e desta forma vale que Σ `L ϕ se, e somente se,M � ϕ.

Se ϕ é a fórmula p(τ1, ..., τn) para p ∈ Pn com n > 0 e τ1, ..., τn termos fechados,
temos que

M � ϕ⇔ (valM(τ1), ...,valM(τn)) ∈ pM⇔ ([τ1], ..., [τn]) ∈ pM⇔ Σ `L p(τ1, ..., τn),

onde a segunda equivalência é dada pelo item 1 deste teorema, e as demais
equivalências são dadas pelas respectivas definições.

Por último, se ϕ for a fórmula τ1 = τ2 para τ1 e τ2 termos fechados, temos que

M � ϕ⇔ valM(τ1) = valM(τ2)⇔ [τ1] = [τ2]⇔ Σ `L (τ1 = τ2).

4. Suponha que ϕ seja uma sentença da forma ∀x1...∀xnψ(x1, ...,xn), com ψ uma
fórmula atômica (ou seja, ϕ é um fecho universal de uma fórmula atômica). Se
mostrarmos queM � ψ(τ1, ..., τn) para todos os termos fechados τ1, ..., τn, então
teremos, pelo item 2, que valeM � ϕ. Sejam então τ1, ..., τn termos fechados.
Aplicando a regra de quantificadores UI na fórmula ∀x1∀x2...∀xnψ(x1,x2...,xn),
obtemos ∀x1∀x2...∀xnψ(x1,x2...,xn) `L ∀x2...∀xnψ(τ1,x2, ...,xn), e repetindo este
argumento teremos que

∀x2∀x3...∀xnψ(τ1,x2, ...,xn) `L ∀x3...∀xnψ(τ1, τ2,x3, ...,xn).

Do Teorema 3.13 obtemos uma prova formal para ∀x3...∀xnψ(τ1, τ2,x3, ...,xn)

partindo da sentença inicial. Repetindo tal processo n vezes, obtemos uma
prova formal de ψ(τ1, ..., τn) partindo da sentença inicial, isto é, obtemos a
sentença ∀x1∀x2...∀xnψ(x1,x2...,xn) `L ψ(τ1, ..., τn). Como ∀x1∀x2...∀xnψ(x1,x2,

...,xn) é a sentença ϕ, segue de Σ `L ϕ e do Teorema 3.13 que Σ `L ψ(τ1, ..., τn).
Comoψ(τ1, ..., τn) é uma sentença atômica, segue do item 3 queM � ψ(τ1, ..., τn),
como querı́amos. �

Do item 4 do Teorema 4.11 segue que se Σ for um conjunto composto apenas
por sentenças que são fechos universais de fórmulas atômicas então CT (L,Σ) será
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um modelo para Σ, pois para toda sentença ϕ ∈ Σ tem-se de imediato que Σ `L ϕ e
do item 4 segue que CT (L,Σ) � ϕ e, portanto, que CT (L,Σ) � Σ. Precisamos agora
cuidar para que o mesmo ocorra para as demais sentenças.

Um exemplo em que CT (L,Σ) não é modelo para um Σ é o caso em que Σ é
sintaticamente inconsistente. Embora este seja um caso trivial, pois a hipótese do
resultado que queremos demostrar é justamente a consistência sintática, há casos
em que nem mesmo a consistência sintática de Σ é capaz de garantir que CT (L,Σ)

seja um modelo para Σ. Para exemplificar isto, considere L = {a,b,<} onde a e b são
constantes distintas e um conjunto de sentenças Σ que diz que < é uma ordem total
estrita sem elemento máximo — isto é, Σ é o conjunto:

1. ∀x∀y∀z((x < y ∧ y < z)→ x < z) (transitividade)

2. ∀x¬(x < x) (irreflexividade)

3. ∀x∀y(x < y ∨ y < x∨ x = y) (tricotomia)

4. ∀y∃x(y < x) (sem elemento máximo)

Note que a e b são os únicos termos fechados de L.
Afirmamos que não ocorre Σ `L a = b. De fato, tome a L-estruturaN dada pelo

conjunto ω com a ordem usual e a interpretação que associa a e b aos números 0 e
1, respectivamente. Tal L-estrutura é um modelo para Σ e, como aN = 0 e bN = 1,
segue que valN (a) , valN (b), logo N 2 aN = bN e consequentemente Σ 2 a = b. Do
Teorema da Correção segue que não ocorre Σ `L a = b.

Afirmamos ainda que não ocorre Σ `L τ < σ para quaisquer τ,σ ∈ {a,b}. De
fato, tomando a estrutura N ′ que associa a e b ao 0, temos que N ′ é um modelo
onde não é satisfeito 0 < 0, logo, não é satisfeito aN

′
<N

′
bN

′
e, por um argumento

análogo ao feito no parágrafo anterior, obtemos que não ocorre Σ `L a < b. De forma
análoga mostramos que as demais desigualdades não podem ser provadas em Σ,
justificando a afirmação em questão. Disto segue que <M é a relação vazia, onde
CT (L,Σ).

E ainda, do que mostramos acima temos que Σ é semanticamente consistente,
logo, pelo comentário feito na demonstração do Teorema 4.3, segue que Σ é sintati-
camente consistente.

Temos aqui dois problemas. O primeiro é que da quarta sentença da lista acima
e da aplicação da regra de quantificadores UI para o termo b segue que Σ `L ∃x(b <

x). Contudo, temos que não ocorre M � ∃x(b < x). De fato, se σ é uma atribuição
para a fórmula b < x, então valM(∃x(b < x)) = 1 se, e somente se, valM(b < x)[σ +
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(x/[a])] = 1 ou valM(b < x)[σ + (x/[b])] = 1. No entanto, valM(b < x)[σ + (x/[a])] = 0 e
valM(b < x)[σ + (x/[b])] = 0, já que <M é a relação vazia. Logo, valM(∃x(b < x)) = 0,
ou seja,M 2 ∃x(b < x). Disto segue queM não é um modelo para Σ.

O segundo problema é o seguinte: a tricotomia (terceira sentença da lista acima)
e a regra UI aplicada duas vezes para os termos a e b nos fornecem que Σ `L (a <

b∨ b < a∨ a = b), mas a < b∨ b < a∨ a = b é falsa emM porque <M é a relação vazia
e vimos que não ocorre Σ `L a = b.

Os próximos passos para construir um modelo para Σ são inspirados em solu-
ções para cada um desses problemas. Para o primeiro problema, podemos acres-
centar a L uma “constante testemunha”c e adicionar a Σ a sentença b < c. Note que,
agora, considerando a sentença ∃x(c < x), o problema se repetiria — e isto ocorre, em
suma, porque a ordem considerada não possui elemento máximo. Terı́amos então
que adicionar uma nova constante c′ junto do axioma c < c′, e farı́amos isso um
número infinito de vezes.

Para o segundo problema, podemos acrescentar a Σ uma das seguintes sen-
tenças: a < b,a > b ou a = b. No fundo, o problema neste caso é que Σ “não tem
sentenças suficientes”.

Para resolver o segundo tipo de problema, vamos considerar um conjunto Σ′

que contenha o conjunto Σ, que “tenha sentenças o suficiente”, e que ainda mante-
nha a consistência sintática. Veremos isso na próxima definição.

Definição 4.12 Um conjunto de sentenças Σ de uma linguagem de primeira ordem L é dito
maximalmente consistente em relação a (`,L) se valem:

1. Con`,L(Σ);

2. para todo conjunto Π de sentenças de L tal que Con`,L(Π) e Σ ⊆Π tem-se Σ =Π.

É como se o conjunto maximalmente consistente Σ′ tomasse para si todas as
pontas soltas de Σ de modo a ainda preservar a consistência sintática. Na solução
para o Problema 2, adicionamos a Σ uma das sentenças a < b, b < a ou a = b e, ao
fazer isso, ainda preservamos a consistência sintática. Note que precisamos fazer
isso de forma controlada, pois se adicionarmos dois desses axiomas perderı́amos a
consistência sintática.

Vejamos agora algumas propriedades que os conjuntos maximalmente consis-
tentes possuem.
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Teorema 4.13 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
Se Σ é maximalmente consistente em relação a (`,L), então para quaisquer sentenças ϕ e ψ
de L tem-se que:

1. Σ ` ϕ se, e somente se, ϕ ∈ Σ.

2. ¬ϕ ∈ Σ se, e somente se, ϕ < Σ.

3. (ϕ ∨ψ) ∈ Σ se, e somente se, ϕ ∈ Σ ou ψ ∈ Σ.

Demonstração:

1. (⇒) Por hipótese, temos queCon`,L(Σ), e junto comΣ `L ϕ obtemosCon`,L(Σ∪
{ϕ}), pelo Teorema 3.10 (Prova por Contradição). Como Σ é maximalmente
consistente em relação a (`,L), segue que Σ∪ {ϕ} = Σ, isto é, ϕ ∈ Σ.

(⇐) Basta tomar a prova formal dada pela sequência formada pela única sen-
tença ϕ.

2. (⇒) Se ¬ϕ ∈ Σ, então a sequência unitária ¬ϕ é uma prova para ¬ϕ partindo
de Σ, ou seja, Σ `L ¬ϕ. Assim, se por absurdo tivéssemos ϕ ∈ Σ, também
terı́amos que Σ `L ϕ, o que contraria Con`,L(Σ). Logo, ϕ < Σ.

(⇐) Se ϕ < Σ, então Σ está contido propriamente no conjunto Σ ∪ {ϕ}. Da
maximalidade de Σ segue que ¬Con`,L(Σ∪ {ϕ}). Mas então, do Teorema 3.10
(Prova por Contradição) segue que Σ `L ¬ϕ, e do item 1 demonstrado acima,
segue que ¬ϕ ∈ Σ, como querı́amos.

3. (⇒) Suponha, por absurdo, que (ϕ ∨ ψ) ∈ Σ, ϕ < Σ e ψ < Σ. Então do item
2 demonstrado acima segue que ¬ϕ ∈ Σ e ¬ψ ∈ Σ. Note que ((¬ϕ)∧ (¬ψ))→
¬(ϕ∨ψ) é uma tautologia, logo pelo Teorema 3.12 segue que {¬ϕ,¬ψ} `L ¬(ϕ∨
ψ). Disso e de ¬ϕ ∈ Σ e ¬ψ ∈ Σ segue que Σ `L ¬(ϕ ∨ ψ), o que contradiz
Con`,L(Σ), já que ϕ ∨ψ ∈ Σ.

(⇐) Se ϕ ∈ Σ, como ϕ→ (ϕ ∨ψ) é uma tautologia, segue do Teorema 3.12 que
{ϕ} `L ϕ ∨ψ, e como ϕ ∈ Σ temos que Σ `L ϕ ∨ψ. Assim, pelo item 1 provado
acima, segue que (ϕ ∨ψ) ∈ Σ. O caso em que ψ ∈ Σ é análogo. �

E veremos agora que tomar um conjunto maximalmente consistente já resolve
nosso problema caso Σ seja formado por um tipo particular de sentenças.

Teorema 4.14 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
Suponha que F0 , ∅ e que Σ é maximalmente consistente em relação a (`,L), e considere
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M = CT (L,Σ). Se ϕ é uma sentença de L na qual não ocorre nenhum quantificador, então
ϕ ∈ Σ se, e somente se,M � ϕ.

Demonstração: Mostraremos o resultado por indução no comprimento da sentença
ϕ. O caso base da indução é quando |ϕ| = 1, e portanto ϕ deve ser uma fórmula
atômica. Mas tal caso pode ser tratado da mesma forma para uma fórmula atômica
ϕ de qualquer comprimento — assim, no passo indutivo, não precisaremos mais
tratar este caso. Para tal, note que o item 1 do Teorema 4.13 nos dá que ϕ ∈ Σ se, e
somente se, Σ `L ϕ, e o item 3 do Teorema 4.11 nos dá que Σ `L ϕ se, e somente se,
M � ϕ. Logo ϕ ∈ Σ se, e somente se,M � ϕ, como querı́amos.

Suponha agora que o enunciado seja válido para toda sentença de compri-
mento estritamente menor que |ϕ|. Como já tratamos o caso em que a sentença
ϕ é atômica e em nossa sentença não ocorre nenhum quantificador, então pela regra
de formação de fórmulas temos que ϕ pode ser da forma ¬ψ, ψ ∧φ, ψ ∨φ, ψ→ φ

ou ψ↔ φ.
Se ϕ é da forma ¬ψ, então a sentença ψ possui comprimento estritamente me-

nor que a sentença ϕ, logo pela hipótese de indução vale ψ < Σ se, e somente se,
M 2 ψ. E por sua vez, temos queM 2 ψ se, e somente se,M � ¬ψ. E pelo item 2 do
Teorema 4.13 temos que ¬ψ ∈ Σ se, e somente se, ψ < Σ. Assim, juntando essas três
equivalências, obtemos ϕ ∈ Σ se, e somente se,M � ϕ.

Os casos em que ϕ é da forma ψ∧φ, ψ∨φ, ψ→ φ ou ψ↔ φ são semelhantes.
Faremos somente o caso em que ϕ é da forma ψ↔ φ.

Suponha que ψ ∈ Σ e φ ∈ Σ. Então {ψ,φ} ⊆ Σ, e notando que (ψ∧φ)→ (ψ↔ φ)

é uma tautologia, segue do Teorema 3.12 que Σ `L ϕ. Assim, do item 1 do Teorema
4.13 segue que ϕ ∈ Σ. De forma análoga, assumindo que ψ < Σ e φ < Σ, do item 2
do Teorema 4.13 segue que {¬ψ,¬φ} ⊆ Σ, e como (¬ψ ∧¬φ)→ ϕ é uma tautologia,
temos que Σ `L ϕ e, portanto, ϕ ∈ Σ.

Agora, se ψ ∈ Σ e φ < Σ (e de forma inteiramente análoga, ψ < Σ e φ ∈ Σ), então
pelo item 2 do Teorema 4.13 segue que {ψ,¬φ} ⊆ Σ. E sendo (ψ ∧ (¬φ))→¬(ψ↔ φ)

uma tautologia, segue do Teorema 3.12 que Σ `L ¬ϕ. Logo, do item 1 do Teorema
4.14, ¬ϕ ∈ Σ.

Concluı́mos que ϕ ∈ Σ se, e somente se, ψ ∈ Σ e φ ∈ Σ, ou ¬ψ ∈ Σ e ¬φ ∈ Σ.
Pela hipótese de indução aplicada nas sentenças ψ e φ, temos que ψ ∈ Σ e φ ∈ Σ se,
e somente se,M � ψ eM � φ, bem como ¬ψ ∈ Σ e ¬φ ∈ Σ se, e somente se,M 2 ψ e
M 2 φ. Logo, ϕ ∈ Σ se, e somente se, valM(ψ) = valM(φ), ou seja, se, e somente se,
valM(ϕ) = 1, o que significa queM � ϕ. �

Estando já convencidos de que o conceito de consistência maximal resolve
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parte dos nossos problemas, precisamos garantir que o conjunto Σ do Lema 4.4
admite uma extensão maximalmente consistente. Veremos no Teorema 4.17 que,
de fato, a consistência sintática de Σ é suficiente para garantir a existência de uma
extensão maximalmente consistente em relação a (`,L). Para mostrar tal resultado,
usaremos uma ferramenta equivalente ao Lema de Kuratowski-Zorn — o que é, de
certa forma, esperado quando tentamos mostrar resultados acerca da existência de
um conjunto maximal em relação a alguma ordem parcial, como a inclusão. Para
tal, veremos uma definição antes de introduzir o referido resultado.

Definição 4.15 Sejam A um conjunto e F ⊆ ℘(A). Dizemos que F é de caráter finito
quando para todo X ⊆ A tem-se que X ∈ F se, e somente se, todo subconjunto finito de X
pertence a F .

Definição 4.16 (Lema de Tukey) Se F ⊆ ℘(A) é de caráter finito e X ∈ F , então existe
um conjunto maximal Y ∈ F que contém X.

Como dito antes, o Lema de Tukey é uma afirmação equivalente ao Lema de
Zorn —e portanto, equivalente a todas as demais afirmações que são equivalentes
ao Lema de Zorn, como por exemplo o Axioma da Escolha. Esta equivalência está
demonstrada em [5]. Com tal resultado conseguimos demonstrar o seguinte teo-
rema:

Teorema 4.17 Se ∆ é um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L tal
que Con`,L(∆), então existe um conjunto de sentenças Σ tal que ∆ ⊆ Σ e Σ é maximalmente
consistente em relação a (`,L).

Demonstração: Defina S como o conjunto de todas as sentenças de L e note que
∆ ∈ ℘(S). Tome F = {Π ∈ ℘(S) : Con`,L(Π)} e vejamos que F é de caráter finito.
Seja Π ⊆ S. Suponha que Π ∈ F e seja Γ ⊆ Π. Então vale Con`,L(Γ ), pois se Γ
levasse a contradições, então Π também levaria, o que contradiz Con`,L(Π), uma
vez que Π ∈ F . Portanto, pela definição de F , temos que Γ ∈ F — e em particular,
isto vale para todo subconjunto finito de Π. Reciprocamente, suponha que todo
subconjunto finito de Π é um elemento de F e vejamos que Π ∈ F . Se, por absurdo,
Π < F , existiriam entenças ψ1, ...,ψn, φ1, ...,φm ∈ Π s que atestam, respectivamente,
que Π `L ϕ e Π `L ¬ϕ para alguma fórmula ϕ de L, pois toda prova formal é
finita. Dessa forma {ψ1, ...,ψn,φ1, ...,φn} é um subconjunto finito deΠ sintaticamente
inconsistente, o que contraria nossa hipótese. EntãoΠ ∈ F , o que conclui que F é de
caráter finito. Portanto, pelo Lema de Tukey, F possui um elemento maximal Σ (e,
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portanto, Σ é maximalmente consistente em relação a (`,L)) que contém o conjunto
∆, como querı́amos. �

Vamos agora tratar do primeiro problema apontado pelo exemplo algumas
páginas atrás. Ele surgiu porque algumas sentenças existenciais apontavam para
objetos que deveriam existir, mas cujas existências não eram testemunhadas. Nossa
solução para o exemplo foi adicionar constantes na linguagem e novas sentenças
em Σ que atestavam que a sentença existencial seria verdadeira na estrutura. Va-
mos destacar estas ideias na definição a seguir.

Definição 4.18 Chamamos de sentença existencial uma sentença da forma ∃xϕ(x). Se Σ
é um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordemL e ∃xϕ(x) é uma sentença
existencial, dizemos que o termo τ é uma testemunha para ∃xϕ(x) com respeito a Σ e L
se τ ∈ CT0(L) e Σ `L (∃xϕ(x)→ ϕ(τ)). Por fim, dizemos que Σ possui testemunhas em
L se toda sentença existencial de L possui testemunha.

Vamos agora mostrar que a solução que arranjamos para os dois problemas ga-
rante, de fato, que a estrutura de Herbrand é um modelo para Σ, caso Σ satisfaça as
duas condições estudadas para a resolução dos problemas: a consistência maximal
e a existência de testemunhas na linguagem.

Teorema 4.19 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L.
TomandoM = CT (L,Σ), se Σ for maximalmente consistente em relação a (`,L) e Σ possuir
testemunhas em L, entãoM � Σ.

Demonstração: Fixada uma sentença ϕ de L, mostraremos que ϕ ∈ Σ se, e somente
se,M � ϕ. Seja S(ϕ) o número de ocorrências de algum dos sı́mbolos ∧, ∨, ¬,→,↔,
∀, ∃ em ϕ. Mostraremos o resultado por indução em S(ϕ). Se S(ϕ) = 0, então em
particular ϕ não contém nenhuma ocorrência de quantificadores e, portanto, segue
do Teorema 4.14 a equivalência desejada.

Suponha agora S(ϕ) > 0 e que o resultado seja válido para toda sentença ψ tal
que S(ψ) < S(ϕ). Para o caso em que ϕ é da forma ¬ψ, ψ∧φ, ψ∨φ, ψ→ φ ou ψ↔ φ,
de forma análoga ao que foi feito na demonstração do Teorema 4.14 conseguimos
concluir o resultado.

Vamos tratar então o caso dos quantificadores. Suponha primeiro que ϕ é do
tipo ∃xψ(x) e seja τ uma testemunha para tal sentença existencial, isto é, τ é um
termo fechado de L tal que Σ `L (∃xψ(x)→ ψ(τ)). Note que a sentença ψ(τ) tem um
quantificador a menos que a sentença ϕ, logo S(ψ(τ)) < S(ϕ), e assim pela hipótese
de indução segue que ψ(τ) ∈ Σ se, e somente se,M � ψ(τ).
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Agora, supondo que ϕ ∈ Σ, então a partir de Σ `L ϕ e Σ `L (∃xψ(x) → ψ(τ))

inferimos por Modus Ponens que vale Σ `L ψ(τ). Assim, pelo item 1 do Teorema
4.13, segue que ψ(τ) ∈ Σ, e então segue da hipótese de indução queM � ψ(τ). Logo,
da Definição 2.7 e do Teorema 2.22 segue queM � ϕ.

Reciprocamente, suponha que M � ϕ. Novamente pela Definição 2.7, existe
algum termo fechado a tal queM � ψ(x)[∅+ (x/[a])]. Como vimos que valM(a) = [a],
segue do Teorema 2.22 que M � [ψ(x)]ax, ou seja M � ψ(a). Novamente, note que
ψ(a) possui um quantificador a menos que ϕ, logo podemos usar a hipótese de
indução em ψ(a) e teremos ψ(a) ∈ Σ. Pela regra de quantificadores EG, temos que
{ψ(a)} `L ∃xψ(x), logo de ψ(a) ∈ Σ concluı́mos que Σ `L ϕ, e então pelo item 1 do
Teorema 4.13 segue que ϕ ∈ Σ, como querı́amos.

Vamos tratar agora o caso em que ϕ é da forma ∀xψ(x). Se ϕ ∈ Σ, então pelo
item 1 do Teorema 4.13 segue que Σ `L ϕ, e pela regra de quantificadores UI segue
que {ϕ} `L ψ(τ) para todo termo fechado τ . Sendo ϕ ∈ Σ, obtemos Σ `L ψ(τ) e,
usando novamente o item 1 do Teorema 4.13, concluı́mos que ψ(τ) ∈ Σ. Assim, por
hipótese de indução, temos que M � ψ(τ) para todo termo fechado τ e, portanto,
M � ϕ.

Reciprocamente, suponha que ϕ < Σ. Então pela maximalidade de Σ e do item
2 do Teorema 4.13 segue que ¬ϕ ∈ Σ. Tome uma testemunha τ para a sentença
existencial ∃x¬ψ(x). Assim Σ `L (∃x¬ψ(x)→ ¬ψ(τ)). Vimos no exemplo 3.15 que
∅ `L ¬∀xψ(x)→ ∃x¬ψ(x), o que implica Σ `L ¬ψ(τ) e, como Σ é consistente, ψ(τ) <

Σ. Então aplicando a hipótese de indução para ψ(τ) segue queM 2 ψ(τ), e portanto,
M 2 ϕ, como querı́amos. �

Note que uma indução no comprimento da fórmula ϕ poderia não funcionar
na demonstração do Teorema 4.19 pois, ao substituir um termo τ em ψ, poderia
ocorrer de ψ(τ) ter um comprimento maior que ϕ, e então não poderı́amos usar a
hipótese de indução para ψ(τ).

Mostraremos a seguir que, ao adicionarmos a L uma constante que faça o
papel de testemunha para uma sentença existencial ∃xϕ(x), a adição da sentença
∃xϕ(x) → ϕ(c) a Σ preserva consistência sintática. Este será o primeiro passo do
nosso processo de adicionar constantes à linguagem que sejam testemunhas para
as sentenças existenciais, a fim de obter um conjunto que possua testemunha na
linguagem dada pela união da linguagem inicial com as constantes adicionadas.

E ainda, já havı́amos garantido que todo conjunto Σ sintaticamente consis-
tente admite extensão maximalmente consistente em relação a uma linguagem e
o Teorema 4.19 diz que, se garantimos que Σ possui testemunhas em L, então a
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consistência maximal garante a consistência semântica. Sendo assim, alcançaremos
nosso objetivo seguindo os seguintes passos: a partir de L e Σ obtemos L′ (contendo
L) e Σ′ (contendo Σ) que possui testemunhas em L′; aumentamos Σ′ para Σ∗ de
forma a obter consistência maximal sem perder as testemunhas e aplicamos o Teo-
rema 4.19 para garantir que o modelo de Herbrand M é um modelo para Σ∗ e L′;
por fim mostraremos que tal modelo, quando restrito a Σ e L, é um modelo para Σ
e L.

Teorema 4.20 Sejam Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L,
∃xϕ(x) uma sentença existencial de L, L′ = L∪ {c} onde c é um sı́mbolo de constante tal
que c < L e Σ′ = Σ∪ {∃xϕ(x)→ ϕ(c)}. Se Con`,L(Σ), então Con`,L′ (Σ′).

Demonstração: Mostraremos a contrapositiva dessa afirmação, isto é, ¬Con`,L′ (Σ′)
implica ¬Con`,L(Σ). De fato, se ¬Con`,L′ (Σ′), então, pela definição de Σ′, segue do
Teorema 3.10 que Σ `L′ ¬(∃xϕ(x) → ϕ(c)). Note agora que ¬(∃xϕ(x) → ϕ(c)) →
∃xϕ(x) é uma tautologia, logo inferimos que Σ `L′ ∃xϕ(x). De forma análoga, note
que ¬(∃xϕ(x) → ϕ(c)) → ¬ϕ(c) também é uma tautologia, logo segue que Σ `L′
¬ϕ(c). Assim, como a constante c não está em L, segue pela regra de quantificadores
UG que Σ `L ∀x¬ϕ(x). Note agora que a sentença ∀x¬ϕ(x)↔¬∃xϕ(x) é um axioma
lógico do tipo 6, assim, deste axioma e deΣ `L ∀x¬ϕ(x) inferimos queΣ `L ¬∃xϕ(x).

Por fim, usando a regra de quantificadores UG em Σ `L′ ∃xϕ(x) (que havı́amos
inferido inicialmente), obtemos que Σ `L ∀y(∃xϕ(x)). Mas como ∀y(∃xϕ(x)) →
(∃xϕ(x)) é um axioma lógico do tipo 4, já que ∃xϕ(x) é uma sentença de L, segue
que Σ `L ∃xϕ(x) (e, mais geralmente, mostramos aqui que se φ é uma sentença de L
e vale Σ `L′ φ, então vale Σ `L φ).

Dessa forma, obtemos Σ `L ¬∃xϕ(x) e Σ `L ∃xϕ(x), logo ¬Con`,L(Σ), como
querı́amos. �

Usaremos o resultado anterior para provar uma generalização do mesmo. Ire-
mos, indutivamente, adicionar à linguagem tantas constantes quanto forem necessárias,
e mostrar que o conjunto de sentenças final é sintaticamente consistente em relação
à linguagem final.

Teorema 4.21 Sejam Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L
e δ um ordinal qualquer. Para cada α < δ considere cα um novo sı́mbolo de constante que
não está em L e é distinto de cβ para todo β < α. Considere ainda, para α ≤ δ, o conjunto
Lα = L∪ {cξ : ξ < α}, e para cada α < δ seja ∃xϕα(x) uma sentença existencial de Lα. Por
fim, seja Σδ = Σ∪ {∃xϕα(x)→ ϕ(cα) : α < δ}. Se Con`,L(Σ), então Con`,Lδ(Σδ).
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Demonstração: Mostraremos o resultado por indução transfinita em δ. Para δ = 0,
ele é imediato, já que temos L0 = L e Σ0 = Σ.

Suponha agora que δ > 0 e que o resultado seja válido para todo ordinal α < δ.
Se δ é um ordinal sucessor, então existe um ordinal β tal que δ = β + 1. Por hipótese
de indução, temos Con`,Lβ (Σβ). E sendo δ = β + 1, segue que

Σδ = Σ∪ {∃xϕα(x)→ ϕ(cα) : α < δ}

= Σ∪ {∃xϕα(x)→ ϕ(cα) : α < β} ∪ {∃xϕβ(x)→ ϕ(cβ)}

= Σβ ∪ {∃xϕβ(x)→ ϕ(cβ)}.

E ainda, Lδ = L ∪ {cξ : ξ < δ} = L ∪ {cξ : ξ < β} ∪ {cβ} = Lβ ∪ {cβ}. Então como
Con`,Lβ (Σβ), segue do Teorema 4.20 que Con`,Lδ(Σδ).

Agora, suponha que δ seja um ordinal limite. Suponha, por absurdo, que
ocorre ¬Con`,Lδ(Σδ), e seja ϕ uma sentença que ateste isto. Então existem sentenças
ψ1, ...,ψn e φ1, ...,φm de Lδ que atestam, respectivamente, que Σδ `Lδ ϕ e Σδ `Lδ ¬ϕ
pois cada sentença possui apenas uma quantidade finita de sı́mbolos. Como δ é um
ordinal limite, existe um ordinal α < δ tal que ψ1, . . . ,ψn,φ1, . . . ,φm são sentenças de
Lα. Temos então que Σα `Lα ϕ e Σα `Lα ¬ϕ, o que é um absurdo, pois, por hipótese,
Con`,Lα (Σα). �

Lema 4.22 Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem de primeira ordem L tal
que Con`,L(Σ). Se κ = max{|L|,ℵ0}, então existem uma linguagem de primeira ordem L′ e
um conjunto Σ′ de sentenças de L′ tais que:

1. L′ = L∪C, onde C é um conjunto de sı́mbolos de constantes;

2. |L′ | = |C| = κ

3. Σ ⊆ Σ′;

4. Con`,L′ (Σ′);

5. Σ′ possui testemunhas em L′.

Demonstração: Tome L′ = Lκ·ω = L∪ C, com C = {cα : α < κ ·ω} um conjunto cons-
tituı́do de sı́mbolos de constantes dois a dois distintos que não estão em L dado
pelo Teorema 4.21. Temos que o item 1 segue imediatamente. Para o item 2 basta
notar que |C| = |κ ·ω| = κ, já que κ é maior ou igual a ω, e sendo κ maior ou igual a
|L|, então L′ = |L|+ |C| = |L|+ κ = κ. Usando o Teorema 4.21 para o ordinal δ = κ ·ω
obtemos os itens 3 e 4, considerando Σ′ = Σκ·ω.
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Para o item 5, note que, como o alfabeto de Lκ·n tem cardinalidade κ e cada
sequência existencial de Lκ·n é uma sequência finita de sı́mbolos desse alfabeto, o
número de sequências existenciais de Lκ·n é menor ou igual a

∑
n∈ωκ

n =
∑
n∈ωκ =

max{ℵ0,κ} = κ.
Assim, há no máximo κ sentenças existenciais de Lκ·n. E ainda, para cada α < κ

podemos considerar a sentença existencial ∃x(x = cα), o que mostra que existem
pelo menos |κ ·n| = κ sentenças existenciais distintas de Lκ·n. Logo, há exatamente κ
sentenças existenciais de Lκ·n. Portanto, podemos indexar o conjunto das sentenças
existenciais de Lκ·n como {∃xϕα(x) : κ ·n ≤ α < κ · (n+ 1)}.

Vejamos agora que o conjunto {∃xϕα(x) : α < κ · ω} lista todas as sentenças
existenciais de L′. De fato, seja ϕ uma sentença existencial de L′. Como ϕ é finita
e como a sequência {κ · n : n ∈ ω} é ilimitada em κ ·ω, existe n ∈ ω tal que ϕ é uma
sentença existencial da linguagem Lκ·n e, portanto, é da forma ∃xϕα(x) para algum
α ∈ [κ · n,κ · (n + 1)[. Assim o conjunto {∃xϕα(x) : α < κ ·ω} de fato lista todas as
sentenças existenciais de L′.

Dessa forma, dada uma sentença existencial ϕ de L′, temos que ϕ é a sentença
∃xϕα(x) para algum α < κ ·ω e, portanto, cα é uma testemunha para ϕ com respeito
a Σ′ e L′. Logo Σ′ possui testemunhas em L′. �

Já temos todos os elementos de que precisamos para demonstrar o Lema 4.4.
Demonstração do Lema 4.4: Seja Σ um conjunto de sentenças de uma linguagem
de primeira ordem L tal que Con`,L(Σ). Vamos mostrar que Con�(Σ), isto é, vamos
construir uma L-estrutura que modela Σ.

Pelo Lema 4.22 existem uma linguagem de primeira ordem L′ e um conjunto
Σ′ de sentenças de L′ tais que Σ ⊆ Σ′, Con`,L′ (Σ′) e Σ′ possui testemunhas em L′.

Pelo Teorema 4.17 existe um conjunto Σ∗ de sentenças de L′ tal que Σ′ ⊆ Σ∗ e
Σ∗ é maximalmente consistente em relação a (`,L′). E como Σ′ possui testemunha
em L′, então toda sentença existencial de L′ possui testemunha com respeito a Σ′ e
L′ e, portanto, possui testemunha com respeito a Σ∗ e L′. Logo, Σ∗ também possui
testemunhas em L′.

Estamos portanto nas condições do Teorema 4.19 (já que Σ∗ é um conjunto ma-
ximalmente consistente em relação a (`,L′) e possui testemunhas em L′), que ga-
rante queM′ := CT (L′,Σ∗) é um modelo para Σ∗, isto é,M′ � Σ∗.

Considere agora a redução M =M′�L. Dado ϕ ∈ Σ, como M′ � Σ∗ e Σ ⊆ Σ∗,
entãoM′ � ϕ e assimM′ � Σ. Como L ⊆ L′, pelo Teorema 2.25 (2→ 1), a reduçãoM
é um modelo para Σ, isto éM � Σ, como querı́amos. �

Com a demonstração deste lema, encerramos a prova do Teorema da Comple-
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tude.
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5 OS TEOREMAS DA INCOMPLETUDE

Nosso objetivo neste capı́tulo é construir os conceitos necessários para enunciar e
demonstrar os Teoremas da Incompletude de Gödel. Na primeira seção apresenta-
remos uma teoria formal, baseada nos axiomas de Peano, que é capaz de provar os
resultados elementares da aritmética de números naturais. Na segunda seção estu-
daremos os conceitos de relações exprimı́veis e funções representáveis numa dada
teoria. Na terceira seção estudaremos o conceito de funções recursivas numa dada
teoria e sua relação com os conceitos de exprimibilidade e representabilidade. Na
quarta seção estudaremos o conceito de número de Gödel. E finalmente, na quinta
e sexta seção veremos, respectivamente, o primeiro e o segundo Teorema da Incom-
pletude de Gödel. As principais referências bibliográficas para este capı́tulo são [5]
e [6].

5.1 Aritmética de Peano

Uma das primeiras tentativas de axiomatização da teoria dos números naturais foi
dada por Giuseppe Peano através dos seguintes postulados, que ficaram conhecidos
como axiomas de Peano:

(P1) 0 é um número natural.

(P2) Se n é um número natural, então existe outro número natural, s(n).

(P3) Para todo número natural n tem-se que s(n) , 0.

(P4) Se s(n) = s(m), então n =m.

(P5) Se P é uma propriedade acerca de números naturais, e se valem:

(i) 0 possui a propriedade P ; e

(ii) se um número natural n possui a propriedade P , então s(n) também pos-
sui a propriedade P ,

então todos os números naturais possuem a propriedade P .
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Estes foram os axiomas considerados mais adequados à época para formalizar
a teoria dos números naturais. Observe, contudo, que na lista acima, a noção de
propriedade não é claramente definida, o que faz com que esse conjunto de axio-
mas não seja considerado uma formalização rigorosa da teoria em questão. No que
segue, os utilizaremos como inspiração para construir uma teoria formal capaz de
expressar a aritmética dos naturais.

Para isto, considere a linguagem de primeira ordem LA = {0, s,+, ·}, onde 0 ∈ F0,
s ∈ F1 e +, · ∈ F2. Chamaremos a função s de função sucessora. Os axiomas não
lógicos da nossa teoria são fechos universais das fórmulas de um dos tipos listados
abaixo.

(A1) 0 , s(x);

(A2) s(x) = s(y)→ x = y;

(A3) x+ 0 = x;

(A4) x+ s(y) = s(x+ y);

(A5) x · 0 = 0;

(A6) x · s(y) = (x · y) + x;

E ainda, vale:

(A7) para cada fórmula ϕ(x) de LA os fechos universais de ϕ(0) → (∀x(ϕ(x) →
ϕ(s(x)))→∀xϕ(x)) são axiomas não lógicos.

Note que o axioma (A7) é, na verdade, um esquema de axiomas, chamado de Princı́-
pio da Indução Finita.

Os postulados (P 1) e (P 2) correspondem à presença do sı́mbolo constante 0 e
do sı́mbolo de função s em LA. Já (P 3), (P 4) correspondem aos axiomas (A1) e (A2),
respectivamente. Por fim, o esquema (A9) é a versão rigorosa de (P 5). O sı́mbolo
de função + relaciona os termos desta linguagem de acordo com (A3) e (A4), e o
sı́mbolo de função · relaciona os termos de acordo com (A5) e (A6).

Vamos agora verificar que esta teoria, a qual denotaremos por P e chamare-
mos de aritmética de Peano, é, de fato, capaz de expressar e provar os resultados
elementares da teoria dos números naturais.

Teorema 5.1 Sejam t, r,v termos da linguagem LA. Então as sentenças dadas pelos fechos
universais das seguintes fórmulas podem ser provadas em P :
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1. 0 , s(t)

2. s(t) = s(r)→ t = r

3. t + 0 = t

4. t + s(r) = s(t + r)

5. t · 0 = 0

6. t · s(r) = (t · r) + t

7. t = r→ (r = v→ t = v)

8. t = r→ s(t) = s(r)

9. 0 · t = 0

10. 0 + t = t

11. t + v = r + v→ t = r

12. s(t) + r = s(t + r)

Demonstração: Nesta prova usaremos frequentemente o axioma lógico do tipo 4.
Para garantir que possamos usá-lo livremente, mudaremos, em cada fórmula lis-
tada no enunciado, todas as variáveis limitadas por outras variáveis que não apa-
recem nos respectivos termos envolvidos. Desta forma garantimos que os termos
envolvidos sejam livres para todas as variáveis nas respectivas fórmulas.

(1). Se x1, ...,xn são as variáveis livres da fórmula 0 , s(t), devemos mostrar
P `LA ∀x1...∀xn(0 , s(t)). Por UG aplicada n vezes, basta mostrar que P `L′A 0 , s(t′),
onde L′A = LA∪{c1, ..., cn}, c1, ..., cn são constantes que não estão em LA e t′ é o termo
obtido ao fazer a substituição de cada ocorrência de xi por ci em t, para cada i ∈
{1, ...,n}. Por (A1) segue que P `L′A ∀x(0 , s(x)). Do axioma lógico do tipo 4, dado
na Definição 3.2, temos que P `L′A ∀x(0 , s(x))→ 0 , s(t′). Portanto inferimos por
Modus Ponens que P `L′A 0 , s(t′), como querı́amos.

Os itens (2)–(6) podem ser provados de maneira análoga.
(7). De forma análoga a feita no item 1, se x1, ...,xn são as variáveis livres da

fórmula t = r → (r = v → t = v), então devemos mostrar P `LA ∀x1...∀xn(t = r →
(r = v → t = v)). Por UG, aplicada n vezes à fórmula t = r → (r = v → t = v),
basta mostrar que P `L′A t

′ = r ′ → (r ′ = v′ → t′ = v′), onde L′A = LA ∪ {c1, ..., cn},
c1, ..., cn são constantes que não estão em LA e t′, r ′ e v′ são os termos obtidos ao
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fazer a substituição de cada ocorrência de xi por ci para cada i ∈ {1, ...,n}, em t, r

e v, respectivamente. Por sua vez, pelo Teorema da Dedução, basta mostrar que
P ∪ {t′ = r ′, r ′ = v′} `L′A t

′ = v′. O axioma lógico do tipo 9 nos dá P `L′A ∀x∀y∀z((x =

y∧y = z)→ x = z). Pelo axioma lógico do tipo 4, fazendo as substituições sucessivas
das variáveis x,y,z pelos termos t′, r ′,v′ respectivamente, inferimos que P `LA (t′ =

r ′∧r ′ = v′)→ t′ = v′, e consequentemente inferimos que P∪{t′ = r ′, r ′ = v′} `L′A t
′ = v′,

como desejado.
(8). Se x1, ...,xn são as variáveis livres da fórmula t = r → s(t) = s(r), então

devemos mostrar P `LA ∀x1...∀xn(t = r → s(t) = s(r)). Por UG, aplicada n vezes à
fórmula t = r → s(t) = s(r), basta mostrar que P `L′A t

′ = r ′ → s(t′) = s(r ′), onde
L′A = LA ∪ {c1, ..., cn}, c1, ..., cn são constantes que não estão em LA e t′ e r ′ são os
termos obtidos ao fazer a substituição de cada ocorrência de xi por ci para cada
i ∈ {1, ...,n}, em t e r, respectivamente. Aplicando o axioma lógico do tipo 10 para a
função sucessora obtemos que P `L′A ∀x∀y(x = y → s(x) = s(y)). Basta então aplicar
o axioma lógico do tipo 4 para as substituições de x,y por t′, r ′ respectivamente e
inferimos que P `L′A t

′ = r ′→ s(t′) = s(r ′), como querı́amos.
(9). Se x1, ...,xn são as variáveis livres da fórmula 0 · t = 0, então devemos mos-

trar P `LA ∀x1...∀xn(0 · t = 0). Por UG, aplicada n vezes à fórmula 0 · t = 0, basta
mostrar que P `L′A 0 · t′ = 0, onde L′A = LA ∪ {c1, ..., cn}, c1, ..., cn são constantes que
não estão em LA e t′ é o termo obtido ao fazer a substituição de cada ocorrência de
xi por ci em t, para cada i ∈ {1, ...,n}. Em primeiro lugar, mostraremos por indução
(isto é, usando o axioma (A7)) que P `L′A ∀x(0 · x = 0). Para tal, tomando ϕ(x) como
a fórmula 0 · x = 0, mostraremos que P `L′A ϕ(0) e P `L′A ∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))). Note
que, por (5), temos que P `L′A 0 · 0 = 0, logo P `L′A ϕ(0). Por UG, para mostrar
que P `L′A ∀x(ϕ(x) → ϕ(s(x))), basta mostrar que P `L′′A ϕ(c) → ϕ(s(c)) para al-
guma constante c que não está em L′A e, sendo L′′A = L′A ∪ {c}. Por sua vez, pelo
Teorema da Dedução basta mostrar que P ∪ {ϕ(c)} `L′′A ϕ(s(c)). Por (6) temos que
P ∪ {ϕ(c)} `L′′A 0 · s(c) = (0 · c) + 0 e por (3) temos que P ∪ {ϕ(c)} `L′′A (0 · c) + 0 = 0 · c.
Usando um axioma lógico do tipo 9 inferimos que P ∪ {ϕ(c)} `L′′A 0 · s(c) = 0 · c.
Como ϕ(c) expressa 0 · c = 0, segue novamente por um axioma lógico do tipo 9 que
P ∪ {ϕ(c)} `L′′A 0 · s(c) = 0, isto é, P ∪ {ϕ(c)} `L′′A ϕ(s(c)), o que conclui a prova de que
P `LA ∀x(0 · x = 0).

Como nos itens anteriores, aplicamos um axioma lógico do tipo 4 para a fórmula
ϕ(x) igual a 0 · x = 0 substituindo as ocorrências de x pelo termo t′ e obtemos
P `L′A 0 · t′ = 0, como desejado.

(10). Pode ser provado de maneira análoga ao item 9.
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(11). Se x1, ...,xn são as variáveis livres da fórmula (t + v = r + v)→ t = r, então
devemos mostrar P `LA ∀x1...∀xn(t + v = r + v → t = r). Por UG, aplicada n vezes
à fórmula t + v = r + v → t = r, basta mostrar que P `L′A t

′ + v′ = r ′ + v′ → t′ = r ′,
onde L′A = LA ∪ {c1, ..., cn}, c1, ..., cn são constantes que não estão em LA e t′, r ′ e v′

são termo obtidos ao fazer a substituição de cada ocorrência de xi por ci para cada
i ∈ {1, ...,n}, em t, r e v, respectivamente.

Mostraremos por indução em z que P `L′A ∀z∀x∀y(x + z = y + z→ x = y). Para
tal, considerando ϕ(z) a fórmula ∀x∀y(x + z = y + z→ x = y), basta mostrarmos que
P `L′A ϕ(0) e P `L′A ∀z(ϕ(z)→ ϕ(s(z))).

Por UG, para mostrar que P `L′A ϕ(0) basta mostrarmos que P `L′′A c+0 = d+0→
c = d, onde c e d são constantes que não estão em L′A e L′′A = L′A∪{c,d}. De (3) segue
que P `L′′A c + 0 = c e P `L′′A d + 0 = d. Usando axiomas lógicos dos tipos 8 e 9 e o
Teorema da Dedução, inferimos que P `L′′A c+ 0 = d + 0→ c = d, com querı́amos.

De forma análoga, para verificar que P `L′A ∀z(ϕ(z)→ ϕ(s(z)), basta mostrar-
mos que P `L′′′A ϕ(a) → ϕ(s(a))), onde a é uma constante que não está em L′A e
L′′′A = L′′A∪{a}. Por sua vez, por UG e pelo Teorema da Dedução é suficiente mostrar
que P ′′′′ = P∪{c+a = d+a→ c = d,c+s(a) = d+s(a)} `L′′′′A c = d, onde c e d são constan-
tes que não estão emL′′′A eL′′′′A = L′′′A∪{c,d}. Por 4 temos que P ′′′′ `L′′′′A c+s(a) = s(c+a)

e P ′′′′ `L′′′′A d + s(a) = s(d + a). Consequentemente, inferimos via (7), axioma lógico
do tipo 8 e pelo fato da sentença c + s(a) = d + s(a) ser um elemento de P ′′′′ que
P ′′′′ `L′′′′A s(d + a) = s(c + a). Logo por (2) inferimos que P ′′′′ `L′′′′A d + a = c + a. Como
c + a = d + a → c = d é uma sentença de P ′′′′ inferimos que P ′′′′ `L′′′′A c = d, o que
conclui a indução.

Pelo axioma lógico do tipo 4, fazendo substituições sucessivas em P `L′A ∀z∀x∀y
(x+z = y+z→ x = y) de x,y e z por t′, r ′ e v′, segue que P `L′A t

′+v′ = r ′+v′→ t′ = r ′,
como querı́amos.

(12). Se x1, ...,xn são as variáveis livres da fórmula s(t) + r = s(t + r), então deve-
mos mostrar P `LA ∀x1...∀xn(s(t) + r = s(t + r)). Por UG, aplicada n vezes à fórmula
s(t)+r = s(t+r), basta mostrar que P `L′A s(t

′)+r ′ = s(t′+r ′), onde L′A = LA∪{c1, ..., cn},
c1, ..., cn são constantes que não estão em LA e t′ e r ′ são termos obtidos ao fazer a
substituição de cada ocorrência de xi por ci para cada i ∈ {1, ...,n}, em t, r e v, respec-
tivamente.

Mostraremos por indução em y que P `L′A ∀y∀x(s(x) + y = s(x + y)). Para tal,
considerando ϕ(y) a fórmula ∀x(s(x)+y = s(x+y)), basta mostrarmos que P `L′A ϕ(0)

e P `L′A ∀y(ϕ(y)→ ϕ(s(y))).
Por UG, para mostrar que P `L′A ϕ(0) basta mostrarmos que P `L′′A s(c) + 0 =
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s(c + 0), onde c é uma uma constante que não está em L′A e L′′A = L′A ∪ {c}. E isto
segue dos itens 3, 7 e 8 deste teorema.

De forma análoga, para verificar que P `L′A ∀y(ϕ(y) → ϕ(s(y))), basta mos-
trarmos que P `L′′′A ϕ(a) → ϕ(s(a)), onde a é uma constante que não está em L′A e
L′′′A = L′′A∪{a}. Por sua vez, por UG e pelo Teorema da Dedução é suficiente mostrar
que P ′′′′ = P ∪ {s(c) + a = s(c + a)} `L′′′′A s(c) + s(a) = s(c + s(a)), onde c é uma constante
que não está em L′′′A e L′′′′A = L′′′A ∪ {c}. Para isso, basta considerar a seguinte lista:

1. s(c) + a = s(c+ a) Hipótese

2. s(c) + s(a) = s(s(c) + a) Item 4

3. s(s(c) + a) = s(s(c+ a)) Linha 1, item 8 e Modus Ponens

4. s(c) + s(a) = s(s(c+ a)) Linhas 2, 3, item 7 e Modus Ponens

5. c+ s(a) = s(c+ a) Item 4

6. s(c+ s(a)) = s(s(c+ a)) Linha 5, reflexividade e Modus Ponens

7. s(c) + s(a) = s(c+ s(a)) Linhas 4, 7, reflexividade, item 7 e Modus Ponens.

�

Note que no inı́cio de cada demonstração do teorema anterior tivemos que in-
vocar UG, tantas vezes quanto necessário, para trocar as variáveis das respectivas
fórmulas por constantes de uma linguagem expandida L′A, e então trabalhar com
sentenças de L′A — uma vez que provas formais provam e se valem de sentenças.
Este processo, como pode ser visto, carrega bastante a notação e acaba sendo re-
petitivo. Uma vez que está subentendido que devemos aplicar UG logo de inı́cio
para trabalhar com sentenças na linguagem expandida, no que segue denotaremos,
quando conveniente, as constantes da linguagem expandida pelos mesmo sı́mbolos
das variáveis, e a linguagem expandida pelo mesmo sı́mbolo da linguagem original.

Para expressar sentenças corretamente no que se segue, denotaremos as variá-
veis por x1,x2,x3, ..., onde x1 é a primeira variável de P , x2 é a segunda e assim por
diante. De forma análoga, denotaremos por a1, a2, a3, ... as constantes de P . Deno-
taremos ainda por f nk o k-ésimo sı́mbolo de função de aridade n em T e por pnk o
k-ésimo sı́mbolo de relação de aridade n em P .

Definição 5.2 Sejam t e r termos de P . Escrevemos

• t < r para abreviar ∃w(w , 0∧w + t = r), onde w é a primeira variável que não está
em t ou em r.
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• t ≤ r para abreviar t < r ∨ t = r

• t > r para abreviar r < t

• t ≥ r para abreviar r ≤ t

• t ≮ r para abreviar ¬(t < r).

Os termos 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), ... de LA serão denominados numerais e de-
notados por 0,1,2,3, ... respectivamente. De forma geral, definimos recursivamente
que 0 é o numeral 0 e se n é um numeral, então o numeral n+ 1 é s(n). Assim o
numeral n é o resultado da aplicação da função sucessor n vezes no número 0, isto
é, sn(0).

Teorema 5.3 Sejam m e n números naturais.

1. Se m , n, então P `LA m , n.

2. P `LA m+n =m+n e P `LA m ·n =m ·n.

Demonstração:

1. Se m , n, então ou m < n ou n < m. Suponha, sem perda de generalidade, que
m < n. Vamos mostrar que P ∪{m = n} é inconsistente, e teremos, pelo Teorema
3.10 (Prova por Contradição), que P `LA m , n. De fato, por hipótese temos
que m = n, ou seja, sm(0) = sn(0). Aplicando o Teorema 5.1 (2) e Modus Ponens
m vezes inferimos que 0 = sn−m(0). Note que, como m < n, então n −m > 0

e n −m − 1 ≥ 0. Assim, definindo t = s(n−m−1)(0) temos que 0 = s(t). Mas do
Teorema 5.1 (1) segue que 0 , s(t). Logo, P ∪ {m = n} é inconsistente.

2. Mostraremos que P `LA m+n =m+n por indução em n. Para o caso base note
que m+ 0 é m, logo segue do Teorema 5.1 (3) que P `LA m+ 0 = m + 0. Para
o passo indutivo, suponha que P `LA m+n = m + n. Então pela hipótese de
indução e pelo Teorema 5.1 (4), respectivamente, segue que P `LA s(m+n) =

m + s(n). Note que m+ (n+ 1) = s(m+n) e n+ 1 = s(n), assim segue que P `LA
m+ (n+ 1) = m + (n+ 1). Concluı́mos então a indução que mostra que P `LA
m+n =m+n.

Vamos agora mostrar que P `LA m ·n = m · n. Como m · 0 = 0, temos que m · 0
é 0. Por outro lado, o Teorema 5.1 (5) nos dá que P `LA m · 0 = 0 e, portanto,
P `LA m · 0 =m ·0. Assuma agora que P `LA m ·n =m ·n. Temos quem ·(n+1) =

m ·n+m. Assim pelo item 1, pelo que foi mostrado no parágrafo anterior, pela
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hipótese de indução segue, respectivamente, que P `LA m · (n+ 1) = m · n +m.
Por outro lado, segue do Teorema 5.1 (9) que P `LA m · (n+ 1) =m ·n+m. Desta
forma segue que P `LA m · (n+ 1) =m · (n+ 1), o que conclui a indução. �

Podemos ainda expressar a noção de ordem em P .

Teorema 5.4 Sejam t, r,v termos da linguagem LA. Então as sentenças dadas pelos fechos
universais das seguintes fórmulas podem ser provadas em P :

1. t ≮ t

2. t ≤ v→ (v < r→ t < r)

3. t < r→ r ≮ t

4. t < s(t)

5. 0 ≤ t

6. 0 < t→∃w(t = s(w))

7. t < r→ s(t) ≤ r

8. t = r ∨ t < r ∨ r < t

9. (t ≤ r ∧ r ≤ t)→ t = r

Demonstração: De forma análoga ao que fizemos no Teorema 5.1, usaremos o axi-
oma lógico 4 em alguns itens e, para isso, mudaremos, em cada fórmula listada no
enunciado, todas as variáveis limitadas por outras variáveis que não aparecem nos
respectivos termos envolvidos. Desta forma garantimos que os termos envolvidos
sejam livres para todas as variáveis nas respectivas fórmulas.

1. A lista abaixo mostra que ¬Con`,LA(P ∪ {t < t}) — e então basta aplicar o Teo-
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rema 3.10.

1. t < t Hipótese

2. ∃w(w , 0∧w+ t = t) Expansão de (1)

3. b , 0∧ b+ t = t Por EI em (2)

4. b+ t = t Conjunção em (3)

5. 0 + t = t Proposição 5.1 (10)

6. b+ t = 0 + t Inferido de 4, 5, Proposição 5.1 (7) e axioma lógico 8

7. b = 0 Inferido de 6 e Proposição 5.1 (11)

8. b , 0 Inferido de 3

De 7 e 8 segue que ¬Con`,LA(P ∪ {t < t}).

2. Pelo Teorema da Dedução, basta mostrar que P ∪ {t ≤ v,v < r} `LA t < r. Se
t = v, considere a seguinte lista:

1. t = v Hipótese

2. v < r Hipótese

3. c , 0∧ c+ v = r Por EI na expansão de (2)

4. c+ t = r Por (2) do Teorema 5.1 e Modus Ponens

5. t < r Pela definição de <,usando que c , 0 e EI

Se t < v considere a seguinte lista.

1. t < v Hipótese

2. v < r Hipótese

3. b , 0∧ b+ t = v Por EI na expansão de (1)

4. c , 0∧ c+ v = r Por EI na expansão de (2)

5. b+ c+ t = r Por (2) do Teorema 5.1 e Modus Ponens

6. t < r Pela definição de <,usando que b+ c , 0 e EI

Na última linha usamos que b , 0 e c , 0 implicam b+c , 0, pois caso contrário
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terı́amos b < c.

3. Pelo Teorema da Dedução basta mostrar que P ∪{t < s} `LA s ≮ t e para tal, pelo
Teorema 3.10 basta mostrar que ¬Con`,LP (P ∪ {t < s, s < t}). Para tal, considere
a seguinte lista.

1. t < s Hipótese

2. s < t Hipótese

3. t < t Pelo item 2 deste teorema, linhas 1 e 2 e Modus Ponens

4. t ≮ t Pelo item 1 deste teorema

As linhas 3 e 4 mostram a inconsistência desejada.

4. Mostraremos que P `LA ∀x(x < s(x)) e, como fizemos anteriormente, o resul-
tado segue por um axioma lógico do tipo 4 para a substituição de x por t,
em que inferimos que P prova um fecho universal de t < s(t). Por UG, basta
mostrar que P `L′A a < s(a) onde a é uma constante que não está em LA e
L′A = LA ∪ {a}. Pelo item 4 do Teorema 5.1 temos que a + s(0) = s(a + 0), pelo
item 3 temos que a + 0 = a e, consequentemente, do item 8 inferimos que
s(a+ 0) = s(a). Desta forma, do item 7 inferimos que a+ s(0) = s(a). Do item 1

temos que s(0) , 0, logo vale s(0) , 0∧ a+ s(0) = s(a). Assim por EG segue que
P `L′A ∃w(w , 0∧ a+w = s(a)), isto é, P `L′A a < s(a).

5. Mostraremos por indução que P `LA ∀x(0 ≤ x) e, análogo ao que fizemos na
demonstração do Teorema 5.1, pelo axioma lógico do tipo 4 segue o resul-
tado. Tome ϕ(x) como 0 ≤ x. Por indução basta mostrar que P `LA ϕ(0)

e P `LA ∀x(ϕ(x) → ϕ(s(x))). Para mostrar que P `LA ϕ(0) basta notar que
de 0 = 0 inferimos que 0 ≤ 0 pela definição de ≤. Para mostrar que P `LA
∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))), por UG, basta mostrar que P `L′A ϕ(c)→ ϕ(s(c)) onde c é
uma constante que não está em LA e L′A = LA ∪ {c}. Do Teorema da Dedução,
basta mostrar que P ∪ {ϕ(c)} `L′A ϕ(s(c)). Do item 4 temos que c < s(c) e por
hipótese 0 ≤ c. Se assim, do item 2 e de Modus Ponens temos que 0 < c e, em
particular, P ∪ {0 ≤ c} `L′A 0 ≤ s(c), como querı́amos.

6. Mostraremos que P `LA ∀x(0 < x → ∃w(x = s(w))). Disto, como feito ante-
riormente usando um axioma lógico do tipo 4 para substituir x segue que
P `LA 0 < t → ∃w(t = s(w)). Faremos isto por indução (isto é, usaremos o
axioma (A7)). Definindo ϕ(x) como a fórmula 0 < x → ∃w(x = s(w)), basta
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mostrarmos que P `LA ϕ(0) e P `LA ∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))).

Pelo Teorema da Dedução, para mostrar que P `LA ϕ(0) basta mostrar que
P ′ = P ∪ {0 < 0} `LA ∃w(0 = s(w)). Pelo item 1 temos que P ′ `LA ¬(0 < 0), e
como 0 < 0 é uma sentença de P ′ também temos P ′ `LA 0 < 0. Note agora
que (ψ ∧ ¬ψ) → φ é uma tautologia, para quaisquer fórmulas ψ e φ, logo,
tomando ψ como a fórmula 0 < 0 e φ como fórmula ∃w(0 = s(w)), inferimos
que P ′ `LA ∃w(0 = s(w)), como desejado.

Para mostrar que P `LA ∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))), por UG, basta mostrar que P `L′A
ϕ(a)→ ϕ(s(a)), onde a é uma constante fora de LA e L′A = LA ∪ {a}. Para tal,
pelo Teorema da Dedução basta mostrar que P ∪ {ϕ(a)} `L′A ϕ(s(a)), e expan-
dindo ϕ(a) e usando novamente o Teorema da Dedução, basta mostrar que
P ′ = P ∪ {ϕ(a),0 < s(a)} `L′A ∃w(s(a) = s(w)). Mas para tal basta notar que, por
um axioma lógico do tipo 7, P ′ `L′A s(a) = s(a). Definindo ϕ(w) como a fórmula
s(a) = s(w), temos que P ′ `L′A ϕ(a), logo por EG segue que P ′ `L′A ∃wϕ(w), isto
é, P ′ `L′A ∃w(s(a) = s(w)), como querı́amos.

7. Mostraremos que P `LA ∀x∀y(x < y → s(x) ≤ y). Disto, como feito anterior-
mente usando um axioma lógico do tipo 4 para substituir x por t e y por r,
segue que P `LA t < r→ s(t) ≤ r.

Aplicando UG duas vezes para as variáveis x e y, basta mostrar que P `L′A a <
b→ s(a) ≤ b onde a e b são constantes que não estão em LA e L′A = LA ∪ {a,b}.
E pelo Teorema da Dedução, basta mostrar que P ′ = P ∪ {a < b} `L′A s(a) ≤ b.
Assim, por EI, para obtermos o resultado desejado basta mostrar que P ′′ =

P ′ ∪ {c , 0∧ a+ c = b} `L′′A s(a) ≤ b onde c é uma constante que não está em L′A
e L′′A = L′A ∪ {c}. Temos que P ′′ `L′′A c , 0, então de (2) segue que P ′′ `L′′A 0 < c.
Por (6) temos que P ′′ `L′′A 0 < c→∃w(c = s(w)), assim, novamente por EI, basta
mostrar que P ′′′ = P ′′ ∪{c = s(d)} `L′′′A s(a) ≤ b, onde d é uma constante que não
está em L′′A e L′′′A = L′′A ∪ {d}. Por fim, basta notar que, do item 12 do Teorema
5.1 vale s(a) + d = s(a + d), do item 4 temos s(a + d) = a + s(d), e como s(d) = c

e a + c = b, segue que s(a) + d = a + s(d) = a + c = b. Desta forma temos que
s(a) + d = b. Se d = 0 então b = s(a) + 0 = s(a), do item 3, e neste caso vale
s(a) ≤ b. Se d , 0, então por EG segue que ∃w(w , 0 ∧ s(a) + w = b), isto é,
s(a) < b, e em particular s(a) ≤ b, como querı́amos.

8. Mostraremos por indução que P `LA ∀x∀y(x ≤ y ∨ y ≤ x). Disto, como feito
anteriormente usando um axioma lógico do tipo 4 para substituir x por t e y
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por r, segue que P `LA t ≤ r ∨ r ≤ t. Notando que (t ≤ r ∨ r ≤ t)→ (t = r ∨ t <
r ∨ r < t) é uma tautologia, concluiremos o resultado desejado.

Desta forma, definindo ϕ(x) como a fórmula ∀y(x ≤ y ∨ y ≤ x), basta mostrar
que P `LA ϕ(0) e P `LA ∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))). Note que ϕ(0) é a fórmula ∀y(0 ≤
y ∨ y ≤ 0), e por UG, para concluirmos que P `LA ∀y(0 ≤ y ∨ y ≤ 0) basta
mostrar que P `L′A 0 ≤ a∨a ≤ 0 onde a é uma constante que não estão em LA e
L′A = LA∪{a}. Pelo item 2 temos que P `L′A 0 ≤ a, e como 0 ≤ a→ (0 ≤ a∨a ≤ 0)

é uma tautologia, segue que P `L′A 0 ≤ a∨ a ≤ 0 como desejado.

Para mostrar que P `LA ∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))), ao expandir ϕ(x) temos, por UG,
que basta mostrar P `L′′A ∀y(b ≤ y ∨ y ≤ b)→ ∀y(s(b) ≤ y ∨ y ≤ s(b)) onde b é
uma constante que não está em LA e L′′A = LA∪{b}. Pelo Teorema da Dedução
basta mostrar que P ∪{∀y(b ≤ y∨y ≤ b)} `L′′A ∀y(s(b) ≤ y∨y ≤ s(b)). Por sua vez,
por UG, basta mostrar que P ′′′ = P ∪ {∀y(b ≤ y ∨ y ≤ b)} `L′′′A s(b) ≤ c∨ c ≤ s(b),
onde c é uma constante que não está em L′′A e L′′′A = L′′A ∪ {c}.

Note que, por UI, temos que P ′′′ `L′′′A b ≤ c ∨ c ≤ b, pois ∀y(b ≤ y ∨ y ≤ b) é
uma sentença de P ′′′. Vamos mostrar que P ′′′ `L′′′A (b ≤ c)→ (s(b) ≤ c∨ c ≤ s(b))

e P ′′′ `L′′′A (c ≤ b)→ (s(b) ≤ c ∨ c ≤ s(b)), pois disso e de P ′′′ `L′′′A b ≤ c ∨ c ≤ b
seguirá (por uma tautologia) que P ′′ `L′′′A s(b) ≤ c∨ c ≤ s(b).

Se c ≤ b com c = b, pelo item 5 temos que b < s(b), logo por um axioma lógico
do tipo 11 para a relação < segue que c < s(b). Assim, vale em particular que
s(b) ≤ c∨ c ≤ s(b). Se b < c, pelo item 7 inferimos que s(b) ≤ c e, em particular,
também vale s(b) ≤ c ∨ c ≤ s(b). Se b ≤ c com b = c, então em particular c ≤ b
e podemos aplicar o caso anterior. Se b < c, pelo item 6 inferimos que s(b) ≤ c.
Em particular, vale s(b) ≤ c∨ c ≤ s(b), como querı́amos.

9. Pelo Teorema da Dedução basta mostrar que P ∪ {t ≤ s∧ r ≤ t} `LA t = r e para
tal, pelo Teorema 3.10 basta mostrar que ¬Con`,LP (P ∪{t ≤ s∧r ≤ t, t , r}). Para
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tal, considere a seguinte lista.

1. t , r Hipótese

2. t ≤ r Instância da hipótese

3. r ≤ t Instância da hipótese

4. t < r Por (1) e (2)

5. r ≮ t Por (4) e pelo item 3 deste teorema

6. r < t Por (1) e (3)

As duas últimas linhas da sequência acima mostram que ¬Con`,LP (P ∪ {t ≤
s∧ r ≤ t, t , r}). �

Lema 5.5 Para todo número natural k > 0 e para toda fórmula ϕ com no máximo uma
variável livre, valem:

1. P `LA ∀x((x = 0∨ ...∨ x = k)↔ x ≤ k).

2. P `LA (ϕ(0)∧ϕ(1)∧ ...∧ϕ(k − 1))↔∀x(x < k→ ϕ(x)).

Demonstração:

1. Faremos esta prova por indução em k. Para o caso em que k = 0 queremos
mostrar que P `LA x = 0↔ x ≤ 0. Pela definição de ordem, temos que x ≤ 0

abrevia x < 0∨ x = 0. Portanto, P `LA x = 0→ x ≤ 0. Reciprocamente, assuma
x ≤ 0. Pelo Teorema 5.4 itens (5) e (9), respectivamente, segue que P `LA 0 ≤ x
e P `LA (x ≤ 0)∧ (0 ≤ x)→ x = 0. Desta forma vale, pelo Teorema da Dedução,
que P `LA x ≤ 0→ x = 0. Portanto P `LA x = 0↔ x ≤ 0.

Assuma agora que P `LA x = 0 ∨ ... ∨ x = k ↔ x ≤ k. Devemos mostrar que
P `LA (x = 0∨ ...∨ x = k ∨ x = k + 1)↔ x ≤ k + 1. Para isto, vamos nos valer do
Teorema da Dedução para mostrar cada implicação. Para a implicação direta,
se x = 0∨ ...∨x = k, então por hipótese, x ≤ k e pelo item 4 do Teorema 5.4 vale
k < k + 1 e do item 2 do mesmo teorema segue que x ≤ k + 1. E claro que, se
x = k + 1 então x ≤ k + 1, logo, P `LA x = 0∨ ...∨ x = k ∨ x = k + 1→ x ≤ k + 1.
Reciprocamente, se x ≤ k + 1 então x = k + 1 ou x < k + 1. Se x = k + 1 então, em
particular, P `LA x = 0 ∨ ... ∨ x = k ∨ x = k + 1, e se x < k + 1, por hipótese de
indução, também temos que P `LA x = 0∨ ...∨ x = k ∨ x = k + 1. Disto segue o
resultado.
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2. Faremos esta prova por indução em k. Para o caso em que k = 0 devemos mos-
trar que P `LA ϕ(0)↔∀x(x < 0→ ϕ(x)). Pelo Teorema da Dedução seguido de
UI, basta mostrar que P ∪{ϕ(0)} `L′A c < 0→ ϕ(c) onde L′A = LA∪{c} e c é uma
constante que não está em LA. Novamente, pelo Teorema da Dedução, basta
mostrar que P ∪{ϕ(0), c < 0} `LA ϕ(c). Mas note que ¬Con`,L′A(P ∪{ϕ(0), c < 0})
pois, pelo item 5 do Teorema 5.4 e da hipótese c < 0 temos que P ∪ {ϕ(0), c <

0} `LA 0 < c; e do item 3 deste mesmo teorema, a hipótese c < 0 e Modus Po-
nens temos que P ∪ {ϕ(0), c < 0} `LA 0 ≮ c. Logo, do Lema 3.9 temos que o con-
junto inconsistente prova qualquer sentença deL′A, em particular, P∪{ϕ(0), c <

0} `LA ϕ(c).

Para o passo indutivo, assuma que P `LA (ϕ(0)∧ϕ(1)∧ ...∧ϕ(k − 1))↔∀x(x <

k → ϕ(x)). Devemos mostrar que P `LA (ϕ(0)∧ϕ(1)∧ ...∧ϕ(k − 1)∧ϕ(k))↔
∀x(x < k + 1 → ϕ(x)). Para tal, basta provar as duas implicações separada-
mente. Para a implicação direta, pelo Teorema da Dedução, por UI e no-
vamente pelo Teorema da Dedução, respectivamente, basta provarmos que
P ∪{ϕ(0)∧ϕ(1)∧ ...∧ϕ(k − 1)∧ϕ(k), c < k + 1} `L′A ϕ(c). De c < k + 1, da contra-
positiva do item 3 do Teorema 5.4 e do item 8 deste mesmo teorema segue, por
Modus Ponens, que c ≤ k. Por disjunção da sentença ϕ(0)∧ϕ(1)∧...∧ϕ(k − 1)∧
ϕ(k) e por UI na hipótese de indução inferimos, por Modus Ponens, que vale
P ∪ {ϕ(0) ∧ϕ(1) ∧ ... ∧ϕ(k − 1) ∧ϕ(k), c < k + 1} `L′A ϕ(c). A outra implicação
segue de forma análoga. �

Podemos também expressar a noção de divisibilidade em P .

Definição 5.6 Escrevemos que t | u para abreviar ∃z(u = t · z), onde z é a primeira variável
que não ocorre em t ou u.

E disto podemos derivar os diversos resultados acerca de divisibilidade. Des-
tacamos aqui um resultado que usaremos posteriormente.

Teorema 5.7 (Divisão Euclidiana) Temos

P `LA ∀x∀y(y , 0→∃v∃u(x = y ·u + v ∧ v < y ∧ ∀v1∀u1((x = y ·u1 + v1 ∧ v1 < y)→

u = u1 ∧ v = v1))).

Finalmente, a “estrutura”cujo conjunto universo é o conjunto dos inteiros não ne-
gativos, a interpretação do sı́mbolo de constante 0 é o inteiro 0, cuja interpretação
do sı́mbolo de função s é a função que associa cada inteiro não negativo n ao inteiro
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n+ 1, cuja interpretação dos sı́mbolos de função + e · são, respectivamente, a soma e
o produto usual nos inteiros será chamada de interpretação padrão de P .

5.2 Relações exprimı́veis e funções representáveis

Definição 5.8 Dado um número natural k, chamaremos uma função f : Nk → N de
função de números naturais e uma relação R ⊆Nk de relação de números naturais.

Definição 5.9 Seja T uma teoria na linguagem LA. Dizemos que uma relação n-ária de
números naturais é exprimı́vel em T quando existe uma fórmula ϕ(x1, ...,xn) de LA com
variáveis livres x1, ...,xn tal que, para quaisquer números naturais k1, ..., kn, valem as se-
guintes condições:

1. Se (k1, ..., kn) ∈ R então T `LA ϕ(k1, ..., kn).

2. Se (k1, ..., kn) < R então T `LA ¬ϕ(k1, ..., kn).

Neste caso, dizemos que ϕ exprime R.

Exemplo 5.10 A igualdade de números naturais é uma relação exprimı́vel em P pela fórmula
ϕ(x1,x2) dada por x1 = x2. Isto segue do item 1 do Teorema 5.3 e do fato de que se k1 e k2 são
tais que k1 = k2 (isto é, k1 e k2 denotam o mesmo número natural), então k1 e k2 denotam o
mesmo termo, o que implica que P `LA k1 = k2.

Exemplo 5.11 A relação < é exprimı́vel em P pela fórmula x1 < x2. De fato, sejam k1, k2

números naturais. Se k1 < k2, existe um natural n , 0 satisfazendo n+k1 = k2. Do Teorema
5.3 (2) segue que P `LA n + k1 = k2. E ainda, sendo n , 0, do Exemplo 5.10 segue que
P `LA n , 0. Assim, por uma conjunção e pela regra de quantificadores EG segue que
P `LA ∃w(w , 0 ∧w + k1 = k2), isto é, P `LA k1 < k2. Por outro lado, se k1 ≮ k2, então
k2 < k1 ou k2 = k1. Se k2 < k1, acabamos de ver que obtemos P `LA k2 < k1, pelo item 3 do
Teorema 5.4 segue que P `LA k1 ≮ k2. E se k2 = k1, pelo item 1 do Teorema 5.4 temos que
P `LA k1 ≮ k2. Em ambos os casos, concluı́mos o desejado.

Definição 5.12 Seja T uma teoria na linguagem LA. Dizemos que uma função de números
naturais com n argumentos f é representável em T quando existe uma fórmulaϕ(x1, ...,xn, y)

de LA com variáveis livres x1, ...,xn, y tal que, para quaisquer números naturais k1, ..., kn,m,
valem as seguintes condições:

(1) Se f (k1, ..., kn) =m então T `LA ϕ(k1, ..., kn,m).
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(2) T `LA ∃!yϕ(k1, ..., kn, y)1.

Neste caso, dizemos que ϕ representa f . Se substituirmos a condição (2) acima pela
condição

(2’) T `LA ∀x1...∀xn∃!yϕ(x1, ...,xn, y),

então f será dita fortemente representável em T . Neste caso, dizemos que ϕ representa
fortemente f .

Uma questão natural acerca das definições de relações exprimı́veis e funções re-
presentáveis é a seguinte: por que não pedir que, para que uma função f seja repre-
sentável, valha T `LA ¬ϕ(k1, ..., kn,m) sempre que f (k1, ..., kn) ,m, de forma análoga
ao que exigimos para as relações exprimı́veis? A resposta é dada pelo resultado a
seguir, que mostra que as condições 1 e 2 da representabilidade são suficientes para
concluir tal fato.

Proposição 5.13 Seja f (x1, ...,xn) uma função representada por ϕ(x1, ...,xn+1) em P . Se
k1, ..., kn,m ∈N são tais que f (k1, ..., kn) ,m então P `LA ¬ϕ(k1, ..., kn,m).

Demonstração: Seja f (k1, ..., kn) = l. Então l , m e pelo item 1 do Teorema 5.3
temos que P `LA m , l. Pela condição 1 da representabilidade de f segue que
P `LA ϕ(k1, ..., kn, l). E ainda, da condição 2 de representabilidade temos que P `LA
∀y∀x((ϕ(k1, ..., kn, y)∧ϕ(k1, ..., kn,x))→ y = x). Por UI podemos instanciar tal fórmula
para P `LA (ϕ(k1, ..., kn,m)∧ϕ(k1, ..., kn, l))→m = l. Note que, para quaisquer fórmulas
A, B e C, a fórmula (((A∧B)→ C)∧¬C)→ (¬A∨¬B) é uma tautologia. Desta forma,
como valem em P as sentenças (ϕ(k1, ..., kn,m)∧ϕ(k1, ..., kn, l))→m = l e m , l, infe-
rimos que P `LA ¬ϕ(k1, ..., kn,m)∨¬ϕ(k1, ..., kn, l). Note agora que ((¬A∨B)∧A)→ B

também é uma tautologia, logo, de P `LA ϕ(k1, ..., kn,m) ∧ϕ(k1, ..., kn, l) e de P `LA
ϕ(k1, ..., kn, l) segue que P `LA ¬ϕ(k1, ..., kn,m). �

Não é difı́cil ver que toda função fortemente representável é, também, repre-
sentável. O surpreendente é que a definição de função fortemente representável,
que a priori parece mais restritiva, é, na verdade, equivalente à de função repre-
sentável, como veremos a seguir.

Proposição 5.14 Seja T uma teoria na linguagem LA. Uma função de números naturais é
representável em T se, e somente se, é fortemente representável em T .

1A fórmula ∃!xϕ(x) é uma abreviação de “existe um único x satisfazendo ϕ”, isto é, de ∃xϕ(x)∧
∀x∀y((ϕ(x)∧ϕ(y))→ x = y).
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Demonstração: (⇐) Basta aplicar a regra UI para cada numeral k1, ..., kn.
(⇒) Seja f (x1, ...,xn) uma função representável em T pela fórmula F (x1, ...,xn, y).

Vejamos que f é fortemente representável em T pela fórmula C(x1, ...,xn, y) dada por

((∃!zF (x1, ...,xn, z))∧F (x1, ...,xn, y))∨ (¬(∃!zF (x1, ..,xn, z))∧ y = 0).

Para verificar que C satisfaz a condição (1) da definição de fortemente representável,
considere k1, ..., kn,m números naturais tais que f (k1, ..., kn) =m. Como F representa
f segue que T `LA F (k1, ..., kn,m) e T `LA ∃!yF (k1, ..., kn, y). Por uma conjunção des-
tas duas sentenças e uma disjunção com a fórmula ¬(∃!yF (k1, ..., kn, y))∧m = 0, te-
remos que T `LA C(k1, ..., kn,m).

Para a condição (2’) da definição de fortemente representável, precisamos mos-
trar que T `LA ∀x1...∀xn∃!yC(x1, ...,xn, y). Para tal, é suficiente mostrar T `L′A ∃!yC(a1,

..., an, y) onde a1, ..., an são constantes que não estão em LA e L′A = LA∪{a1, ..., an}, po-
demos aplicar UG n vezes e obter T `LA ∀x1...∀xn∃!yC(x1, ...,xn, y).

Note agora que, para quaisquer sentenças A e B, a sentença ((A→ B)∧ (¬A→
B))→ B é uma tautologia. Sendo assim, tomandoA como a sentença ∃!yF (a1, ..., an, y)

e B como a sentença ∃!yC(a1, ..., an, y), mostraremos que T `L′A A → B e que T `L′A
¬A→ B, e disto podemos inferir T `L′A ∃!yC(a1, ..., an, y).

(i) T `L′A (A→ B) : de fato, para mostrar T `L′A ∃!yF (a1, ..., an, y)→∃!yC(a1, ..., an, y),
pelo Teorema da Dedução basta mostrar que T∪{∃!yF (a1, ..., an, y)} `L′A ∃!yC(a1,

..., an, y). E por EI, para mostrar T ∪{∃!yF (a1, ..., an, y)} `L′A ∃!yC(a1, ..., an, y) é su-
ficiente mostrar T ′′ := T∪{∃!yF (a1, ..., an, y),F (a1, ..., an,b)} `L′′A ∃!yC(a1, ..., an, y),
onde b é uma constante que não está em L′A e L′′A = L′A ∪ {b}.

Como ∃!yF (a1, ..., an, y) e F (a1, ..., an,b) são sentenças de T ′′, temos que T ′′ `L′′A
∃!yF (a1, ..., an, y)∧F (a1, ..., an,b). Logo, T ′′ `L′′A C(a1, ..., an,b), e por EG e o Teo-
rema 3.13 segue que T ′′ `L′′A ∃yC(a1, ..., an, y).

Para a unicidade, queremos mostrar que T ′′ `L′′A ∀u∀v(C(a1, ..., an,u)∧ C(a1, ...,

an,v))→ u = v. Por UG basta mostrar que T ′′ `L′′′A (C(a1, ..., an, c1)∧C(a1, ..., an, c2))

→ c1 = c2, onde c1 e c2 são constantes que não estão em L′′A e L′′′A = L′′A ∪
{c1, c2}. Por fim, pelo Teorema da Dedução basta mostrar que T ′′′ := T ′′ ∪
{C(a1, ..., an, c1)∧C(a1, ..., an, c2)} `L′′′A c1 = c2. O que faremos é mostrar que T ′′′ `L′′′A
F (a1, ..., an, c1), pois de forma análoga teremos T ′′′ `L′′′A F (a1, ..., an, c2), e como
T ′′′ `L′′′A ∃!yF (a1,..., an, y) teremos que c1 = c2, como desejado. Sendo assim,
note que a fórmula (((C ∧D)∨ (¬C ∧E))∧C)→D é uma tautologia. Tomando
C como a sentença ∃!yF (a1, ..., an, y), D como a sentença F (a1, ..., an, c1) e E a
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sentença c1 = 0, obtemos que C(a1, ..., an, c1) é justamente a fórmula (C ∧D)∨
(¬C ∧ E), e temos que C é uma sentença de T ′′′. Desta forma, por Modus
Ponens temos que T ′′′ `L′′′A ∃!yF (a1, ..., an, c1), como querı́amos.

(ii) T `L′A (¬A→ B) : temos que mostrar que T `L′A ¬(∃!yF (a1, ..., an, y))→∃!yC(a1,

..., an, y). Pelo Teorema da Dedução, basta mostrar que

T ′ := T ∪ {¬(∃!yF (a1, ..., an, y))} `L′A ∃!yC(a1, ..., an, y).

Para a existência, como ¬(∃!yF (a1, ..., an, y)) é uma sentença de T ′ então pode-
mos fazer a conjunção com a sentença 0 = 0 (que é um axioma lógico) e ob-
temos T ′ `L′A ¬(∃!yF (a1, ..., an, y))∧ 0 = 0. Fazendo a disjunção desta sentença
com ∃!yF (a1, ..., an, y)∧F (a1, ..., an,0) obtemos em T ′ uma prova para C(a1, ..., an,

0) e por EG T ′ `L′A ∃yC(a1, ..., an, y).

Para a unicidade, sejam c1, c2 constantes fora de L′A e assuma que seja válido
em T ′ a fórmula C(a1, ..., an, c1)∧C(a1, ..., an, c2). De forma análoga ao item ante-
rior, note que a fórmula (((C ∧D)∨ (¬C ∧E))∧¬C)→ E é uma tautologia. To-
mando C como a sentença ∃!yF (a1, ..., an, y), D como a sentença F (a1, ..., an, c1)

e E a sentença c1 = 0, obtemos que a fórmula (C ∧D)∨ (¬C ∧ E) é justamente
C(a1, ..., an, c1), que podemos inferir de C(a1, ..., an,u)∧C(a1, ..., an,v), e temos por
hipótese ¬C, logo inferimos por Modus Ponens que c1 = 0. De forma análoga
conseguimos inferir que c2 = 0. Portanto, c1 = c2, do que segue a unicidade.

�

No que segue, usaremos as expressões “função representável” e “função forte-
mente representável” como sinônimos uma da outra.

A noção de relação exprimı́vel se relaciona com a de função representável em
uma teoria T na linguagem LA que satisfaz T `LA 0 , 1, e tal relação é estabelecida
pela função caracterı́stica de uma relação de números naturais.

Definição 5.15 Seja R ⊆Nn uma relação. Definimos a função caracterı́stica χR :Nn→
N de R por

χR(x1, ...,xn) =

1, se (x1, ...,xn) ∈ R

0, caso contrário.

Proposição 5.16 Seja T uma teoria na linguagem LA tal que T `LA 0 , 1. Uma relação
de números naturais é exprimı́vel em T se, e somente se, sua função caracterı́stica é repre-
sentável em T .
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Demonstração: (⇒) Sejam R uma relação n-ária de números naturais exprimı́vel em
T eϕ(x1, ...,xn) uma fórmula que a exprime. Mostraremos que a fórmulaψ(x1, ...,xn, y)

dada por (ϕ(x1, ...,xn)∧ y = 1)∨ (¬ϕ(x1, ...,xn)∧ y = 0) representa χR. Sejam k1, ..., kn
naturais quaisquer. Se χR(k1, ..., kn) = 0, então (k1, ..., kn) < R. Como ϕ exprime R,
segue que T `LA ¬ϕ(k1, ..., kn). Como T `LA 0 = 0, logo T `LA ¬ϕ(k1, ..., kn)∧ 0 = 0.
Como A → (A ∨ B) é uma tautologia para quaisquer sentenças A e B, temos que
T `LA (ϕ(k1, ..., kn) ∧ 0 = 1) ∨ (¬ϕ(k1, ..., kn) ∧ 0 = 0), isto é, T `LA ψ(k1, ..., kn,0). Se
χR(k1, ..., kn) = 1 obtemos, de forma análoga, que vale T `LA ψ(k1, ..., kn,1).

Com o desenvolvimento acima mostramos que T `LA ∃y(ψ(k1, ..., kn, y)). Resta,
então, mostrar a unicidade, ou seja, que T `LA ∀u∀v((ψ(k1, ..., kn,u)∧ψ(k1, ..., kn,v))

→ u = v). Faremos apenas o caso em que χR(k1, ..., kn) = 1, já que o outro caso é
tratado de forma análoga. Pelo Teorema da Dedução e UG, basta mostrar que T ′ :=

T ∪ {ψ(k1, ..., kn, a)∧ψ(k1, ..., kn,b)} `L′A a = b onde a e b são constantes que não estão
em LA e L′A = LA ∪ {a,b}.

Sabemos que, para quaisquer fórmulas A,B e C, a fórmula (((A ∧ B) ∨ (¬A ∧
C)) ∧ A) → B é uma tautologia. Tomando A como ϕ(k1, ..., kn), B como a = 1 e C
como a = 0 temos que a sentença (A∧B)∨ (¬A∧C) é justamente ψ(k1, ..., kn, a), que
é um elemento de T ′. Como χR(k1, ..., kn) = 1, vale T ′ `L′ ϕ(k1, ..., kn), isto é, vale
A. Inferimos, portanto, que vale B em T ′, isto é, T ′ `L′A a = 1. De forma análoga

mostramos que T ′ `L′A b = 1 e, portanto, T ′ `L′A a = b, como querı́amos.
(⇐) Seja R uma relação n-ária de números naturais cuja função caracterı́stica χR

é representável pela fórmula ψ(x1, ...,xn, y). Vejamos que a fórmula ϕ(x1, ...,xn) dada
por ψ(x1, ...,xn,1) exprime R. Dados k1, ..., kn naturais, suponha que (k1, ..., kn) ∈ R.
Logo, χR(k1, ..., kn) = 1. Como ψ representa χR temos que T `LA ψ(k1, ..., kn,1) assim,
T `LA ϕ(k1, ..., kn) e, portanto, a condição (1) da definição de relação exprimı́vel se
verifica.

Suponha agora que (k1, ..., kn) < R. Logo χR(k1, ..., kn) = 0 e como ψ repre-
senta χR, segue que T `LA ψ(k1, ..., kn,0). Pela unicidade de ψ temos que T `LA
∀x∀y((ψ(k1, ..., kn,x)∧ψ(k1, ..., kn, y))→ x = y). Note que a fórmula (((A∧ B)→ C)∧
¬C ∧A)→¬B é uma tautologia. Tomando A como a sentença ψ(k1, ..., kn,0), B como
a sentença ψ(k1, ..., kn,1) e C como 0 = 1 temos por UI que T `LA (A∧B)→ C e, por
hipótese, T `LA ¬C. Desta forma inferimos pela tautologia anteriormente citada que
vale T `LA ¬B, isto é, T `LA ¬ϕ(k1, ..., kn), como querı́amos. �
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5.3 Funções e relações recursivas

Definição 5.17 Uma função inicial é uma função de números naturais de um dos seguin-
tes tipos:

1. A função nula z(x) = 0 para todo x.

2. A função sucessor S(x) = x+ 1 para todo x.

3. A i-ésima projeção pni (x1, ...,xn) = xi para quaisquer x1, ...,xn.

Considere as seguintes regras para obter novas funções de números naturais a partir de
funções dadas:

I. Substituição. Dadas as funções de números naturais g(y1, ..., ym),h1(x1, ...,xn), ...,

hm(x1, ...,xn), dizemos que a função f :Nn→N dada por

f (x1, ...,xn) = g(h1(x1, ...,xn), ...,hm(x1, ...,xn))

é obtida a partir de g,h1, . . . ,hm por substituição.

II. Recursão. Dadas as funções de números naturais g(x1, ...,xn),h(y1, ..., yn, yn+1, yn+2),
dizemos que a função f :Nn+1→N dada por

f (x1, ...,xn,0) = g(x1, ...,xn)

f (x1, ...,xn, y + 1) = h(x1, ...,xn, y, f (x1, ...,xn, y))

é obtida a partir de g e h por recursão.

III. Operador de minimização restrito. Seja g(x1, ...,xn, y) uma função de números na-
turais tal que, para quaisquer x1, ...,xn, existe y satisfazendo g(x1, ...,xn, y) = 0. De-
notaremos por µy(g(x1, ...,xn, y) = 0) o menor y tal que g(x1, ...,xn, y) = 0. Dizemos
que a função f :Nn→N dada por

f (x1, ...,xn) = µy(g(x1, ...,xn, y) = 0)

é obtida a partir de g pelo operador de minimização restrito.

Uma função de números naturais é dita primitiva recursiva se puder ser obtida a
partir das funções iniciais por meio de finitas substituições e recursões, e é dita recursiva
quando puder ser obtida a partir das funções iniciais por meio de finitas substituições, re-
cursões e aplicações do operador de minimização restrito.
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Segue imediatamente da definição acima que toda função primitiva recursiva
é, em particular, recursiva.

Veremos alguns exemplos de funções primitivas recursivas e recursivas no
Exemplo 5.19, mas antes demonstraremos um resultado que irá nos auxiliar.

Proposição 5.18 Seja g(y1, ..., yk) uma função primitiva recursiva. Sejam ainda x1, ...,xn
variáveis duas a duas distintas, e para cada i ∈ {1, ..., k} seja zi ∈ {x1, ...,xn}. Então a função
f dada por f (x1, ...,xn) = g(z1, ..., zk) é primitiva recursiva.

Demonstração: Note que zi = xji para algum ji ∈ {1, ...,n}. Assim zi = pnji (x1, ...,xn).
Então

f (x1, ...,xn) = g(pnj1(x1, ...,xn), ...,pnjk (x1, ...,xn)).

Disto segue que f é primitiva recursiva, pois é obtida por substituição a partir de g,
que é primitiva recursiva, e das projeções. �

Do resultado anterior segue que podemos permutar a ordem das variáveis de
uma função sem afetar sua recursividade. Por exemplo, se tivermos g(x1,x2) pri-
mitiva recursiva, então f (x1,x2) = g(x2,x1) é primitiva recursiva — basta tomar
z1 = x2 e z2 = x1 na Proposição 5.18. Podemos também adicionar variáveis ex-
tras a uma função primitiva recursiva e manter a recursividade. Por exemplo, se
tivermos g(x1,x2) primitiva recursiva, então f (x1,x2,x3) = g(x1,x2) também é pri-
mitiva recursiva — basta tomar z1 = x2 e z2 = x3 na Proposição 5.18. E ainda, re-
duzir o número de variáveis também mantém a recursividade. Por exemplo, se
g(x1,x2,x3) = x1 + 2x2 + 3x3 é primitiva recursiva, então f (x1,x2) = g(x1,x2,x1) =

4x1 + 2x2 também é primitiva recursiva — basta tomar z1 = x1, z2 = x2 e z3 = x1

na Proposição 5.18.

Exemplo 5.19 As seguintes funções são primitivas recursivas.

1. A função zero Z(x1, ...,xn) = 0.

2. A função constante Cnk (x1, ...,xn) = k.

3. A função identidade i(x) = x.

4. A função soma f (x,y) = x+ y.

5. A função multiplicação g(x,y) = x · y.

6. A função exponenciação e(x,y) = xy .
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7. A função predecessor δ(x) =

x − 1, se x > 0

0, se x = 0

8. A função x−̇y =

x − y, se x ≥ y

0, se x < y

9. A função |x − y| =

x − y, se x ≥ y

y − x, se x < y

10. A função sg(x) =

0, se x = 0

1, se x , 0

11. A função sg(x) =

1, se x = 0

0, se x , 0

12. A função min(x,y)

13. A função min(x1, ...,xn)

14. A função rd(x,y) que retorna o resto da divisão de y por x quando x , e retorna 0 se
x = 0.

15. A função qt(x,y) que retorna o quociente da divisão de y por x quando x , e retorna 0

se x = 0.

Demonstração:

1. Basta aplicar a Proposição 5.18 na função nula e tomar z1 = x1, e teremos
Z(x1, ...,xn) = z(x1).

2. Mostraremos o resultado por indução em k. Se k = 0, então C0(x1, ...,xn) =

0 = Z(x1, ...,xn), e segue do item anterior que C0 é primitiva recursiva. Su-
ponha agora que Cnk é primitiva recursiva para k ≥ 0. Note que Cn(x1,...,xn)

k+1 =

S(Cnk (x1, ...,xn)). Como S é primitiva recursiva, segue, por substituição, que
Cnk+1 é primitiva recursiva.

3. Basta notar que i(x) = p1
1(x), onde p1

1 é a projeção na primeira (e única) coorde-
nada.
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4. Basta notar que:

f (x,0) = x = p1
1(x),

f (x,y + 1) = x+ (y + 1) = S(x+ y).

Como p1
1 e S são funções primitivas recursivas, segue por recursão que f é

primitiva recursiva.

5. Basta notar que:

g(x,0) = 0 = z(x),

g(x,y + 1) = x · (y + 1) = x · y + x = f (g(x,y),x),

onde f denota a função soma definida no item anterior. Como f e z são funções
primitivas recursivas, segue por recursão e substituição que g é primitiva re-
cursiva.

6. Basta notar que:

e(x,0) = 1 = C1(x),

e(x,y + 1) = xy+1 = xy · x = e(x,y) · i(x).

onde C1
1 denota a função constante igual a 1 e i denota a função identidade.

Como C1, i e a multiplicação são funções primitivas recursivas, segue por re-
cursão e substituição que e é primitiva recursiva.

7. Basta notar que:

δ(0) = 0 = z(0),

δ(y + 1) = y = i(y).

Como z e i são funções primitivas recursivas, segue por recursão que δ é pri-
mitiva recursiva.

8. Basta notar que:

x−̇0 = x − 0 = x = i(x),

x−̇y + 1 = δ(x−̇y).
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Como δ e i são funções primitivas recursivas, segue por recursão que δ é pri-
mitiva recursiva.

9. Basta notar que:

|x − y| = (x−̇y) + (y−̇x).

Como as funções −̇ e + são primitivas recursivas, segue, por substituição, que
| · | é uma função primitiva recursiva.

10. Basta notar que:

sg(x) = x−̇δ(x).

Como as funções −̇ e i são primitivas recursivas, segue, por substituição, que
sg é uma função primitiva recursiva.

11. Basta notar que:

sg(x) = 1−̇sg(x).

Como as funções −̇, sg e C1
1 são primitivas recursivas, segue, por substituição,

que sg é uma função primitiva recursiva.

12. Basta notar que min(x,y) = x−̇(x−̇y). Como −̇ e p2
1 são funções primitivas re-

cursivas, segue, por substituição, que min é primitiva recursiva.

13. Mostraremos o resultado por indução em n. Para n = 2 o resultado vale pelo
item anterior. Suponha agora que min(x1, ...,xn) seja primitiva recursiva. Note
que

min(x1, ...,xn,xn+1) = min(min(x1, ...,xn),xn+1).

Pela hipótese de indução, pelo item anterior, pois pn+1
n+1 é primitiva recursiva e

por substituição segue que min(x1, ...,xn,xn+1) é primitiva recursiva.

14. Note primeiro que rd(x,0) = 0. E ainda, sejam q e r naturais tais que 0 ≤ r < x
e y = x · q + r. Então temos que y + 1 = x · q + r + 1. Como r < x então r + 1 ≤ x.
Assim há duas possibilidades: ou r + 1 < x, e neste caso o resto da divisão de
y + 1 por x é r + 1; ou r + 1 = x, e neste caso o resto da divisão de y + 1 por x é
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0. Com isto, temos que:

rd(x,y + 1) = S(rd(x,y)) · sg(|x − S(rd(x,y))|).

Como S, rd, sg, p2
1 e | · | e a multiplicação são funções primitivas recursivas,

segue, por recursão e substituição, que rd é primitiva recursiva.

15. Note primeiro que qt(x,0) = 0. Como no caso anterior, dados naturais x e y,
existem q e r naturais tais que 0 ≤ r < x e y = x · q + r. Como y + 1 = x · q + r + 1

então, se r + 1 < x então o quociente da divisão de y + 1 por x é q, e se r + 1 = x

então o quociente da divisão de y + 1 por x é q+ 1. Com isto, temos que:

qt(x,y + 1) = qt(x,y) + sg(|x − S(rd(x,y))|).

Como S, sg, | · |, rd e p2
1 e a soma são funções primitivas recursivas, segue, por

recursão e substituição, que qt é primitiva recursiva. �

Vejamos outros exemplos de construção de funções primitivas recursivas e re-
cursivas.

Teorema 5.20 Dada uma função f (x1, ..,xn, y) primitiva recursiva, as seguintes funções
também são primitivas recursivas:

1.
∑
y<z f (x1, ...,xn, y) =

0, se z = 0

f (x1, ...,xn,0) + ...+ f (x1, ...,xn, z − 1), se z > 0

2.
∑
y≤z f (x1, ...,xn, y) =

∑
y<z+1 f (x1, ...,xn, y)

3.
∏
y<z f (x1, ...,xn, y) =

1, se z = 0

f (x1, ...,xn,0) · ... · f (x1, ...,xn, z − 1), se z > 0

4.
∏
y≤z f (x1, ...,xn, y) =

∏
y<z+1 f (x1, ...,xn, y)

Demonstração:

1. Considere g(x1, ...,xn, z) =
∑
y<z f (x1, ...,xn, y). Então g pode ser definida recur-

sivamente da seguinte forma:

g(x1, ...,xn,0) = 0

g(x1, ...,xn, z+ 1) = g(x1, ...,xn, z) + f (x1, ...,xn, z).

Assim, por recursão e substituição, segue que g é primitiva recursiva.
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2. Considere h(x1, ...,xn, z) =
∑
y≤z f (x1, ...,xn, y) e note que:

h(x1, ...,xn, z) = g(x1, ...,xn, z+ 1).

Assim, por substituição e pelo item anterior, segue que g é primitiva recursiva.

3. Considere g(x1, ...,xn, z) =
∏
y<z f (x1, ...,xn, y). Então g pode ser definida recur-

sivamente da seguinte forma:

g(x1, ...,xn,0) = 1

g(x1, ...,xn, z+ 1) = g(x1, ...,xn, z) · f (x1, ...,xn, z).

Assim, por recursão e substituição, segue que g é primitiva recursiva.

4. Considere h(x1, ...,xn, z) =
∏
y≤z f (x1, ...,xn, y) e note que:

h(x1, ...,xn, z) = g(x1, ...,xn, z+ 1).

Assim, por substituição, segue que h é primitiva recursiva. �

Exemplo 5.21 Seja τ(x) a quantidade de divisores de x, se x > 0, e τ(0) = 1. A função τ é
primitiva recursiva. De fato, basta notar que τ(x) =

∑
y≤x sg(rd(y,x)), e dos Teoremas 5.19

e 5.20 segue que τ é primitiva recursiva.

Definição 5.22 Uma relação n-ária de números naturais é dita primitiva recursiva (res-
pectivamente, recursiva) quando sua função caracterı́stica é primitiva recursiva (respecti-
vamente, recursiva).

Teorema 5.23 As seguintes relações são primitivas recursivas:

1. A relação de igualdade: x1 = x2.

2. A relação “menor que”: x1 < x2.

3. A relação de divisibilidade: x1 | x2.

4. A relação unária Pr(x): x é um número primo.

Demonstração:

1. Basta notar que a função caracterı́stica da relação de igualdade x1 = x2 pode
ser escrita como sg(|x1 − x2|), que é primitiva recursiva pelo Teorema 5.19.
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2. Note que x1 < x2 se e somente se x2 − x1 > 0. Assim, a função caracterı́stica
de tal relação pode ser escrita como sg(x2−̇x1), que é primitiva recursiva pelo
Teorema 5.19.

3. Note que x1 | x2 se e somente se o resto da divisão de x2 por x1 é 0. Assim, a
função caracterı́stica de tal relação pode ser escrita como sg(rd(x1,x2)), que é
primitiva recursiva pelo Teorema 5.19.

4. Note que x é um número primo se, e somente se, x possui exatamente 2 divi-
sores: 1 e x. Desta forma, a função caracterı́stica da relação Pr(x) é dada por
sg(|τ(x) − 2|). Logo, do Teorema 5.19 e do Exemplo 5.21, segue que Pr é uma
relação primitiva recursiva. �

Teorema 5.24 Se R1(x1, ...,xn) e R2(y1, ..., ym) são relações primitivas recursivas, então as
seguintes relações também são primitivas recursivas:

1. ¬R1(x1, ...,xn);

2. R1(x1, ...,xn)∧R2(y1, ..., ym);

3. R1(x1, ...,xn)∨R2(y1, ..., ym).

Demonstração: Como R1 e R2 são relações primitivas recursivas, χR1
e χR2

são
funções primitivas recursivas.

1. Basta notar que χ¬R1
(x1, ...,xn) = 1−̇χR1

(x1, ...,xn), e como χR1
, −̇ e Cn1 são primi-

tivas recursivas, segue que χ¬R1
é primitiva recursiva, e portanto ¬R1 é uma

relação primitiva recursiva.

2. Basta notar que χR1∧R2
(x1, ...,xn) = χR1

(x1, ...,xn) ·χR2
(x1, ...,xn), e como χR1

, χR2

e a multiplicação são funções primitivas recursivas, segue que χR1∧R2
é primi-

tiva recursiva, e portanto R1 ∧R2 é uma relação primitiva recursiva.

3. Basta notar que χR1∨R2
(x1, ...,xn) = 1−̇(χ¬R1

(x1, ...,xn) · χ¬R2
(x1, ...,xn)), e como

χR1
, χR2

, a multiplicação e, pelo item 1, a função caracterı́stica da negação
são funções primitivas recursivas, segue que χR1∧R2

é primitiva recursiva, e
portanto R1 ∨R2 é uma relação primitiva recursiva. �

Teorema 5.25 Se A ⊆N é um conjunto finito, então a relação unária A é primitiva recur-
siva.
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Demonstração: Seja A = {a1, . . . , an}. Do Teorema 5.18 e do item 1 do Teorema 5.23,
as relações x = ai são primitivas recursivas, para cada i ∈ {1, ...,n}. Disto e do item
3 do Teorema 5.24, aplicado n − 1 vezes, segue que x = a1 ∨ x = a2 ∨ . . . ∨ x = an é
uma relação primitiva recursiva. Basta notar agora que x é um elemento de A se, e
somente se, x = a1 ∨ x = a2 ∨ . . .∨ x = an. �

Teorema 5.26 SeR(x1, ...,xn, y) é uma relação primitiva recursiva então as seguintes relações,
denominadas relações com quantificadores limitados, são primitivas recursivas:

1. (∃y)y<zR(x1, ...,xn, y);

2. (∃y)y≤zR(x1, ...,xn, y);

3. (∀y)y<zR(x1, ...,xn, y);

4. (∀y)y≤zR(x1, ...,xn, y).

Demonstração:

1. Definindo a relação S(x1, ...,xn, z) como (∃y)y<zR(x1, ...,xn, y), basta notar que
χS(x1, ...,xn, z) = sg(

∑
y<zχR(x1, ...,xn, y)). Por hipótese χR(x1, ...,xn, y) é uma

função primitiva recursiva, assim, o resultado segue do Teorema 5.20.

2. Definindo a relação S(x1, ...,xn, z) como (∃y)y≤zR(x1, ...,xn, y), basta notar que
χS(x1, ...,xn, z) = sg(

∑
y≤zχR(x1, ...,xn, y)), assim, o resultado segue do Teorema

5.20.

3. Definindo a relação S(x1, ...,xn, z) como (∀y)y<zR(x1, ...,xn, y), basta notar que
χS(x1, ...,xn, z) = sg(

∏
y<zχR(x1, ...,xn, y)), assim, o resultado segue do Teorema

5.20.

4. Definindo a relação S(x1, ...,xn, z) como (∀y)y≤zR(x1, ...,xn, y), basta notar que
χS(x1, ...,xn, z) = sg(

∏
y≤zχR(x1, ...,xn, y)), assim, o resultado segue do Teorema

5.20. �

Teorema 5.27 A função f (x1, ...,xn) é recursiva se, e somente se, a relação R(x1, . . . ,xn, y)

dada por f (x1, ...,xn) = y é uma relação recursiva.

Demonstração: (⇒) Note que χR(x1, ...,xn, y) = sg(|f (x1, ...,xn)−̇y|). Como f é recur-
siva, segue do Teorema 5.19 que χR é recursiva, e portanto a relação R(x1, . . . ,xn, y) é
recursiva.
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(⇐) Se R é uma relação recursiva, do item 1 do Teorema 5.24 segue que ¬R
é uma relação recursiva. Note agora que f (x1, ...,xn) = µy(χ¬R(x1, ...,xn, y) = 0) e,
portanto, f é recursiva. �

Teorema 5.28 Se R(x1, ...,xn, y) é uma relação primitiva recursiva, então a seguinte função,
obtida por meio da aplicação do operador de minimização limitado, é primitiva recursiva:

µyy<zR(x1, ...,xn, y) =

o menor y < z satisfazendo R(x1, ...,xn, y), se um tal y existir

z, caso contrário.

Demonstração: Fixe y < z. Note que
∏
u≤y χ¬R(x1, ...,xn,u) vale 1 quandoR(x1, ...,xn,u)

não é satisfeita para nenhum u ≤ y, e vale 0 caso exista ao menos um u ≤ y tal
que R(x1, ...,xn,u) vale. Assim,

∑
y<z(

∏
u≤y χ¬R(x1, ...,xn,u)) fornece a quantidade

de naturais y < z tais que não vale R(x1, ...,xn,u) para nenhum u ≤ y. Portanto∑
y<z(

∏
u≤y χ¬R(x1, ...,xn,u)) é igual a µyy<zR(x1, ...,xn, y). Do Teorema 5.20 segue que

µyy<zR(x1, ...,xn, y) é primitiva recursiva. �

Teorema 5.29 Seja R(x1, ...,xn, y) uma relação recursiva. Se, para quaisquer números na-
turais x1, ...,xn, é possı́vel encontrar um natural y tal que vale R(x1, ...,xn, y), então a função
f (x1, ...,xn) = µyR(x1, ...,xn, y) é recursiva.

Demonstração: Note que um tal y satisfaz χR(x1, ...,xn, y) = 1, e portanto satisfaz
χ¬R(x1, ...,xn, y) = 0. Portanto f (x1, ...,xn) = µy(χ¬R(x1, ...,xn, y) = 0) é recursiva. �

Teorema 5.30 Denote o x-ésimo número primo por px. Valem:

1. A função p(n) que associa cada natural n ao n-ésimo número primo é primitiva recur-
siva.

2. Para cada x > 1, considere pa0
0 p

a1
1 . . .p

ak
k a fatoração de x em fatores primos. Denota-

remos por (x)j o expoente aj . Para x = 0, declaramos (x)j = 0 para todo natural j. E
para x = 1, fazemos (x)j = 1 para todo natural j. Esta função que mapeia x, j para (x)j
é primitiva recursiva.

3. Para cada x > 0, designamos por lh(x) o número de expoentes não nulos na fatoração
de x por números primos, e definimos lh(0) = 0. Esta função é primitiva recursiva.

4. Se x = 2a03a1 ...p
ak
k e y = 2b03b1 ...pbmm , então a função concatenação, denotada por

∗, é definida da seguinte maneira:

x ∗ y = 2a03a1 ...p
ak
k p

b0
k+1p

b1
k+2 ...p

bm
k+1+m.
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Esta função é primitiva recursiva.

Demonstração:

1. Primeiro afirmamos que para cada número natural n vale pn+1 ≤ pn! + 1. De
fato, fixado n, considere k = pn! + 1. Então k ≥ 2, logo existe um número primo
p tal que p | k. Note que p ≥ pi para cada i ∈ {1, ...,n}, pois caso contrário,
terı́amos que p | k e p | pn!, logo p | (k −pn!) = 1, o que é uma contradição. Logo
p ≥ pi , e portanto, p ≥ pn+1. Assim pn! + 1 = k ≥ p ≥ pn+1.

Podemos, então, definir recursivamente a função px da seguinte forma:

p0 = 2,

px+1 = µyy≤(px)!+1(px < y ∧Pr(y)).

Pelo Teorema 5.28 e pelo item 4 do Teorema 5.23 a função µyy≤(px)!+1(px <

y ∧ Pr(y) é primitiva recursiva, logo segue, por recursão, que p(x) é primitiva
recursiva.

2. Se x = pa0
0 p

a1
1 ...p

ak
k , então

(x)j = µyy<x(p
y
j | x∧¬(py+1

j | x)).

Pelo item anterior, pj é uma função primitiva recursiva, logo, (x)j é primitiva
recursiva.

3. Considere a relação R(x,y) dada por Pr(y) ∧ y | x ∧ x , 0. Note que a função
caracterı́stica de ¬R(x,y) vale 0 exatamente quando y é um número primo que
aparece com expoente não nulo na fatoração de x e, portanto, sg(χ¬R(x,y))

retorna o valor 1 sempre que isto ocorre. Assim, para x > 0,

lh(x) =
∑
y≤x

sg(χ¬R(x,y)).

4. Basta notar que
x ∗ y = x · (

∏
j<lh(y)

(plh(x)+j)
(y)j ).

�

Definição 5.31 Dada f (x1, . . . ,xn, y) uma função de números naturais, defina

f #(x1, ...,xn, y) =
∏
u<y

p
f (x1,...,xn,u)
u .
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Note que f (x1, ...,xn, y) = (f #(x1, ...,xn, y + 1))y .

Teorema 5.32 Se h(x1, ...,xn, y,z) é uma função primitiva recursiva e

f (x1, ...,xn, y) = h(x1, ...,xn, y, f #(x1, ...,xn, y)),

então f é primitiva recursiva.

Demonstração: Note que:

f #(x1, ...,xn,0) =
∏
u<0

p
f (x1,...,xn,u)
u = 1,

f #(x1, ...,xn, y + 1) =
∏
u<y+1

p
f (x1,...,xn,u)
u

=
(∏
u<y

p
f (x1,...,xn,u)
u

)
·pf (x1,...,xn,y)
y

= f #(x1, ...,xn, y) · pf (x1,...,xn,y)
y

= f #(x1, ...,xn, y) · ph(x1,...,xn,f #(x1,...,xn,y))
y .

Assim, pela regra de recursão, pela hipótese de h ser primitiva recursiva e pelo
Exemplo 5.19, segue que f # é primitiva recursiva, e como f (x1, ...,xn, y) = (f #(x1, ...,xn,

y + 1))y , segue que f é primitiva recursiva. �

Teorema 5.33 Se H(x1, ...,xn, y,z) é uma relação primitiva recursiva e R(x1, ...,xn, y) vale
exatamente quandoH(x1, ...,xn, y, (χR)#(x1, ...,xn, y)) vale, onde χR é a função caracterı́stica
de R, então R é primitiva recursiva.

Demonstração: Primeiro note que, comoR(x1, ...,xn, y) vale exatamente quandoH(x1,

...,xn, y, (χR)#(x1, ...,xn, y)), então χR(x1, ...,xn, y) = χH (x1, ...,xn, y, (χR)#(x1, ...,xn, y)). E
como a relação H é primitiva recursiva, a função χH é primitiva recursiva. Assim,
segue do Teorema 5.32 que a função χR é primitiva recursiva, e portanto a relação R
é primitiva recursiva. �

Encerraremos esta seção mostrando que toda função recursiva é representável
em P .

Definição 5.34 Defina a função β de Gödel por β(x1,x2,x3) = rd(1 + (x3 + 1) · x2,x1).
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Lema 5.35 A função β de Gödel é primitiva recursiva e representável em P pela fórmula
Bt(x1,x2,x3, y) dada por

∃w(x1 = (1 + (x3 + 1) · x2) ·w+ y ∧ y < 1 + (x3 + 1) · x2).

Demonstração: Segue do Exemplo 5.19 que a função é primitiva recursiva. Sejam
k1, k2, k3 números naturais. Pelo Teorema 5.7 segue que P `LA ∃!yBt(k1, k2, k3, y), que
é a condição (2) de representabilidade. Para verificar a condição (1) de representa-
bilidade suponha que β(k1, k2, k3) =m, isto é, rd(1 + (k3 + 1) · k2, k1) =m. Então existe
um natural k tal que k1 = (1 + (k3 + 1) · k2) · k +m e m < 1 + (k3 + 1) · k2. Do Teorema
5.3 segue que P `LA k1 = (1 + (k3 + 1) · k2) · k +m. Pelos Exemplo 5.11 e Teorema 5.3,
de m < 1 + (k3 + 1) · k2 obtemos que P `LA m < 1 + (k3 + 1) · k2. Dessa forma segue que
P `LA (k1 = (1+(k3+1)·k2)·k+m ∧ m < 1+(k3+1)·k2), e pela regra de quantificadores
EG segue que P `LA ∃w((k1 = (1 + (k3 + 1) · k2) ·w +m ∧ m < 1 + (k3 + 1) · k2)), isto é,
P `LA Bt(k1, k2, k3,m), o que conclui a verificação da condição (1) de representabili-
dade. �

Lema 5.36 Para toda sequência finita de números naturais k0, k1, ..., kn existem naturais b
e c tais que β(b,c, i) = ki para cada i ∈ {0, ...,n}.

Demonstração: Sejam j = max{n,k0, ..., kn} e c = j!. Para cada i ∈ {0, ...,n} defina
ui = 1+(i+1)c. Vejamos que ui e ul são coprimos, quaisquer que sejam i, l ∈ {0, ...,n}.
De fato, suponha, por absurdo, que exista um número primo p que divide ui e ul .
E suponha, sem perda de generalidade, que i < l. Como p divide ui e ul , então p
divide ul −ui = (l − i)c. E sendo p primo, segue que p deve dividir l − i ou c. Por um
lado, se p dividisse c, então p dividiria (i + 1)c e 1 + (i + 1)c = ui , logo p dividiria a
subtração 1+(i+1)c− (i+1)c = 1, o que é um absurdo pois p > 1. Logo, p não divide
c. Por outro lado, se p dividisse l− i, como l− i ≤ n ≤ j, então l− i é um fator de j! = c

e, portanto, l − i divide c. Mas p divide l − i, que por sua vez divide c, e terı́amos
novamente que p divide c, o que vimos não ocorrer. Desta forma, p também não
divide l − i, o que é uma contradição.

Sendo assim, os termos da sequência ui são dois a dois coprimos. E ainda,
para cada i ∈ {0, ...,n} temos que ki ≤ j ≤ j! = c < 1 + (i + 1)c = ui , isto é, ki < ui .
Assim, pelo Teorema Chinês dos Restos2 existe um único b < u0u1...un satisfazendo
rd(ui ,b) = ki para cada i ∈ {0, ...,n}. Pela definição da função β segue que β(b,c, i) =

rd(1 + (i + 1)c,b) = rd(ui ,b) = ki , como querı́amos. �

2Teorema Chinês dos Restos: se u0,u1, ...,un é uma sequência de números dois a dois primos entre
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Para os resultados que se seguem, convém lembrar que comentamos após o
Teorema 5.1 que, uma vez que só provamos e nos valemos de sentenças para provas
formais, precisamos usar UG no inı́cio de cada demonstração em que seja necessário
provar fechos universais de fórmulas. E para simplificar a notação, trabalharemos,
quando conveniente, denotando as constantes da linguagem expandida pelos mes-
mos sı́mbolos das variáveis.

Teorema 5.37 Toda função recursiva é representável em P .

Demonstração: As funções recursivas são construı́das recursivamente; assim, mos-
traremos este resultado por indução nos tipos de funções recursivas. Para o caso
base, vejamos que as funções iniciais são representáveis em P .

1. A função nula z(x) é representável em P . De fato, vejamos que a fórmula
ϕ(x,y) dada por x = x ∧ y = 0 representa a função z(x). Sejam k e m números
naturais satisfazendo z(k) = m. Então m = 0. Como P `LA k̄ = k̄ e P `LA 0 = 0,
por conjunção segue que P `LA k = k∧m = 0, ou seja, que P `LA ϕ(k̄,0). Assim
a condição 1 da definição de representabilidade é satisfeita. E ainda, sejam
y1, y2 variáveis satisfazendo x = x ∧ y1 = 0 e x = x ∧ y2 = 0. Pelos axiomas
dos tipos 8 e 9 inferimos que y1 = y2, logo, P `LA ∃!y(x = x ∧ y = 0), e por-
tanto a condição 2′ da definição de representabilidade é satisfeita. Assim z é
fortemente representável (e em particular, é representável).

2. A função sucessora S(x) é representável em P . Tal função é representável pela
fórmula ϕ(x,y) dada por y = s(x) e a demonstração deste fato é análoga à do
item 1.

3. A i-ésima projeção pi é representável em P . Tal função é representável pela
fórmula (x1 = x1)∧ ...∧(xn = xn)∧(y = xi) e a demonstração deste fato é análoga
à do item 1.

Vejamos agora que a substituição, a recursão e a aplicação do operador de
minimização restrito retornam funções representáveis quando aplicados em funções
representáveis.

I. Substituição: sejam g(x1, ...,xm),h1(x1, ...,xn), ...,hm(x1, ...,xn) funções representáveis
em P , e sejam G(y1, ..., ym, z), H1(x1, ...,xn, y1), ...,Hm(x1, ...,xn, ym) fórmulas de P

si, e k0, ..., kn é uma sequência de inteiros tais que 0 ≤ ki < ui para quaisquer i ∈ {0, ...,n}, então existe
um único b satisfazendo 0 ≤ b < u0...un e rd(ui ,b) = ki para todo i ∈ {0, ...,n}.
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que as representem (fortemente), respectivamente. Vejamos que a função

f (x1, ...,xn) = g(h1(x1, ...,xn), ...,hm(x1, ...,xn))

obtida a partir das funções g(x1, . . . ,xm),h1(x1, . . . ,xn), . . . ,hm(x1, . . . ,xn) por substituição
é representável em P pela fórmula F (x1, ...,xn, z) dada por

∃y1...∃ym(H1(x1, ...,xn, y1)∧ ...∧Hm(x1, ...,xn, ym)∧G(y1, ..., ym, z)).

Para verificar a condição 1 de representabilidade considere k1, ..., kn,p natu-
rais tais que f (k1, ..., kn) = p e vejamos que P `LA F (k1, ..., kn,p). Temos que
f (k1, ..., kn) = g(h1(k1, ..., kn), ...,hm(k1, ..., kn)), e fazendo hi(k1, ..., kn) = ri para i ∈
{1, ...,m} obtemos g(r1, ..., rm) = p. Como Hi e G representam, respectivamente,
hi e g em P , temos que P `LA Hi(k1, ..., kn, ri) e P `LA G(r1, ..., rm,p). Assim, por
conjunção, segue que P `LA H1(k1, ..., kn, r1)∧...∧Hm(k1, ..., kn, rm)∧G(r1, ..., rm,p).
Da regra de quantificadores EG aplicada m vezes segue que

P `LA ∃y1...∃ym(H1(k1, ..., kn, y1)∧ ...∧Hm(k1, ..., kn, ym)∧G(y1, ..., ym,p))

e, portanto P `LA F (k1, ..., kn,p), o que conclui a verificação da condição 1 da
representabilidade.

Para verificar a condição 2 de representabilidade vejamos que P `LA ∃zF (x1, ...,

x2, z). Por hipótese temos que P `LA ∃yiHi(x1, ...,xn, yi) para cada i ∈ {1, ...,m} e
P `LA ∃zG(y1, ..., ym, z). Aplicando a regra de quantificadores EG consecutiva-
mente, para ym, ..., y1 e z obtemos que P `LA ∃z∃y1...∃ym(H1(x1, ...,xn, y1)∧ ...∧
Hm(x1, ..., xn, ym)∧G(y1, ..., ym, z)), isto é, P `LA ∃zF (x1, ...,xn, z), como desejado.

Vejamos agora que T `LA ∃!zF (x1, ...,xn, z). Suponha válido F (x1, ...,xn,v) ∧
F (x1, ...,xn,u). Então são válidos:

∃y1...∃ym(H1(x1, ...,xn, y1)∧ ...∧Hm(x1, ...,xn, ym)∧G(y1, ..., ym,v) (5.1)

e

∃y1...∃ym(H1(x1, ...,xn, y1)∧ ...∧Hm(x1, ...,xn, ym)∧G(y1, ..., ym,u). (5.2)
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Por EG aplicada m vezes nas Equações 5.1 e 5.2 obtemos:

H1(x1, ...,xn,b1)∧ ...∧Hm(x1, ...,xn,bm)∧G(b1, ...,bm,v) (5.3)

e
H1(x1, ...,xn, c1)∧ ...∧Hm(x1, ...,xn, cm)∧G(c1, ..., cm,u). (5.4)

Sendo hi fortemente representável segue que P `LA ∃!yiHi(x1, ...,xn, yi) para
todo i ∈ {1, ...,m}. Dessa forma, de Hi(x1, ...,xn,bi) e Hi(x1, ...,xn, ci) inferimos
bi = ci . Assim de G(b1, ...,bm,v) e bi = ci obtemos pelo axioma lógico do tipo
10 e 11 que vale G(c1, ..., cm,v). E como G representa fortemente g, de P `LA
∃!zG(x1, ...,xn, z), de G(c1, ..., cm,u) e G(c1, ..., cm,v) inferimos que u = v. Dessa
forma obtemos P `LA F (x1, ...,xn,u)∧F (x1, ...,xn,v)→ (u = v), e portanto P `LA
∃!zF (x1, ...,xn, z).

II. Recursão: sejam g(x1, ...,xn) e h(x1, ...,xn, y,z) funções representáveis em P pe-
las fórmulas G(x1, ...,xn,xn+1) e H(x1, ...,xn,xn+1,xn+2,xn+3) respectivamente, e
seja f (x1, ...,xn, y) dada por

f (x1, ...,xn,0) = g(x1, ...,xn),

f (x1, ...,xn, y + 1) = h(x1, ...xn, y, f (x1, ...,xn, y)).

Vamos mostrar que f é representada em P pela fórmula F (x1, ...,xn+2) dada
por

∃u∃v((∃w(Bt(u,v,0,w)∧G(x1, ...,xn,w)))∧Bt(u,v,xn+1,xn+2)

∧(∀w(w < xn+1→∃y∃z(Bt(u,v,w,y)∧Bt(u,v, s(w), z)∧H(x1, ...,xn,w,y,z)))).

Para tal, mostraremos que as duas condições de representabilidade são satis-
feitas.

(1) Sejam k1, ..., kn,p,m números naturais tais que f (k1, ..., kn,p) = m. Vamos
mostrar que P `LA F (k1, ..., kn,p,m).

Suponha primeiro que p = 0. Neste caso, m = f (k1, ..., kn,0) = g(k1, ..., kn).
Tomando a sequência unitária dada por m no Lema 5.36 encontramos b e
c números naturais tais que β(b,c,0) = m. Assim, pelo Lema 5.35, temos
que

P `LA Bt(b,c,0,m). (5.5)
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Como G representa a função g em P , de g(k1, ..., kn) = m segue que P `LA
G(k1, ..., kn,m). Por conjunção e pela regra de quantificadores EG segue
que

∃w(Bt(b,c,0,w)∧G(k1, ..., kn,w)). (5.6)

Note agora que dadas fórmulas ϕ,ψ temos que, a fórmula ¬ϕ→ (ϕ→ ψ)

é uma tautologia. E como w ≮ 0 é válido em P segue que P `LA w <

0→ ∃y∃z(Bt(b,c,w,y)∧ (Bt(b,c, s(w), z)∧H(k1, ..., kn,w,y,z)). E aplicando
a regra de quantificadores UG obtemos

P `LA ∀w(w < 0→∃y∃z(Bt(b,c,w,y)∧Bt(b,c, s(w), z)∧H(k1, ..., kn,w,y,z))).

(5.7)
Aplicando a regra de quantificadores EG na conjunção das afirmações
feitas em 5.5, 5.6 e 5.7 obtemos que P `LA F (k1, ..., kn,0,m).

Suponha agora p > 0. Considere, para cada i ∈ {0, . . . ,p}, ri = f (k1, ..., kn, i).
Pelo Lema 5.36, dada a sequência finita r0, ..., rp conseguimos encontrar b,c
números naturais tais que β(b,c, i) = ri para cada i ∈ {0, ...,p}, e pelo Lema
5.35 segue que P `LA Bt(b,c, i, r i). Em particular, temos que β(b,c,0) =

r0 = f (k1, ..., kn,0) = g(k1, ..., kn). Logo, da representatividade de β e g em
P , segue que P `LA Bt(b,c,0, r0)∧G(k1, ..., kn, r0), e pela regra de quantifi-
cadores EG obtemos

P `LA ∃w(Bt(b,c,0,w)∧G(k1, ..., kn,w)). (5.8)

Além disso, como rp = f (k1, ..., kn,p) =m, então β(b,c,p) =m. Assim,

P `LA Bt(b,c,p,m). (5.9)

E para i ∈ {0, ...,p−1} temos que β(b,c, i) = ri = f (k1, ..., kn, i) e β(b,c, i + 1) =

ri+1 = f (k1, ..., kn, i + 1) = h(k1, ..., kn, i, f (k1, ..., kn, i)) = h(k1, ..., kn, i, ri). Disto
segue, por conjunção, que

P `LA Bt(b,c, i, r i)∧Bt(b,c, s(i), r i+1)∧H(k1, ..., kn, i, r i , r i+1).

Finalmente, da regra de quantificadores EG segue que

P `LA ∃y∃z(Bt(b,c,w,y)∧Bt(b,c, s(i), z)∧H(k1, ..., kn, i,y,z)).
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Sendo assim, dos dois parágrafos anteriores e do Lema 5.5 segue que

P `LA ∀w(w < p→∃y∃z(Bt(b,c,w,y)∧Bt(b,c, s(w), z)∧H(k1, ..., kn,w,y,z))).

(5.10)
Aplicando a regra de quantificadores EG na conjunção das afirmações
feitas em 5.8, 5.9 e 5.10 obtemos P `LA F (k1, ..., kn,p,m), como querı́amos.

(2) De P `LA R(k1, . . . , kn,p,m) segue, via aplicação da regra de quantifica-
dores EG, que P `LA ∃xn+2F (k1, ..., kn,p,xn+2). Sendo assim, resta mos-
trar a unicidade. Faremos isto por indução em p. Assuma então que
p = 0 e defina α = f (k1, ..., kn,0) = g(k1, ..., kn). Mostraremos que se P `LA
F (k1, ..., kn,p,xn+2) então xn+2 = α. Pela representabilidade de g segue
que α é o único número natural que satisfaz P `LA G(k1, ..., kn,α) e pelo
que vimos no item (i) temos que P `LA F (k1, ..., kn,0,α). Desta forma, por
EG existem constantes b e c tais que vale, em particular, as conjunções
∃w(Bt(b,c,0,w)∧G(k1, ..., kn,w)) e Bt(b,c,xn+1,xn+2). Se fixarmos, por EG,
uma constante w satisfazendo Bt(b,c,0,w)∧G(k1, ..., kn,w), pela unicidade
de α dada pela representabilidade de G obtemos que w = α, logo temos
que vale Bt(b,c,0,α). E por sua vez, pela representabilidade forte de β
por Bt, segue que xn+2 = α, como querı́amos para o caso base.

Suponha agora que P `LA ∃!xn+2F (k1, ..., kn,p,xn+2) e vejamos que P `LA
∃!xn+2F (k1, ..., kn,p+ 1,xn+2). Novamente, resta mostrar a unicidade. De-
fina α = g(k1, ..., kn),β = f (k1, ..., kn,p) e γ = f (k1, ..., kn,p+1) = h(k1, ..., kn,p,β).
Destas definições seguem que:

1. P `LA H(k1, ..., kn,p,β,γ)

2. P `LA G(k1, ..., kn,α)

3. P `LA F (k1, ..., kn,p,β)

4. P `LA F (k1, ..., kn,p+ 1,γ)

5. P `LA ∃!xn+2F (k1, ..., kn,p,xn+2)

Para mostrar a unicidade, suponha ainda que seja válido em P

6. F (k1, ..., kn,p+ 1,xn+2).

Mostremos que vale xn+2 = γ . De 6. e de EG temos existem b e c constan-
tes tais que:

a. P `LA ∃w(Bt(b,c,0,w)∧G(k1, ..., kn,w))
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b. P `LA Bt(b,c,p+ 1,xn+2)

c. P `LA ∀w(w < p+ 1→∃y∃z(Bt(b,c,w,y)∧Bt(b,c, s(w), z)∧H(k1, ..., kn,w,y,z).

E sendo p < p+ 1, então de (c) obtemos

d. P `LA ∀w(w < p→∃y∃z(Bt(b,c,w,y)∧Bt(b,c, s(w), z)∧H(k1, ..., kn,w,y,z).

Usando w = p em (c) e aplicando UI , existem números naturais d e e tais
que

e. P `LA Bt(b,c,p,d)∧Bt(b,c,p+ 1, e)∧H(k1, ..., kn,p,d,e).

Agora, de (a), (d) e (e) segue que

f. P `LA F (k1, ..., kn,p,d).

E pela unicidade dada (5) e de (f) e (3) inferimos que P `LA d = β. Disto e
de (e) inferimos que

g. P `LA H(k1, ..., kn,p,β,e).

ComoH representa h, obtemos de (1) e (g) que P `LA γ = e. Disto e de (e)

inferimos

h. P `LA Bt(b,c,p+ 1,γ).

ComoBt representa fortemente a função β, segue de (b) e de (h) que P `LA
xn+2 = γ , como querı́amos.

III. Operador de minimização restrito: seja g :Nn+1→N tal que, para quaisquer
números naturais x1, . . . ,xn exista um natural y tal que g(x1, . . . ,xn, y) = 0. Su-
ponhamos que g seja representada em P pela fórmula G(x1, ...,xn+2). Vamos
mostrar que f :Nn→N dada por

f (x1, ...,xn) = µy(g(x1, ...,xn, y) = 0)

é representada em P pela fórmula F (x1, ...,xn+1) dada por

G(x1, ...,xn+1,0)∧∀y(y < xn+1→¬G(x1, ...,xn, y,0)).

Para tal, sejam k1, ..., kn,m números naturais tais que f (k1, ..., kn) = m. Então
g(k1, ..., kn,m) = 0 e m é o menor número natural satisfazendo tal condição,
ou seja, para k < m temos que g(k1, ..., kn, k) , 0. Como G representa g segue
em P temos que P `LA G(k1, ..., kn,m,0) e, para k < m temos, pela Proposição
5.13, que P `LA ¬G(k1, ..., kn, k,0). Desta forma, segue do item 2 do Lema 5.5
que P `LA ∀y(y < m→ ¬G(k1, ..., kn, y,0)). Assim obtemos, por conjunção, que
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P `LA F (k1, ..., kn,m). Com isto mostramos a condição (1) da definição de re-
presentabilidade e, por meio de uma aplicação da regra de quantificadores EG,
obtemos P `LA ∃xn+1F (k1, ..., kn,xn+1). Sendo assim, resta verificar a unicidade.

Suponha então que G(k1, ..., kn,u,0)∧∀y(y < u→¬G(k1, ..., kn, y,0)) seja válido
em P . Pelo Teorema 5.4 (8) temos que

P `LA m < u ∨m = u ∨u < m. (5.11)

Note que ((A ∨ B ∨ C) ∧ (¬A) ∧ (¬C)) → B é uma tautologia e tome A como
m < u, B como m = u, e C como u < m. Por UI aplicado à segunda sentença
de G(k1, ..., kn,u,0) ∧ ∀y(y < u → ¬G(k1, ..., kn, y,0)) temos que P `LA m < u →
¬G(k1, ..., kn,m,0), e por contrapositiva e Modus Ponens segue que P `LA ¬(m <

u). De forma análoga, por UI, contrapositiva e Modus Ponens em P `LA ∀y(y <

m → ¬G(k1, ..., kn, y,0)) segue que P `LA ¬(u < m). Da tautologia dada pela
afirmação 5.11 segue que P `LA m = u, provando a unicidade desejada. �

Corolário 5.38 Toda relação recursiva é exprimı́vel em P .

Demonstração: Seja R uma relação recursiva em P . então χR é uma função recur-
siva. Pelo do 5.37, χR é representável e da Proposição 5.16 segue que R é exprimı́vel.
�

5.4 Números de Gödel

Vamos apresentar, nesta seção, uma das principais ferramentas para a demonstração
dos Teoremas da Incompletude: os números de Gödel. A ideia é associar a cada
sı́mbolo, fórmula e sequência de fórmulas de uma teoria de primeira ordem T um
inteiro positivo.

Para adequar a nossa teoria P de forma a obter unicidade na associação aos
núneros de Gödel, vamos reescrever LA = {a1, f

1
1 , f

2
1 , f

2
2 }, onde a1 é o sı́mbolo de

constante 0, f 1
1 é o sı́mbolo de função s, f 2

1 é o sı́mbolo de função + e f 2
2 é o sı́mbolo

de função ·.
E ainda, no que se segue, iremos flexibilizar o uso da palavra “expressão”3 para

abarcar qualquer sequência finita de sı́mbolos de L.

3Conceito definido na Definição 1.1 como um sinônimo para uma expressão bem formada.
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Definição 5.39 Seja T uma teoria de primeira ordem. A cada sı́mbolo u de T iremos asso-
ciar um inteiro positivo, denominado número de Gödel do sı́mbolo u e denotado por g(u),
da seguinte maneira:

• g(=) = 3;

• g(¬) = 5;

• g(∧) = 7;

• g(∨) = 9;

• g(⇒) = 11;

• g(↔) = 13;

• g(∀) = 15;

• g(∃) = 17;

• g(xk) = 13 + 8k, para k ≥ 1;

• g(ak) = 15 + 8k, para k ≥ 1;

• g(f nk ) = 1 + 8(2n3k), para k,n ≥ 1;

• g(pnk ) = 3 + 8(2n3k), para k,n ≥ 1.

Definição 5.40 Sejam T uma teoria de primeira ordem e u0u1...ur uma expressão de T
onde cada uj é um sı́mbolo de T . Definimos o número de Gödel de u0u1...ur , denotado por
g(u0u1...ur), da seguinte forma

g(u0u1...ur) = 2g(u0)3g(u1)...p
g(ur )
r

onde pj denota o j-ésimo número primo e p0 = 2.

Definição 5.41 Sejam T uma teoria de primeira ordem e e0, e1, ..., er uma sequência finita de
expressões de T . Definimos o número de Gödel de e0, e1, ..., er , denotado por g(e0, e1, ..., er),
da seguinte forma

g(e0, e1, ..., er) = 2g(e0)3g(e1)...p
g(ur )
r

onde pj denota o j-ésimo número primo e p0 = 2.
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Há diversas observações a serem feitas acerca da definição anterior. Primeiro,
note que, dado um sı́mbolo u qualquer de T , o número de Gödel de u é um inteiro
positivo ı́mpar. E ainda, o resto da divisão de g(u) por 8 é 5 quando u é uma variável,
7 quando u é um sı́mbolo de constante, 1 quando u é um sı́mbolo de função e 3

quando u é uma relação. Dessa forma, sı́mbolos diferentes possuem números de
Gödel diferentes.

Para as expressões, como a decomposição por fatores primos é única, temos
que expressões distintas possuem números de Gödel diferentes. Note também que
sı́mbolos e expressões possuem números de Gödel distintos, já que todo sı́mbolo
possui número de Gödel ı́mpar e o número de Gödel de cada expressão possui um
fator 2k em sua decomposição, com k ı́mpar, sendo, portanto, par. Um sı́mbolo u
pode ser considerado uma expressão constituı́da de um único sı́mbolo, e neste caso,
u irá possuir números de Gödel diferentes quando considerado como sı́mbolo e
quando considerado como expressão. Por exemplo, o sı́mbolo de variável x1 possui
número de Gödel 21 quando visto como um sı́mbolo, e número de Gödel 221 quando
visto como expressão unitária.

Para sequências de expressões, note que pela unicidade da decomposição por
fatores primos, sequências distintas possuem números de Gödel diferentes. Pelo
mesmo motivo apresentado no parágrafo anterior temos que as sequências de ex-
pressões possuem números de Gödel diferentes dos de sı́mbolos. E como expressões
possuem número de Gödel par, as sequências de expressões possuem um fator 2m

em sua decomposição, com m par, diferente do que ocorre com os números de
Gödel de expressões. Desta forma, as sequências de expressões possuem números
de Gödel distintos dos de expressões. E uma expressão vista como uma sequência
unitária de expressões terá número de Gödel diferente quando visto como expressão
e quando vista como sequência unitária de expressões.

Com isto concluı́mos que a função cujo domı́nio é o conjunto dos sı́mbolos, ex-
pressões e sequências finitas de expressões em T e cujo contradomı́nio é o conjunto
dos inteiros positivos, a qual associa a cada elemento do domı́nio seu respectivo
número de Gödel, é injetora.

Definição 5.42 Seja T uma teoria de primeira ordem. Dizemos que T possui um alfabeto
primitivo recursivo (respectivamente, recursivo) se as seguintes relações unárias são
primitivas recursivas (respectivamente, recursivas):

• C(x): x é o número de Gödel de um sı́mbolo de constante de T .

• F(x): x é o número de Gödel de um sı́mbolo de função de T .
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• R(x): x é o número de Gödel de um sı́mbolo de relação de T .

Teorema 5.43 A teoria P possui um alfabeto primitivo recursivo.

Demonstração: Basta notar que P possui uma quantidade finita de sı́mbolos de
constantes, funções e relações e, portanto, as relações C, F e R são subconjuntos
finitos de N. Do Teorema 5.25 segue que tais relações são primitivas recursivas. �

Um resultado intuitivo que usaremos no que se segue é o seguinte.

Teorema 5.44 Seja ϕ uma fórmula de uma teoria de primeira ordem L. Se T prova um
fecho universal de ϕ, então T prova todo fecho universal de ϕ.

Demonstração: Sejam ψ e φ fechos universais de ϕ. Pelo Teorema 2.16 temos que
ψ e φ são logicamente equivalentes, isto é T � ψ↔ φ. Do Teorema da Completude
segue que T `L ψ↔ φ. Por hipótese, T `L ψ, portanto segue por Modus Ponens que
T `L φ. �

Teorema 5.45 Seja T uma teoria de primeira ordem com um alfabeto primitivo recursivo
(respectivamente, recursivo). As seguintes relações e funções são primitivas recursivas (res-
pectivamente, recursivas):

1. EV(x): x é o número de Gödel de uma expressão constituı́da por um único sı́mbolo de
variável.

2. EC(x): x é o número de Gödel de uma expressão constituı́da por um único sı́mbolo de
constante.

3. EF(x): x é o número de Gödel de uma expressão constituı́da por um único sı́mbolo de
função.

4. ER(x): x é o número de Gödel de uma expressão constituı́da por um único sı́mbolo de
relação.

5. A função Argf (x) definida da seguinte maneira: se x é o número de Gödel do sı́mbolo
de função f nj , então Argf (x) = n.

6. A função Argr(x) definida da seguinte maneira: se x é o número de Gödel do sı́mbolo
de relação pnj , então Argr(x) = n.

7. Gd(x): x é o número de Gödel de uma expressão em T .

8. MP(x,y,z): x é o número de Gödel de uma fórmula ϕ, z é o número de Gödel de uma
fórmula ψ e y é o número de Gödel da fórmula ϕ→ ψ.
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9. Trm(x): x é o número de Gödel de uma expressão que é um termo de T .

10. Atfml(x): x é o número de Gödel de uma fórmula atômica de T .

11. Fml(x): x é o número de Gödel de uma fórmula de T .

12. Sub(x,y,u,v): y é o número de Gödel de uma expressão ϕ, u é o número de Gödel de
uma expressão que é um termo t, v é o número de Gödel de uma variável w e x é o
número de Gödel da expressão [ϕ]tw.

13. A função Sub(y,u,v) definida da seguinte maneira: se y é o número de Gödel de uma
expressão ϕ(w), u é o número de Gödel de um termo t, v é o número de Gödel de uma
variável w e x é o número de Gödel da expressão [ϕ]tw, então Sub(y,u,v) = x.

14. Fr(y,v): y é o número de Gödel de uma fórmula ou de uma expressão que é um termo
de T que contém ocorrências livres da variável com número de Gödel v.

15. Ff(u,v,w): u é o número de Gödel de uma expressão que é um termo que é livre para a
variável com número de Gödel v na fórmula com número de Gödel w.

16. A função Neg(x), que retorna o número de Gödel da expressão ¬ϕ, onde ϕ é a ex-
pressão com número de Gödel x.

17. A função Cond(x,y), que retorna o número de Gödel da expressão ϕ→ ψ, onde ϕ é a
expressão com número de Gödel x e ψ é a expressão com número de Gödel y.

18. A função Clos(u), que retorna o número de Gödel do fecho universal no qual as
variáveis aparecem em ordem decrescente da fórmula cujo número de Gödel é u.

19. LAx(x): x é o número de Gödel de um axioma lógico de T , onde T é uma teoria na
linguagem LA.

Demonstração: Mostraremos que tais funções são primitivas recursivas assumindo
que T possui um alfabeto primitivo recursivo, e para a recursividade a prova é igual
— a recursividade seguirá do fato de C, F e R serem recursivas, ao invés de primi-
tivas recursivas. A estratégia é escrevê-las usando outras funções e relações que já
sabemos que são primitivas recursivas, tais como relações com quantificadores li-
mitados (dado pelo Teorema 5.26) e a disjunção e conjunção de relações recursivas
(dado pelo Teorema 5.24). Mostraremos alguns itens de forma detalhada e indicare-
mos os que podem ser mostrados de forma análoga.
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1. EV(x): seja x o número de Gödel de uma expressão constituı́da de um único
sı́mbolo de variável, digamos v. Então o número de Gödel do sı́mbolo v é
13 + 8z é para algum z ≥ 1. E assim o número de Gödel x da expressão v é
213+8z. Por indução podemos mostrar que, para todo z natural, ocorre z < 2z,
e como z ≤ 13 + 8z, segue que z < 213+8z = x. Logo, podemos nos limitar a
z < x, sem perda de generalidade. Defina agora a relação unária E da seguinte
forma: x ∈ E exatamente quando ∃zz<x(1 ≤ z ∧ x = 213+8z). Com o que vimos
acima segue que EV ⊆ E. E note que vale a inclusão reversa, pois se existe
z < x satisfazendo z ≥ 1 e x = 213+8z então x é o número de Gödel da expressão
constituı́da do único sı́mbolo de variável z. Logo EV = E.

Vejamos agora que a relação R(x,z) dada por 1 ≤ z∧ x = 213+8z é primitiva re-
cursiva. Pelo Teorema 5.19 temos que a função identidade i, as funções cons-
tantes e a função produto são primitivas recursivas. Dessa forma, obtemos por
substituição que a função 8z = ·(8, z) é primitiva recursiva. Também temos que
a soma é uma função primitiva recursiva, logo obtemos por substituição que a
função 13 + 8z = +(13,8z) é primitiva recursiva. Assim a função 213+8z é uma
substituição das funções primitivas recursivas 2 e 13 + 8z na função primitiva
recursiva exponencial uv , e portanto a função 213+8z é também primitiva re-
cursiva. Assim, pelo Teorema 5.27 segue que a relação x = 213+8z é primitiva
recursiva. E ainda, a relação 1 ≤ z é a abreviação de 1 = z∨ 1 < z. A igualdade
e a relação < são primitivas recursivas, logo, por substituição obtemos que as
relações 1 = z e 1 < z são primitivas recursivas. Logo, temos que a relação
1 ≤ z é a disjunção de relações primitivas recursivas e pelo Teorema 5.24 é
também primitiva recursiva. Por este mesmo teorema, segue que a relação
1 ≤ z ∧ x = 213+8z é primitiva recursiva. Agora note que, pelo Teorema 5.26,
a relação dada pelo quantificador existencial limitado ∃zz<xR(x,z) é primitiva
recursiva desde que a relação R(x,z) seja primitiva recursiva. Do que segue
acima, temos portanto que ∃zz<x(1 ≤ z ∧ x = 213+8z) é uma relação primitiva
recursiva. Como já havı́amos visto que EV(x) vale exatamente quando temos
∃zz<x(1 ≤ z∧x = 213+8z), segue portanto que EV é uma relação primitiva recur-
siva.

2. EC(x): seja x o número de Gödel de uma expressão dada por um único sı́mbolo
de constante c. Então se y for o número de Gödel do sı́mbolo c vale C(y) e o
número de Gödel da expressão constituı́da pelo sı́mbolo c é 2y . Como vimos
no item anterior, podemos considerar, sem perda de generalidade, que y < 2y .
Dessa forma EC é dada pela relação ∃yy<x(C(y) ∧ x = 2y). De forma análoga
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ao caso anterior verifica-se que tal relação é primitiva recursiva, se valendo da
hipótese de que C é uma relação primitiva recursiva.

3. EF(x): seja x o número de Gödel de uma expressão constituı́da por um único
sı́mbolo de função. Temos que EF(x) é dada pela relação ∃yy<x(F(y)∧ x = 2y).
Como F é, por hipótese, primitiva recursiva, segue que EF é primitiva recur-
siva.

4. ER(x): seja x o número de Gödel de uma expressão constituı́da por um único
sı́mbolo de relação. Temos que ER(x) é dada pela relação ∃yy<x(R(y) ∧ x =

2y). Como R é, por hipótese, primitiva recursiva, segue que ER é primitiva
recursiva.

5. Argf (x): seja x o número de Gödel do sı́mbolo de função f nj . Note que Argf (x) =

qt(8,x−̇1)0, e vimos no Teorema 5.19 que as funções −̇ e qt são primitivas re-
cursivas. Portanto Argf é primitiva recursiva.

6. Argr(x): seja x o número de Gödel do sı́mbolo de relação pnj . Basta notar que
Argr(x) = qt(8,x−̇3)0.

7. Gd(x): seja x o número de Gödel de uma expressão de T . As expressões
que consistem de um único sı́mbolo são constituı́das de um sı́mbolo lógico,
sı́mbolo de função ou sı́mbolo de relação. Assim, se uma expressão é cons-
tituı́da por um único sı́mbolo, podemos representá-la pela relação EV(x) ∨
EC(x) ∨EF(x) ∨ ER(x) ∨ x = 23∨ x = 25∨ x = 27∨ x = 29∨ x = 211. Para
expressões constituı́das por dois ou mais sı́mbolos, pela regra de formação
de expressões, conseguimos definir o número de Gödel desta expressão com a
concatenação do número de Gödel das expressões mais simples que a compõem.
Neste caso, temos que ∃uu<x∃vv<x(x = u ∗ v ∧Gd(u)∧Gd(v)). Vejamos então
que a seguinte relação (que expressa Gd(x)) é primitiva recursiva:

EV(x)∨EC(x)∨EF(x)∨ER(x)∨ x = 23 ∨ x = 25 ∨ x = 27 ∨ x = 29 ∨ x = 211∨

x = 213 ∨ x = 215 ∨ x = 217 ∨∃uu<x∃vv<x(x = u ∗ v ∧Gd(u)∧Gd(v)).

Das funções e relações utilizadas acima, o único trecho que nos impede de
afirmar a recursividade primitiva da expressão é a relação Gd(u) para cada
u < x. A priori, somente a regra de recursão não é suficiente para garantir
que essa expressão seja primitiva recursiva (pois a recursão usa a avaliação
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somente no termo com número de Gödel imediatamente anterior a y), mas o
Teorema 5.33 nos permitirá concluir a recursividade primitiva.

Denotando por χGd a função caracterı́stica de Gd, e χGd# como na Definição
5.31, fixado u < x note que:

((χGd)#(x))u =
(∏
k<x

p
χGd(k)
k

)
u
= χGd(u) =

1, se vale Gd(u),

0, caso contrário.

Dessa forma, vale Gd(u) se, e somente se, ((χGd)#(x))u = 1. Defina agora a
relação H(x,z) por:

EV (x)∨EC(x)∨EF(x)∨ER(x)∨ x = 23 ∨ x = 25 ∨ x = 27 ∨ x = 29 ∨ x = 211∨

x = 213 ∨ x = 215 ∨ x = 217 ∨∃uu<x∃vv<x(x = u ∗ v ∧ (z)u = 1 ∧ (z)v = 1).

Do que vimos acima, vale Gd(x) se, e somente se, vale H(x, (χGd)#(x)). E note
que H(x,z) é primitiva recursiva, pois se vale de funções e relações que já sa-
bemos serem primitivas recursivas. Assim, segue do Teorema 5.33 que Gd(x)

é primitiva recursiva.

8. MP(x,y,z): seja x o número de Gödel da expressão ϕ, z o número de Gödel da
expressão ψ e y o número de Gödel da expressão ϕ→ ψ. Então vale MP(x,y,z)

se, e somente se, vale Gd(x)∧Gd(z)∧y = 211 ∗ x ∗ z. Como Gd é uma relação
primitiva recursiva, segue que MP é uma relação primitiva recursiva.

9. Trm(x): sejam τ um termo de T e x o número de Gödel da expressão dada por
τ . Pelo Teorema 1.10, τ é uma variável, um sı́mbolo de constante, ou existe um
sı́mbolo de função f nk e termos τ1, ..., τn tais que τ é o termo f nk τ1...τn. Os dois
primeiros casos valem quando EV(x)∨EC(x).
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Para o terceiro caso, considere a seguinte sequência.

1. f nk

2. f nk τ1

3. f nk τ1τ2

...

n. f nk τ1τ2...τn−1

n+ 1. f nk τ1τ2...τn−1τn

Note que x é o número de Gödel do termo f nk τ1...τn exatamente quando: x é o
número de Gödel da última expressão da sequência acima (cujo comprimento
é n + 1), isto é, x = (y)lh(y)−̇1, onde y é o número de Gödel desta sequência; n
é a aridade do sı́mbolo de função f nk , e portanto vale lh(y) = Argf ((x)0) + 1; a
primeira expressão da sequência acima possui comprimento 1 e é constituı́da
de um sı́mbolo de função n-ária, isto é, F(((y)0)0) ∧ lh((y)0) = 1; e as demais
expressões desta sequência são formadas pela concatenação de um termo à
expressão anterior, isto é, ∀uu<lh(y)−̇1∃vv<u((y)u+1 = (y)u ∗ v ∧ T rm(v)).

Note agora que se xi for o número de Gödel da i-ésima expressão da lista
acima, então ocorre xi < xj se i < j. Desta forma vale que xi < x para cada
i ∈ 1, ...,n. Logo, segue que y < 2x3x...pxn = (2 ·3 · ... ·pn)x < (pn!)x < (px!)x, onde a
última desigualdade vale pois n < x ( já que x = 2x13x2 ...pxn+1

n e, em geral, n ≤ pn
para n ≥ 1). Portanto podemos nos limitar aos valores de y que satisfazem
y < (px!)x.

Sendo assim, de forma geral, a relação Trm(x) pode ser escrita da seguinte
forma:

EV(x)∨EC(x) ∨ ∃yy<(px!)x(x = (y)lh(y)−̇1 ∧ lh(y) = Argf ((x)0) + 1 ∧ F(((y)0)0) ∧

lh((y)0) = 1 ∧∀uu<lh(y)−̇1∃vv<x((y)u+1 = (y)u ∗ v ∧ T rm(v))).

Das funções e relações utilizadas acima, o único trecho que nos impede de
afirmar a recursividade primitiva da expressão é a relação Trm(v) para v < u.
Note que, como u <lh(y)−̇1 = n ≤ pn ≤ y, então u < y. Estamos portanto usando
a avaliação de Trm em todos os termos τi (e fazemos isso variando u < y)
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para definir Trm em f τ1...τn. De forma análoga ao que fizemos para a relação
Gd, podemos concluir a recursividade primitiva dessa relação utilizando o
Teorema 5.33.

10. Atfml(x): seja x o número de Gödel de uma fórmula atômica de T . Então ou tal
fórmula é da forma = τ1τ2, com τ1, τ2 termos, e neste caso vale ∃uu<x∃vv<x(x =

23 ∗ u ∗ v ∧ T rm(u) ∧ T rm(v)), ou então existe um sı́mbolo de relação pkn e
termos τ1, ..., τn tais que tal fórmula é da forma pknτ1...τn. Neste caso, de forma
análoga à relação Trm, considere a seguinte sequência de expressões.

1. pnk

2. pnkτ1

3. pnkτ1τ2

...

n. pnkτ1τ2...τn−1

n+ 1. pnkτ1τ2...τn−1τn

Como visto na demonstração da relação Trm, x é o número de Gödel da última
expressão da sequência acima, y é o número de Gödel da sequência e pode-
mos supor y < (px!)x. Desta forma temos que x = (y)lh(y)−̇1. Note que a ari-
dade do sı́mbolo de relação é n (logo n = Argp((x)0)) e a sequência acima tem
n + 1 elementos, logo lh(y) = Argp((x)0) + 1. E ainda, a primeira expressão
da sequência acima possui comprimento 1 e é constituı́da de um sı́mbolo de
relação n-ária, logo vale R(((y)0)0)∧ lh((y)0) = 1. E ainda, as demais expressões
desta sequência são formadas pela concatenação de um termo à expressão an-
terior, isto é, ∀uu<lh(y)−̇1∃vv<u((y)u+1 = (y)u ∗ v ∧ T rm(v)).

De forma análoga à demonstração dada na relação Trm(x) mostra-se que se-
guinte expressão, que expressa a relação Atfml(x), é primitiva recursiva:

∃uu<x∃vv<x(x = 23 ∗u ∗ v ∧ T rm(u) ∧ T rm(v)) ∨

∃yy<(px!)x(x = (y)lh(y)−̇1 ∧ lh(y) = Argp((x)0) + 1 ∧

R(((y)0)0) ∧ lh((y)0) = 1 ∧∀uu<lh(y)−̇1∃vv<x((y)u+1 = (y)u ∗ v ∧ T rm(v))).
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11. Fml(y): seja x o número de Gödel de uma fórmula ϕ de T . Pela Definição 1.8
temos que ϕ é uma fórmula atômica, e neste caso vale Atfml(x), ou existem
fórmulas ψ1,ψ2 tais que ϕ é uma das seguintes fórmulas: ¬ψ1, ∧ψ1ψ2, ∨ψ1ψ2,
→ ψ1ψ2, ↔ ψ1ψ2, ∀yψ1 ou ∃yψ1. Cada um destes casos pode ser expresso,
respectivamente, pelas seguintes relações:

∃z(Fml(z)∧ y = 25 ∗ z)

∃z0∃z1(Fml(z0)∧Fml(z1)∧ y = 27 ∗ z0 ∗ z1)

∃z0∃z1(Fml(z0)∧Fml(z1)∧ y = 29 ∗ z0 ∗ z1)

∃z0∃z1(Fml(z0)∧Fml(z1)∧ y = 211 ∗ z0 ∗ z1)

∃z0∃z1(Fml(z0)∧Fml(z1)∧ y = 213 ∗ z0 ∗ z1)

∃z0∃z1(Fml(z0)∧EV(z1)∧ y = 215 ∗ z0 ∗ z1)

∃z0∃z1(Fml(z0)∧EV(z1)∧ y = 217 ∗ z0 ∗ z1)

Se ϕ é uma sequência unitária de sı́mbolo, então ϕ é uma fórmula atômica e
vale Atfml(y) ∨ ∃zz<3y ((Fml(z) ∧ y = 25 ∗ z). Se ϕ é uma sequência com dois
ou mais sı́mbolo, existe z que é o número de Gödel de uma expressão (para
contemplar o caso da negação) ou o número de Gödel de uma sequência de
expressões (para contemplar os demais casos que necessitam de 2 expressões).
Caso z seja uma sequência de expressões, precisamos de, no mı́nimo, uma
sequência com 2 expressões. Suponha assim que tenhamos z o número de
Gödel de uma sequência com 2 expressões de tal forma que (z)0 = 2a0 · ... · pann
e (z)1 = 2b0 · ... · pbll . Então z = 2(z)0 · 3(z)1 = 22a0 ·...·pann · 32b0 ·...·pbll . Para o caso
da conjunção temos que y é da seguinte forma: y = 27 · 3a0 · ... · pann+1 · p

b0
n+2 ·

... · pbll+n+1. Logo temos que: z = 2(z)0 · 3(z)1 < 3(z)0 · 3(z)1 = 3(z)0+(z)1 < 3(z)0·(z)1 =

32a0 ·...·pann ·2b0 ·...·pbll < 327·3a0 ·...·pann+1·p
b0
n+2·...·p

bl
l+n+1 = 3y .

Para os demais tipos de fórmulas se mostra de forma análoga que podemos
supor sem perda de generalidade que z < 3y . Com isto podemos reformular a
relação Fml(y) da seguinte forma:

Atfml(y)∨∃zz<3y ((Fml(z)∧y = 25∗z) ∨ (Fml((z)0)∧Fml((z)1)∧y = 27∗(z)0∗(z)1) ∨

(Fml((z)0)∧Fml((z)1)∧y = 29∗(z)0∗(z)1) ∨ (Fml((z)0)∧Fml((z)1)∧y = 211∗(z)0∗(z)1) ∨
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(Fml((z)0)∧Fml((z)1)∧y = 213∗(z)0∗(z)1) ∨ (Fml((z)0)∧Fml((z)1)∧y = 215∗(z)0∗(z)1) ∨

(Fml((z)0)∧Fml((z)1)∧ y = 217 ∗ (z)0 ∗ (z)1)).

Note que em todos os casos usamos recursivamente o valor de Fml calculado
em um número de Gödel estritamente menor que y: no primeiro caso usa-
mos Fml(z) onde y = 25 ∗ z e portanto z < y, e nos demais usamos Fml((z)0)
e Fml((z)1) onde y = 2i ∗ (z)0 ∗ (z)1 e portanto (z)0 < y e (z)1 < y. Desta forma
a recursividade primitiva da relação acima segue, de forma análoga ao que
fizemos anteriormente, do Teorema 5.33.

12. Subst(x,y,z,v): seja y o número de Gödel de uma expressão ϕ, u o número de
Gödel de um termo t e v o número de Gödel de uma variável w. Então va-
lem Gd(y), Trm(u) e EV(2v). Como feito nas demonstrações anteriores, nossa
estratégia para avaliar a substituição de uma variável por um termo será par-
tir a expressão em expressões com número de Gödel estritamente menor que
o número de Gödel da expressão inicial para que possamos aplicar recursivi-
dade nestas novas menores, avaliar a substituição das ocorrências livres de w
por t e invocar o Teorema 5.33. Para isto, trataremos primeiro o caso em que
ϕ é uma expressão com um único sı́mbolo. Nesta caso há duas possibilidades:
ϕ é a expressão constituı́da pelo sı́mbolo w ou ϕ é a expressão constituı́da por
um sı́mbolo diferente de w. No primeiro caso a substituição [ϕ]tw resulta na
expressão t, e então x, o número de Gödel de [ϕ]tw, é igual a u. Assim vale que
y = 2v ∧ x = u. No segundo caso, a substituição [ϕ]tw não muda a fórmula ϕ, e
portanto o número de Gödel da expressão [ϕ]tw é ainda y, e existe algum s que
é o número de Gödel do sı́mbolo que constitui ϕ e y = 2s. Vale portanto que
∃ss<y(y = 2s ∧ y , 2v ∧ x = y).

Já tratamos o caso em queϕ é uma expressão constituı́da por um único sı́mbolo.
Vamos considerar agora que ϕ possui ao menos dois sı́mbolos. Suponha, por
exemplo, que ϕ seja a fórmula ∀w = ww (isto é, ∀w(w = w) na notação usual).
Ao tentar partir esta expressão em duas expressões menores poderı́amos ten-
tar separar nas expressões ∀ e w = ww. Mas note que na segunda expressão a
ocorrência de w é livre, sendo assim ao realizar a substituição das ocorrências
livres dew por t obterı́amos a expressão t t = t, quando na verdade estamos in-
teressados na substituição [ϕ]tw que é a própria fórmula ϕ, já que a ocorrência
de w não é livre. O mesmo problema iria ocorrer se ϕ fosse uma fórmula ou
uma expressão que se inicie com um quantificador existencial.
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Para evitar que isto ocorra, vamos separar em dois casos: quando ϕ é uma
expressão que se inicia com um quantificador universal ou existencial com
w sendo a variável que segue os sı́mbolos ∀ e ∃, e quando isto não ocorre.
No primeiro caso iremos manter a numeração de Gödel da fórmula inicial e
usar a recursividade no restante da expressão, e no segundo caso olharemos
para as subexpressões formadas pelo primeiro sı́mbolo de ϕ e pelo restante
dos sı́mbolos (lembre-se de que estamos no caso em que ϕ possui ao menos 2
sı́mbolos).

(a) Caso 1: existe uma fórmula ψ com número de Gödel s tal que ϕ se inicia
com a fórmula ∀wψ ou ∃wψ. Neste caso note que podemos expressar a
relação Subst(x,y,u,v) pela seguinte relação:

∃zz<y∃ss<y(Fml(s) ∧ (y = 215 ∗ 2v ∗ s ∗ z∨ y = 217 ∗ 2v ∗ s ∗ z)∧

∃αα<x((x = 215 ∗ 2v ∗ s ∗α ∨ x = 217 ∗ 2v ∗ s ∗α) ∧ Subst(α,z,u,v))).

(b) Caso 2: não existe uma fórmula ψ com número de Gödel s tal que ϕ se
inicia com a fórmula ∀wψ ou ∃wψ. Neste caso iremos separar a subex-
pressão dada pelo primeiro sı́mbolo da expressão ϕ, que tem número de
Gödel (y)0, e vamos analisar separadamente as substituições dadas por
Subst nessa expressão e na expressão formada pelo restante da expressão
ϕ. Note então que podemos expressar relação Subst(x,y,u,v) pela se-
guinte relação:

¬(∃zz<y∃ss<y(Fml(s) ∧ (y = 215 ∗ 2v ∗ s ∗ z∨ y = 217 ∗ 2v ∗ s ∗ z)) ∧

∃αα<x∃ββ<x∃zz<y(1 < z ∧ y = 2(y)0 ∗ z ∧ x = α ∗β ∧ Subst(α,2(y)0 ,u,v) ∧

Subst(β,z,u,v))).

Com isto, podemos expressar Subst(x,y,u,v) da seguinte forma:

Gd(y)∧Trm(u)∧EV(2v)∧ ((y = 2v ∧ x = u) ∨ ∃ss<y(y = 2s ∧ y , 2v ∧ x = y) ∨

∃zz<y∃ss<y(Fml(s) ∧ (y = 215 ∗ 2v ∗ s ∗ z∨ y = 217 ∗ 2v ∗ s ∗ z)∧

∃αα<x((x = 215 ∗ 2v ∗ s ∗α ∨ x = 217 ∗ 2v ∗ s ∗α) ∧ Subst(α,z,u,v))) ∨

¬((∃zz<y∃ss<y(Fml(s) ∧ (y = 215 ∗ 2v ∗ s ∗ z∨ y = 217 ∗ 2v ∗ s ∗ z)) ∧
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∃αα<x∃ββ<x∃zz<y(1 < z ∧ y = 2(y)0 ∗ z ∧ x = α ∗ β

∧ Subst(α,2(y)0 ,u,v) ∧ Subst(β,z,u,v)))))

Resta agora verificar que tal relação é primitiva recursiva. Note que não pode-
mos usar diretamente o Teorema 5.33 pois estamos usando a recursividade si-
multânea dos dois primeiros argumentos de Subst. Considere a relação R(q,u,v)

dada por:

Gd((q)1)∧Trm(u)∧EV(2v)∧
(
((q)1 = 2v ∧ (q)0 = u) ∨

∃ss<(q)1
((q)1 = 2s ∧ (q)1 , 2v ∧ (q)0 = (q)1) ∨

∃zz<(q)1
∃ss<(q)1

(Fml(s) ∧ ((q)1 = 215 ∗ 2v ∗ s ∗ z∨ (q)1 = 217 ∗ 2v ∗ s ∗ z)∧

∃αα<(q)0
(((q)0 = 215 ∗ 2v ∗ s ∗α ∨ (q)0 = 217 ∗ 2v ∗ s ∗α) ∧ R(2α3z,u,v))) ∨

¬(∃zz<(q)1
∃ss<(q)1

(Fml(s) ∧ ((q)1 = 215 ∗ 2v ∗ s ∗ z∨ (q)1 = 217 ∗ 2v ∗ s ∗ z)) ∧

∃αα<(q)0
∃ββ<(q)0

∃zz<(q)1
(1 < z ∧ (q)1 = 2((q)1)0∗z ∧ (q)0 = α∗β ∧ R(2α32((q)1)0 ,u,v) ∧

R(2β3z,u,v)))
)
.

Pelo Teorema 5.33 temos que R(q,u,v) é uma relação primitiva recursiva, e
note que R(q,u,v) coincide com Subst(x,y,u,v) quando q = 2x3y . Desta forma
segue que Subst(x,y,u,v) é primitiva recursiva, como querı́amos.

13. Sub(x,y,u,v): sejam y o número de Gödel de uma expressão ϕ, u o número de
Gödel de um termo t e v o número de Gödel de uma variável w. Pela injetivi-
dade da numeração de Gödel, existe um único x que é o número de Gödel da
expressão [ϕ]tw. Vimos no Teorema 5.28 que o operador de minimização res-
trito é primitivo recursivo quando limitado. E ainda, como vimos acima que x
é único, tomar o menor x que satisfaz Subst(x,y,u,v) equivale a tomar o único
x que satisfaz tal condição. Temos portanto que:

Sub(y,u,v) = µxx<(puy !)uySubst(x,y,u,v),

e caso não exista um tal x que satisfaça Subst(x,y,u,v), definimos Sub(y,u,v)

como qualquer natural. E como já vimos que Subst é uma relação primitiva
recursiva, para concluir que a função Sub é primitiva recursiva basta justificar
a limitação x < (puy !)uy . Vamos analisar cada um dos casos que consideramos
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para a função Subst. Se x = u então x ≤ px < pxy = puy < puy ! < (puy !)uy . E se
x = y vale um argumento análogo. Vamos então analisar o caso em que ocorre
uma substituição não trivial (e onde ϕ não é uma expressão unitária).

Escreva x = 2a1 ∗ 2a2 ∗ ... ∗ 2ar . Como x é o número de Gödel do resultado da
substituição em ϕ de todas as ocorrências livres de w por t, então no máximo
cada sı́mbolo de ϕ (que tem número de Gödel y) será substituı́do por t (que
tem número de Gödel u). Logo temos que r < |u| · |y|, onde |y| e |u| representam,
respectivamente, a quantidade de fatores primos com expoentes não nulo na
fatoração de y e u (ou, equivalentemente, a quantidade de sı́mbolos em ϕ e em
t). E ainda, cada ai é o número de Gödel de um sı́mbolo que ocorre em t ou
em ϕ, logo ai ≤ y (note que a desigualdade é estrita pois já descartamos o caso
em que ϕ é uma expressão unitária) e ai ≤ u, assim, ai < uy. Portanto vale:

x = 2a1 ∗ 2a2 ∗ ... ∗ 2ar < 2uy · 3uy · ... · puyuy = (puy !)uy .

Com isto, concluı́mos a prova de que Sub é primitiva recursiva.

14. Fr(y,v): seja ϕ uma fórmula ou um termo com úmero de Gödel y que contém
ocorrência livre de uma variável x com número de Gödel v. Então vale Fml(y)

caso ϕ seja uma fórmula, ou Trm(y) caso ϕ seja um termo. E sendo x uma
variável com número de Gödel v, vale EV(2v). E ainda, se há ocorrência livre
de x emϕ, então se fizermos a substituição [ϕ]τx onde τ é um termo constituı́do
por uma única variável diferente de x, então a expressão [ϕ]τx terá número de
Gödel diferente de y, pois iremos obter uma expressão diferente. Notando
que, para todo número natural v, temos que 13+8v é um número estritamente
maior que v, e ainda é o número de Gödel de uma variável, e portanto repre-
senta uma variável diferente de x, temos que vale ¬Subst(y,y,213+8v ,v) (isto
é, a substituição em ϕ de todas as ocorrências livres de x por uma variável
diferente de x resulta necessariamente em uma expressão diferente).

Portanto Fr(y,v) pode ser expresso pela seguinte relação:

(Fml(y)∨Trm(y))∧EV(2v)∧¬Subst(y,y,213+8v ,v).

Como já vimos que Fml, Trm, EV e Subst são primitivas recursivas, segue que
Fr também é.

15. Ff(u,v,w): sejam τ um termo livre para uma variável x em uma fórmula ϕ,
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onde u é o número de Gödel de τ , w o número de Gödel de ϕ e v o número
de Gödel da variável x. Então valem Trm(u) ∧ EV(2v) ∧ Fml(w). Como fize-
mos antes, iremos partir a fórmula ϕ em expressões menores de modo que a
recursividade dada pelo Teorema 5.33 garanta o resultado nestas expressões
menores. Para isso, trataremos cada um dos tipos de fórmulas de acordo com
sua regra de formação.

Para o caso em que ϕ é uma fórmula atômica vale Atfml(w). O caso em que ϕ
é do tipo¬ψ, se tomarmos por y o número de Gödel de ψ, temos que w = 25 ∗y
valendo Ff(u,v,y). O caso em que ϕ é de algum dos tipos ∧ψ1ψ2, ∨ψ1ψ2,
→ ψ1ψ2,↔ ψ1ψ2 pode ser expresso pela seguinte relação:

∃yy<w∃zz<w(Ff(u,v,y)∧Ff(u,v,z)∧ (w = 27 ∗ y ∗ z ∨ w = 29 ∗ y ∗ z ∨

w = 211 ∗ y ∗ z ∨ w = 213 ∗ y ∗ z)).

E o caso em que ϕ é da forma ∀zψ ou ∃zψ, para alguma variável z, são os casos
em que é necessário um cuidado especial. Vamos fazer detalhadamente o caso
em que ϕ é do tipo ∀zψ e o outro caso segue de forma análoga.

Sendo τ um termo livre para x em ϕ, temos que se z ocorre em τ então ne-
nhuma ocorrência livre de x ocorre emϕ. E como τ é um termo, toda ocorrência
de uma variável é livre, e portanto podemos reformular esta afirmação da se-
guinte maneira: se z ocorrer de forma livre em τ , então x não ocorre de forma
livre em ψ, isto é, Fr(u,z)→¬Fr(y,v).

Mas ainda temos que analisar a ocorrência de quantificadores existenciais ou
universais dentro da fórmula ψ (e aı́ podemos usar a recursividade dada pelo
Teorema 5.33). Há duas possibilidades: z = x ou z , x. Se z = x, então x ocorre
de forma limitada em ϕ, e neste caso, não há nada a se fazer. Se z , x, então
temos que τ é livre para x em ψ, e portanto vale z , v→ Ff(u,v,y).

Sendo assim, quandoϕ é da forma ∀zψ, podemos representar a relação Ff(u,v,w)

por

∃yy<w∃zz<w(w = 215∗2z ∗y∧EV(2z)∧(z , v→ Ff(u,v,y))∧(Fr(u,z)→¬Fr(y,v))).

O raciocı́nio para quando ϕ é da forma ∃zψ é semelhante, o que nos dá, no
caso geral para ϕ da forma ∀zψ ou ∃zψ, a seguinte relação:

∃yy<w∃zz<w((w = 215 ∗ 2z ∗ y ∨w = 217 ∗ 2z ∗ y)∧EV(2z)∧
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(z , v→ Ff(u,v,y))∧ (Fr(u,z)→¬Fr(y,v))).

E, de forma geral, Ff(u,v,w) pode ser dada por:

Trm(u)∧EV(2v)∧Fml(w)∧ (Atfml(w) ∨ ∃yy<w(w = 25 ∗ y ∧Ff(u,v,y)) ∨

∃yy<w∃zz<w(Ff(u,v,y)∧Ff(u,v,z)∧(w = 27∗y ∗z ∨ w = 29∗y ∗z ∨ w = 211∗y ∗z ∨

w = 213 ∗ y ∗ z)) ∨

∃yy<w∃zz<w((w = 215 ∗ 2z ∗ y ∨w = 217 ∗ 2z ∗ y)∧EV(2z)∧ (z , v→ Ff(u,v,y))∧

(Fr(u,z)→¬Fr(y,v)))).

Segue então do Teorema 5.33 (e dos itens anteriores) que Ff é primitiva recur-
siva.

16. Neg(x): seja ϕ uma expressão com números de Gödel x. Basta notar que
Neg(x) = 25 ∗ x.

17. Cond(x,y): sejam ϕ e ψ expressões com número de Gödel x e y, respectiva-
mente. Basta notar que Cond(x,y) = 211 ∗ x ∗ y.

18. Clos(u): seja ϕ uma fórmula com número de Gödel u. Defina primeiro V(u) =

µvv≤u(EV(2v)∧ Fr(u,v)). Temos que V(u) expressa o menor número de Gödel
de uma variável que ocorre de forma livre em ϕ — e caso uma tal variável não
exista, dê quaquer valor natural para V (u). Por exemplo, para uma fórmula ψ
onde há ocorrência livre somente das variáveis x2,x3 e x6, temos que V(g(ϕ)) =

g(x2). Já vimos que EV e Fr são relações primitivas recursivas, e o opera-
dor de minimização restrito também é, quando limitado. Logo V(u) é pri-
mitiva recursiva. Defina agora Sent(u) = Fml(u)∧¬(∃vv≤uFr(u,v)). Temos que
Sent(u) expressa quando a fórmula ϕ é uma sentença ou não (isto é, quando
há ocorrência de alguma variável livre em ϕ ou não). Sendo Fml e Fr relações
primitivas recursivas, assim como quantificadores limitados, segue que Sent é
uma relação primitiva recursiva. Defina assim a seguinte função:

G(u) =

215 ∗ 2V (u) ∗u, se Fml(u)∧¬Sent(u)

u, caso contrário.

Isto é, se φ é uma fórmula que não é uma sentença, então olhamos para a
variável (que ocorre livremente em φ) com o menor número de Gödel, diga-
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mos x, e retornamos em G(u) o número de Gödel da fórmula ∀xφ. E caso φ
seja uma sentença, retornamos em G(u) o próprio u. Pelo Exemplo 5.19, itens
2,4,5 e 10 e por substituição segue que G(u) é primitiva recursiva.

A ideia é olhar para a fórmula inicial e adicionar o fecho de cada uma das
variáveis livres que ocorrem nesta fórmula em ordem decrescente, e obter, ao
final, a sentença dada pelo fecho universal da fórmula inicial. Faremos isto
usando recursão. Defina a relaçãoH dada, recursivamente, da seguinte forma:

H(u,0) = G(u),

H(u,y + 1) = G(H(u,y)).

Por recursão, substituição e pelo que vimos acima, temos que H é primitiva
recursiva. Por fim, note que:

Clos(u) =H(u,µyy≤uH(u,y) =H(u,y + 1)).

Para o exemplo do inı́cio, onde ψ era uma fórmula que tinha ocorrências livres
somente das variáveis x2,x3 e x6, se tomarmos por u o número de Gödel de ψ,
temos que vale:

H(u,0) = G(u) = g(∀x2ψ).

H(u,1) = G(H(u,0)) = G(g(∀x2ψ)) = g(∀x3∀x2ψ).

H(u,2) = G(H(u,1)) = G(g(∀x3∀x2ψ)) = g(∀x6∀x3∀x2ψ).

H(u,3) = G(H(u,2)) = G(g(∀x6∀x3∀x2ψ)) = g(∀x6∀x3∀x2ψ).

Logo, Clos(u) =H(u,3) = g(∀x6∀x3∀x2ψ).

Por fim, como vimos que H é primitiva recursiva, assim como o operador
de minimização restrito limitado, segue, por substituição, que Clos(u) é uma
relação primitiva recursiva.

19. Os axiomas lógicos são sentenças que são fechos universais de certos tipos de
fórmula, descritas na Definição 3.2. Note que o primeiro item da nossa lista de
axiomas lógicos trata de todas as tautologias. Segue do Teorema 6.7 que todas
as tautologias podem ser provadas por Modus Ponens a partir de 9 tautolo-
gias. Assim, para provarmos este item, iremos mostrar a recursividade destas
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9 tautologias. E ainda, nosso conjunto de axiomas abrangia todo fecho uni-
versal de um dos esquemas dados na Definição 3.2. Para fins práticos, iremos
considerar somente o fecho universal que foi fixado no item anterior — pelo
Teorema 5.44 isto basta, pois a prova de todo fecho universal pode ser obtida
a partir da prova de um deles:

Desta forma, considere as seguintes relações.

(a) Axt1(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
tautologia da forma ϕ→ (ψ→ ϕ). Para tal, basta notar que Axt1(x) pode
ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧Clos(211 ∗u ∗ 211 ∗ v ∗u)).

(b) Axt2(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma (ϕ→ (ψ→ φ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ φ)). Para tal,
basta notar que Axt2(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x∃ww<x(Fml(u)∧Fml(v)∧Fml(w)∧

x = Clos(211 ∗ 211 ∗u ∗ 211 ∗ v ∗w ∗ 211 ∗ 211 ∗u ∗ v ∗ 211 ∗u ∗w)).

(c) Axt3(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma (¬ϕ → ¬ψ) → ((¬ϕ → ψ) → ϕ). Para tal, basta
notar que Axt3(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧

x = Clos(211 ∗ 211 ∗ 25 ∗u ∗ 25 ∗ v ∗ 211 ∗ 211 ∗ 25 ∗u ∗ v ∗u)).

(d) Axt4(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma (ϕ ∧ψ)↔ ¬(ϕ → ¬ψ). Para tal, basta notar que
Axt4(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧ x = Clos(213 ∗ 27 ∗u ∗ v ∗ 25 ∗ 211 ∗u ∗ 25 ∗ v)).

(e) Axt5(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma (ϕ ∨ ψ) ↔ (¬ϕ → ψ). Para tal, basta notar que
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Axt5(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧ x = Clos(213 ∗ 29 ∗u ∗ v ∗ 211 ∗ 25 ∗u ∗ v)).

(f) Axt6(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma (ϕ ↔ ψ) → (ϕ → ψ). Para tal, basta notar que
Axt6(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧ x = Clos(211 ∗ 213 ∗u ∗ v ∗ 211 ∗u ∗ v)).

(g) Axt7(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma (ϕ ↔ ψ) → (ψ → ϕ). Para tal, basta notar que
Axt7(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧ x = Clos(211 ∗ 213 ∗u ∗ v ∗ 211 ∗ v ∗u)).

(h) Axt8(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma ((ϕ → ψ)∧ (ψ → ϕ))→ (ϕ ↔ ψ). Para tal, basta
notar que Axt8(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧x = Clos(211∗27∗211∗u∗v∗211∗v∗u∗213∗u∗v)).

(i) Axt9(x): x é o número de Gödel de um fecho universal de uma instância
de tautologia da forma ϕ → (ψ → (ϕ ∧ ψ)). Para tal, basta notar que
Axt9(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧Fml(v)∧ x = Clos(211 ∗u ∗ 211 ∗ v ∗ 27 ∗u ∗ v)).

(j) Ax2(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo ϕ → ∀yϕ, onde y não é livre em ϕ. Para tal, basta
notar que Ax2(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x(Fml(u)∧EV(2v)∧¬Fr(u,v)∧ x = Clos(211 ∗u ∗ 215 ∗ 2v ∗u)).

(k) Ax3(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo ∀y(ϕ → ψ)→ (∀yϕ → ∀yψ). Para tal, basta notar
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que Ax3(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x∃ww<x(Fml(u)∧Fml(v)∧EV(2w)∧

x = Clos(211 ∗ 215 ∗ 2w ∗ 211 ∗u ∗ v ∗ 211 ∗ 215 ∗ 2w ∗u ∗ 215 ∗ 2w ∗ v)).

(l) Ax4(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo ∀xϕ → [ϕ]τy , onde τ é um termo arbitrário, livre
para y em ϕ. Para tal, basta notar que Ax4(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x∃ww<x(Fml(u)∧Trm(v)∧EV(2w)∧Ff(v,w,u)∧

x = Clos(211 ∗ 215 ∗ 2w ∗u ∗ Sub(u,v,w))).

(m) Ax5(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo [ϕ]τy → ∃yϕ, onde τ é um termo arbitrário, livre
para y em ϕ. Para tal, basta notar que Ax5(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x∃ww<x(Fml(u)∧Trm(v)∧EV(2w)∧Ff(v,w,u)∧

x = Clos(211 ∗ Sub(u,v,w) ∗ 217 ∗ 2w ∗u)).

(n) Ax6(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo ∀y¬ϕ ↔ ¬∃yϕ. Para tal, basta notar que Ax6(x)

pode ser reescrita como:

∃uu<x∃ww<x(Fml(u)∧EV(2w)∧x = Clos(213∗215∗2w ∗25∗u∗25∗217∗2w ∗u)).

(o) Ax7(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo y = y. Para tal, basta notar que Ax7(x) pode ser
reescrita como:

∃ww<x(EV(2w)∧ x = Clos(23 ∗ 2w ∗ 2w)).

(p) Ax8(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo z = y↔ y = z. Para tal, basta notar que Ax8(x) pode
ser reescrita como:

∃uu<x∃ww<x(EV(2w)∧EV(2u)∧ x = Clos(213 ∗ 23 ∗ 2u ∗ 2w ∗ 23 ∗ 2w ∗ 2u)).
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(q) Ax9(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo (p = y ∧ y = z) → p = z. Para tal, basta notar que
Ax9(x) pode ser reescrita como:

∃uu<x∃vv<x∃ww<x(EV(2u)∧EV(2v)∧EV(2w)∧

x = Clos(211 ∗ 27 ∗ 23 ∗ 2u ∗ 2v ∗ 23 ∗ 2v ∗ 2w ∗ 23 ∗ 2u ∗ 2w)).

(r) Ax10(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo (x1 = y1 ∧ x2 = y2 ∧ ... ∧ xn = yn) → (f x1x2...xn =

f y1y2...yn), para todo n > 0 e f ∈ Fn. Como nossa linguagem é LA, temos
as funções binárias + e · e a função unária s. Logo deve valer:

(x1 = y1 ∧ x2 = y2)→ x1 + x2 = y1 + y2,

(x1 = y1 ∧ x2 = y2)→ x1 · x2 = y1 · y2, e

x1 = y1→ s(x1) = s(y1).

Portanto Ax10(x) pode ser reescrita como:

∃u1u1<x∃u2u2<x∃v1v1<x∃v2v2<x∃ww<x(EV(2u1)∧EV(2u2)∧EV(2v1)∧EV(2v2)∧EF(w)

∧x = Clos(211 ∗27 ∗23 ∗2u1 ∗2v1 ∗23 ∗2u2 ∗2v2 ∗213 ∗2w ∗2u1 ∗2u2 ∗2w ∗2v1 ∗2v2)∨

x = Clos(211 ∗ 23 ∗ 2u1 ∗ 2v1 ∗ 213 ∗ 2w ∗ 2u1 ∗ 2w ∗ 2v1))

(s) Ax11(x): x é o número de Gödel do fecho universal de uma instância de
uma fórmula do tipo (x1 = y1 ∧ x2 = y2 ∧ ...∧ xn = yn)→ (p(x1,x2, ...,xn)↔
p(y1, y2, ..., yn)), para todo n > 0 e p ∈ Pn. Para este caso, notamos que,
como T é uma teoria na linguagem LA que não possui sı́mbolo de relação,
então esta relação é vazia.

Por fim, para concluir que a relação LAx(x) é primitiva recursiva, basta notar
que ela pode ser representada pela seguinte relação:

Axt1(x)∨Axt2(x)∨Axt3(x)∨Axt4(x)∨Axt5(x)∨Axt6(x)∨Axt7(x)∨Axt8(x)∨Axt9(x)

∨Ax2(x)∨Ax3(x)∨Ax4(x)∨Ax5(x)∨Ax6(x)∨Ax7(x)∨Ax8(x)∨Ax9(x)∨

Ax10(x)∨Ax11(x). �
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Teorema 5.46 Seja T uma teoria de primeira ordem com um alfabeto primitivo recursivo
(respectivamente, recursivo) que contém o sı́mbolo de constante 0 (isto é, a1) e o sı́mbolo de
função f 1

1 deLA. As seguintes relações e funções são primitivas recursivas (respectivamente,
recursivas):

1. A função Num(y), que retorna o número de Gödel da expressão y.

2. Nu(x): x é o número de Gödel de um numeral.

3. A função diagonal D(u), que retorna o número de Gödel da fórmula ϕ(u), onde u é
o número de Gödel de uma fórmula ϕ(x1).

Demonstração:

1. Como g(a1) = 23 e g(f 1
1 ) = 49, temos que:

Num(0) = 223

Num(y + 1) = 249 ∗Num(y).

Assim, Num é primitiva recursiva (respectivamente, recursiva) porque pode
ser obtida usando recursão e substituição.

2. Basta notar que x é o número de Gödel de um numeral quando ∃yy<x(x =

Num(y)).

3. Basta notar que se u é o número de Gödel de uma fórmula ϕ(x1), então

D(u) = Sub(u,Num(u),21). �

Definição 5.47 Dizemos que uma teoria de primeira ordem T possui um conjunto de axi-
omas primitivo recursivo (respectivamente, recursivo) quando a seguinte relação unária
for primitiva recursiva (respectivamente, recursiva):

nLAx(y) : y é o número de Gödel de um axioma não lógico de T .

Teorema 5.48 A teoria P possui um conjunto de axiomas primitivo recursivo.

Demonstração: Note que:

1. O axioma (A1), ∀x1(0 , s(x1)), possui número de Gödel k1 = 215 ∗ 221 ∗ 25 ∗ 23 ∗
223 ∗ 249 ∗ 221.
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2. O axioma (A2), ∀x1∀x2(s(x1) = s(x2)→ x1 = x2), possui número de Gödel k2 =

215 ∗ 221 ∗ 215 ∗ 229 ∗ 211 ∗ 23 ∗ 249 ∗ 221 ∗ 249 ∗ 229 ∗ 23 ∗ 221 ∗ 229.

3. O axioma (A3), ∀x1(x1 + 0 = x1), possui número de Gödel k3 = 215 ∗ 221 ∗ 23 ∗
297 ∗ 221 ∗ 223 ∗ 221.

4. O axioma (A4), ∀x1∀x2(x1 + s(x2) = s(x1 + x2)), possui número de Gödel k4 =

215 ∗ 221 ∗ 215 ∗ 229 ∗ 23 ∗ 297 ∗ 221 ∗ 249 ∗ 229 ∗ 249 ∗ 297 ∗ 221 ∗ 229.

5. O axioma (A5), ∀x1(x1 ·0 = 0) possui número de Gödel k5 = 23 ∗2289 ∗221 ∗223 ∗
223.

6. O axioma (A6), ∀x1∀x2(x1 · s(x2) = (x1 · x2) + x1) possui número de Gödel k6 =

215 ∗ 221 ∗ 215 ∗ 229 ∗ 23 ∗ 2289 ∗ 221 ∗ 249 ∗ 229 ∗ 297 ∗ 2289 ∗ 221 ∗ 229 ∗ 221.

7. Temos que y é o número de Gödel de uma instância do axioma esquema (A7),
isto é, de ∀x1(ϕ(k1)→ ((∀x1(ϕ(x1)→ ϕ(f 1

1 (x1))))))→ ∀x1ϕ(x1), se, e somente
se,

∃vv<y∃ww<y(EV(2v)∧Fml(w)∧

y = 215∗221∗211∗211∗Sub(w,223,v)∗215∗2v ∗211∗w∗Sub(w,249∗2v ,v)∗215∗2v ∗w).

Denotando a relação acima por A7(y), temos que a relação nLAx(y) vale exatamente
quando:

y = k1 ∨ y = k2 ∨ y = k3 ∨ y = k4 ∨ y = k5 ∨ y = k6 ∨A7(y) vale.

Pelo que vimos anteriormente, A7(y) é primitiva recursiva, e, portanto, nLAx(y)

também é. �

Teorema 5.49 Seja T uma teoria de primeira ordem que possui um alfabeto primitivo recur-
sivo (respectivamente, recursivo) e um conjunto de axiomas primitivo recursivo (respectiva-
mente, recursivo). Então as seguintes relações são primitivas recursivas (respectivamente,
recursivas):

1. Ax(y): y é o número de Gödel de um axioma de T .

2. Prf(y): y é o número de Gödel de uma prova em T .

3. Pf(y,x): y é o número de Gödel de uma prova em T da sentença cujo número de Gödel
é x.
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Demonstração:

1. Basta notar que Ax(y) é a relação LAx(y)∨nLAx(y), e como, nas condições do
enunciado, LAx(y) e nLAx(y) são primitivas recursivas, segue o resultado.

2. De acordo com a Definição 3.4, temos que ϕ1, ...,ϕn−1,ϕn é uma prova para ϕn
se cada ϕi é um axioma (lógico ou não lógico) ou se existem ϕj e ϕk com j,k < i

tais que ϕi é inferido de ϕj e ϕk por Modus Ponens. Como de costume, vamos
separar em dois casos principais: quando a sequência em questão é unitária (e,
neste caso, só pode ocorrer deste único elemento da sequência ser um axioma,
pois não há expressões anteriores para que o seja inferido por Modus Ponens)
e quando a sequência possui mais de um elemento (e, neste caso, quebraremos
a sequência em duas sequências menores e usaremos a recursividade).

Se tivermos uma sequência com uma única expressão, então y é o número de
Gödel da prova dada por esta sequência quando ∃ww<y(y = 2w ∧Ax(w)).

Se tivermos uma sequência com ao menos duas expressões, vamos quebrar
esta sequência em duas sequências menores, de modo que a segunda será
constituı́da apenas da última expressão. Assim, daremos conta da primeira
subsequência por recursão, e analisaremos os dois casos possı́veis para a última
expressão: ser inferida por Modus Ponens de duas outras expressões anterio-
res ou ser um axioma.

Para o caso em que uma expressão é inferida por Modus Ponens de duas an-
teriores, temos que existem u,v,w satisfazendo:

Prf(u)∧ y = u ∗ 2v ∧MP((u)z, (u)w,v).

E para o caso da expressão seguinte ser um axioma, temos que existe v satisfa-
zendo:

Prf(u)∧ y = u ∗ 2v ∧Ax(v).

Em todo caso, temos que y é o número de Gödel de uma prova em T quando

∃uu<y∃vv<y∃zz<y∃ww<y((y = 2w∧Ax(w)) ∨ Prf(u)∧y = u∗2v∧MP((u)z, (u)w,v)) ∨

(Prf(u)∧ y = u ∗ 2v ∧Ax(v)).

Como todas as relações e funções usadas acima são primitivas recursivas, se-
gue que Prf é primitiva recursiva.
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3. Se y é o número de Gödel de uma prova em T da sentença cujo número de
Gödel é x, então existe uma sequência ϕ1, ...,ϕn de sentenças de T cujo número
de Gödel (da sequência) é y, vale Prf(y) e x é o número de Gödel de ϕn, que é o
último elemento da sequência, e portanto x = (y)lh(y)−̇1. Dessa forma, podemos
reescrever a relação Pf(y,x) como Prf(y) ∧x = (y)lh(y)−̇1. �

Lema 5.50 Seja T uma teoria em uma linguagem de primeira ordemL que contém o sı́mbolo
de constante 0 e o sı́mbolo de função f 1

1 deLA, cujos vocabulário e conjunto de axiomas sejam
primitivos recursivos. Suponha que para quaisquer números naturais r e s tenha-se r = s

sempre que T `L r = s. Então toda função representável em T é recursiva.

Demonstração: Sejam f (x1, ...,xn) uma função representável em T e F (x1, ...,xn,xn+1)

uma fórmula de T que a represente. Considere a relação

PF (u1, ...,un,un+1, y) : y é o número de Gödel de uma prova de F (u1, ...,un,un+1) em T .

Afirmamos que se vale PF (u1, ...,un,un+1, y), então vale f (u1, ...,un) = un+1. De fato,
se vale PF (u1, ...,un,un+1, y), temos que T `LA F (u1, ...,un,un+1). E se f (u1, ...,un) = r

então, como F representa f , vale T `LA F (u1, ...,un, r). Da condição (2) de repre-
sentabilidade temos T `LA un+1 = r. A hipótese do enunciado garante que r = un+1,
logo, f (u1, ...,un) = un+1.

Seja agora m o número de Gödel da fórmula F (x1, ...,xn,xn+1). Note que vale
PF (u1, ...,un,un+1, y) se, e somente se, vale

Pf(y,Sub(...Sub(Sub(m,Num(u1),21),Num(u2),29)...Num(un+1),21 + 8n)).

Pelo que vimos nos resultados anteriores, PF é uma relação primitiva recursiva.
Vejamos agora que para quaisquer x1, ...,xn existe y tal que vale PF (x1, ...,xn, (y)0,

(y)1). De fato, se k1, ..., kn são números naturais, tome r = f (k1, ..., kn). Como F re-
presenta f , T `LA F (k1, ..., kn, r). Assim, podemos tomar j como o número de Gödel
de uma prova de F (k1, ..., kn, r) em T . Com isto, vale PF (k1, ..., kn, r, j). Assim, basta
tomar, por exemplo, y = 2r3j e teremos que vale PF (x1, ...,xn, (y)0, (y)1).

Temos, pelo Teorema 5.29, que a função µy(PF (x1, ...,xn, (y)0, (y)1)) é recursiva.
Por fim, basta notar que f (x1, ...,xn) = (µy(PF (x1, ...,xn, (y)0, (y)1)))0, e portanto, segue
que f é recursiva, uma vez que a função (·)0 é recursiva. �

Teorema 5.51 Se P é consistente, então uma função de números naturais é recursiva se, e
somente se, é representável em P .
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Demonstração: (⇒) Segue do Teorema 5.37.
(⇐) Pelos Teoremas 5.48 e 5.43 temos que P possui vocabulário e conjunto de

axiomas primitivos recursivos. Da consistência e do Teorema 5.3 segue que para
quaisquer números naturais r e s tenha-se r = s sempre que `LA r = s. Estamos por-
tanto nas condições do Lema 5.50, desta forma, segue que toda função de números
naturais representável é recursiva. �

Teorema 5.52 Se P é consistente, então uma relação nos números naturais R é recursiva
se, e somente se, é e exprimı́vel em P .

Demonstração: Pelo axioma não lógico (A1) temos que P `LA 0 , 1. Com isso, segue
do Teorema 5.16 que uma relação de números naturais R é exprimı́vel se, e somente
se, sua função caracterı́stica χR é representável em P . Pelo Teorema 5.51, χR é re-
presentável se, e somente se, é recursiva e, por definição, R é recursiva exatamente
quando χR o é. �

5.5 Primeiro Teorema da Incompletude de Gödel

Notação 5.53 Seja ϕ uma expressão de uma teoria na linguagem LA com número de Gödel
q. Denotaremos o numeral q por pϕq.

Podemos pensar em pϕq como sendo um “nome”para a expressão ϕ dentro da
linguagem LA.

Lema 5.54 (Lema da Diagonalização) Seja T uma teoria na linguagem LA. Se a função
diagonal D é representável em T , então para toda fórmula ϕ(x1) existe uma sentença ψ tal
que T `LA ψ↔ ϕ(pψq).

Demonstração: Seja ϕ(x1) uma fórmula de T , onde x1 é a única variável livre em ϕ.
Como D é representável em T , tome δ(x1,x2) uma fórmula que represente a função
D em T . Considere a fórmula φ(x1) dada por ∀x2(δ(x1,x2) → ϕ(x2)), e seja m o
número de Gödel de φ(x1). Considere agora a sentença ψ dada por φ(m), isto é,
∀x2(δ(m,x2)→ ϕ(x2)), e seja q o número de Gödel de ψ. Temos que D(m) = q. Como
δ representa D em T , segue que T `LA δ(m,q). Sendo assim, afirmamos que:

• T `LA ψ→ ϕ(q).
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De fato, considere a seguinte sequência de sentenças:

1.ψ Hipótese

2.∀x2(δ(m,x2)→ ϕ(x2)) Reescrevendo ψ

3.δ(m,q)→ ϕ(q) Por 2 e UI

4.δ(m,q) Pois sabemos que T `LA δ(m,q)

5.ϕ(q) Por 3, 4 e Modus Ponens

Tal sequência mostra que T ∪ {ψ} `LA ϕ(q). Assim, do Teorema da Dedução
segue que T `LA ψ→ ϕ(q).

• T `LA ϕ(q)→ ψ.

De fato, vejamos primeiro que T ∪ {δ(m,x2),ϕ(q)} `LA ϕ(x2):

1.ϕ(q) Hipótese

2.δ(m,x2) Hipótese

3.∃!x2δ(m,x2) Pois δ representa D

4.δ(m,q) Pois sabemos que T `LA δ(m,q)

5.x2 = q Por 2, 3, 4

6.ϕ(x2) Por 1, 5

Com isso segue do Teorema da Dedução que T ∪ {ϕ(q)} `LA δ(m,x2)→ ϕ(x2).
Pela regra de quantificadores UG segue que T ∪ {ϕ(q)} `LA ∀x2(δ(m,x2) →
ϕ(x2)), e novamente pelo Teorema da Dedução temos T `LA ϕ(q)→∀x2(δ(m,x2)

→ ϕ(x2)). Notando que a sentença ∀x2(δ(m,x2)→ ϕ(x2)) éψ, segue o resultado
da afirmação.

Com as duas afirmações acima concluı́mos que T `LA (ψ↔ ϕ(q)), isto é, T `LA
ψ→ ϕ(pψq), como querı́amos. �

Teorema 5.55 (Teorema do Ponto Fixo) Se T é uma teoria na linguagem LA tal que toda
função recursiva é representável em T , então para toda fórmula ϕ(x1) existe uma sentença
ψ tal que T `LA ψ↔ ϕ(pψq).

Demonstração: Pelo Teorema 5.46, a função D é recursiva, logo é representável em
T . Sendo assim, basta aplicar o Lema da Diagonalização. �

Note que, em particular, o Teorema 5.55 é válido para T = P .
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Definição 5.56 Seja T uma teoria de primeira ordem cuja linguagem L contém o sı́mbolo
de constante 0 e o sı́mbolo de função f 1

1 de LA. Dizemos que T é ω-consistente se, para
toda fórmula ϕ(x) de T , onde x é a única variável livre em ϕ, se T `L ¬ϕ(n) para todo
número natural n, então não ocorre que T `L ∃xϕ(x).

Teorema 5.57 Se T é ω-consistente, então T é consistente.

Demonstração: Provaremos que existe uma fórmula em T que não pode ser pro-
vada em T , e seguirá do Teorema 3.9 que T é consistente. Fixe ϕ(x) uma fórmula
de T cuja única variável livre é x. Seja ψ(x) a fórmula dada por ϕ(x)∧¬ϕ(x). Para
todo número natural n temos que ¬ψ(n) é uma tautologia, logo, T `L ¬ψ(n). Sendo
T ω-consistente, segue que não não ocorre T `L ∃xψ(x), como querı́amos. �

Definição 5.58 Uma sentença ϕ de uma teoria de primeira ordem T em uma linguagem L
é dita indecidı́vel quando não ocorre T `L ϕ nem T `L ¬ϕ.

Seja T uma teoria na linguagem LA que satisfaz as seguintes condições:

1. T possui um conjunto de axiomas recursivo;

2. T `LA 0 , 1;

3. toda função recursiva é representável em T .

Do que vimos até então, P é um exemplo de teoria que satisfaz as três condições
acima. T é uma teoria em LA, e como LA possui uma quantidade finita de sı́mbolos
de constantes, funções e relações, então as relações C, F e R são subconjuntos finitos
de N e do Teorema 5.25 segue que tais relações são primitivas recursivas. Assim T

possui um alfabeto primitivo recursivo. Disto e da condição 1 acima segue, do Teo-
rema 5.49, que a relação Pf(y,x) é primitiva recursiva. Assim, a função caracterı́stica
de Pf é primitiva recursiva. Pela condição 3 acima segue que a função caracterı́stica
de Pf é representável em T . Disto, da condição 2 acima e da Proposição 5.16 segue
que Pf é exprimı́vel. Existe, portanto, uma fórmula P f (x2,x1) de T que exprime a
relação Pf(y,x). Seja E(x1) a fórmula ∀x2(¬P f (x2,x1)).

Pela condição 3 podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo e obter uma sentença
G que satisfaz

T `LA G ↔ ∀x2(¬P f (x2,pGq)). (5.12)

Na interpretação padrão, a sentença ∀x2(¬P f (x2,pGq)) nos diz que não existe
um número natural que seja o número de Gödel de uma prova em T da sentença
que possui número de Gödel pGq. Logo, tal sentença nos diz que não existe uma
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prova em T para a sentença G. E assim, a afirmação T `LA (G ↔ ∀x2(¬P f (x2,pGq)))
nos diz que, em T , a sentença G é equivalente à afirmação “G não pode ser provada
em T ”. Em outras palavras, a sentença G nos diz “eu não posso ser provada em T ”.
Tal sentença é denominada uma sentença de Gödel e nosso objetivo no primeiro
Teorema da Incompletude é mostrar que G é indecidı́vel em T , se T é ω-consistente.

Teorema 5.59 (Primeiro Teorema da Incompletude de Gödel) Seja T uma teoria na
linguagem LA que satisfaz as seguintes condições:

1. T possui um conjunto de axiomas recursivos;

2. T `LA 0 , 1;

3. toda função recursiva é representável em T .

valem:

(i) Se T é consistente, então não ocorre T `LA G.

(ii) Se T é ω-consistente, então não ocorre T `LA ¬G.

Assim, pelo Teorema 5.57, se T é ω-consistente, então G é indecidı́vel em T .

Demonstração: (i). Suponha que T `LA G e sejam r o número de Gödel de uma
prova de G em T e q o número de Gödel da sentença G. Então vale Pf(r,q), e sendo
Pf exprimı́vel obtemos que T `LA P f (r,q), ou seja, T `LA P f (r,pGq).

Da afirmação feita em 5.12 e de T `LA G inferimos que T `LA ∀x2(¬P f (x2,pGq)).
E pela regra de quantificadores UI para o termo r obtemos que T `LA ¬P f (r,pGq).
Disto e da conclusão do parágrafo anterior segue que T é inconsistente.

(ii).Assuma agora que T seja ω-consistente e suponha, por absurdo, que T `LA
¬G. Disto e da afirmação feita em 5.12 inferimos que T `LA ¬(∀x2(¬P f (x2,pGq))).
Notando que ¬(∀x¬ϕ(x))↔ ∃xϕ(x) é uma tautologia pra toda fórmula ϕ, obtemos
que T `LA ∃x2(P f (x2,pGq)).

Sendo T ω-consistente, do Teorema 5.57 segue que T é consistente. Como T `LA
¬G então não ocorre T `LA G, isto é, não existe prova para G em T . Assim, para todo
número natural n, Pf(n,q) é falsa, onde q é o número de Gödel da expressão G. Disto
segue que T `LA ¬P f (n,pGq) para todo natural n. Da ω-consistência de T segue que
não ocorre T `LA ∃x2(P f (x2,pGq)), o que contradiz a conclusão obtida no parágrafo
anterior. �
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Provaremos, mais à frente, que é possı́vel substituir, no teorema anterior, “ω-
consistência”por “consistência”ao modificarmos convenientemente a sentença G con-
siderada anteriormente. Pelo item 3 das condições que T satisfaz temos que toda
função recursiva é representável em T . Sendo Neg uma função recursiva, existe
uma fórmula N eg(x1,x2) de T que a representa. Considere agora a sentença E(x1)

dada por:

∀x2(P f (x2,x1)→∀x3(N eg(x1,x3)→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3)))).

Pelo Teorema do Ponto Fixo existe uma sentença R satisfazendo:

T `LA (R↔ E(pRq)). (5.13)

A sentençaR acima é dita uma sentença de Rosser. Em outras palavras, a sentença
R nos diz “se R tem uma prova em T com número de Gödel k, então ¬R tem uma
prova em T com número de Gödel menor ou igual a k”.

O que faremos no resultado a seguir é mostrar que tal sentença é indecidı́vel
em uma teoria T que satisfaz determinadas hipóteses, se T é consistente.

Teorema 5.60 (Teorema da Incompletude de Gödel-Rosser) Seja T uma teoria na lin-
guagem LA que satisfaz as seguintes condições:

1. T possui um conjunto de axiomas recursivo;

2. T `LA 0 , 1;

3. toda função recursiva é representável em T ;

4. T `LA ∀x(x ≤ n→ (x = 0∨ x = 1...∨ x = n)) para todo número natural n;

5. T `LA ∀x(x ≤ n∨n ≤ x) para todo número natural n.

Se T é consistente, então R é indecidı́vel em T .

Demonstração: Sejam p o número de Gödel de R; e j o número de Gödel de ¬R.
Suponha, por absurdo, que T é consistente e R não é indecidı́vel em T . Há dois
casos possı́veis a se considerar.

Caso 1: T `LA R. Neste caso inferimos da afirmação feita em 5.13 que T `LA
E(pRq), ou seja,

T `LA ∀x2(P f (x2,p)→∀x3(Neg(p,x3)→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3))).
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Seja k o número de Gödel de uma prova de R em T . Então vale Pf(k,p), e conse-
quentemente T `LA P f (k,p). Aplicando a regra de quantificadores UI para o termo
k na fórmula E(pRq) obtemos que

T `LA P f (k,p)→∀x3(Neg(p,x3)→∃x4(x4 ≤ k ∧P f (x4,x3)).

Assim, do resultado acima e de T `LA P f (k,p), inferimos por Modus Ponens a se-
guinte afirmação:

T `LA ∀x3(Neg(p,x3)→∃x4(x4 ≤ k ∧P f (x4,x3)).

Sendo j o número de Gödel da fórmula¬R, temos Neg(p)= j, e assim T `LA Neg(p, j).
Novamente aplicando a regra UI, para o termo j, obtemos T `LA Neg(p, j)→∃x4(x4 ≤
k ∧P f (x4, j)). Disto e de T `LA Neg(p, j) inferimos, por Modus Ponens, a afirmação
T `LA ∃x4(x4 ≤ k ∧P f (x4, j)). Logo, da afirmação anterior obtemos:

T `LA ¬(∀x4¬(x4 ≤ k ∧P f (x4, j))). (5.14)

Como T `LA R e T é, por hipótese, consistente, então não ocorre T `LA ¬R.
Assim, para todo número natural n temos que Pf(n,j) é falso. Pela definição de
exprimibilidade, segue que T `LA ¬P f (n,j) para todo número natural n. Disto, dos
axiomas não lógicos do tipo 7 e 11 e da definição de expremibilidade de Pf segue
que T `LA x4 = n→ ¬P f (x4, j) para todo natural n. Logo, da condição 4 obtemos
que

T `LA ∀x4(x4 ≤ k→ (x4 = 0∨ x4 = 1∨ ...∨ x4 = k)).

Pela tautologia (p→ (p0 ∨ p1 ∨ . . .∨ pn))∧ [(p0→ q)∧ . . .∧ (pn→ q)]→ (p→ q) segue
que T `LA x4 ≤ k→¬P f (x4, j). Notando agora que a fórmula (ϕ→¬ψ)↔¬(ϕ ∧ψ)

é uma tautologia para todas as fórmulas ϕ e ψ, inferimos que T `LA ¬(x4 ≤ k ∧
P f (x4, j)) e de UG segue que T `LA ∀x4¬(x4 ≤ k ∧ P f (x4, j)). Novamente supondo
válido T `LA ∀x4¬(x4 ≤ k ∧P f (x4, j)), obtemos uma contradição com a consistência
de T e o obtido na afirmação feita em 5.14.

Caso 2: T `LA ¬R. Seja m o número de Gödel de uma prova de ¬R em T .
Então vale Pf(m,j) e, consequentemente, T `LA P f (m,j). Pela regra EG temos que
{m ≤ x2 ∧ P f (m,j)} `LA ∃x4(x4 ≤ x2 ∧ P f (x4, j)). Como T `LA P f (m,j), do Teorema
3.13 segue que T ∪ {m ≤ x2} `LA ∃x4(x4 ≤ x2 ∧ P f (x4, j)). Assim pelo Teorema da
Dedução segue que T `LA m ≤ x2→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4, j)).

Sendo T consistente, não ocorre T `LA R. Assim, Pf(n,p) é falso para todo
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número natural n, e então T `LA ¬P f (n,p), para todo natural n. Pela condição 4
temos que T `LA x2 ≤ m → (x2 = 0 ∨ x2 = 1 ∨ ... ∨ x2 = m). E por um argumento
análogo ao feito no item anterior segue que T `LA x2 ≤m→¬P f (x2,p).

Afirmação 5.61 Afirmação: T ∪ {P f (x2,p),Neg(p,x3)} `LA ∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3)).

Demonstração: De fato, a seguinte sequência de sentenças atesta tal fato:

1.P f (x2,p) Hipótese

2.Neg(p,x3) Hipótese

3.x2 ≤m∨m ≤ x2 Condição 5

4.m ≤ x2→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4, j)) Provado acima

5.x2 ≤m→¬P f (x2,p) Provado acima

6.¬P f (x2,p)∨∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4, j)) Inferido taut. de 3, 4 e 5

7.∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4, j)) Inferido taut. de 1 e 6

8.Neg(p, j) Provado no item (i)

9.∃!x3Neg(p,x3) Def. de representabilidade

10.x3 = j Por 2, 8, 9 e propriedades de =

11.∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3)) Por 7, 10 e propriedades de =

�

Com isso, conseguimos verificar que R pode ser provada em T :

i.{P f (x2,p)} `LA Neg(p,x3)→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3))

ii.{P f (x2,p)} `LA ∀x3(Neg(p,x3)→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3)))

iii.T `LA P f (x2,p)→∀x3(Neg(p,x3)→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3)))

iv.T `LA ∀x2(P f (x2,p)→∀x3(Neg(p,x3)→∃x4(x4 ≤ x2 ∧P f (x4,x3))))

v.T `LA R

onde i é válido pela afirmação acima e o Teorema da Dedução; ii segue de i e UG;
iii segue de ii e do Teorema da Dedução; iv segue de iii por UG; v segue de iv e
da afirmação feita em 5.13. Temos assim que T `LA R e T `LA ¬R, contradizendo a
consistência de T . Dos dois itens acima segue que R é indecidı́vel em T . �

Já tı́nhamos visto que a teoria P satisfaz as condições 1 − 3 do Teorema 5.60, e
do Teorema 5.4 e do Lema 5.5 obtemos que P também satisfaz 4 e 5.

139



5.6 Segundo Teorema da Incompletude de Gödel

Considere uma teoria T na linguagem LA que seja uma extensão de P e que possua
um conjunto de axiomas recursivo. Denote por ConsT a seguinte sentença de T:

∀x1∀x2∀x3∀x4(¬(P f (x1,x3)∧P f (x2,x4)∧Neg(x3,x4))).

Em termos da interpretação padrão, a sentença acima nos diz que não há, em
T , uma sentença ϕ tal que ϕ e ¬ϕ podem ser provadas em T . Assim, expressa em
T a consistência de T .

Para mostrar o Segundo Teorema da Incompletude mostraremos que se P `LA
ConsT então ocorre P `LA 0 = 1, o que é um absurdo.

Denote por P rov(x1) a fórmula ∃x2(P f (x2,x1)). Em termos da interpretação
padrão, tal sentença nos diz que a fórmula com número de Gödel x1 pode ser pro-
vada em P .

O resultado abaixo constitui o coração da demonstração do Segundo Teorema
da Incompletude de Gödel e sua demonstração é longa e difı́cil, fugindo do es-
copo deste trabalho. Por este motivo, provaremos somente a primeira condição.
Discussões sobre as condições HB2 e HB3 podem ser encontradas em [8] e suas
demonstrações em [1] e [4].

Teorema 5.62 (Condições de Derivabilidade de Hilbert-Bernays) Sejam ϕ e ψ sen-
tenças de P . Valem as seguintes afirmações:

(HB1) Se P `LA ϕ, então P `LA P rov(pϕq).
(HB2) P `LA P rov(pϕ→ ψq)→ (P rov(pϕq)→P rov(pψq)).
(HB3) P `LA P rov(pϕq)→P rov(pP rov(pϕq)q).

A afirmação (HB1) diz que se podemos provar uma sentençaϕ em P , então po-
demos provar em P a sentença que diz que “a sentença ϕ pode ser provada em P”.
A formalização da regra de inferência Modus Ponens nos diz que, se podemos pro-
var em P que “se ϕ pode ser provada e ϕ→ ψ pode ser provada, então ψ também
pode ser provada”. Por fim, a afirmação (HB3) diz que “se P prova a sentença ϕ,
então P prova uma fórmula com número de Gödel da sentença P rov(pϕq)”.
Demonstração do Teorema 5.62 (HB1): Sejam b o número de Gödel da sentença ϕ
e c o número de Gödel de uma prova de ϕ em P . Então vale Pf(c,b). Pelo Teorema
5.49, a relação Pf é primitiva recursiva e, portanto (do item 1 do Teorema 5.1 e do Te-
orema 5.37), existe uma fórmula P f (x2,x1) de T que exprime a relação Pf(y,x). Logo,
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temos que P `LA P f (c,b), ou seja, P `LA P f (c,pϕq). Pela regra de quantificadores
EG segue que P `LA P rov(pϕq). �

Dada uma fórmula ϕ, é usual denotar por �ϕ a fórmula P rov(pϕq). Com isto,
as Condições de Derivabilidade de Hilbert-Bernays podem ser reescritas da seguinte
maneira:

(HB1) Se P `LA ϕ, então P `LA �ϕ.
(HB2) P `LA �(ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ).
(HB3) P `LA �ϕ→ ��ϕ.

Teorema 5.63 (Teorema de Löb) Seja ϕ uma sentença de P . Se P `LA �ϕ → ϕ, então
P `LA ϕ.

Demonstração: Vamos primeiro aplicar o Teorema do Ponto Fixo para a fórmula
P rov(x1) → ϕ, obtendo uma sentença ψ tal que P `LA ψ ↔ (P rov(pψq) → ϕ). Na
notação utilizando �, temos P `LA ψ↔ (�ψ→ ϕ). Assim, a seguinte sequência nos
dá uma prova para ϕ em P :

1.P `LA ψ↔ (�ψ→ ϕ)

2.P `LA ψ→ (�ψ→ ϕ) Por 1

3.P `LA �(ψ→ (�ψ→ ϕ)) Por 2 e HB1

4.P `LA �ψ→ �(�ψ→ ϕ) Por 3, HB2 e Modus Ponens

5.P `LA �(�ψ→ ϕ)→ (��ψ→ �ϕ) Por HB2 para as sentenças �ψ e ϕ

6.P `LA �ψ→ (��ψ→ �ϕ) Por 4 e 5

7.P `LA �ψ→ ��ψ Por HB3

8.P `LA �ψ→ �ϕ Por 6, 7 e tautologia (((p→ (q→ r))∧ (p→ q)→)(p→ r).

9.P `LA �ϕ→ ϕ Por hipótese

10.P `LA �ψ→ ϕ Por 8 e 9

11.P `LA ψ Por 1 e 10

12.P `LA �ψ Por 11 e HB1

13.P `LA ϕ Por 10, 12 e Modus Ponens

�

Teorema 5.64 (Segundo Teorema da Incompletude de Gödel) Se P é consistente, en-
tão não ocorre P `LA ConsP .
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Demonstração: Pelo axioma (A1) de P , obtemos que P `LA 0 , 1. Sendo P consis-
tente, segue que não ocorre P `LA 0 = 1. Assim, pelo Teorema de Löb inferimos que
P `LA �(0 = 1)→ 0 = 1 não ocorre. Pela tautologia ¬ψ → (ψ → φ) concluı́mos que
P `LA ¬�(0 = 1) não ocorre.

Como P `LA 0 , 1, de (HB1) segue que P `LA �(0 , 1). Afirmamos que P `LA
ConsP → ¬�(0 = 1). Com efeito, sejam n2 o número de Gödel de uma prova de
0 , 1, que ateste que P `LA 0 , 1 em P , e n3 e n4 naturais tais que n3 = p0 = 1q e n4 =

p0 , 1q. Então valem Neg(n3) = n4 e Pf(n2,n4). Assim, da sentença ConsP obtemos
P ∪ {ConsP } `LA ∀x1(¬P f )(x1,n3) e, portanto, P ∪ {ConsP } `LA ¬∃x1(P f )(x1,n3) isto
é, P ∪ {ConsP } `LA ¬�(0 = 1). Segue do Teorema da Dedução que P `LA ConsP →
¬�(0 = 1).

Como já havı́amos mostrado que P `LA ¬�(0 = 1) não ocorre, então de P `LA
ConsP →¬�(0 = 1) decorre que P `LA ConsP não ocorre. �
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6 APÊNDICE

Apêndice 1: Tabela-verdade de alguns sı́mbolos lógicos

Os sı́mbolos lógicos ¬,∧,∨,→ e ↔ possuem as seguintes tabelas-verdade:

ϕ ψ ¬ϕ ϕ ∧ψ ϕ ∨ψ ϕ→ ψ ϕ↔ ψ

V V F V V V V

V F F F V F F

F V V F V V F

F F V F F V V
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Apêndice 2: Completude do cálculo proposicional

Definição 6.1 Definimos a linguagem L para o cálculo proposicional como o conjunto dos
conectivos lógicos {¬,∧,∨,→,↔}. Uma teoria T para o cálculo proposicional é o par for-
mado pelo conjunto {Bi : i ∈ ω} das letras proposicionais e a linguagem T . Para a teoria
T dizemos definimos as proposições da seguinte maneira:

1. todas as letras proposicionais são proposições;

2. se A e C são proposições então ¬A, A → C, A ∧ C, A ∨ C e A ↔ C também são
proposições.

Se A, B, C e D são proposições, as seguintes proposições são os axiomas lógicos de T :

(i) A→ (C →A)

(ii) (A→ (C →D))→ ((A→ C)→ (A→D))

(iii) (¬C →¬B)→ ((¬C → B)→C)

(iv) (A∧C)↔¬(A→¬C)

(v) (A∨C)↔ (¬A→ C)

(vi) (A↔ C)→ (A→ C)

(vii) (A↔ C)→ (C →A)

(viii) ((A→ C)∧ (C →A))→ (A↔ C)

(ix) A→ (C → (A∧C))

Uma prova em T é dada da mesma forma que a Definição 3.4, para a lista de axiomas dada
acima. Se existe uma prova pata uma proposição em T , dizemos que tal proposição é um
teorema de T .

Definição 6.2 Uma atribuição-verdade de n argumentos é uma função de n argumentos
do conjunto das letras proposicionais em {V ,F} (isto é, tal função atribui valores-verdade),
e se estende ao conjunto das proposições de T de acordo com a tabela-verdade dos conec-
tivos lógicos. Uma tautologia (do cálculo proposicional) é uma proposição tal que toda
atribuição-verdade aplicada a ela assume o valor V .

Note que o Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional também pode
ser aplicado a teoria T .
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Teorema 6.3 (Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional) Sejam T uma te-
oria da linguagem L e A e B proposições de T . Se T ∪ {A} `L B então T `L A→B.

Note que o Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional para uma lógica
de primeira ordem dada no Teorema 3.7, só utiliza tautologias que são do tipo dos
axiomas (i) e (ii) — na verdade, a segunda tautologia utilizada é do tipo (A→ C)→
(((A → (C → D))→ (A → D)), mas facilmente poderı́amos trocá-la por uma tauto-
logia do tipo (ii), uma vez que o objetivo é inferir por Modus Ponens a afirmação
A→D. Com isto obtemos uma adaptação para uma prova do Teorema da Dedução
para o Cálculo Proposicional.

Para o resultado a seguir a seguinte afirmação será útil: se T é uma teoria de L
e B é uma proposição de T então a proposição B →B é um teorema de T . De fato, a
seguinte sequência atesta esse fato:

1. (B → ((B →B)→B))→ ((B → (B →B))→ (B →B)) Axioma (ii)

2. B → ((B →B)→B) Axioma (i)

3. (B → (B →B))→ (B →B) 1, 2 e Modus Ponens

4. B → (B →B) Axioma (i)

5. B →B 3, 4 e Modus Ponens

Lema 6.4 Sejam B e C proposições. No cálculo proposicional as seguintes proposições são
teoremas:

(a) ¬¬B →B

(b) B →¬¬B

(c) ¬B → (B → C)

(d) (¬C →¬B)→ (B → C)

(e) (B → C)→ (¬C →¬B)

(f) B → (¬C →¬(B → C))

(g) (B → C)→ ((¬B → C)→C)

Demonstração:
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(a) Pelo Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional, basta mostrar que
T ∪ {¬¬B} `L B

1. ¬¬B Hipótese

2. ¬¬B → (¬B →¬¬B) Axioma (i)

3. (¬B →¬¬B)→ ((¬B →¬B)→B) Axioma (iii)

4. ¬B →¬B Observação acima

5. B 1-4 e Modus Ponens

(b) Pelo Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional, basta mostrar que
T ∪ {B} `L ¬¬B

1. B Hipótese

2. (¬¬¬B →¬B)→ ((¬¬¬B →B)→¬¬B) Axioma (iii)

3. ¬¬¬B →¬B Item (a)

4. (¬¬¬B →B)→¬¬B 2, 3 e Modus Ponens

5. B → (¬¬¬B →B) Axioma (i)

6. ¬¬B 1, 5, 4 e Modus Ponens

(c) Pelo Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional, basta mostrar que
T ∪ {¬B,B} `L C

1. B Hipótese

2. ¬B Hipótese

3. B → (¬C → B) Axioma (i)

4. ¬B → (¬C →¬B) Axioma (i)

5. ¬C → B 1, 3 e Modus Ponens

6. ¬C →¬B 2, 4 e Modus Ponens

7. (¬C →¬B)→ ((¬C → B)→C) Axioma (iii)

8. C 6, 7, 5 e Modus Ponens
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(d) Pelo Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional, basta mostrar que
T ∪ {¬C → ¬B,B} ` C

1. ¬C →¬B Hipótese

2. B Hipótese

3. (¬C →¬B)→ ((¬C → B)→C) Axioma (iii)

4. B → (¬C → B) Axioma (i)

5. (¬C → B)→C 1, 3 e Modus Ponens

6. ¬C → B 2, 4 e Modus Ponens

8. C 5, 6 e Modus Ponens

(e) Pelo Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional, basta mostrar que
T ∪ {B → C,¬C} ` ¬B

1. B → C Hipótese

2. ¬C Hipótese

3. ¬¬B →B Item (a)

4. C → ¬¬C Item (b)

5. ¬¬B →¬¬C Teorema 6.3 em 3, 1 e 4, respectivamente

6. (¬¬B →¬¬C)→ (¬C →¬B) Item (d)

7. ¬B 5, 6, 2 e Modus Ponens

(f) Pelo Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional, basta mostrar que
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T ∪ {B,¬C} ` ¬(B → C)

1. B Hipótese

2. ¬C Hipótese

3. B → ((B → C)→C) Por Modus Ponens e duas aplicações

do Teorema 6.3

4. ((B → C)→C)→ (¬C →¬(B → C)) Item (e)

5. ¬C →¬(B → C) 1, 3, 4 e Modus Ponens

6. ¬(B → C) 2, 5 e Modus Ponens

(g) Pelo Teorema da Dedução para o Cálculo Proposicional, basta mostrar que
T ∪ {B → C,¬B → C} `L C

1. B → C Hipótese

2. ¬B → C Hipótese

3. (B → C)→ (¬C →¬B) Item (e)

4. ¬C →¬B 1, 3 e Modus Ponens

5. (¬B → C)→ (¬C →¬¬B) Item (e)

6. ¬C →¬¬B 2, 5 e Modus Ponens

7. (¬C →¬¬B)→ ((¬C →¬B)→C) Axioma (iii)

8. (¬C →¬B)→C 6, 7 e Modus Ponens

9. C 4, 8 e Modus Ponens �

Vejamos um exemplo que ilustra a ideia usada no próximo resultado. Seja B a
proposição ¬(¬B1→ B2). Então a tabela-verdade de B é a seguinte:

B1 B2 ¬(¬B1→ B2)

V V F

V F F

F V F

F F V

O Lema 6.5 afirma, respectivamente para a atribuição correspondente a cada linha
da tabela-verdade acima, que vale: T ∪ {B1,B2} `L ¬¬(¬B1 → B2), T ∪ {B1,¬B2} `L
¬¬(¬B1→ B2), T ∪ {¬B1,B2} `L ¬¬(¬B1→ B2) e T ∪ {¬B1,¬B2} `L ¬(¬B1→ B2).

148



Para simplificar a notação, para uma sequência A1, ...,An de proposições de T ,
denotaremos por {A1, ...,An} o conjunto T ∪{A1, ...,An} dentro do ambiente de prova.

Lema 6.5 Sejam B uma proposição e B1, ...,Bk todas as letras proposicionais que ocorrem
em B. Para cada atribuição verdade para B1, ...,Bk, defina B′j como sendo Bj caso Bj assuma
valor T ; caso contrário, defina B′j como sendo ¬Bj . Por fim, defina B′ como sendo B caso
B assuma valor T ; caso contrário, defina B′ como sendo ¬B. Nestas condições vale que
{B′1, ...,B

′
k} `L B

′.

Demonstração: Faremos esta prova por indução no número n de ocorrências de
conectivos lógicos na proposição B. Para o caso base, se n = 0 então B é formada por
uma única letra proposicional, digamos, B1. Neste caso só temos duas atribuições
possı́veis para B1 e é imediato que {B1} `L B1 e {¬B1} `L ¬B1.

Suponha agora que o resultado seja válido para qualquer proposição com número
de ocorrência de conectivos lógicos igual a j < n.
Caso 1. Existe uma proposição C tal que B é a proposição ¬C. Note que C possui o
número de ocorrência dos conectivos lógicos menor que n, e portanto, pela hipótese
de indução, o resultado vale para C. Temos agora dois sub-casos:

(a) C assume valor V . Para as atribuições-verdade em que C vale V temos que B
vale F. Então C′ é C e B′ é ¬B. Por hipótese de indução temos que {B′1, ...,B

′
k} `L

C. Assim, por Modus Ponens e pelo Teorema 6.4 (b) segue que {B′1, ...,B
′
k} `L

¬¬C. E como ¬¬C é B′, segue o resultado.

(b) C assume valor F. Neste caso, C′ é ¬C (que é B) e B vale V , logo B′ é B.
Com isso obtemos que C′ é B′. Por hipótese de indução vale {B′1, ...,B

′
k} `L C

′, e
portanto vale {B′1, ...,B

′
k} `L B

′, como querı́amos.

Caso 2. Existem proposições C e D tais que B é a proposição C → D. Como C e D
possuem uma quantidade de conectivos lógicos menor que n, segue pela hipótese
de indução que {B′1, ...,B

′
k} `L C

′ e {B′1, ...,B
′
k} `L D

′. Neste caso, a tabela-verdade do
sı́mbolo→ nos dá 3 casos possı́veis:

(a) C assume valor F. Então B assume valor V e, neste caso C′ é ¬C e B′ é B. Por
hipótese de indução segue que {B′1, ...,B

′
k} `L ¬C. Do Teorema 6.4 (c) e Modus

Ponens segue que {B′1, ...,B
′
k} `L C → D, isto é,{B′1, ...,B

′
k} `L B. Como estamos

no caso em que B′ é B, segue o resultado.

(b) C e D assumem valor V . Então B assume valor V , logo D′ é D e B′ é B. Por
hipótese de indução segue que {B′1, ...,B

′
k} `L D. Do axioma (i) e por Modus Po-

nens segue que {B′1, ...,B
′
k} `L C →D, e como B′ é B, segue o resultado desejado.
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(c) C assume valor V e D assume valor F. Então B assume o valor F, e assim B′

é ¬B, C′ é C e D′ é ¬D. Por hipótese de indução segue que {B′1, ...,B
′
k} `L C e

{B′1, ...,B
′
k} `L ¬D. Pelo Teorema 6.4 (f ) e Modus Ponens inferimos {B′1, ...,B

′
k} `L

¬(C →D) e como ¬(C →D) é B′, segue o resultado desejado.

Caso 3. Existem proposições C e D tais que B é a proposição C ∧D.

(a) C e D assumem valores V . Por hipótese de indução temos {B′1, ...,B
′
k} `L C e

{B′1, ...,B
′
k} `L D. Assim por Modus Ponens inferimos, via axioma (ix), que vale

{B′1, ...,B
′
k} `L C ∧D.

(b) D ou C assumem valores F. Neste caso temos que B′ é ¬(C ∧ D). Afirma-
mos que basta mostrar {B′1, ...,B

′
k} `L C → ¬D. De fato, por (iv) e (vii) temos,

respectivamente, que T `L (C ∧ D) ↔ ¬(C → ¬D) e T `L ((C ∧ D) ↔ ¬(C →
¬D)) → ((C ∧ D) → ¬(C → ¬D)). Destes dois resultados inferimos, por Mo-
dus Ponens, que T `L (C ∧ D) → ¬(C → ¬D). O item (e) do Lema 6.4 nos dá
T `L ((C ∧ D) → ¬(C → ¬D)) → (¬¬(C → ¬D) → ¬(C ∧ D)) e por Modus Po-
nens inferimos T `L ¬¬(C → ¬D)→ ¬(C ∧D). Do Teorema 6.4 (b) temos que
T `L (C → ¬D)→¬¬(C → ¬D), e destes dois últimos resultados inferimos, via
Modus Ponens, T `L (C → ¬D)→¬(C ∧D). Temos agora duas opções:

(a) D assume valor F. Neste caso a hipótese de indução nos dá {B′1, ...,B
′
k} `L

¬D. Do axioma (i) segue que {B′1, ...,B
′
k} `L C → ¬D.

(b) D assume valor V (e portanto C assume valor F). Neste caso a hipótese de
indução nos dá {B′1, ...,B

′
k} `L ¬C. Do Lema 6.4 (c) segue que {B′1, ...,B

′
k} `L

C → ¬D.

Caso 4. Existem proposições C e D tais que B é a proposição C ∨D.

(a) C ou D assumem valor V . Neste caso temos que B′ = B. O axioma (v) nos dá
que (C ∨D)↔ (¬C →D) é um teorema de T . Assim, como B′ é a proposição
C∨D, basta mostrarmos que B

′
1, . . . ,B

′

k} `L ¬C →D, e inferimos B′ pelo axioma
(vii), como fizemos no item anterior.

Caso D assuma valor V , pela hipótese de indução obtemos {B′1, ...,B
′
k} `L D.

Pelo axioma do tipo (i) temos que a proposição D → (¬C → D) é um teorema
de T , e portanto, {B′1, . . . ,B

′

k} `L ¬C →D.

Caso C assuma valor V , por hipótese de indução obtemos {B′1, ...,B
′
k} `L C.

Pelos itens (b) e (c) do Lema 6.4 temos, respectivamente que as proposições
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C → ¬¬C e ¬¬C → (¬C → D) são teoremas de T . Assim, por Modus Ponens,
{B′1, . . . ,B

′

k} `L ¬C →D

(b) C e D assumem valor F. Por hipótese de indução vale {B′1, ...,B
′
k} `L ¬C e

{B′1, ...,B
′
k} `L ¬D. E neste caso B assume valor F, logo B′ é a proposição

¬(C ∨D). Pela equivalência (C ∨D)↔ (¬C → D) dada pelo axioma (v) e pelo
axioma (vii) inferimos (C ∨D)→ (¬C → D). E pela contrapositiva dada pelo
item (e) do Lema 6.4 inferimos ¬(¬C → D)→ ¬(C ∨D). Assim, basta mostrar
que {B′1, ...,B

′
k} `L ¬(¬C → D). Isto, por sua vez, se deve ao fato de que vale

{B′1, ...,B
′
k} `L ¬C e {B′1, ...,B

′
k} `L ¬D, e concluı́mos portanto, , usando o item (f)

do Lema 6.4, o desejado.

Caso 5. Existem proposições C e D tais que B é a proposição C ↔D.

(a) C e D assumem valores-verdade iguais. Note que, neste caso, B′ = B.

No caso em que ambas assumem valorV temos que {B′1, ...,B
′
k} `L C e {B′1, ...,B

′
k} `L

D. Pelo axioma (i) valem C → (D → C) e D → (C → D). Por fim, inferimos
{B′1, ...,B

′
k} `L D→ C e {B′1, ...,B

′
k} `L C →D. Pelo axioma lógico (ix) e Modus Po-

nens inferimos {B′1, ...,B
′
k} `L (C → D)∧ (D → C). Logo do axioma lógico (viii)

inferimos {B′1, ...,B
′
k} `L C ↔D, e como C ↔D = B = B′, segue o resultado.

O caso em que ambas assumem valor F é inteiramente análogo, usando o item
(c) do Lema 6.4 e obtendo válidas em T as proposições ¬C → (C →D) e ¬D→
(D→ C).

(b) C e D assumem valores-verdade diferentes. Então B′ é igual a ¬(C ↔ D). Dos
axioma dos tipos (vi) e (vii) segue que T `L (C ↔ D)→ (C → D) e T `L (C ↔
D) → (D → C). Do item (e) do Lema 6.4 segue, respectivamente, que T `L
¬(C → D)→ ¬(C ↔ D) e T `L ¬(D → C)→ ¬(C ↔ D). Usaremos isto nos dois
subcasos possı́veis.

(i) C assume valor F e D assume valor V . Por hipótese de indução temos
que {B′1, ...,B

′
k} `L ¬C e {B′1, ...,B

′
k} `L D. Pelo item (f ) do Lema 6.4 segue

que T `L D → (¬C → ¬(D → C)). Disto e de T `L ¬(D → C)→ ¬(C ↔ D)

inferimos, por Modus Ponens, que {B′1, ...,B
′
k} `L ¬(C ↔ D), como dese-

jado.

(ii) C assume valor V e D assume valor F. Por hipótese de indução temos
que {B′1, ...,B

′
k} `L C e {B′1, ...,B

′
k} `L ¬D. Pelo item (f ) do Lema 6.4 segue

que T `L C → (¬D → ¬(C → D)). Disto e de T `L ¬(C → D)→ ¬(C ↔ D)
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inferimos, por Modus Ponens, que {B′1, ...,B
′
k} `L ¬(C ↔ D), como dese-

jado. �

Teorema 6.6 (Completude do cálculo proposicional) Se B é uma tautologia do cálculo
proposicional T então B é um teorema de T .

Demonstração: Seja B uma tautologia de T e sejam B1, ...,Bk todas as letras propo-
sicionais que ocorrem em B. Para qualquer atribuição-verdade para B1, ...,Bk temos
que o valor-verdade de B é V , já que B é uma tautologia. Assim, pelo Lema 6.5
vale {B′1, ...,B

′
k} `L B. Quando Bk assume valor V vale que {B′1, ...,B

′
k−1,Bk} `L B,

e quando B′k assume valor F vale que {B′1, ...,B
′
k−1,¬Bk} `L B. Assim, pelo Teo-

rema da Dedução para o Cálculo Proposicional segue que {B′1, ...,B
′
k−1} `L Bk → B

e {B′1, ...,B
′
k−1} `L ¬Bk → B. Logo, pelo Teorema 6.4 (g) e por Modus Ponens segue

que {B′1, ...,B
′
k−1} `L B. Refazendo este processo para cada i < k temos que ∅ `L B, e

em particular segue que B é um teorema de T . �

Teorema 6.7 Toda sentença de uma linguagem de primeira ordem L que é fecho universal
de uma tautologia de L pode ser provada usando apenas Modus Ponens e fechos universais
de instâncias das seguintes tautologias:

1. ϕ→ (ψ→ φ)

2. (ϕ→ (ψ→ φ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ φ))

3. (¬ϕ→¬ψ)→ ((¬ϕ→ ψ)→ ϕ)

4. (ϕ ∧ψ)↔¬(ϕ→¬ψ)

5. (ϕ ∨ψ)↔ (¬ϕ→ ψ)

6. (ϕ↔ ψ)→ (ϕ→ ψ)

7. (ϕ↔ ψ)→ (ψ→ ϕ)

8. ((ϕ→ ψ)∧ (ψ→ ϕ))→ (ϕ↔ ψ)

9. ϕ→ (ψ→ (ϕ ∧ψ))

Demonstração: Seja σ uma tautologia de L. Fixada T uma teoria para L, a par-
tir da tautologia σ podemos obter uma tautologia (do cálculo proposicional) B de
T fazendo a substituição de todas as fórmulas básicas que ocorrem em σ , diga-
mos, ϕ1, ...,ϕk, por letras proposicionais quaisquer, digamos, B1, ...,Bk, tomando o
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cuidado de substituir as mesmas fórmulas básicas por letras proposicionais iguais.
Para a tautologia B de T podemos aplicar o Teorema 6.6 e obter uma provaA1, ...,An
em T para B. Vamos agora desfazer a substituição feita no inı́cio. Em cada Aj ,
substitua-a as ocorrências de Bi por ϕi , e para cada letra proposicional que ocor-
rer e for diferente de todas as Bi ’s, substitua por uma sentença qualquer. Como tal
sequência foi obtida a partir de uma prova para B em T , segue que tal sequência é
uma prova para σ . �
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