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RESUMO

Baseados no artigo “A stereological version of the Gauss-Bonnet formula”, de Ximo
Gual-Arnau e Juan J. Nufio-Ballesteros [CANBo1], estudamos uma versao estereoldgica
da férmula de Gauss-Bonnet, com a qual obtivemos uma maneira de calcular a carac-
teristica de Euler de um dominio com fronteira em uma superficie suave e orientdvel em
IR3 a partir de segdes bidimensionais desta superficie. Para isso, demos um significado
geométrico para certos pontos de contato entre a superficie e um plano que a “varre”.

Além disso, discutimos algumas aplica¢des estereoldgicas desta féormula.

Palavras-chave: Geometria integral, estereologia, férmula de Gauss-Bonnet, geome-

tria diferencial.
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ABSTRACT

Based on the article “A stereological version of the Gauss-Bonnet formula”, by Ximo
Gual-Arnau e Juan J. Nufio-Ballesteros [GANBo1], we have studied a stereological
version of the Gauss-Bonnet formula, with which we have obtained a way to calculate
the Euler characteristic of a domain with boundary on a smooth and orientable surface
in R3 through two-dimensional sections of this surface. To do that, we have given a
geometric meaning to certain contact points between the surface and a plane which
“sweeps” it. In addition, we have discussed some stereological applications of this

formula.

Keywords: Integral geometry, stereology, Gauss-Bonnet formula, differential geome-

try.
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INTRODUCAO

Grosso modo, um estudo estereolégico de uma superficie S em IR® consiste em obter
informacOes geométricas, como a curvatura, a caracteristica de Euler-Poincaré ou a drea,
através de suas secdes bidimensionais. Para isso, fixado u € S?, consideramos uma
fungdo altura h, : R?> — R dada por hy(p) = (p, u), de modo que quando variamos um
parametro A € R obtemos diferentes planos 71, 5 = h, }(1) que “varrem” a superficie S.
Assim, a partir das se¢des 71, » N S, obtemos as informagdes geométricas desejadas.
Como exemplo, o Principio de Cavalieri é um estudo estereolégico no qual a informa-
¢do geométrica a ser determinada é o volume de um sélido, isto é, de um subconjunto
limitado de R? cuja fronteira é uma superficie. Uma versio cldssica deste principio é a
seguinte: “Consideremos dois s6lidos e o plano que contém suas bases. Se todo plano
paralelo ao plano das bases que intersectar um dos sélidos também intersectar o outro
determinando se¢des de mesma &rea, como ilustra a Figura 1, entdo os volumes dos

solidos sdo iguais.”

|

Figura 1: O Principio de Cavalieri.

Outro estudo estereolégico é o famoso problema da agulha de Buffon. Ehrhard
Behrends e Jorge Buescu o apresentam da seguinte maneira em [BB14]: “Georges-
Louis Leclerc, Conde de Buffon (1707-1788), é famoso pela seguinte ‘experiéncia’:
suponhamos que estamos numa sala cujo chdo é constituido por tdbuas paralelas.

Designemos a distancia entre as tdbuas por 2. Tomemos uma agulha, ou um objeto
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semelhante, de comprimento 2.r menor do que a. Esta condi¢do assegura que, se
deixarmos cair a agulha no chdo, ela atravessard quando muito uma linha que divide
duas tdbuas diferentes. A probabilidade de que esse acontecimento ocorra (isto é, que a
agulha, ao cair no chdo, ndo fique totalmente contida no interior de uma tnica tdbua) é
entdo P = % Esta formula contém a constante 7t — proporcionando-nos, portanto, a
possibilidade de calcular esta constante por via ‘experimental’.”. A Figura 2 ilustra o

problema da agulha de Buffon.
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Figura 2: O problema de Buffon.

Como a estereologia é uma ciéncia aplicada que engloba um estudo interdisciplinar,
o desenvolvimento de ferramentas matemadticas, como uma maneira estereoldgica de
obtermos a caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie, é fundamental para o
desenvolvimento da drea. Podemos ver isso pelas diversas aplicagdes da caracteristica
de Euler-Poincaré na estereologia: [DeH87], [ONo8], [RdSBog], [GBNOg3].

Este trabalho de conclusdo de curso estd organizado da seguinte maneira: No Capitulo
2, recordamos algumas defini¢cdes importantes da geometria diferencial e fixamos
notagdo. Além disso, revisamos um conjunto de fatos sobre as curvaturas de superficies.
Por fim, apresentamos uma demonstracdo para o Teorema de Gauss-Bonnet 2.76 e o
Teorema de Poincaré-Hopf 2.84.

No Capitulo 3, estudamos as ferramentas necessdrias para provarmos a versao
estereoldgica da formula de Gauss-Bonnet 3.13. Além disso, apresentamos algumas

aplicagdes para esta férmula desenvolvida.



PRELIMINARES

2.1 DEFINICOES BASICAS

Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢des basicas da geometria diferencial e
fixaremos notacdo. As superficies em IR3 sdo o objeto de estudo dos resultados obtidos
por Ximo Gual-Arnau e Juan J. Nufio-Ballesteros no artigo “A stereological version of

the Gauss-Bonnet Formula” [GANBo1]. Assim, a seguir definiremos superficies.

Definicdo 2.1. Um subconjunto conexo S C R> é uma superficie regular (ou mergulhada)
se para todo ponto p € S existe uma aplicacio ¢ : U — R3 de classe C*, onde U C R? é um

subconjunto aberto de R?, tal que:

1. ¢(U) C S é uma vizinhanga aberta de p em S (ou, equivalentemente, existe uma vizinhanga
aberta de W C R3 de p em R3 tal que p(U) = WN S);

2. ¢ é um homeomorfismo sobre sua imagem;
3. A diferencial d¢, : R* — R3 é injetiva para todo x € U.

No contexto da Definicdo 2.1 chamaremos qualquer aplicacdo ¢ que satisfaz os itens
(1) - (3) de parametrizacdo local (ou regular) em p; se 0 € U e ¢(0) = p diremos que tal
parametrizagdo local é centrada em p. Chamaremos a aplicagio inversa ¢! : p(U) — U
de carta local em p; a vizinhanga ¢(U) de p em S é chamada de vizinhanca coordenada,
as aplicagdes coordenadas (x1(p), x2(p)) = ¢~ 1(p) sdo chamadas de coordenadas locais
de p; e, paraj=1,2,acurvat — ¢(xo+ te]-) é chamada de j-ésima curva coordenada ao

longo de ¢(xo).

Definicdo 2.2. Seja S C R® uma superficie reqular. Chamamos de atlas a familia A = {¢,}
de parametrizagoes locais ¢ : Uy — S em p, para todo p € S, tais que S = J, Pa(U).
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A seguir daremos um procedimento para construir superficies regulares a partir da

imagem inversa de valores regulares. Comecemos com uma definigdo:

Definicdo 2.3. Sejam V C R3 um conjunto aberto e f : V. — R uma fungio de classe C*.
Dizemos que p € V é um ponto critico de f se df, : R> — R ndo é sobrejetiva. Denotaremos
o conjunto dos pontos criticos de f por Crit(f) e os pontos de V que ndo sdo pontos criticos
chamaremos de pontos regulares de f. Se p € V é um ponto critico de f, entdo chamamos
f(p) € R de valor critico. Um pontoy € f(V) C R que ndo é um valor critico é um valor
regular. Além disso, diremos que um ponto critico p € V de f é ndo-degenerado se a hessiana

de f em p é uma forma bilinear nido-degenerada; caso contrdrio, ele é dito degenerado.

Observacgdo 2.4. Sejam f : V — R é uma fungio de classe C*° definida em um conjunto aberto
VCR3epe V. Entdo df, : R® — R ndo é sobrejetiva se, e somente se, ela é identicamente
nula. Em outras palavras, p € V é um ponto critico de f se, e somente se, o gradiente de f é

zero em p.

Proposicio 2.5. Seja V. C R® um conjunto aberto e f : V. — R uma fungio de classe
C*®. Sea € R é um valor regular de f entdo toda componente conexa do conjunto de nivel

fYNa)={p € V:f(p)=a} éuma superficie reqular.
Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Proposi¢do 3.1.25, p. 128]. [

Definigdo 2.6. Sejam V C R3 um conjunto aberto, f : V. — R uma fungdo de classe C* e
a € R um valor reqular de f. Uma componente conexa de f~1(a) é chamada de superficie de
nivel de f.

A seguir veremos que toda superficie regular é localmente o grafico de uma funcao.

Proposigao 2.7. Consideremos S C R® uma superficie reqular e p € S um ponto. Entilo existe

uma parametrizagdo local ¢ : U — S em p de uma das seguintes formas:

(x, y’f(x/ ]/)), ou
P, y) =< (x, f(x,y),y), ou
(f(x, v), x,y),

para uma certa fungdo f : U — R de classe C*.

Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Proposicdo 3.1.29, p. 130]. [
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Definicdo 2.8. Sejam S C R® uma superficie reqular e p € S um ponto arbitrdrio. Uma funcdo
f:S — Rédeclasse C*° (ou suave) em p se existe uma parametrizacio local ¢ : U — Sem p
tal que f o ¢ : U — R é de classe C* em uma vizinhanga de ¢~ (p). Diremos que f é de classe

C® (ou suave) se ela for suave em todo ponto de S.

Um possivel problema com a Definigdo 2.8 é que ela pode depender da parametrizacdo
escolhida, isto é, pode existir uma outra parametrizacdo ¢ em p tal que f o ¢ ndo é
suave em 1~ (p). Entretanto, veremos a seguir que este ndo é o caso e a Defini¢do 2.8

ndo depende da escolha de parametrizagao.

Teorema 2.9. Sejam S C R® uma superficie regqular, ¢ : U — S e : V — S duas parametri-
zagdes com Q) = p(U) N (V) # @. Entdio a aplicagio 11 = (¢~ o )| y-1iq): ¢~ (Q) — ¢~ ()

é um difeomorfismo.
Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [dC14, Proposicdo 1, p. 82]. O

Corolério 2.10. Sejam S C R3 uma superficie reqular, f : S — R uma fungioem Se p € S
um ponto arbitrdrio. Se existe uma parametrizagio ¢ : U — S em p tal que f o ¢ é de classe C*=
em uma vizinhanca de ¢—1(p) entdo f oy é de classe C* em uma vizinhanca de Y ~(p) para

todas as parametrizagoes P : V. — S de S em p.

Demonstragdo. Notemos que podemos escrever f o = (f o ¢) o (¢! o ¢). Entdo pelo
Teorema 2.9 temos que f o 1 é de classe C* em uma vizinhanca de 1~ !(p) se, e somente

se, f o ¢ é de classe C* em uma vizinhanga de ¢~(p). 0

Usando a mesma ideia da Defini¢do 2.8, definiremos fung¢des suaves entre superficies.

Definigdo 2.11. Sejam S1,S; C R® duas superficies regulares. Diremos que a aplicagdo
f : S1 — Sy éde classe C* (ou suave) em p € Sy se existe uma parametrizagio local
¢1 : Uy — Sy em p e uma parametrizagdo local ¢ : Uy — Sp em f(p) tal que 4)2_1 ofo¢yéde
classe C* em uma vizinhanga de ¢; Y(p). Diremos que f é de classe C* (ou suave) de ela for
suave em todo ponto de S1. Se f é de classe C* e inversivel com inversa de classe C* diremos

que f é um difeomorfismo e que Sy e Sy sdo difeomorfas.

Definiremos, agora, a nogdo de um vetor tangente a uma superficie regular em um

ponto.

Definicdo 2.12. Sejam S C R3 uma superficie reqular e p € S um ponto arbitrdrio. Um vetor
tangente a S em p é um vetor da forma a/(0), onde a :] — ¢, e[ R® é uma curva de classe C*
cujo trago estd contido em S e tal que a(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a S em

p € um espago vetorial chamado de plano tangente a S em p, que serd denotado por TS.
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Consideremos S C R uma superficie regular, p € S um ponto arbitrarioe ¢ : U — S
uma parametrizagio local de p com ¢(xo) = p. Entdo d¢y, é um isomorfismo entre R? e

TS que nos permite considerar uma base especial para o plano tangente:

Definicdo 2.13. Sejam S C R3 uma superficie reqular e p € S um ponto arbitrdrio. Conside-

remos ¢ : U — S uma parametrizacio local centrada em p e {e1,er} a base candnica de R?.

d
Defini = , = T
efinimos os vetores tangentes a S em p 911 ) e ) € T,,S por
991
52, O
9 P L) .
—| = )==—"—0)=| =—(©O =1,2.
b I3 0)
ax]‘
d 0 . . . N
A base ¢ =—| , =—| ¢de TS serd chamada de base induzida pela parametrizacao
6x1 p 8x2 p
local ¢.

Vimos na Proposicdo 2.5 que é possivel definirmos superficies como conjuntos de
nivel de uma fungdo suave. A préxima proposi¢do nos mostrard como encontrar o plano

tangente neste caso particular.

Proposi¢do 2.14. Sejam U C R® um conjunto aberto, f : U — R uma fungio de classe C*,
a € R um valor regular de f, S uma componente conexa de f~1(a) e p € S um ponto arbitrdrio.

Entdo o plano tangente T,S é o subespago de R> ortogonal a grad(f)(p).

Demonstragio. Consideremos v = (v1,v3,v3) € T,S um vetor arbitrario e seja « :] — ¢, e[—
S uma curva tal que «(0) = p e &/(0) = v. Primeiramente notemos que f o« = a, donde

obtemos que

0 0 0
a—i(p)vl . a—é(p)vz + a—;;(p)va - 0.

Portanto v é ortogonal a grad(f)(p). Como v foi tomado arbitrario temos que T},S esta
contido no subespago ortogonal a grad(f)(p). Como ambos os espacos tém dimensao 2,

entdo o plano tangente T;,S é o subespago de R® ortogonal a grad(f)(p). O

Munidos da nogdo de plano tangente, introduziremos a nog¢do de diferencial de uma

aplicacdo suave entre superficies.
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Proposigdo 2.15. Sejam S1,S» C R3 duas superficies requlares e f : V. C Sy — Sy uma
aplicagdo suave de um conjunto aberto V- C Sy. Consideremos p € V um ponto e v € TyS1 um
vetor arbitrdrios tais que a(0) = p e &’(0) = v onde a :] — ¢, e[— V é uma curva parametrizada
diferencidvel. Entdo a curva B = foa é tal que B(0) = f(p) e B'(0) é um vetor de Tt(p)S2
que ndo depende da escolha de a. Além disso, a aplicagiio df, : T,S1 — Tg()Sa definida por
dfy(v) = B'(0) é linear.

Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [dC14, Proposicdo 2, p. 100]. O

Definigdo 2.16. Sejam S1,S; C IR® duas superficies regulares, f : V C Sy — Sp uma aplicagiio
suave de um conjunto aberto V-.C Sy e p € V um ponto arbitrdrio. Chamamos a aplicagio linear

dfp, dada pela Proposicdo 2.15, de diferencial de f em p.

2.2 CURVATURAS

Até agora, tratamos as superficies sob o ponto de vista da diferenciabilidade. Nesta se-
¢do, comegaremos o estudo de outras estruturas geométricas associadas a uma superficie

regular.

Definicdo 2.17. Sejam S C IR® uma superficie reqular e p € S um ponto arbitrdrio. Denotare-
mos por (-, ->p o produto escalar positivo definido em T,S induzido pelo produto escalar candnico
de R3. A primeira forma fundamental I, : T,S — R é a forma quadrdtica (positiva definida)
associada ao produto escalar, isto é, para todo v € TS temos que
Ip(v) = (v,0),, = 0.
Consideremos S C R® uma superficie regular e p € S um ponto arbitrario. A seguir,
expressaremos a primeira forma fundamental na base { i} associada a uma

B_X1’ BXQ
parametrizacdo local ¢ : U — S em p.

Se tomarmos dois vetores tangentes v, w € T,S e 0s escrevermos como combinagado

linear dos vetores da base, isto é, v = vj=— + V) =— e W = W1 =— + Wy——, entdo
dx1 dxo dx1 dxo

(v,w), =W 9 9 + (v1wy + VW) 9 9 + vow 99
’ P ™1 6x1’8x1 p 172 271 8x1’8x2 p 272 aX2axZ P'

Em particular,

o o o o d 9
— —2( 2 2 - 20 = 7
IP(U) - <U,U>p =0 <ax1/ axl >p +20102 <ax1/ ax2>p + 03 <ax2 ax2>p : (1)
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Definicdo 2.18. Sejam S C IR® uma superficie reqular e ¢ : U — S uma parametrizagdo local.
Entdo definimos os coeficientes da primeira forma fundamental (ou métrica) de S com

respeito a ¢ como as fungoes E, F, G : U — R dadas por

E(x) = <8_x1’8_x1>¢(x)' H = <6_x1’8_x2>¢<x)' o= <a_x2’a_x2>¢(x)’

para todo x € U.

Observacao 2.19. Notamos que os coeficientes da primeira forma fundamental de uma superficie
reqular sdo fungoes de classe C* e que, embora eles dependam da escolha de parametrizagio local,

a primeira forma fundamental de S, dada por (1), independe de parametrizagdo.

As aplicagdes entre superficies regulares que preservam a primeira forma fundamental
e, portanto, a métrica, sdo chamadas de isometrias, enquanto que aquelas que preservam

angulo sdo chamadas de conformes. E o que definimos a seguir.

Definicdo 2.20. Sejam Sy, S, C R3 duas superficies requlares e f : S; — S, uma aplicagio de

classe C*°. Dizemos que f ¢ uma isometria em p € Sy se para todo v € T,S; tivermos que

L) (dfp(v)) = Ip(0).

Nas condi¢des da Definigdo 2.20, se f : S — Sy é uma isometria entdo temos também

que para todo v, w € TS

_ Ip(v +w) — Ip(v) — Ip(w)

(v, w),, 5
_ L fp(0+w)) — L) (dfp(0)) — L) (@fp(w))
2
= (dfy(0), dfy(@)) ;-

Além disso, dizemos que f é uma isometria local em p € S; se p possuir uma vizinhanga
U tal que f é uma isometria em cada ponto de U; e que f é uma isometria local se ela
é uma isometria em cada ponto de S;. Por fim, dizemos que f é uma isometria se ela

for um difeomorfismo global e uma isometria local.

Definicdo 2.21. Sejam S1, S, C R duas superficies requlares. Dizemos que S1 é localmente
isométrica a Sy e para todo p € Sy existe uma isometria de uma vizinhanga de p em Sy com
um conjunto aberto em S.
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Definicdo 2.22. Sejam S1,S, C R® duas superficies requlares e f : S; — S, uma aplicagdo
de classe C*. Dizemos que f é uma aplicacdo conforme se para todo p € Sy e quaisquer
v € TpS; temos

I (@fp(@) = A(p)p(0),
onde A% é uma fungio diferencidvel em Sy que nunca se anula. As superficies S1 e Sy sdo

chamadas conformes.

Nas condi¢des da Defini¢do 2.22, se f : S| — S; é uma aplicacdo conforme entdo

temos também que para todo v, w € TSy

(dfp(0), dfp(@)) 1,y = A(P) (0,0) .

Definicdo 2.23. Sejam S C R3 uma superficie reqular e p € S um ponto. A determinacdo

do angulo entre dois vetores tangentes v, w € T,S é um niimero 6 € R tal que
{0, w),

VI, @)I,(w)

Além disso, se a, B :] — ¢, e[— S sdo curvas diferencidveis com a(0) = B(0) = p, nds dizemos

cosf =

que o0 Angulo entre « e f em p é a determinagio do dngulo entre o’(0) e B'(0).

Definicao 2.24. Dizemos que uma parametrizagdo local ¢ de uma superficie reqular S é

ortogonal se suas curvas coordenadas formam um dngulo reto.

Sendo U uma vizinhanca coordenadas de p, a parametrizagdo ¢ é ortogonal se
F(x) =0, para todo x € U.

Uma outra questdo métrica que pode ser tratada com a primeira forma fundamental
é o cédlculo da drea de uma regido limitada de uma superficie regular S. Para isto,

definiremos estas regides cuja drea queremos medir.

Definicao 2.25. Sejam « : [a,b] — S uma curva regular por partes parametrizada por
comprimento de arco em uma superficie reqular S C R¥ea =ty < t; < -+ < t = b
uma partigdo de [a, b] tal que (x|[t],71,t].] é reqular para j =1,. .., k. Definimos
o' (t7) = lim a/(b) e o (1) = lim o/ (t);
P sy G
oc’(t]._) e oc’(t;-’) silo (em geral) vetores distintos em Ty)S. Notemos que a'(ty) e a/(tf) sé
estdo definidos para curvas fechadas e, neste caso, definimos o'(t;) = a'(t,) e &/ (tf) = &/ (7).
Diremos que a(t;) é um vértice de a se oc’(t]._) # a’(t]*) e uma caspide se oc’(t]._) = —zx’(t;).
Um poligono curvilineo em S é uma curva simples, reqular por partes, parametrizada pelo

comprimento de arco e sem cuispides.
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Definicdo 2.26. Sejam S uma superficie reqular e R C S um subconjunto conexo. Dizemos que
R é uma regido regular se R é compacto e sua fronteira OR é uma unido finita de poligonos

curvilineos que ndo se intersectam.

No caso em que S C IR? ¢ uma superficie regular compacta, temos que S ¢ uma regido

regular com fronteira vazia.

Definigdo 2.27. Sejam S C R® uma superficie reqular, ¢ : U — S uma parametrizagio local e

R C S uma regido reqular de S tal que ¢~ (R) C U. Chamamos o niimero positivo

- ff.

d d
— A —

dxd
8x1 8x2 ey

de drea de R.

Observacao 2.28. Notemos que a drea de uma regido reqular ndo depende da parametrizagio

escolhida.

Definicdo 2.29. Seja S C R® uma superficie reqular. Dizemos que S é orientéavel se ela
admite uma cobertura por vizinhangas coordenadas ¢, (Uy), em que ¢, : Uy — S, de tal modo

d(x1, Y1)

=—(p) > 0.
a(xzfyz)(p)
A escolha de uma tal familia de vizinhangas coordenadas que cobrem S é denominada uma

que se p € P, (Uy,) N Pa,(Uy,), com (x1,y1) € Uy, € (x2,1y2) € Uy, entdo

orientacdo de S, e S, neste caso, diz-se orientada. Se uma tal escolha ndo é possivel, diz-se que
S é ndo-orientdvel. Se S é orientada, uma parametrizacio local ¢ : U — S é dita compativel
com a orientagdo de S se, unindo ¢ a familia de parametrizacoes dada pela orientacdo, obtém-se

ainda uma (logo, a mesma) orientago.

Definicdo 2.30. Seja S C R> uma superficie reqular. Um campo vetorial normal a S é a
aplicagio N : S — R3 de classe C* tal que N(p) é ortogonal a T,S para todo p € S. Se, além

disso, |N| = 1 dizemos que N é um campo normal unitario a S.

A seguir, observamos a relagdo entre a orientabilidade de uma superficie e um campo

normal unitério a ela.

Proposigdo 2.31. Seja S C IR® uma superficie regular. Entio temos que S é orientdvel se, e

somente se, existe um campo normal unitdrio em S.

Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Proposicdo 4.3.7, p. 180]. [



2.2 CURVATURAS

Definicdo 2.32. Seja S C R3 uma superficie reqular orientada por um atlas A. Um campo

0
oo . . ~ 8x1 axz
normal unitdrio N determina uma orientacao se N = ﬁ para qualquer parame-
ox; oxa

trizagio local de A.

Definicdo 2.33. Sejam S C R> uma superficie reqular orientada e N : S — S? um campo
normal unitdrio que determina uma orientagdo. Para p € S dizemos que uma base {v1,v2 } de
T,S é positiva (resp., negativa) se a base {v1,v2, N(p)} de R tem a mesma orientagio (resp.,

a orientacio oposta) da base candnica de R3.

Corolario 2.34. Sejam Q0 C R3 um conjunto aberto, f : QO — R uma fungio de classe C* e

a € R um valor regular de f. Entdo toda componente conexa S de f~'(a) é orientdvel e o campo
grad(f)

|grad(f)|
Demonstragio. Seja p € S um ponto arbitrario. Pela Proposicdo 2.14 temos que o plano

grad(f)
grad(p) P T

normal unitdrio é dado por N =

tangente T,S é ortogonal a grad(f)(p). Logo, basta tomar N(p) =

Proposigdo 2.31, temos que S é orientéavel.

Uma das preocupagdes da geometria diferencial é medir a curvatura de uma superficie
regular S. Isto esta fortemente relacionado a variagdo do campo normal unitdrio N

sobre S, como veremos a seguir.

Lema 2.35. Sejam S C IR® uma superficie regqular, p € S um ponto e N(p) um vetor unitdrio
de R® ortogonal a T,S. Dado v € T,S um vetor tal que |v| =1, consideremos I1 o plano que
passa por p e é paralelo a v e N(p). Entdo a intersecido I1N S €, em uma vizinhanga de p, o trago

de uma curva regular.
Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Proposi¢do 4.4.1, p. 184]. [

Definicdo 2.36. Seja S C R® uma superficie reqular orientada. A aplicacdo de Gauss de S ¢

o campo normal unitdrio N : S — S? que determina a mesma orientagio de S.

A aplicagdo de Gauss determina unicamente os planos tangentes a uma superficie
regular S, pois T,,S é ortogonal a N(p); entdo a variagdo de N mede o quanto os planos
tangentes variam, isto é, o quanto S deixa de ser um plano.

Este argumento sugere que a curvatura da superficie regular pode estar relacionada
com a diferencial da aplicagdo de Gauss, assim como a curvatura de curvas esta

relacionada com a derivada do vetor unitario tangente.

11
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Proposigdo 2.37. Seja S C RR® uma superficie regqular orientada com aplicacio de Gauss
N : S — S2. Entio dN, é um endomorfismo de TS, simétrico com respeito ao produto escalar

(/) para todo p € S.
Demonstragido. A demonstracdo pode ser vista em [AT12, Proposi¢do 4.4.15, p. 188]. [

Definicdo 2.38. Seja S C R3 uma superficie regqular orientada com aplicagio de Gauss N :

S — S2. A segunda forma fundamental de S ¢ a forma quadritica 11, : T,S — R dada por
I1,(v) = — (dNy(v), v>p ,
para todo v € T)S.

Uma mudanga de orientacdo em S faz a aplicacdo de Gauss mudar de sinal e,
consequentemente, a segunda forma fundamental muda de sinal também. A partir da
segunda forma fundamental de S e do Lema 2.35, definimos o conceito de curvatura

normal:

Definigdo 2.39. Sejam S C R® uma superficie reqular orientada e « : I — S uma curva em
S parametrizada pelo comprimento de arco. A curvatura normal de a é a funcdo x, : I — R

dada por
Kn(t) = (2 (), Noa(t)).

Em outras palavras, nas condi¢des da Defini¢do 2.39, a curvatura normal é o compri-
mento da projecdo do vetor k7, onde x é a curvatura da curva « e n é o vetor normal de
«, sobre a normal a superficie em p, com um sinal dado pela orientagdo de S em p. A

seguir, damos uma interpretacdo geométrica para a segunda forma fundamental de S.

Observacio 2.40. Consideremos S C R® uma superficie reqular orientada e a :] — ¢, e[— S
uma curva em S, parametrizada pelo comprimento de arco. Notemos que (N(a(s)), a’(s)) =0,

Vs €] — ¢, €[. Logo, segue-se que

— (dNy5)(@'(5)), 2/ (5)) = (N(a(s)), " (5)) -

Portanto,
I5)(@'(5)) = — (dNy(e) (@' (5)), &' (s)) = (N((s)), & (s)) = K (s).

Teorema 2.41 (Meusnier). Sejam S C R3 uma superficie regqular orientada com aplicagio de

Gauss N : S — S? e p € S um ponto arbitrdrio. Entdo:
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1. Duas curvas em S passando por p e tangentes a mesma diregdo tém a mesma curvatura

normal em p.
2. A curvatura normal de S em p num vetor v € TS tal que |v| = 1 é dada por 11,(v).
Demonstragio. A demonstragdo segue da Observagao 2.40. []

Como vimos na Proposi¢do 2.37, dada uma superficie regular orientada S C R®
com aplicacdo de Gauss N : S — 52, sabemos que dN,, ¢ um endomorfismo simétrico
e, portanto, pelo Teorema Espectral [Lim16, Teorema 13.6, p. 160], temos que dN, é

diagonalizavel, o que nos permite definir:

Definigdo 2.42. Sejam S C R® uma superficie reqular orientada com aplicagio de Gauss
N:S > 8¢ p € S um ponto arbitrdrio. Se v € T,S, com |v| =1, e A € R sdo tais
que dNy(v) = —Av dizemos que v é uma diregao principal de S em p e A é a curvatura

principal de S em p.

Assim, sendo v € TS uma diregdo principal com curvatura principal k, temos que
II,(v) = — <de(v),v>p = —(—x0,v), =k,

de modo que as curvaturas principais sdo curvaturas normais. Como veremos a seguir,

elas sdo precisamente a maior e menor curvaturas normais num ponto:

Proposicio 2.43. Sejam S C R® uma superficie reqular orientada com aplicagio de Gauss
N:S — S%e p € S um ponto arbitrdrio. Entdo existem diregdes principais v1,v, € TS com

correspondentes curvaturas principais k1,k € R, com k1 < k3, tais que:
1. {v1,v2} é uma base ortonormal de T,S;

2. dado um vetor unitdrio v € T,S, consideremos 6 €] — 71, 7t] a determinagdo do dngulo

entre vy e v, logo cos 6 = (v1,v), e sin6 = (v, v),,. Entdo

p

1y(v) = %1 cos? 0 + i sin’ 0 (Férmula de Euler);

3. k1 é a menor curvatura normal em p e xp é a maior curvatura normal em p. Mais
precisamente, o conjunto de todas as possiveis curvaturas normais de S em p é o intervalo
[x1,x2], isto é,

{II,(v) : v € TS, I,(v) = 1} = [K1, K2].

13



14 PRELIMINARES

Demonstragido. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Proposi¢do 4.5.2, p. 191]. [

Definicdo 2.44. Seja S C R® uma superficie regqular orientada com aplicagio de Gauss N :
S — S%. A curvatura Gaussiana de S é a fungio K : S — R dada por

K(p) = detdN,, Vp €S,

e a curvatura média de S é a fungio H : S — R dada por

1
H(p) = ——trace ANy, Vp €S.
Observacdo 2.45. Se k1 e kp sdo as curvaturas principais de S em p entdo K(p) = x1xp e
K1+ K2
H(p) = "

Consideremos S C R® uma superficie regular orientada com aplicagdo de Gauss

N:S — S? e p € S um ponto arbitrario. Fixemos ¢ : U — S uma parametrizagdo local

em p. Sev—vla—l+vz

d ) d J 2
I1,(v) = — <de(v),v>p =11, (8x1> v — <de (a_xl) p a—x2>pvlvz + 11, (8_362) 03,

donde temos a seguinte definicao.

o € TpS entdo

Definigdo 2.46. Sejam S C R3 uma superficie reqular e ¢ : U — S uma parametrizagio

local. Definimos os coeficientes da segunda forma fundamental de S com respeito a ¢

d d d
o)== (s (57, $> o (521):
d d
f(x)=— <dN4>(x) <a_x1> $>q§(x)’
0

0 0
s =- <dN¢<x> (a—> T >¢(x) = Mo (a—> /

como sendo as fungoes e, f,g : U — R dadas por

9,9
para todo x € U, onde N = %
9x1 0xp

Observacao 2.47. Notemos que os coeficientes da segunda forma fundamental de uma superficie

regular sdo fungoes de classe C*.
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Para finalizarmos esta se¢do, provaremos que a curvatura Gaussiana é uma proprie-
dade intrinseca da superficie, isto é, depende somente da primeira forma fundamental
e ndo da maneira que a superficie estd imersa no R3.

Sejam ¢ : U — S uma parametrizagdo local da superficie regular S C R3 e N :

0 d
$(U) — S? a aplicacdo de Gauss de ¢(U) dada por N = % Notemos que
ox; " 0xp

J 0
{W . N } formam uma base para R® em todo ponto. Em particular, existem
L 92

funcoes FZ i hij,a;j : U — R de classe C* tais que
ik 19 29 LpN (2)
8x~ax] i 8x1 gl axz N
Jd(N o d(No¢) _ d 0
o Voxy T oxy
parai,j=1,2. Em (2), observamos que a componente de (I:)]x 9) na dire¢cdo N é nula,
]
pois |[N| = 1. Além disso, Fk Fk e hjj = hj;, para todos i,j,k =1, 2.
(N o ¢)

d <.
Como = dNy 5 ) ©S termos a;; sdo justamente as componentes da
i

9 9
0x1’ 9x7

0 ) ..
<N o¢, £> =0,parai=1,2, que hi]- sdo os coeficientes da segunda forma fundamen-
1

axi

matriz que representa a transformagédo linear dN, na base { } Segue de

tal de S. Falta determinarmos os coeficientes Ff.‘]., que sdo chamados de simbolos de

Christoffel da parametrizagao local ¢.

02 0 0
Tomando o produto escalar de axg)x] com a_x1 e F e usando a equagdo (2), obtemos:
( 1 0E
ET}, + FI%, = 290
X (3)
oF 10E
FT1, +GI% = =— — ——.
! 07 9x;  20x
( 1 0E
ET}, + FI?%, = 295
(4)
109G
FTi, +GI?%, = ——.
|12 127 29x,

15
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( oF 109G
Eln+tFo =50~ 2om,
(5)
109G
FF%Z-FGF%Z = Ea—xz

Como EG — F? #0, os sistemas lineares (3), (4) e (5) tém solucdes tnicas, que podem
ser expressas em termos dos coeficientes da métrica e de suas derivadas. Em particular,
os simbolos de Christoffel dependem somente da primeira forma fundamental de S
e, portanto, sdo intrinsecos. Como consequéncia, qualquer quantidade que possa ser
escrita em termos dos simbolos de Christoffel é intrinseca, isto é, depende somente da
estrutura métrica da superficie e ndo da maneira que a superficie estd imersa em RR>.

De modo andlogo, existem fung¢des Af i Bije U — R de classe C* tais que

3¢ . 0 , 0
_ oY AL % a2 % BN,
dxioxox, | kaxy T Cilkgx, Uk

Novamente, os termos Ai’jk e Bjjx sdo simétricos com relacdo aos indices inferiores.

Além disso, diferenciando-se a equacado (2) obtemos

or’
I _ Tk plpl 2

o0x;
oh;
ik
Bijk = r}khil + F;Tkhiz + a—XZ

Visto que Aﬁjk sdo simétricos com relacdo aos indices inferiores, entao Af i~ Aéik =0,

donde obtemos, para i, j, k,[ = 1,2, as equagédes fundamentais de Gauss:

or’ or! 2
jk ik ! 1Y
ox; B axlj * n;l (F ]r";crim - F%ij> =- (hjkali - hikazj) . (6)

Assim, se escrevermos a equagdo (6) parai=1=1ej =k =2 obtemos

1 ar%z ar%Z 2 m 11 m 11
K= c (8_x1 T + mZ=;1 <F22F1m - 12F2m) : (7)

Por (7), temos que a curvatura Gaussiana € intrinseca como esta enunciado a seguir.

Teorema 2.48 (Teorema Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana de uma superficie

reqular é uma propriedade intrinseca, isto é, depende somente da primeira forma fundamental.
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Da simetria dos coeficientes B;j; seguem as equagdes de Mainardi-Codazzi.

Definicdo 2.49. Seja S C R® uma superficie reqular orientada com aplicacio de Gauss N :
S — S2. Uma linha de curvatura da superficie reqular S é uma curva « em S tal que «' é
sempre uma dire¢do principal. Uma dire¢do assintética em p € S é um vetor unitdrio v € TS
tal que 11,(v) = 0. Uma curva assint6tica de uma superficie regular S é uma curva o em S tal

que o' é sempre uma dire¢iio assintotica.

2.3 GEODESICAS

Nesta secdo, estudamos uma propriedade que caracteriza as “retas” de uma superficie
S. Comecamos generalizando para superficies regulares a caracterizagdo analitica local

de segmentos de retas, isto é, curvas com vetor tangente constante.

Definicao 2.50. Seja S uma superficie reqular. Um campo de vetores ao longo de uma
curva a : [ — S de classe C* é uma aplicagio & : I — R® de classe C* tal que &(t) € TunS
para todo t € I. Mais geralmente, se « : I — S é uma curva C* por partes, um campo de
vetores ao longo de « é uma aplicacio continua & : I — R> tal que &(t) € Tut)S para todo
t € 1, suave em cada subintervalo de I onde « é suave. O espago vetorial de vetores ao longo de

w serd denotado por T («).

Um exemplo tipico de campo de vetor ao longo de uma curva é o campo de vetores
tangentes &’ : [ — IR® de uma curva a : [ — S de classe C*.

A nogdo que apresentamos a seguir mede quanto um campo de vetores ¢ € T («)
varia ao longo de uma curva a : I — S de classe C*, do ponto de vista da superficie

regular S.

Definicao 2.51. A derivada covariante de um campo de vetores ¢ € T («) ao longo de uma
curva o : I — S de classe C* em uma superficie regular S é o campo de vetores D¢ € T ()

dado por
dg
D) =y (0
onde Tty : R3 — Tu)S € a projegdo ortogonal sobre o plano tangente a S em «(t).

Observacdo 2.52. A derivada covariante é uma nogdo intrinseca, isto é, depende somente da

primeira forma fundamental de S.

17
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Definicdo 2.53. Seja « : [ — S uma curva de classe C* em uma superficie reqular S. Um
campo de vetores ¢ € T (x) ao longo de w é dito paralelo se D¢ = 0. Mais geralmente, se
a: 1 — S éuma curva de classe C* por partes, um campo de vetores ¢ € T («) é paralelo se

ele for paralelo em cada subintervalo de I no qual a é suave.

Proposicdo 2.54. Seja a : I — S uma curva de classe C*° por partes em uma superficie reqular
S. Entdo

1. dado ty € I e v € TyyyS, existe um iinico campo de vetores paralelo ¢ € T («) tal que

$(to) = v,

2. se &, ¢ € T(«) sdo campos de vetores paralelos ao longo de a, o produto interno (¢, & ), €

constante. Em particular, a norma de um campo paralelo é constante.
Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Proposicdo 5.1.6, p. 250]. [

Agora definiremos as curvas que tém o papel andlogo ao das retas no plano, isto é,

curvas com campo tangente paralelo.

Definicdo 2.55. Uma geodésica em uma superficie reqular S é uma curva o : I — S de classe

C® tal que o' € T («) é paralelo, isto é, tal que Do’ = 0.

Observacgdo 2.56. Dados um ponto p € S em uma superficie reqular S e um vetor v € TS
temos que existe uma 1inica geodésica « :] — €, e[— S em uma vizinhanga de p tal que x(0) = p

e a’(0) = v.

Proposicdo 2.57. Seja « : [ — S uma curva regular em uma superficie reqular S. Entdo « é
uma geodésica se, e somente se, « estiver parametrizada por um muiltiplo do comprimento de

arco e sua curvatura xk coincide com o valor absoluto de sua curvatura normal |x,|.
Demonstragio. A demonstracdo pode ser vista em [AT12, Proposi¢do 5.1.18, p. 257]. [

Defini¢do 2.58. Seja « : [ — S uma curva regular em uma superficie reqular S. Um campo
normal unitario ao longo de « é uma aplicacio de classe C®° N : [ — R tal que |[N(t)| = 1
e N(t) L TyyS paratodo t € I.

Sejam & : [ — S uma curva regular em uma superficie regular S e N : [ — R> um
campo normal unitdrio ao longo de a. Se ¢ € T («) é um campo de vetores unitdrios ao

longo de a, diferenciando-se (¢, ¢), = 1 obtemos que

d
0= 4 (.8, =2(DE2),.
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Consequentemente D¢ é ortogonal a N e a ¢; entdo existe uma fungdo A : I — R tal
que D¢ = AN A ¢. Mais precisamente, como N A ¢ é um vetor unitario, temos que
A= (D¢, N A¢), e, em particular, A é de classe C®.

Defini¢do 2.59. Sejam « : I — S uma curva regular parametrizada por comprimento de arco
em uma superficie reqular S e N : I — R® um campo normal unitdrio ao longo de a. A

curvatura geodésica de « ¢ a fungio ko : I — R dada por
kg = (Da/, NA&"),

de modo que
Da’ = kg(N A o).

Nas condicdes da Definicdo 2.50 &’ = kn e &’ = (") + (a/)". Assim,
2 2
’[X”|2=‘(0€”)T‘ +‘(0¢”)J“ .

donde temos o seguinte resultado.

Coroldrio 2.60. Seja a : [ — S uma curva parametrizada por comprimento de arco em uma
superficie reqular S. Entdo
2_ .2 .2

K = K + Ky

Em particular, uma curva « parametrizada pelo comprimento de arco é uma geodésica se, e

somente se, sua curvatura geodésica é zero em todo ponto.

Em outras palavras, a curvatura geodésica de uma curva mede o quanto uma curva
“deixa” de ser uma geodésica.

Sejam a : [a,b] — S uma curva regular em uma superficie regular S, N : [a,b] — R®
um campo normal unitdrio ao longo de « e 1,8, € 7T (a) dois campos de vetores
unitarios ao longo de «. Como {Ci(t), N(t) A¢1(t)} é uma base ortonormal de TS
para todo t € [a, b], podemos decompor &»(t) na base {&1(f), N(t) A ¢1(t)} como

G2(t) = (82(£), 1(1)&1(8) + (G2(B), N(8) A G1.(1)) (N(B) A 61 (B))

de modo que ((&a(1), (jl(t)>)2 + ((&2(H), N(H) A (_fl(t)>)2 = |&2(t)|*> = 1. Consequentemente,
podemos definir uma aplicagdo continua ¢ : [a,b] — S! dada por

(1) = ({G2(8), G1(8)), (S2(), N(£) A 1)) - (8)
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O levantamento de ¢ é uma aplicacdo 6 : [2,b] — RR tal que o diagrama da Figura 3 é

comutativo, isto é, 7t 0§ = ¢, onde 7 : R — S! é dada por 7(x) = (cos x, sin x).

o,

Sl
%

(a, b]

Figura 3: Levantamento de ¢.

Tomando-se xp € R tal que 7t(xg) = ¢(a), podemos mostrar que existe um tnico

levantamento 0 de ¢ tal que 6(a) = x¢. Esta prova é dada em [AT12, Proposicao 2.1.4, p.
69].

Definicdo 2.61. Sejam « : [a,b] — S uma curva parametrizada por comprimento de arco em
uma superficie reqular S C R3, N : [a,b] — R3 um campo normal unitdrio ao longo de a e
¢1,62 € T () dois campos de vetores unitdrios ao longo de a. Uma determinacio continua
do angulo entre §; e ¢, € 0 levantamento 0 : [a,b] — R da funcdo ¢ : [a, b] — S! dada por

(8).
Nas condi¢oes da Defini¢do 2.61, temos que
G2(t) = cos(8(£))1(#) +sin(B(£)) (N() A ¢1(£)) -

Proposicdo 2.62. Sejam ¢ : U — S uma parametrizagio ortogonal de uma superficie regular
SCR3ewa: I — ¢(U) C S uma curva parametrizada por comprimento de arco. Escreva

a(t) = Pp(aq(t), aa(t)); entdo a curvatura geodésica de « é dada por

oL (,0G6  ,OEY\ df
87 oVEG \ 20x;  loxy) dt’

ewa.

o

. d
onde 0 : I — R é uma determinagdo continua do dngulo entre 3
1

Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Proposicdo 5.1.28, p. 260]. [
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2.4 O TEOREMA DE GAUSS-BONNET E O TEOREMA

DE POINCARE-HOPF

Nesta se¢do apresentaremos uma prova para o Teorema de Gauss-Bonnet, um resultado
de bastante importancia no estudo da geometria diferencial de superficies. O Teorema
de Gauss-Bonnet nos permite relacionar quantidades geométricas de uma superficie
com a sua topologia global.

A versdo local do Teorema de Gauss-Bonnet se aplica a regides regulares simples que
estdo contidas na imagem de uma parametrizagdo ortogonal da superficie, enquanto
que para a versdo global, subdividimos a superficie em diversas regides regulares por
meio de triangulagdes.

Nas condi¢des da Definig¢do 2.25, introduzimos a nog¢do de poligonos curvilineos

pequenos.

Definicao 2.63. Um poligono curvilineo pequeno em uma superficie reqular S é um poligono

curvilineo cujo trago estd contido na imagem de uma parametrizagdo local.

Sejam S uma superficie regular e « : [a,b] = ¢(U) C S um poligono curvilineo

pequeno com trago contido na imagem de uma parametrizagdo local ¢ : U — S.

Consideremos a = ty < t; < --- < t; = b uma partigdo de [4, b] tal que 0c|[t],_1,t].] é regular
paraj=1,---,k. O dngulo externo de « em t; € o angulo ¢; € [—7, 7] de oc’(t]._) para
o (t;’), tomado com sinal positivo se {oc’ (t]-_), o (t;’)} for uma base positiva de Ty, e
com sinal negativo, caso contrario.

Nestas condic¢oes, estendemos a seguir o conceito de determinac¢do continua do

angulo para poligonos curvilineos:

Definicdo 2.64. Definimos a determinacdo do angulo do poligono curvilineo a como

sendo a fungdo 0 : [a,b] — R tal que, para todo j=1,...,k, 6 : [t]-_l, tj[—> R é a determinacio

0
continua do dngulo entre Fyn e, com G(tj) €l—rm, m,e
1lg

Q(f]) = lim Q(t) +&j,

t—)tj

onde ¢; é o angulo externo de a(t;).
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Definic¢do 2.65. Sejam « : [a,b] — S um poligono curvilineo pequeno em uma superficie
reqular S C R e 0 : [a,b] — R determinacio do angulo de a. O indice de rotagdo p(x) do

poligono curvilineo « é dado por

@) = 5 () — (@)).

Proposicao 2.66. Sejam « : [a,b] — S um poligono curvilineo pequeno com trago contido na
imagem de uma parametrizacio local ¢ : U — S de uma superficie reqular S e ag = ¢~ ' o :

[a,b] — R?. Entio p(a) = p(ag) = £1.

Demonstragdo. A demonstracdo pode ser vista em [AT12, Proposic¢do 6.1.3, p. 305,

Proposicdo 2.4,7, p. 87]. O

Definicao 2.67. Um poligono curvilineo pequeno w : [a,b] — S em uma superficie reqular
S é orientado positivamente (com respeito a parametrizagdo local na qual o trago de w estd
contido na imagem) se o seu indice de rotacdo é +1. Caso contrdrio dizemos que « é orientado

negativamente.

Definicdo 2.68. Uma regido regular R C S de uma superficie reqular S é simples se ela é

homeomorfa a um disco fechado.

Teorema 2.69 (Teorema de Gauss-Bonnet, versao local). Sejam S uma superficie regular,
R C S uma regido simples contida na imagem de uma parametrizacido ortogonal local ¢ :
U— S, a:[abl = S uma parametrizacio por comprimento de arco da fronteira de R,

positivamente orientada com respeito a ¢, com dngulos externos €1, ..., e, €] — T, t[. Além

disso, consideremos N = % o campo normal unitdrio que determina uma orientagio
— A —
dx1  0x
para ¢p(U) e kg a curvatura geodésica de a nos subintervalos de [a, b] onde « é regular. Entdo
b k
/ Kdo + / Keds +Y & =27, 9)
R a i=1

onde K é a curvatura Gaussiana de S, do é o elemento de drea de R e ds é o elemento de

comprimento de .

Demonstragio. Consideremos « = ¢(x1, «2). Pela Proposigdo 2.62 temos que para pontos

onde « é regular
o L (3G LY do
870 JEG \ %0x; loxp ) dt’
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onde 6 : [4,b] = R é a determinacdo do angulo de « tal que 6(a) €] — 7, 7]. Conse-

quentemente, tomando a =ty < t; < --- < ty = b uma particdo de [a, b] tal que |y, , 1

é regular parai=1,---,k, temos, pelo Teorema de Gauss-Green [Lim15, Teorema de

Green, p. 424], que

b kot
/ Kgds = Z/ Kg(s)ds
a ] tig

2! (e

2/ (e

VEG
_ 9 (
- 1<R> dx1

zx’aG  OF +d—9 ds
29x; 18x2 dt
, 0G
( 289(1 1aX2)) 2/ —dS
0 1 oE
+— —— [ =— dxqdx
(ax1>> axz (2\/EG (ax2>>> R

(6(t) — 6(ti1)) Zez (10)

M»N

1l
—_

i

Como a parametrizagdo é ortogonal temos, pelo Teorema Egregium de Gauss 2.48, que

//¢1(R) (6%1 (2\/115_(; (aa_fl)) * aixz (2\/1@ (;—Z))) dxidx, =

=— // KV EGdxdxy
¢~ 1R

= —/ Kdo. (11)
R

Além disso, como « esta orientada positivamente temos, pela Defini¢do 2.65 e Proposicao

2.66, que
k

3 (6(t) — 6(t;1)) = 27tp(a) = 271, (12)

i=1
onde p(«) é o indice de rotagdo de «. Portanto, substituindo em (10) as equagdes (11) e

b
/KgdS——// Kdo +2m — 281
a

i=1

(12), temos

Ou seja,

b k
/ ch7+/ Kods + Y e =271
R a i=1
[l

Nosso préoximo objetivo é apresentar a versdo global do teorema de Gauss-Bonnet, a

qual serd dada por meio de triangulacdo de uma regido regular.
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Definicdo 2.70. Seja S C IR® uma superficie reqular. Dizemos que T C S é um triAngulo em
S se T é uma curva simples, fechada e formada por trés arcos requlares. Assim, se a : [a,b] — S
é uma parametrizagdo para 9T, existe uma particio a =ty < t1 < tp < t3 = b de [a, b] tal que

oyt € regular parai=1,2,3.

Definicdo 2.71. Uma triangulacao de uma superficie regular S é uma familia de tridngulos
{Ti}icyem S tal que se T;N'T; # @, com i # j, entdo T; N T; ou é uma aresta ou é um vértice

para T e T;.

Defini¢do 2.72. Se {T;}\_, é uma triangulagio finita de uma superficie (compacta) S, definimos

a caracteristica de Euler-Poincaré de S, denotada por X(S), como sendo o niimero
X(S)=V—-A+F,
onde V, A e F denotam o niimero de vértices, arestas e faces da triangulagio.

Observacao 2.73. X(S) nio depende da triangulacdo escolhida e toda regido regular e compacta

de uma superficie admite uma triangulacdo [AT12, Capitulo 6.5, p. 338].
Proposigao 2.74. Seja S C R3 uma superficie reqular compacta e conexa. Entdo
X(S)=2-2g, (13)

com g € N. Além disso, se S C R® é uma superficie reqular compacta e conexa com X (S) =

X(S) entdo S é homeomorfa a S.

Demonstragio. A demonstracdo pode ser vista em [AT12, Proposi¢do 6.2.12, p. 313,

Proposicgdo 6.2.14, p. 314]. ]
Observacao 2.75. g denota o género da superficie S. Por (13), X(S) < 2.

Teorema 2.76 (Teorema de Gauss-Bonnet, versdo global). Seja R C S uma regido regular
de uma superficie regular orientada S com fronteira dR orientada positivamente. Consideremos
Cy,...,Ck as componentes conexas da fronteira de R parametrizadas, para j = 1,...,k, por
. Sed j .
curvas o : [aj, bj] — S com curvaturas geodésicas xq. Denotemos por {e1,..., &y} o0 conjunto

dos dngulos externos das curvas a1, . . ., ax. Entdo

ko b p
// Kdo + Z/ ]K]gds +Y ey =2nX(R), (14)
R =174 h=1

onde K é a curvatura Gaussiana de S, do é o elemento de drea de R e ds é o elemento de

comprimento de ;.
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Demonstragio. Consideremos uma triangulagdo T da regido R de modo que cada trian-
gulo T; € T esta contido em uma vizinhanga coordenada de uma familia de parametri-
zagdes ortogonais, compativeis com a orientagdo de S. Além disso, como a fronteira
de todo triangulo de T esta orientada positivamente, obtemos orientagdes opostas nas
arestas que sdo comuns a tridngulos adjacentes. Aplicando-se a versdo local do Teorema

de Gauss-Bonnet 2.69 a cada triangulo de T e somando-se os resultados, obtemos:

k b: .
// Kd(7+2/}1céds+
R ]'=1 a; :

] 1

281']' =2mF, (15)
j=1

F 3
=1
onde ¢;1, € e €;3 sdo os angulos externos do tridngulo T; e F é o nimero de tridngulos
de T.
Se denotarmos por ¢;; = 7T — ¢;j, para j = 1,2,3, os dngulos internos de um tridngulo

T;, temos que

F 3 F 3 F 3 F 3

) ej=) ) m=) ) ¢ =37F =) ) i

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1 j=1

Denotemos por A, o nimero de arestas externas de T, A; o namero de arestas internas

de T, V, o numero de vértices externos de T e V; o namero de vértices internos de T.

Como C; sdo fechadas, temos que A, = V,. Além disso, 3F = 2A; + A,. Para provar este
fato basta tomar uma induc¢do no nimero de faces.

Desta forma, temos que

Os vértices externos sdo vértices das curvas C; ou vértices introduzidos pela triangulacao.

Temos que V, = Vi + Vi, onde Ve denota o ntimero de vértices externos de alguma
curva C; e V,; o numero de vértices externos que vém da triangulagdo que nao sado
vértices de alguma curva C;.

Como a soma dos angulos ao redor de cada vértice interno é 27, temos que

D

F
i=1]

3 p
Y eij=2mAj+ A, — | 2nVi+ TV + ) (1 —gp)
=1 h=1

p
= 27A; + TAe — 27TV — Vet — Ve + Y _ €,
=1

p
=21(A;j+ Ae) — TA, —271tV; — T(Vop + Vi) + Zgh
h=1

25
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p
=27(Aj + Ae) = 2m(Vi + Vo) — mA + Ve + Y gy,
h=1

p
=2mA 21V + ) ey (16)
h=1

Assim, substituindo-se (16) em (14) obtemos que

ko b p
// ch7+2/ ]ngds+27rA—27rV+ Y e, =2nF.
R =174 h=1

Ou seja,
kobo p
// Kd(7+2/ Khds + Y ey =2 X (R).
R j=174j h=1
O

Para finalizarmos esta sec¢do, estudaremos o Teorema de Poincaré-Hopf como uma

aplicacdo do Teorema de Gauss-Bonnet.

Definicdo 2.77. Seja S C R® uma superficie reqular. Um campo de vetores (tangentes) em
S é uma aplicagio X : S — R3 de classe C* tal que X(p) € T,S para todo p € S. Denotaremos

por T (S) o espago vetorial dos campos tangentes em S.

Definicao 2.78. Uma curva integral (ou trajetéria) de um campo de vetores X € T (S) em

uma superficie reqular S é uma curva o : [ — S tal que o/ (t) = X(a(t)) para todo t € I.

Defini¢do 2.79. Seja X € T (S) um campo de vetores em uma superficie reqular S. Um ponto
p € S é singular (ou um zero) de X se X(p) = 0. O conjunto dos pontos singulares de X serd

denotado por Sing(X). Um ponto ndo singular serd chamado de regular.

A seguir, apresentamos uma maneira de associar um ponto singular isolado de
um campo de vetores a um nimero inteiro que, em um certo sentido, resume o
comportamento qualitativo do campo préximo ao ponto.

Sejam X € T(S) um campo de vetores em uma superficie regular Se p € S um
ponto singular isolado de X, ou seja, sendo ¢ : U — S é uma parametrizagao local
centrada em p, entdo U é homeomorfo a um disco aberto e ¢(U) N Sing(X) C {p}, isto

é, ¢(U) ndo contém pontos singulares de X exceto p. Fixemos um campo de vetores

Yy € T(¢(U)) que ndo se anula em nenhum ponto, por exemplo Yy = —. Tomemos

8x1
R C ¢(U) uma regido regular simples com p no seu interior e « : [a,b] — dR C ¢(U)

uma parametrizagdo da fronteira de R, orientada positivamente (com respeito a ¢).
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Denotemos por 6 : [4,b] — R uma determinacdo continua do angulo entre Ypoua e
Xoun.

Nestas condig¢des, introduzimos a nogao de indice de um campo.

Definicao 2.80. O indice de X em p, denotado por ind,(X), é dado por

ind,(X) = % (6(b) — 0(a)) € Z. (17)

Observacgao 2.81. Grosso modo, ind,(X) mede o niimero de voltas completas que X dd ao longo

de uma curva cujo trago contenha p em seu interior.

Proposicao 2.82. Sejam X € T (S) um campo de vetores em uma superficie reqular Se p € S

um ponto de S que é um ponto singular isolado de X. Entio

+1, se det(dX,) >0,

indy(X) =
—1, se det(dX,) <O0.

(18)

Demonstragido. A demonstra¢do pode ser vista em [MR98, Proposigdo 8.25, p. 291]. [

A proposicdo a seguir nos d4 uma maneira alternativa de calcular o indice de um

campo.

Proposicao 2.83. Sejam X € T(S) um campo de vetores em uma superficie reqular S, p € S
uma singularidade isolada de X e R C ¢(U) uma regido reqular simples que contém p em
seu interior, contida na imagem de uma parametrizacdo local ortogonal ¢ : U — S e tal que
RN Sing(X) C {p}. Sejam também w« : [a,b] — OR C ¢(U) uma parametrizagio pelo
comprimento de arco da fronteira de R, positivamente orientada com respeito a ¢ e 7 € T («) um

campo de vetores paralelos ndo-nulo ao longo de «. Entdo

, 1 1
indy(X) = o [ Kdo = — (p@ —y),
onde ¥ : [a,b] — R é uma determinagio continua do dngulo entre X ow e 1.
Demonstragido. A demonstragdo pode ser vista em [AT12, Teorema 6.4.9, p. 328]. [l

Teorema 2.84 (Teorema de Poincaré-Hopf). Seja X € T(S) um campo de vetores cujos

pontos singulares sdo todos isolados em uma superficie regular compacta orientdvel S. Entdo

Y indy(X) = X(S). (19)
peSing(X)

27
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Demonstragio. Consideremos uma triangulacdo T da regido S de modo que cada tri-
angulo T; € T esteja contido em uma vizinhanga coordenada de uma familia de
parametrizacdes ortogonais, compativeis com a orientacdo de S. Além disso, como a
fronteira de todo tridngulo de T esta orientada positivamente, obtemos orientacoes
opostas nas arestas que sdo comuns a tridngulos adjacentes. Aplicando-se a Proposigao

2.83 a cada triangulo de T e somando-se os resultados, obtemos:

F 3
/ s Kdo — 27t Z indy(X) = 2281]
peSing(X) i=1j=1
onde €;1, € e €;3 sdo os angulos externos do tridngulo T; e F é o nimero de tridngulos
de T.

Mas, levando em conta que a aresta de cada T; € T aparece duas vezes com orienta-
F 3
¢Oes opostas temos que 2281']' = 0. Portanto,
i=1j=1

1
Y indy(X) = — / Kdo. (20)
pESing(X) 21t JJs

Como, por hipétese, S é uma superficie regular compacta e orientével, isto é, uma regido

regular sem fronteira, temos, pelo Teorema de Gauss-Bonnet 2.76, que

X(S) = % / | K. (21)

De (20) e (21) obtemos

Y indy(X) = X(S).
peSing(X)
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Nesta secdo, apresentamos a versdo estereoldgica da férmula de Gauss-Bonnet (14) para
dominios com fronteira ndo vazia em uma superficie regular.
Para isso, introduzimos o conceito de degenerescéncia para os pontos singulares de

um campo de vetores.

Definicdo 3.1. Sejam S uma superficie reqular, X € T(S) um campo de vetoresem Se p € S
um ponto singular. Dizemos que p é um ponto ndo-degenerado de X se det (dX,) # 0; caso

contrdrio, ele é dito degenerado.

O préximo resultado nos permite relacionar os pontos criticos de uma funcdo com os

pontos singulares do campo gradiente desta funcéo.

Lema 3.2. Sejam S C IR® uma superficie reqular e f : S — R uma funcdo de classe C® em S.

Entdo p € S é um ponto singular ndo-degenerado de grad(f) se, e somente se, p é um ponto

critico ndo-degenerado de f.

Demonstragio. Como (grad(f)(p),v) = dfy(v), para todo v € T,S, temos que p € S é um
ponto singular de grad(f) se, e somente se, p é um ponto critico de f. Suponhamos que
p seja um ponto singular de grad(f). Sejam v € T,S um vetor arbitrdrio e a :] — ¢,e[— S
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que «(0) = p e &/(0) = v. Temos

que
d

(grad(f)(a(t), &'(t)) = dfun(@'(D) = 2 o)), (22)

parat €] — ¢, ¢[. Tomando a derivada em t = 0 em (22) e tendo que grad(f)(p) = 0, entdo

d2
Hessy(f)(v) = iR

- <% grad( f)(zx(t)),v> + (grad(f)(p), 2" (0))
t=0

= (d(grad(f))p, U>/ (23)

(foa)(t)

t=0

29
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em cada ponto singular p de grad(f) e para cada v € T,S. Portanto, a diferencial
d(grad(f)), é regular, isto é, det(d(grad(f)),) # 0, se, e somente se, Hess,f é ndo-
degenerada.

Consequentemente, p € S é um ponto singular ndo-degenerado de grad(f) se, e

somente se, p € um ponto critico ndo-degenerado de f. O

Lema 3.3. Sejam S C R> uma superficie reqular e f : S — R uma fungio de classe C* em S.

Se p € S é um ponto singular ndo-degenerado de grad(f) entdo p é um ponto singular isolado.

Demonstragio. Pelo Lema 3.2 temos que p € S é um ponto singular ndo-degenerado de
grad(f) se, e somente se, p é um ponto critico ndo-degenerado de f. Seja¢p : U — S
uma parametrizacdo local em p tal que p = ¢(9) e g = (a,b) € U. Tomando-se ¢ > 0
suficientemente pequeno, podemos assumir que «a(] — ¢, €[) C $(U). Se representarmos
a composta ¢! oa por B e escrevermos B explicitamente em componentes B(t) =

(x1(t), x2(t)), entdo temos que

(foa)t)=(fod)o (Pt om)(t) = (f o p)(x1(t), x2(t)).

Logo,
0
(fow)(t) = %(f o ¢)(x1(t), xo(t))xy (£) + a—(f o ¢)(x1(t), x2(£))x5(t)
1 X2
e
1 az / 2 2 / /
(F0a)'(0) = 575 (f o )@ DIOF + 255 (f o p)a, DX 0)5(0)
02 / 0 " 0 "
+ 912075 (f o p)(a, b)xh(0)* + B_Jcl(f o ¢)(a,b)xy (0) + B_ch(f o ¢)(a, b)x;(0).
Mas,

0
a—xl(f o¢)(a,b) =d(f o P)p)(1,0) =dfy(ddur(1,0) =0,

d
pois p é um ponto critico de f. Analogamente, W( f o¢)(a,b) =0. Consequentemente,
2

2 92
Hessyf(@) = (f 00)"(0) = 55 (f 0 9)a, DX 07 +25-5(F 0 )@, Hyri 0)x5(0)
2

Logo, da equagdo (24), temos que se p é um ponto critico ndo-degenerado de f entdo p
é um ponto critico ndo-degenerado de (f o ¢) : U C R? — R. Por [Lim15, Teorema 4, p.

156] temos que p é isolado. O
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Lema 3.4. Sejam S C R3 uma superficie regular, f : S — R uma funcio de classe C® em S e

p € S um ponto singular ndo-degenerado de grad(f). Sdo equivalentes:
1. A hessiana Hess,f de f em p é positiva ou negativa definida;
2. indy(grad(f)) = +1;
3. p é um ponto de mdximo ou minimo local de f.

Demonstragio. (1) <= (3): (<=): Suponhamos que p seja um ponto de maximo
(resp., minimo) local de f e consideremos v € TS um vetor arbitrario e a :] —¢,¢[— S
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que a(0) = p e a’(0) = v.
Entdo a funcdo f o a tem um mdaximo (resp., minimo) local em 0 e, consequentemente,
Hess,f(v) = (f oa)"(0) < 0 (resp., Hess, f(v) = (f oa)”(0) > 0), isto é, Hess, f é negativa
(resp., positiva) definida.

(= ):Seja¢ : U — S uma parametrizagdo local em p tal que p = ¢(q) e g = (a,b) € U.
Tomando-se £ > 0 suficientemente pequeno, podemos assumir que a(] — ¢, e[) C ¢(U).
Seja (t) = (x1(£), x2() = ($~" 0 @)().

Logo, da equacgéo (24), temos que se Hessy, f € negativa (resp., positiva) definida no
ponto critico p, entdo g = (a, b) é um ponto critico de fo ¢ : U C R?> — R e a hessiana
de f o ¢ no ponto g é negativa (resp., positiva) definida. Por [Lim15, Teorema 5, p. 157]
temos que se a hessiana de f o ¢ no ponto g é negativa (resp., positiva) definida em p
entdo p é um ponto de maximo (resp., minimo) local.

(1) <= (2): Pela equagdo (23) e pela Proposic¢do 2.82 temos que

+1,sedet Hess, f > 0,
—1,sedet Hess, f < 0.

indp(grad(f)) = { (25)

(= ): Suponha que a hessiana Hess,f em p é positiva ou negativa definida. Entao
det Hess, f > 0 e, pela equacdo (25), temos que indy(grad(f)) = +1.
(<=): Suponha que indy(grad(f)) = +1 entdo, pela equagdo (25), temos que det Hess, f >

0, isto €, a hessiana Hess,f em p é positiva ou negativa definida. O

Lema 3.5. Sejam S C R® uma superficie regular, f : S — R fungio de classe C* em Sep € S

um ponto singular ndo-degenerado de grad(f). Sdo equivalentes:

1. A hessiana Hess,f de f em p é indefinida;

2. indy(grad(f)) = —1;
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3. p é um ponto de sela de f.

Demonstragio. (1) <= (3): (<=): Suponhamos que p seja um ponto de sela de f e
consideremos v € TS um vetor arbitrario e a :] — ¢, ¢[— S uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco tal que «(0) = p e «’(0) = v. Entdo a funcdo f owa tem
uma inflexdo em 0 e, consequentemente, s.p.g., Hess, f(a'(=0)) = (fow)’(=0) < O e
Hess, f(a/(+6)) = (f ow)"(+0) > 0, para 0 < 6 < ¢, isto é, Hess, f é indefinida.

(= ): Seja¢ : U — S uma parametrizagdo local em p tal que p = ¢(9) e g = (a,b) € U.
Tomando-se £ > 0 suficientemente pequeno, podemos assumir que a(] — ¢, e[) C ¢(U).
Seja B(t) = (x1(t), x:(8)) = (9~ 0 W)(®).

Logo, da equagdo (24), temos que se Hessyf € indefinida no ponto critico p, entdo
q = (a,b) é um ponto critico de fo¢ : U C R? — R e a hessiana de f o ¢ no ponto g é
indefinida. Por [Lim15, Teorema 5, p. 157] temos que se a hessiana de f o ¢ no ponto g
é indefinida em p entdo p é um ponto de sela.

(1) <= (2): (= ): Suponha que a hessiana Hess,f em p é indefinida. Entao
det Hess,f < 0 e, pela equacdo (25), temos que ind,(grad(f)) = —1.

(<=): Suponha que ind,(grad(f)) = —1 entdo, pela equagéo (25), temos que det Hess, f <

0, isto €, a hessiana Hess), f em p é indefinida. O

A seguir, apresentamos uma versdo do Teorema de Poincaré-Hopf 2.84 para fun¢des

de Morse, que agora definimos.

Definicido 3.6. Sejam S C R® uma superficie reqular e f : S — R uma fungdo de classe
C*® em S. Chamaremos a fungio f de fun¢ao de Morse se todos os seus pontos criticos sio

ndo-degenerados.
O indice de uma fungdo no ponto critico serd definido a seguir.

Definicdo 3.7. Sejam S C R® uma superficie, f : S — R uma fungio de Morse e p € S um

ponto critico de f. Definimos o indice de f em p por:

_ +1, se p é ponto de extremo local,
indy(f) =
—1, se p é ponto de sela.
Teorema 3.8 (Teorema de Poincaré-Hopf para funcdes de Morse). Sejam S C R3 uma
superficie reqular compacta orientdvel e f : S — R uma fungdo de Morse. Entdo
Y ind,(f) = X(S), (26)
peCrit(f)

onde Crit(f) é o conjunto dos pontos criticos de f.
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Demonstragido. Como f é uma fungdo de Morse, temos, pelo Lema 3.2, que todo ponto
singular de grad(f) é ndo-degenerado. Mas, pelo Lema 3.3, temos que todo ponto
singular de grad(f) é isolado. Desta maneira, pelo Teorema de Poincaré-Hopf 2.84,
segue-se que

Zindp(gmd(f)) = X(S).

peSing(grad(f))

Mas, Crit(f) = Sing(grad(f)) e se p € Crit(f) for um ponto de extremo local entdo,
pelo Lema 3.4, indy(f) = +1 = ind,(grad(f)), enquanto que se p € Crit(f) for um ponto
de sela entdo, pelo Lema 3.5, ind,(f) = —1 = ind,(grad(f)), isto é, para todo p € Crit(f)
temos que indy(f) = indy(grad(f)).

Portanto,

Y indy(f) = Y indp(grad(f)) = X(S).

peCrit(f)  peSing(grad(f))
O]

O Teorema de Poincaré-Hopf 2.84 foi generalizado para superficies regulares com
fronteira ndo vazia por Morse [Mor29, Teorema Ay, p. 170]. Antes de apresentarmos
uma versdo deste resultado, estendemos a Defini¢do 2.80 de indice de um campo de
vetores para dominios com fronteira ndo vazia.

Sejam S C RR® uma superficie regular compacta e orientdvel e D C S um dominio
em S com fronteira ndo vazia, isto €, um subconjunto aberto de S, conexo e com fecho

compacto. Consideremos X € 7 (D) um campo de vetores suave em D tal que:
1. X tem singularidades isoladas em D;
2. X ndo tem singularidades em dD;
3. X é ortogonal a dD somente em um ntmero finito de pontos.

Se p € D é uma singularidade isolada de X, o indice de X em p é dado pela equagdo
(17).

Se p € dD é um ponto de dD onde X é ortogonal a dD, consideramos Y € T(S)
um campo de vetores tangentes a S tal que, para todo g € S, (X(g), Y(g)) = 0 e a base
{Y(q), X(q9)} de TS é positiva. Notamos que a curva integral de Y em p estd localmente

contida em S\ D ou em D. Desta maneira, definimos o indice de X em p por

) +1, se a curva integral de Y estd contida em S\ D,
indy(X) =
—1, se a curva integral de Y esta contida em D.
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Nas Figuras 4 e 5 a regido hachurada representa o dominio D, a regido ndo hachurada
representa S \ D, as setas verticais para cima (em vermelho) representam o campo X,
enquanto que as setas horizontais para direita (em verde) representam o campo Y. A

curva a destacada nessas figuras é a curva integral de Y em p.

R
R T T
I

Figura 4: ind,(X) = +1. Figura 5: ind,(X) = —1.

Teorema 3.9 (Teorema de Poincaré-Hopf generalizado). Sejam D C S C R® um dominio
com fronteira em uma superficie reqular orientdvel S e X € T (D) um campo de vetores suave
em D tal que X tem singularidades isoladas em D, ndo tem singularidades em 0D e é ortogonal

a dD somente em um niimero finito de pontos. Entdo

Y ind,(X)+(1/2) Y indy(X) = X(D). (27)

peSing(X) X(p)LT,oD

Demonstragido. A demonstragdo pode ser vista em [Mor29, Teorema Ay, p. 170] ou em

[Jubog, Teorema 12, p. 5]. O

Nosso proximo objetivo é adaptar o Teorema de Poincaré-Hopf generalizado 3.9 para
fungdes de Morse.
Sejam D C S C R® um domfnio com fronteira em uma superficie regular orientavel S

e f : D — R uma fungéo tal que:
1. f é uma funcdo de Morse em D;
2. f ndo tem pontos criticos em dD;

3. A restrigdo f|yp: 9D — R é uma fungdo de Morse.
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Se p € D é um ponto critico de f, o indice de X em p é dado pela Defini¢ao 3.7.
Se p € 9D é um ponto critico de f|yp entdo o conjunto de nivel f~1(f(p)) estd
localmente contido ou em S\ D ou em D, pois f ndo tem pontos criticos na fronteira.

Desta maneira, definimos o indice de f em p por

. +1, se f~}(f(p)) estd localmente contido ou em S\ D,
indy(f) =

—1, se f~1(f(p)) est4 localmente contido ou em D.

Os pontos p € 9D para os quais f 1(f(p)) estd localmente contido em S\ D sio
chamados de pontos do tipo “ilha”, enquanto que p € 9D para os quais f ~'(f(p)) estd
localmente contido ou em D sdo do tipo “ponte”. As Figuras 6 e 77 ilustram os pontos

do tipo “ilha” e do tipo “ponte”, respectivamente.

Figura 6: “Ilha” Figura 7: “Ponte”

Lema 3.10. Sejam D C S C R3 um dominio com fronteira em uma superficie reqular orientdvel
S,pe€adDe f:D — R uma fungio tal que a restricio f|yp: 0D — R é uma fungio de Morse.

Entdo valem as seguintes afirmagoes:

1. Crit(f|ap) = {p € 9D : grad(f)(p) L T,0D};

2. grad(f) é ortogonal a dD somente em um niimero finito de pontos;

3. indy(f) = indp(grad(f)).

Demonstragdo. (1): Note que p € 9D é um ponto critico de f|;p se, e somente se,
(grad(f)(p),v) = 0, para todo v € T,dD, isto é, p € dD é um ponto critico de f|yp se, e
somente se, grad(f)(p) L TpdD.
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(2): Como f|yp é uma funcdo de Morse e D é um dominio temos que f|yp tem uma
quantidade finita de pontos criticos. Logo, pelo item 1, temos o desejado.

(3): Consideremos Y € 7(S) um campo de vetores tangentes a S tal que, para
todo q € S, (grad(f)(q),Y(q)) = 0 e a base {Y(q),grad(f)(q)} de T,S é positiva. Pela
Proposigdo 2.14 temos que grad(f) é ortogonal a f~1(f(p)). Logo, o trago da curva
integral de Y é localmente dado por f ~1(f(p)). Portanto, se a curva integral de Y, numa
vizinhanga de p, estd contida em S \ D (resp., D) entdo f 1 f(p)) esta localmente contido
em S\ D (resp., D), donde temos que ind,(f) = ind,(grad(f)). [

Teorema 3.11 (Teorema de Poincaré-Hopf generalizado para fun¢des de Morse). Sejam
D C S C R3 um dominio com fronteira em uma superficie reqular orientdvel Se f : D — R
uma fungdo tal que f é uma fungdo de Morse em D, f ndo tem pontos criticos em 0D e a restrigio

flop: 0D — R é uma fungio de Morse. Entio

Y ind,(f) +(1/2) Y indy(f) = X(D). (28)
peCrit(f) peCrit(flap)

Demonstragdo. Como f é uma func¢do de Morse, temos, pelo Lema 3.2, que todo ponto
singular de grad(f) em D é ndo-degenerado. Mas, pelo Lema 3.3, temos que todo ponto
singular de grad(f) é isolado em D. Pelo item 2 do Lema 3.10, temos que grad(f) é
ortogonal a dD somente em um ndmero finito de pontos. Além disso, por hipétese, f

ndo tem pontos criticos em 9D e, portanto, grad(f) ndo tem pontos singulares em 0D.
Desta maneira, temos que grad(f) tem singularidades isoladas em D, ndo tem singula-
ridades em 0D e é ortogonal a 0D somente em um ntimero finito de pontos e, portanto,

pelo Teorema de Poincaré-Hopf generalizado 3.9, segue-se que

Y indy(grad(f)) +(1/2) Y ind,(grad(f)) = X (D). (29)
peSing(grad(f)) grad(f)(p) LT,0D
Para p € D, Crit(f) = Sing(grad(f)) e se p € Crit(f) for um ponto de extremo local
entdo, pelo Lema 3.4, ind,(f) = +1 = ind,(grad(f)), enquanto que se p € Crit(f) for
um ponto de sela entdo, pelo Lema 3.5, indy(f) = —1 = ind,(grad(f)), isto é, para todo
p € Crit(f) temos que ind,(f) = indy(grad(f)).
Para p € 0D, pelo item 1 do Lema 3.10, temos que Crit(f|yp) = {p € 9D : grad(f)(p) L
T,0D}. Além disso, pelo item 3 do Lema 3.10, temos que ind,(f) = ind,(grad(f)).

) indy(f) = ) indp(grad(f)). (30)

peCrit(f) peSing(grad(f))
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) indy(f) = ) indp(grad(f)). (31)

peCrit(flop) grad(f)(p)LTpoD

Por (29), (30) e (31) temos que

Y ind,(f)+(1/2) Y indy(f) = X(D).

peCrit(f) peCrit(flap)

]

De agora em diante, nossa atencdo estara voltada para a funcdo altura, que é uma
funcdo de Morse.

Seja D C S C R® um dominio com fronteira em uma superficie regular suave e
orientdvel S em IR3. Fixado u € S? arbitrdrio, consideremos a fung¢do altura h, : R> — R
dada por h,(p) = (p,u). Pelo Teorema da transversalidade [AT12, Teorema 4.7.6, p,
232], quando restringimos a fungdo altura h, a D (ou S), a intersec¢do 7, y N D (resp.,
7y, N S) é uma curva plana, onde 77, , é o plano h,; L), para todo A > 0. Em particular,
pelo Teorema da funcdo implicita [Lim15, Teorema global da func¢do implicita, p. 169],
se A é um valor regular de h,|p (e, consequentemente, de h,|s), temos que 77, , NS é
uma curva suave em S.

Daremos uma interpretagdo geométrica para os pontos criticos de hy|p e hy|sp e os
indices correspondentes. Seja D C S C IR?> um dominio com fronteira em uma superficie
regular suave e orientdvel S em R3. Dado p € D, denotaremos por N(p) o vetor normal
unitdrio de D em p e K(p) a curvatura Gaussiana de D em 4. Dado g € dD, denotaremos
por 1(q) o vetor conormal unitario de dD em g e k¢(g) a curvatura geodésica de dD em
D no ponto gq. Por fim, denotaremos por x¢(p) a curvatura geodésica da curva 7,y NS

no ponto p. Nestas condigdes, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.12. Sejam D C S C R3 um dominio com fronteira em uma superficie reqular suave

e orientdvel S em IR, u € S? e il a projecdo ortogonal normalizada de u em T,D, para p € D.

1. p € D é um ponto critico de hy, | se, e somente se, T, ) € tangente a D em p se, e somente
se, u = £N(p).

2. p € D é um ponto critico nio-degenerado de hy|p se, e somente se, K(p) # 0. Além disso,

p é um extremo local de hy|p quando K(p) > 0 e um ponto de sela quando K(p) < 0.

3. Se p € 0D é um ponto reqular de h,|p entdo p é um ponto critico de h,|yp se, e somente

se, 71, A N S é tangente a 0D em p se, e somente se, i = =n(p).
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4. Se p € 9D é um ponto reqular de h,|p e um ponto critico de hy|3p entdo p € 0D
é ndo degenerado se, e somente se, kg(p) # kg(p). Além disso, p é uma ilha quando

Kkg(p) > xg(p) e uma ponte quando kg(p) < kg (p).

Demonstragdo. (1): Seja v € T,D um vetor unitario arbitrario e consideremos « :] — ¢, e[—
D C S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em D tal que a(0) = p e

«’(0) = v. Assim,

d
dlp)y @ = | lo@®) = 5| @00 = WO0 =00, G

= dt ;g

Por (32), temos que p € D é um ponto critico de hy,|p se, e somente se, (v, u) = 0, para
todo v € T),D, isto &, u é perpendicular a T, D. Portanto, temos que p é um ponto critico
de hy|p se, e somente se, u = £N(p).

Seja w € Ty, \ um vetor unitério arbitrario e consideremos f :] — ¢, ¢[— 77,,, uma
curva parametrizada pelo comprimento de arco em 71, 5 tal que B(0) = p e B'(0) = w.
Note que hy,|p(B(t)) = (B(t),u) = A, para todo t €] — ¢, ¢[, entdo (B/(t),u) = 0, isto &,
u==+Np, ,(p), onde Nr, ,(p) € o vetor normal unitério a 77, y em p.

Portanto, temos que u = £N(p) se, e somente se, N(p) = j:NnM(p), isto é, 7, ) é
tangente a D em p.

(2): Afirmamos que Hessy, (hy|p) (v) = I1,(0).

De fato, seja v € T,D um vetor unitario arbitrario e consideremos & :] —¢,¢e[—+ D C S

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em D tal que a(0) = p e &/(0) = v.

Assim,
d? d?
Hessp (hu|p) (v) = ¥ hy|p(a(t)) = FTa (a(t), u) = (" (0), u). (33)
t=0 -
Mas, (a'(t), N(«a(t))) = 0, para todo t €] — ¢, ¢[. Logo,
0= & WONGO) = (WO N+ (O, 5| NaG)) G
t=0 t=0

Como p € D é um ponto critico de h,|p temos, pelo item (1), que u = =N(p). Sem

perda de generalidade, tomemos u = N(p). Por (34), temos que

<“//(0)’ 1/l> == <dNP(U)/ U>' (35)
Substituindo (35) em (33), obtemos

Hessy (hy|p) (v) = —(dNp(v),v) = I1,(v).
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Consideremos agora {v1, v} um referencial ortonormal principal em p com curvaturas

principais k1, k. Matricialmente obtemos:

Hess, (hy|p) (v) = v <_(’;1 0 ) ol (36)

Por (36), p € D é um ponto critico ndo-degenerado de h|p se, e somente se, kjk, # 0,
isto é, K(p) # 0.

Além disso, se K(p) > 0 entdo xjx; > 0. Logo, por (36), a hessiana Hess, (h,|p) é
positiva ou negativa definida e, portanto, pelo Lema 3.4, temos que p é um ponto de
extremo local de f.

Analogamente, se K(p) < 0 entdo x1x2 < 0. Logo, por (36), a hessiana Hess, (hy|p) é
indefinida e, portanto, pelo Lema 3.5, temos que p é um ponto de sela de f.

(3): Consideremos « : I — dD C S uma parametrizacdo pelo comprimento de arco
de 9D tal que a(ty) = p e n(p) = N(p) A &'(tp). Como {N(p), &'(tp), n(p)} é uma base

ortonormal de R3, temos que

u = (1, N(p))N(p) + (u, a'(to))'(to) + {u, n(p))n(p).

Em particular, como p é um ponto regular de 1, |p temos, pelo item 1, que u # £N(p),

_ v
donde segue-se que il = —, onde

|
v = (u, & (to))a'(to) + (u, n(p))n(p).

Entdo, 7 = £n(p) se, e somente se, (u,a’(ty)) = 0 (isto é, 77, , N'S é tangente a dD em p)
se, e somente se, p € dD é um ponto critico de h,|3p.

(4): Consideremos a : I — 0D C S uma parametrizacdo pelo comprimento de arco de
aD tal que a(tp) = pe n(p) = N(p) Aa'(to). Seja B : I — m, , NS C S uma parametrizagdo
pelo comprimento de arco de 7, 5 N S tal que B(sp) = p. Neste caso, (u, B(s)) = A, para
todo s € I, entdo (u, B'(s)) = 0. Disto temos que i é também igual ao vetor normal a
B'(sp) em T,0D. Em particular, como p é um ponto regular de /,|p e um ponto critico
de hy,|sp, pelo item 3, 71 = £n(p) e, consequentemente, as curvas a e 3 sdo tangentes em
p-

Como « é parametrizada pelo comprimento de arco, temos
«"(to) = kn(P)N(p) + K¢ (p)n(p),
donde segue-se que

(u, a(to)) = kn(p)(u, N(p)) +xg(p)(u, n(p)). (37)
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Como f é parametrizada pelo comprimento de arco, temos

B"(s0) = K (P)N(p) + x5 (p)n(p),

onde «},(p) é a curvatura normal da curva 7, N S no ponto p, donde concluimos que

0= (u, B"(s0)) = x(p) {1, N(p)) + 15 (p)(u, n(p)). (38)

Como as curvas « e  sdo tangentes em p, pelo Teorema de Meusnier 2.41, temos que

ki (p) = xku(p). Logo, subtraindo (37) de (38), obtemos

(0" (1)) = (1g(p) = K2(p) ) (1, n(p)).

Como p é um ponto regular de h,|p temos que (u, n(p)) # 0, donde segue que p é um
ponto critico ndo degenerado de &, |5p se, e somente se, k¢(p) # K;(p). Pela orientacgdo
dada a 0D temos que p é um ponto critico do tipo ilha quando x¢(p) > Kg(p) e do tipo
ponte quando x¢(p) < Ké‘(p). O

O Corolério 3.13 pode ser visto como uma versdo estereoldgica da férmula de Gauss-

Bonnet (14).

Corolario 3.13 (Uma versdo estereolégica para a férmula de Gauss-Bonnet). Sejam
D C S C R® um dominio com fronteira em uma superficie reqular orientdvel S e u € S? um
vetor arbitrdrio. Entdo a funcio altura hy|p é uma fungdo de Morse, nio tem pontos criticos em

oD e a restrigdo hy|yp é também uma fungio de Morse. Em particular temos que

X(D)= Y sign(K(p)+(1/2) ¥, sign (xg(@) — (@), (39)

peD:N(p)==xu geoD:n(q)==ii

onde sign(-) é a fungdo sinal e il denota a projecdo ortogonal normalizada de u em T,D, para
p € D.

Demonstragdo. Seja p € D um ponto arbitrario. Notemos que a fungdo altura h,|p(p) =

(p, u) pode ser expressa da seguinte maneira:

2 _u2+u2
ulp(p) = PE— P wEr (40)

De fato,
p—ulP=(p—u,p—u)={p,p)—2(p,u)+ (u,u).

Para p € 0D um ponto arbitrario, a fungdo hy|3p também é expressa por (40).
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Por [Mil63, Teorema 6.6, p.36], temos que para quase todo p € R3a fungdo L, : S — R,

dada por L,(q) = |p — q/?>, ndo tem pontos criticos degenerados. Como

_ Lo(p) — Lu(p) + Lo(w)

hu’D 2

entdo hy|p é fungdo de Morse para quase todo u € S2. Analogamente, /1, |5p é fungdo
de Morse para quase todo u € S2.

Sejam p € 9D, v € T,S arbitrarios, N : § — 32 5 aplicacdo de Gauss de S e
a: ] — D C S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em D tal que

a(sg) = p e &/(sg) = v. Como

Aulo)p@ = 5| o) = & (a6, 1) = @0, uw) = (o), 40
$=5¢ 5=50
segue-se que p € dD é um ponto critico de h,|p se, e somente se, u = =N(p), pois (41)
vale para todo v € T)S.

Para p € 90D, temos que u = £N(p) se, e somente se, (u, N(B(t))) = 1, onde
B:I' — oD C S é uma parametrizagdo pelo comprimento de arco de 9D tal que
B(tg) = p. Mas, (u, N(B(t))) = 1 se, e somente se,

0= G|, (NGO = (nany@),
onde w = B'(ty). Como u é arbitrério, segue-se que dN,(w) = 0 para todo w € T,0D, ou
seja, (u, N(B(t))) = £1 se, e somente se, u é valor critico de N.

Portanto, p é um ponto critico de hy,|p se, e somente se, u é valor critico de N. Ou seja,
hy|p ndo tem pontos criticos em 0D se, e somente se, u é valor regular de N. Assim,
pelo Teorema de Sard [Lim15, Teorema de Sard, p. 359], h,|p ndo tem pontos criticos
em 9D para quase todo u € S2.

A férmula (39) para X' (D) é uma consequéncia direta do Teorema de Poincaré-Hopf

generalizado para fun¢des de Morse 3.11 e do Teorema 3.12. [

Observagio 3.14. Uma outra maneira de demonstrar que hy,|p e hy,|ap sdo funcdes de Morse
para quase todo u € S? é a sequinte. Notemos que hy|p é uma funcio de Morse se, e somente
se, u é um valor reqular da aplicagdo de Gauss N : S — S? de S. Assim, pelo Teorema de Sard
[Lim15, Teorema de Sard, p. 359], hy|p ¢é uma funcio de Morse para quase todo u € S?. Para

a fungio hy|yp é andloga a abordagem.
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3.1 APLICAQOES

A seguir, olharemos para alguns casos particulares do Coroldrio 3.13. Primeiramente,
tomamos S=R%2e h, : R? > R, para u € Sl a funcdo altura. As curvas de nivel neste
caso sdo retas ortogonais a u, as quais tem curvatura nula. Além disso, h, ndo tem
pontos criticos em IR? e a curvatura geodésica é igual a curvatura de uma curva plana.

Neste caso, obtemos o seguinte resultado.

Corolério 3.15. Sejam D C R? um dominio com fronteira e u € S' um vetor arbitrdrio. Entdo
a restrigdo da fungdo altura hy|yp é uma fungio de Morse e
X(D)=(1/2) ) sign(x(p)),
p€dD:n(p)==i
onde sign(-) é a fungdo sinal e il denota a projecdo ortogonal normalizada de u em T,D, para
p €D.

No caso em que S = S2, temos que as curvas de nivel associadas a funcéo altura
h, : R = R sdo os paralelos; assim, denotando por 6, v, as coordenadas esféricas
relativas a u, como ilustra a Figura 8, temos que a curvatura geodésica de um paralelo é

— tan y,.

Figura 8: Coordenadas esféricas relativas a u.

Notemos que hy|g € uma fun¢do de Morse com dois pontos criticos, u e —u. Neste

caso, obtemos o seguinte resultado.

Corolério 3.16. Sejam D C S? C R3 um dominio com fronteira e u € S* um vetor arbitrdrio.

Entdo

X(D)=(1/2) 2 sing (q(p) + tany,(p)) +# ({u, —u} N D),
pedD:n(p)==i

onde # ({u, —u} N D) é o niimero de vezes que u ou —u pertencem a D.



3.1 APLICAGOES

Sejam D C S C R?® um dominio com fronteira em uma superficie regular orientavel
S C R3 e u € §%. Quando A varia em R, os diferentes planos 71, , podem ser considera-
dos como planos de “varredura” do IR? e (39) pode ser expressa como a seguir, devido

ao Teorema 3.12:

(D)= (I~ P2+ 5(I ~ ), 42)

onde I}, P; denotam o nimero de “ilhas” e “pontes”, respectivamente, observados
nas curvas de nivel 7,y NS e I, P, denotam o ntimero de “bases” e “topos”, res-
pectivamente, observadas no plano de “varredura” 7, ,, que contribuem para a

soma Z indp(hy). Para exemplificar, tomamos T? um toro em R3 com atlas
peCrit(h,)
A={(o,Uh), (¢, U2), (¢, U3), (¢, Us)}, onde

$(u, v) = ((cos(u) +2) cos(v), sin(u), (cos(u) + 2) sin(v)) , (43)
U =10,2mt[ x ]0,27t[ , Uy =]m,37[x]0,27]
Uz =10,27t] x |mr,3t[ e Ug=]m,37[x]|m, 37|

Consideremos D C T? um dominio com fronteira em T? parametrizado por (43) para

U=1[0,2m] x [—}1, T — zll] , como ilustra a Figura .

Figura 9: Toro T? e o dominio D C T? descritos acima.

Para u = (0,0,1) o ponto p? =(0,0,1) é do tipo “base” e pg =(0,0,3) do tipo “topo”.
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O ponto

aD _ 1 (1
P1 —<3005< 1 ,0,3sin 1

1 NS é do tipo “ilha”,

(ol )

em 7Tu,3 sin ( —

em nu,sin(_%) NS é do tipo “ponte”,
1 1
P?D = <cos (7‘( — Z) ,0,sin (7T — Z))
em 7T, gin (1) M S € do tipo “ilha”,
1 1
pzD = (3005 (7( — Z) ,0,3sin (TI — Z))
€M 7T, 35in(7-1) NS é do tipo “ponte”.

A Figura 10 ilustra os pontos p?, p?, p?P, p3P, p3P e piP em T2.

Figura 10: Os pontos p?, p2, p?P, p3P, p3P e pIP em T2.

Disto temos que I =2, Py =2, [ =1 e P, = 1. Logo, por (42), temos que

X(D)=(1—1)+%(2—2)=0
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