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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar a Teoria de Morse, uma importante ferramenta que consiste
em utilizar uma fungdo de Morse f em uma variedade M para estudar a topologia de M. A
abordagem adotada considera o sistema dindmico dado pelo campo gradiente negativo de f e obtém
uma relagdo entre os pontos estacionérios deste campo e a topologia de M. Apresentamos uma
construcao do complexo de Morse-Witten que é gerado pelos pontos criticos de f e cuja diferencial
conta as oOrbitas entre os pontos criticos, considerando orientagao. A principal propriedade deste

complexo é que sua homologia coincide com a homologia singular de M.



Abstract

The purpose of this work is to present the Morse Theory, an important tool which consists of
using a Morse function f on a manifold M in order to study its topology. The approach herein
considers a dynamical system given by the negative gradient field of f and gives a relation between
stationary points of the field and the topology of M. We present a construction of the Morse-
Witten complex, which is generated by the critical points of f, and whose differential counts,
with orientation, the orbits between critical points. The main property of this complex is that its

homology is isomorphic to the singular homology of M.



Introducao

Uma das maneiras mais conhecidas de estudar a topologia de uma variedade M consiste em analisar
o comportamento dos fluxos em M. Um importante resultado de sistemas dinamicos, devido a
Charles C. Conley [3], diz que todo fluxo num espago métrico compacto pode ser decomposto
numa parte gradiente e numa parte “quase recorrente”. Portanto, a descricao qualitativa de um
fluxo em M é separada naturalmente no estudo de cada uma destas partes. O caso mais simples
desta decomposicao é quando M é compacta e o fluxo é gerado pelo campo gradiente de uma
funcao de Morse f. Neste caso, o conjunto recorrente é formado por pontos criticos isolados nao
degenerados e é descrito pelos indices de Morse destes pontos. Além disso, a propria funcao f é
uma funcao de Lyapunov para o fluxo, e seus conjuntos de nivel induzem uma filtracao em M,
isto é, uma sequéncia encaixada crescente de subconjuntos compactos. A topologia relativa dos
conjuntos desta filtragao fornece informacoes da parte gradiente do fluxo.

Historicamente, as primeiras abordagens da Teoria de Morse nao incluem o conceito de fluxo na
variedade. Utilizando apenas os indices de Morse dos pontos criticos de f, denotados por ind(.),

H. C. Marston Morse mostra que

Z indy(p) _ P(M)=(14+t)Q(f),

peCrit f

onde P(M) = > t*B; é o polinémio de Poincaré de M, B, = dim Hy(M) é o k-ésimo ntiimero de
Betti de M e Hy(M) é o k-ésimo grupo de homologia singular de M. Como consequéncia, Morse

obtém as desigualdades fortes de Morse
Ch—Ch1+ - Fco> By —Brr+--E£F, ke{0,1,...,dim M},

onde ¢ é a quantidade de pontos criticos de indice k. Mais tarde, com a linguagem do final dos
anos 40, Bott resume em [2| os argumentos de Morse em dois teoremas, utilizando os conjuntos de
nivel M(c) ={q € M : f(q) < ¢} de f, sendo este um caminho mais simples para demonstrar as

desigualdades de Morse:
Teorema (A). Se nao hd valores criticos em [a,b], entao M(a) e M(b) sao difeomorfos.

Teorema (B). Se existe exatamente um ponto critico nao degenerado de indice k em f~[a,b],

entio M (b) possui o tipo de homotopia de M(a) com um k-disco “colado”,
M (b) ~ M(a) U, D,

por uma aplicagdo o : OD* — M(a).

Em 1961, o Teorema B foi refinado por Stephen Smale em [19]. Ao invés de usar um k-disco,

Smale demonstra que M (b) é difeomorfo & unido de M (a) com uma alga. Esta abordagem o levou
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a criar a sua Teoria de Algas e consequentemente obter a Conjectura de Poincaré Generalizada e
o Teorema do h-Cobordismo.

Quando passamos para a abordagem de fluxo gerado pelo campo —V f gradiente negativo de
f, obtemos uma decomposigao celular da variedade M = UpecriesW*(p) utilizando as variedades
instaveis, mas da qual é dificil se extrair informagoes sobre M. Foi Smale que contornou essas
dificuldades com a seguinte ideia: considerando o fluxo gerado pelo campo —V(—f) e a decompo-
sicdo M = Upecuit—fW*(p), Smale chama —V f de transversal se as células destas decomposigoes
se encontram “da maneira mais genérica possivel”. Formalmente, —V f é transversal se os espagos

tangentes destes conjuntos geram o espacgo tangente da variedade, ou seja,
T.W*p)+T.W?(q) =T.M, zecW*p)nWq),

veja Definicao 2.2.15. Os campos gradientes satisfazendo esta condicao sao C'-densos no sentido
do Teorema 2.2.16. A transversalidade do campo implica que, se p e ¢ sd@o pontos criticos com
indices consecutivos, W*(p) N W#(q) é um conjunto finito de orbitas (Proposi¢ao 2.2.18). Nestas
condigoes, é possivel definir o nimero de intersegao n(p, q) entre p e ¢ como o nimero de intersegao
das subvariedades W*(p) N f~(a) e W*(q) N f~(a), com a € (f(q), f(p)) valor regular. O niimero
de intersecao fornece aplicagoes de colagem para as células de um complexo CW associado a M,
o que foi explorado por John M. Franks no seu paper [6]. Além disso, quando n(p, q) = 1, John
Milnor demonstra em [13] um importante Teorema de Cancelamento de pontos criticos, que da
condigoes suficientes para deformar o campo numa vizinhanga V' de W*(p) NW*(q) U{p, ¢} em um
campo sem pontos criticos em V. Ainda neste contexto, pode-se definir um complexo cujo grupo
de cadeias é gerado pelos pontos criticos de f, graduado pelo indice de Morse, com operador bordo

0° satisfazendo

Op= Y_ n(p.q)g p€Critf.

q€Crit f

Tal complexo, construido gracas as contribuicoes de Morse, René Thom, Smale, Milnor e Edward
Witten, é um dos principais objetos da Teoria de Morse. Sua principal propriedade é recuperar a
homologia da variedade pelo isomorfismo dado no Teorema 3.2.4, o que fornece imediatamente as
desigualdades fortes de Morse. Este complexo é chamado de Complexo de Morse- Witten em [22].
Witten, com uma nova abordagem do operador 0° utilizando conceitos de fisica em [23], fornece
uma interpretacao geométrica de 9°. O operador bordo é recuperado contando com orientagao as
finitas o6rbitas entre pontos criticos p e g de indice consecutivo. Esta abordagem “relativa” inspirou
uma generalizagao da Teoria de Morse para dimensao infinita por Andreas Floer em [4], e uma
introdugao contextualizada & homologia de Floer pode ser encontrada em [18].

A construcao do Complexo de Morse-Witten para variedades Riemannianas fechadas de di-
mensao finita é o principal objetivo deste trabalho. A seguir, descrevemos os assuntos abordados

em cada capitulo.



O primeiro capitulo, que trata dos pré-requisitos de homologia para o trabalho, esta dividido
em trés segoes. Na primeira segao definimos simplexos e, a partir destes, construimos o(s) grupo(s)
das cadeias singulares. Introduzimos homologia singular e mostramos sua invariancia por equiva-
léncia homotopica. Na segunda secao abordamos sequéncias exatas a fim de obter propriedades
da homologia de complexos de cadeias abstratos. Finalmente, na terceira secao, apresentamos
homologia singular relativa e varios resultados importantes, como a sequéncia (de homologia) do
par e da tripla, Teorema da Excisao, a sequéncia de Mayer-Vietoris e uma aplicacao desta ultima
no Teorema da Curva de Jordan generalizado.

O objetivo do segundo capitulo é estudar a Teoria de Morse Classica. Para isto, apresentamos na
primeira se¢ao os conceitos e resultados necessarios de Topologia Diferencial e Sistemas Dinamicos.
Em seguida, introduzimos os conceitos de funcao de Morse, indice de Morse, variedades instavel
e estavel, variedades conectantes e seus respectivos espagos moduli. Por fim, demonstramos os
principais teoremas da Teoria de Morse Classica, que sintetizam a relacao entre a topologia da
variedade e as subvariedades de nivel de uma fungao de Morse.

No terceiro e tultimo capitulo estudamos a homologia de Morse. Na primeira se¢ao introduzimos
orientacao e estudamos orientagoes induzidas nas variedades conectantes e espagos moduli. Na
segunda secao apresentamos a construcao do Complexo de Morse-Witten para uma funcao de
Morse f que satisfaz a condigao de Morse-Smale, demonstramos as desigualdades de Morse e
exibimos um exemplo. Encerramos na terceira secdo com a Teoria do Indice de Conley, usada
neste trabalho para demonstrar os Teoremas 3.2.3 e 3.2.4, que garantem que o Complexo de
Morse-Witten ¢, de fato, um complexo de cadeias cuja homologia coincide com a homologia da

variedade.
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Capitulo 1

Homologia

Neste capitulo, estudaremos um dos conceitos mais importantes da topologia algébrica. Os grupos
de homologia sao invariantes topologicos, e sao ferramentas muito tuteis no problema de classifica-
¢ao de espagos topologicos. Primeiramente, estudaremos os grupos de homologia singular de um
espago topologico X. Os grupos das cadeias singulares sao gerados por fungoes continuas definidas
em “triangulos” e contradominio X. A homologia singular, conjuntamente com suas principais
propriedades, ¢é introduzida na Segao 1.1. Na Secao 1.2 abordamos a homologia de complexo de
cadeias, nao necessariamente associado a um espago topoldgico. Finalmente, apresentamos na Se-
¢ao 1.3 uma generalizacao da homologia singular para um par de espagos topologicos, denominada
homologia singular relativa, e apresentamos varias propriedades e aplica¢oes desta. As principais

referéncias deste capitulo sao [§8], [10] e [15].

1.1 Homologia Singular

1.1.1 Grupo das Cadeias Singulares

Cadeias singulares sao cruciais para definirmos homologia singular. Uma cadeia singular ¢ definida
a partir de simplexos singulares que, por sua vez, sao funcoes definidas em simplexos. Comecaremos

com a defini¢ao de simplexo, que generaliza o conceito de triangulo.

Definigao 1.1.1. Um k-simplexo é o conjunto formado pelas combinagoes lineares Agvg + Ajvy +
oo AUk, Vo, U1, ..,0, € RFTY onde os vetores vy — vg, Uy — V1, ...,V — Up_1 SA0 linearmente
independentes, A; > 0 para todo i € {0,1,...,k} e Zf:o A; = 1. Tal simplexo seré denotado por
[vo, - -, Ukl

O k-simplexo padrao é definido como o conjunto

=0

k
Ak:{(to,...,tk)ERkH;Ztizl,tiZO‘v’iE{O,l,...,k}},



ou seja, o k-simplexo cujos vetores geradores sdo a base canonica de R+

Na Figura 1.1.1, apresentamos alguns exemplos de simplexos padroes. Note que A® é um

tetraedo, mas contido em R*.

Nl
> >

01
A0
Figura 1.1.1: Representacao de A Al e A2
Note que todo k-simplexo [vg, ..., v;] é homeomorfo a A¥ considerando a bijegio:
k
(to, e ,tk) = Ztﬂjl
i=0
Interpretando os vetores vy, ..., v, como os vértices do simplexo [vg, ..., vy, podemos orientar
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as arestas, usando a ordem crescente do subindice, isto €, a aresta que liga v; a v;, com 7 < j, “sai
de v; e “chega” em v;.

Retirando algum dos vetores, digamos, v;, temos que os k vetores restantes geram um (k — 1)-
simplexo (quando k > 1), o qual chamamos de face, e representamos por [vg, . .., V;_1, U, Vig1, - - - , Ug).
A orientac@o da face é determinada pela ordenacgao dos vetores que a compdem no k-simplexo ini-
cial. “Faces de faces” também sao consideradas faces do simplexo original. Um k-simplexo possui
k + 1 faces que sao (k — 1)-simplexos. Podemos denoté-las de uma outra maneira, considerando
as imagens das inclusdes ¢F ARl — AF onde i € {0,...,k + 1}, com ¢;(to, t1,... te1) =
(to, t1, ..., i1, O,ti+1, NN >tk—1)-

Definicao 1.1.2. Dado um espac¢o X munido de uma topologia, chamamos de k-simplexo singular
em X uma funcdo o : A¥ — X continua, onde A* possui a topologia induzida de R**'. A i-ésima
face de tal simplexo é o (k — 1)-simplexo singular dada pela composi¢ao o o ¢,’f’1 AR 5 X

onde i € {0,...,k}, também denotada por o'

Transportaremos essa definicao para a algebra. Obtemos assim as cadeias singulares, um dos

principais conceitos do nosso estudo, definidas a seguir.

Definicao 1.1.3. Seja X um espaco topologico. Definimos uma k-cadeia singular como uma

combinacao linear > | A\;0;, onde o; ¢ um k-simplexo singular e \; € Z para todo i € {1,...,n}.



Poderiamos ter escolhido qualquer anel R comutativo com unidade, mas neste trabalho usare-
mos apenas coeficientes em Z. Fixando um espacgo topologico X, podemos considerar o conjunto
de todos os k-simplexos singulares em X, denotado por X SAk. O grupo abeliano (ou Z-mo6dulo)
gerado por XSM, denotado por Si(X), é chamado grupo das k-cadeias singulares de X. Se k < 0,

definimos Si(X) = {0}. Para considerar todas as cadeias (variando k), definimos
S(X) = &FZpSk(X),

o grupo das cadeias singulares. Agora estamos prontos para definir o operador bordo.

Definigao 1.1.4. Seja X um espago topologico. O operador bordo O : Sp(X) — Sp_1(X) é
definido para o € XSM, k > 1, como

k
0o =) (~1) (oogi™),
i=0
e estendido por linearidade para todo o Si(X), isto é,
0 (Z )\idi> = Z NOo;, N\ € Z,0; € XSAIc para todo i € {1,...,n}.
i=1 i=1

Quando o € Sy(X), definimos do = 0. Definimos 0 : S(X) — S(X) por 0 = &2 0.

A principal propriedade do operador bordo é descrita na préxima proposicao. Uma descricao

intuitiva é que “o bordo de uma figura geométrica nao possui bordo”.

Proposicao 1.1.5. Sejam X um espago topoldgico e 0 : S(X) — S(X) o operador bordo. Entao
0% = 0 ou, em outras palavras,
Im o C ker 0.

Demonstragao. Seja a € S(X). Se a € Sp(X), entao O = 0 e portanto 9*a = 0. Se a € S1(X),
da € Sp(X) e 0%a = 0. Suponha entao que a € Si(X),k > 2. Entdo a = Y7, \ioy, onde o; sao
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k-simplexos singulares e \; € Z. Assim,
p
820é 262 (Z /\ZO'Z>
i=1
p
== Z )\2‘820'2‘
—Zm (Z 1Yo, 0 ¢k~ 1)

7=0
D k

_‘EEIZE:‘Xl o<ﬁk 1)

=1 7=0

Na expressao do operador 0, surge um sinal (—1)" na n-ésima parcela, mas como o; o qb;‘f’_l teve sua
j-ésima coordenada retirada, “nao passamos” por n = j, mas estamos, por exemplo, na j + 1-ésima

parcela com o indice n; logo, quando n > j, o sinal que deve aparecer ¢ (—1)""! = (—1)""!. Sendo

assim:
Pk Jj—1 k—1
Pa=) > MY (~)'oodi T og e Y (1) oo gl o gl
i=1 j=0 n=0 n=j+1

Fazendo a distributiva e trocando os indices n e j na segunda soma, obtemos

k -1
o = i Z jz A\i(—1)7*"g o qﬁ?il o gF?

i=1 j=0 n=0

k k—1
+ i Z Z )\i(—l)H"*la o gzﬁffl o qﬁf”,

i=1 n=0 j=n+1

onde as duas parcelas de somas sdo iguais (n < j e j > n, respectivamente) a menos de um sinal.

Portanto se anulam e concluimos que 9%a = 0. O

Um comentério oportuno a se fazer é que, da forma que foi contruido, 0 é um homomorfismo
de grupos. Elementos de ker 0, sao chamados de k-ciclos singulares, e elementos de Im 0y, k-
fronteiras singulares. O resultado anterior nos diz que Im d; é subgrupo normal de ker d;_1, e,

portanto, podemos tomar o quociente.

Definigao 1.1.6. Sejam X um espago topologico, d : S(X) — S(X) o operador bordo. Entao,

dada a sequéncia

s St (X) 2 5 (X) P S (X)) e SH(X) 2 Se(X) o,

definimos o k-ésimo grupo de homologia Hp(X),k > 0, como o quociente kerdi/mima, ;. Quando
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k < 0, definimos Hg(X) = {0}. A homologia singular de X & simplesmente

H(X) = P Hi(X).

k>0

A proposicao a seguir é o primeiro passo na relagao entre a algebra homologica e a topologia

de X, fornecendo caracteristicas topologicas de X a partir de Hy(X).

Proposigao 1.1.7. Seja X um espago topoldgico. Se (X;),.; sao as componentes conezas de X

e o; € um 0-simplezo singular em X;, para todo i € J, entao as classes de homologia [o;] sao
geradores de Hy(X).

Demonstragao. Primeiro, suponha que X é conexo por caminhos. Iremos mostrar que uma 0-

cadeia singular > 7 NQ; (Q; # Q,,1 # j) ¢ o bordo de uma 1-cadeia singular se, ¢ somente se,

P
i=1

tais pontos, mas cometeremos esse abuso conscientemente) em X.

A =0, onde )\; € Z e Q; sao pontos (na verdade, sdo as fungoes continuas que levam A a

Suponha que > 7 NP, = Oa, para algum a € S;(X). Temos que o = Z?zl tjo;, com o; 1-
simplexos singulares. Agora, o bordo de cada simplexo o; ¢ a diferenca de seus pontos final e

inicial, digamos, P; e p;. Entao

p k k
Z)\ZQZ = 80& = th@aj = Zt](.P] _p])
i=1 j=1 j=1

No lado direito, temos que a soma dos coeficientes é Zle t; —t; = 0. Reescrevendo este lado

como Zfiflt—iQi, temos » - (N —£;)Q; + Zfi};‘lﬂ(—t_iQi) =0. Assim, ; =0sei>pe )\ =1;

para i < p, evale > ¥ N ="t = Zf:f t;. Como o ultimo somatorio ¢ nulo (pois apenas
mudamos o nome dos coeficientes do lado direito), segue que Y 5 | A; = 0.

Agora, suponha > " | A\; = 0. Entao, escrevendo

ANiQi=(1+1+---+1)Q;,

- i
g

i vezes

para cada (); na soma, como a soma dos coeficientes é zero, para cada coeficiente 1 de @);, temos
um coeficiente —1 para algum ();. Reescrevendo a soma de maneira redundante, obtemos a forma
Zle Q@+, — Qt,, € podemos definir como o; o 1-simplexo singular que tem ponto inicial (), e ponto
final Qy,. Assim, 327 \Q; = S2F 90, =0 (Zle at), onde S8 oy € S1(X), como desejado.
Temos que Hy(X) = kerdo/ima, = 50(X)/tma,. Pelo resultado acima, concluimos que dois elemen-
tos de Sp(X) estdo na mesma classe de equivaléncia quando possuem a mesma soma de coeficientes.
De fato, sua diferenca possui soma de coeficientes nula, e pelo que acabamos de demonstrar, é ima-
gem de alguma 1-cadeia singular. Note que se ¢ é um 0-simplexo singular em X, a soma de seus

coeficientes (na verdade, seu tnico coeficiente) é 1. Assim, dada qualquer classe de equivaléncia
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[a] € Ho(X), se a soma dos coeficientes de a ¢ m € Z, temos que | = [mo| = m[o]. Logo, [o] &
base para Hy(X), e segue que este tltimo é isomorfo a Z (m [o] = m).

Suponha agora que X possui (X;),., como sua familia de componentes conexas por caminhos.
Para cada i € J, fixe Q; € X;. Seja a € Sp(X). Como « é uma combinagao linear finita de
elementos de X SAO, encontramos {Xt}le componentes de X que possuem todos esses elementos.

Reescreva agora a combinagao na forma

mi m2 my
a= Z Aipii + Z Aoipai + - - + Z AkiDki
i—1 i—1 i—1

onde, para cada j € {1,...,k}, pji € X; para todo i € {1,...,m;}. Assim, >;" \;ip;; esta na
mesma classe de equivaléncia que (Z:ljl )\ji) Q;, e segue que {Q); }ies € base para Hy(X). ]

Da proposicdo anterior segue que, quando I é finito, Hy(X) é isomorfo a Z/l. Em particular,
se X = SY = {—1,1} C R, a esfera 0-dimensional, Hy(X) = Z & Z. Um outro caso particular é
X = {p}, Hy(X) = Z.

Exemplo 1.1.8. Considere X = {p}. A tinica fun¢ao continua de A* em {p} é a funcao constante,
que denotamos por o, (portanto, Si(X) = (o}) = Z). Suas faces sao a fungao constante de A*~*

em X. Agora, calculando o bordo daquela, com k > 0,

k k

; 3 ; or_1, sek épar,
Jdoy, = Z(—l) oo ¢ft = Z(—l) Of—1 =

i=0 i=0 0, se k é impar.

Sk(X), sek éimpar
Portanto, kerd, = , e consequentemente Hp(X) = 0, para todo k par.

0, se k é par

‘ Sp(X), sek-+1épar

Porém, pelo mesmo argumento acima, Im 0y, = . Logo, para k fmpar,

0, se k+ 1 é impar
Hp(X) = kerde/imo,, = Sk(X)/s,(x) = 0. Concluimos, entdo, Hy(X) = 0 para todo k > 0.

1.1.2 Invariancia

Nesta secao daremos mais alguns passos adiante na relagao entre topologia e algebra. O primeiro

deles é mostrar que fung¢oes continuas induzem homomorfismos nos grupos de homologia.

Proposicao 1.1.9. Sejam X,Y espacos topologicos e f : X — Y uma func¢do continua. Entdo as
fungoes (fi)r : Hp(X) — Hi(Y) para todo k > 0 definidas por

(fr(lo]) = [foa]
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sGo homomorfismos. Portanto f: X — Y induz um homomorfismo f.: H(X) — H(Y).

Demonstracio. Dado um elemento o : A¥ — X de X sAk, construimos um elemento de Y;Ak fazendo
a composicdo foo : A¥ — Y. Definimos entdo f : S(X) — S(Y') como a extensdo linear da opera-
¢ao composicao, ou seja, f(3F_ Nioy) = >0 Nif(0:) = S0 Ni(f o 0;), e temos homomorfismos
Fr o Se(X) = Sk(Y).

Primeiro, devemos mostrar que um elemento de ker 3 ¢ levado em ker 9Y . Para tal, mostra-

remos que o seguinte diagrama é comutativo:

X

Sk(X)i)SkfﬂX)

fk:l lfkl
aY

De fato, seja a € Si(X). Entao o =) \jo; e

Fr00X(a) =f,_ 00 (Z )\iai)
=f . <Z Z Ai(=1)o; 0 qs;?)
=2 2 MY i (oo )
- Z Z Ai(=1)Y foo;o ¢k
- Z Z Ai(=1) (foa;) ot
= Z Aia,c (f 0 07)
=0y <Z Aifk(ai>>
=0} o 7,: ().

Tome entio 3 € ker 3. Temos que
i (Fu(8) = (9 o F1) (B) = (Fr1007) (B) = Fra (9 B) = Fra(0) =

e concluimos que f,(3) € ker 9} .

Para podermos definir a funcao do enunciado, resta apenas verificar que esta nao depende do
representante da classe de homologia, ou seja, [a] = [8] implica [f,(a)] = [f+(8)], . B € ker 65
Se [a] = 3], temos que a— 3 € Im 8}, ;, ou seja, existe v € Sg41(X) tal que a— f = 9;,7. Assim,
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usando a linearidade de f,:

7k(04) - Tk(ﬁ) :71@(04 - B)
:fk © 815(4-1('7)

=5’Z+1 © 7k+1 (7).

Logo Tk(a) - fk(ﬁ) € Im@,ﬁrl, o que implica [?k(a)] = Vk(ﬁ)] Segue que (fi)r : Hp(X) —
Hi(Y), (fo)r([o]) = [fi(o)] esta bem definida, e ¢ um homomorfismo pela defini¢ao de f. O

Dados X, Y, Z espacos topoldgicos, segue da defini¢ao de aplicagao induzida em homologia que
idyx = tdpg(x), onde idx, idg(x) sao as identidades em seus respectivos espagos e, para f : X — Y,
9:Y = Z, (g0 f)e=guo fu

Uma consequéncia importante da proposicao anterior e do comentario acima é que, se dois
espagos topologicos X e Y sdo homeomorfos, entao H(X) ¢ isomorfo a H(Y'). De fato, se f : X —
Y é um homeomorfismo, isto é, f é uma funcao continua e f~! : Y — X também o é, temos que
feofit=(fof)s =iduy). Pelo mesmo argumento, f, ! o f, = idy(x). Portanto, sendo f. um
homomorfismo inversivel, € um isomorfismo. Esta é uma propriedade interessante especialmente
quando consideramos sua contrapositiva: se H(X) e H(Y') ndo sdo isomorfos, entdo X e Y nao sao
homeomorfos. Assim, uma forma de mostrar que dois espacos topologicos nao sao homeomorfos é

encontrar algum k > 0 tal que Hy(X) nao ¢ isomorfo a Hi(Y).

Definigao 1.1.10. Sejam X, Y espagos topolégicos, e denote por I o intervalo [0,1] C R. Duas
fungoes f,g : X — Y continuas sao ditas homotdpicas, e denotamos f ~ g, se existe uma funcao
continua F': X x I — Y, chamada homotopia entre f e g, tal que F(x,0) = f(x), F(z,1)=g(x),
para todo z € X.

Definicao 1.1.11. Dois espacos topologicos X, Y sao homotopicamente equivalentes, ou possuem

o mesmo tipo de homotopia, se existem f: X — Y, g:Y — X funcoes continuas tais que
go f~idy, fog=~idy.

Se X possui o mesmo tipo de homotopia que um ponto, dizemos que X é contrdtil.

Ja foi demonstrado que se dois espagos topolégicos X e Y sao homeomorfos, entao suas ho-
mologias singulares sao isomorfas. Observe que, se X e Y sao homeomorfos e f : X — Y é um
homeomorfismo, entao f~!:Y — X é continuae f~'o f =idx e fo f~! =idy. Portanto, X ¢ Y
sao homotopicamente equivalentes. Apesar da reciproca nao ser valida, possuir o mesmo tipo de
homotopia é suficiente para que os grupos de homologia sejam isomorfos, o que é consequéncia do

teorema a seguir.

Teorema 1.1.12. Sejam X,Y espacos topologicos e f,qg : X — Y fungoes continuas. Se f e g
sao homotdpicas, entiao (f.)r = (9«)k, para todo k € N.
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Demonstragao. Consideremos primeiro A* x I. Podemos pensar em A* como um “hipertriangulo
de dimensao k", dentro de R¥*!'. Quando fazemos o produto cartesiano com I, estamos obtendo
um solido de dimensao &k + 1 dentro de R¥*2 que pode ser interpretado da seguinte maneira: duas
copias de A¥) que sdo AF x {0} = [vg,v1,..., v e AF x {1} = [wo,wy, ..., wi] (base e topo),
com retas de ponto inicial Z?:o Aiv; e final Zf:o Aw;, onde \; sao os coeficientes permitidos na
definicao de A*.

Considere A x I. Este é um retangulo, com base e topo A!, e lados I. Podemos escrevé-lo como
uniao de dois triangulos, que sao 2-simplexos, utilizando a diagonal do retangulo. Se denotarmos
a base A por [vg, v1] € 0 topo por [wg, w;], uma descrigao possivel desses 2-simplexos é [vg, wo, w1] e
[vg, v1,w;]. Mais geralmente, por um raciocinio analogo, A¥x I = U¥_ [vg, vy, ..., vs, Wi, Wig, ... wi),
ou seja, estamos decompondo A* x I em uma unido de (k + 1)-simplexos.

Assim, se F': X x I — Y é a homotopia entre f e ge o € XSM, podemos fazer a composicao

Fo (o xidr): A* x I — Y e definir o homomorfismo Py, : Sp(X) — Sy11(Y) como

k

= Pk(z )\jU] Z )\] Z F o 0 X Zd]) [[vo,vl,...,vi,wi,...,wk}
j=1

para a = » 7 A\jo; € Si(X). Nosso objetivo inicial ¢ mostrar que N1 P+ P10 =7y, — [
onde f;, G, : Sk(X) — Sp(Y) sdo os homomorfismos introduzidos na Proposicao 1.1.9. Definindo

hi = Gr — f, temos o diagrama:

X

X, 07
s S (X) = Sp(X) —> Sy (X) — -+
l y l P4 L
hit1 hy hik—1

oY oY

o> S (Y) LS,C(Y) e S (V) —— - -

Calculemos 9}, P, em o € X2

k
ak;+1 (Pk ak-l,-l (Z F o O- X Zd[) r[vo,vl,..,,vi,wi,...,wk]>
0
= Z JF o (U X Zdl) (bf r[vo ..... Vi Wiy, W]
1<t
+ YD D)TE 0 (0 % idr) © B lvptnivisen
Jj=>i

onde o sinal (—1)7T! aparece pelo mesmo motivo que na Proposi¢ao 1.1.5. Os termos com i = j de
um somatorio cancelam com os do outro (num deles temos [vg, ..., v;_1,V;, W, . . ., wg| € retiramos
v; com ¢F, e no outro temos [vg, ..., v;_1,Wi_1, W, . .., wy| e retiramos w;_; com ¢¥), com excegao

de F o (o xidy) o ¢f [ Tvo,w0,....00] € —F © (0 X idy) 0 ¢’,§+2 [wo,01,....00,wg] - NOte que, no primeiro destes,
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como hé a composigao com ¢ restrito a [vg, wy, . . ., wy], temos na verdade F o (o x id;) restrito a
[wo, ..., wy], que & o topo do nosso solido, ou seja, F o (o X idy) [uy,...w, )= F(0,1) = goo =G, (0).

Analogamente, —F o (0 X idr) © ¢§ ol vo,01,..onws] = — [ x(0). Assim:

alz/-‘rl (Pe(0)) =35 — [
+ ) (=D)(=1)Fo (0 X ids) 0 ¥ jug....opawn.

J<i

+ Z<_1)i(_1)j+1p © (U X Zd[) o ¢§ r[v07“~7vi7wia~~7wk}

j>i
:gk_?k_Pkflalfa

como desejavamos. Pela linearidade das fungoes envolvidas, estendemos a relagao para todo S(X).

Finalmente, tome [a] classe de homologia de Hy(X). Entao « € ker 8y, e pelo resultado acima,

Ops1(Pe(@)) + Pior0y (@) = Gila) — fi(e)
Op1 (Pe(a)) = Gila) = frla),

ja que Ofa = 0. Assim, (o) — f(a) € Im8),,, logo as classes de homologia em Hy(Y),
(g k(@) = [gp(@)] e (for(a) = [7k(a)} sdo iguais qualquer que seja [a] € Hi(X), ou seja,
(g:)k = (fo)- L]

Corolario 1.1.13. Dois espagcos homotopicamente equivalentes possuem grupos de homologia iso-

morfos.

Demonstracao. Suponha X, Y espaco topolégicos homotopicamente equivalentes. Sejam f : X —
Yeg:Y —>Xcom fog~idy e go f~idy. Segue do teorema anterior que os homomorfismos

induzidos satisfazem g, o f, = idg(x) € f« © g« = idp(y). O
Exemplo 1.1.14. R™ é contratil pois H : R" x I — R™ dada por H(z,t) = (1 — t)z é uma
Z, i=0,
0, z>0.

homotopia entre R™ e a origem. Segue do Corolario 1.1.13 que H;(R™) =

1.2 Homologia de Complexos de Cadeias

Na se¢ao anterior, utilizamos o par (S(X),d) para calcular a homologia singular do espago topo-
logico X. Nesta secao, veremos que este par é um exemplo do que chamamos de complexo de
cadeias. Intimamente relacionadas aos complexos de cadeias, outro conceito importante é o das

sequéncias exatas. Estes dois objetos sao o foco desta segdo, cujas referéncias sao [8], [10] e [15].
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1.2.1 Sequéncias Exatas

Definigao 1.2.1. Uma sequéncia erata é uma familia de grupos {Ag}rez com homomorfismos

fr 1 Ax — Ag_q tais que ker fr = Im f;, 1, para todo k € Z

Jre+1 fe—1

S
= Ap = Ay — Ay

Ap—2

Dados A, B e C grupos, uma sequéncia exata curta é uma sequéncia da forma

0—2-A-L-B2.c 20
que ¢é exata onde possivel, ou seja:
o Im f =kerg;
e Im 0 = ker f, em outras palavras, f é injetiva;
e Im g = ker 0, portanto g é sobrejetiva.

Observamos que, no caso acima, como temos B/kerg = C' pelo primeiro teorema do homomor-
fismo, A = Im f pela injetividade de f e Im f = kerg por hipotese, vale B/a = C'. Consequen-
temente, uma sequéncia exata curta é simplesmente um grupo abeliano B, um subgrupo A e o
quociente B/4 juntamente com suas aplica¢oes. Este fato nos garante uma maneira de construir
sequéncias exatas curtas a partir de uma dada sequéncia exata. De fato, considere a sequéncia
exata

di41 dy,
> O B O - Oy —— -

Tomando B = Cj, temos que Ck/imdy,; = Ck/kerd, = Im dy, = ker dy_1, assim, a sequéncia
/ 9
0——Imdy,, —=Cp, ——=kerdp_1 ——0

onde f é a inclusao e g é d; com restricao no contradominio, é uma sequéncia exata curta. Note

o~

que poderiamos também ter usado que Cr+1/kerd 1 = Im dyyq.

Proposicao 1.2.2. Sejam A, B e C' grupos. Considere a sequéncia exata curta

0—2en-f.p 9.0 0 g,

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. Eziste um subgrupo D de B tal que B = f(A) ® D;

2. Existe um mapa linear p : B — A satisfazendo po f =ida;
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3. Existe um mapa linear q : C' — B satisfazendo g o ¢ = id¢.

Demonstragao. (1) = (2): Como B = f (A)® D, podemos definir 7y : B — f(A) como a projecao
natural. Assim, defina p : B — A como p(a) = f~!(ms(a)). A fungdo estd bem definida pelo
fato de f ser injetiva, e como 7¢(f (a)) = f(a), a € A, segue que po f(a) = f~Hms(f(a))) =
f~Y(f(a)) = ids. Lembrando que se f ¢ homomorfismo injetivo, f~1: f (4) — A é isomorfismo,
portanto linear, e como projecao também ¢é linear, segue que p ¢ linear.

(2) = (1): Suponha p : B — A linear tal que po f = id4. Mostraremos que B = f (A) & ker p.
Temos que f(A)Nkerp = {0} pois, se a € A & tal que f(a) € kerp entdo a = ids(a) = po f(a) =0.

Agora, se b € B, podemos escrever
b= fop(b)+b—fop(b),

onde fop(b) = f(p(b)) € f(A) e p(b— f(p(b))) = p() —po f(p(b)) = p(b) — ida(p(b)) = 0, ou
seja, b — fop(b) € ker p, como desejavamos.
(1) = (3): Lembrando que f(A) = kerg, temos que g[p ¢é isomorfismo, portanto, tome ¢ =
(9 TD)71~
(3) = (1): Supondo ¢ : C' — B satisfazendo (3), mostraremos que B = f(A) @ Imq. Usando
novamente que f (A) = kerg, dado b € f(A)NImgq, b = q(c) e 0 = g(b) = g o q(c) = c. Desta
forma, b = ¢(0) = 0. Tomando b € B, temos que b = b — q(g(b)) + q(g(b)), onde ¢q(g(b)) € Imq e
9(b—q(g(b)) = g(b) — g0 q(g(b)) = 0, logo, b — q(g(b)) € kerg = f(A). O
Se, nas condigoes acima, C' for um grupo livre com geradores {c¢;};cs, podemos escolher
{bi}ics C B tal que g(b;) = ¢; (ja que g é sobrejetora), e definir ¢ : C' — B como a extensao
linear de ¢(c¢;) = b;. Ja que goq = id nos geradores (e portanto, em todo o C'), vale a condigao (3)

da proposigao, e consequentemente, valem também (1) e (2).

Proposicao 1.2.3. Considere as sequéncias

B0 (1.2.1)

0—ea Lp I 0, (1.2.2)

Suponha que existem isomorfismosa: A — A", : B — B e~y :C — C' e que o sequinte diagrama

comuta:
AL.B 9. ¢

bbb

Al B’ 9 '
Se a sequéncia (1.2.1) é uma sequéncia exata curta entdo a sequéncia (1.2.2) também é uma

sequéncia erata curta.
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Demonstracao. Como o diagrama comuta, f' oo = Bo f, e como o € isomorfismo, a~! também
0 € e assim f' = [Bo foa t. Ainjetividade de f' seque da injetividade de f. Da mesma forma,
g =~vogo L, etemos a sobrejetividade de g'.

Queremos mostrar que ker ¢’ = Im f’. Tome b € ker ¢’. Entao 37!(b) € ker g, e portanto existe
a € A tal que f(a) = 571(b), ou seja, B(f(a)) =b. Mas fo f= foa,logob= foala)= f'(d),
para algum a’ € A’, ou seja, b € Im f’, e portanto vale a inclusao ker ¢ C Im f’.
Tome agora f'(a’) € Im f’, o’ € A’. Como « é isomorfismo, existe a € A tal que a(a) = da’. De
floa = Boftemos B to f' = foa~le, portanto, 371 (f'(a')) = f(a'(d')) = f(a) € Im f. Como
(1.2.1) & exata e g' =y o go 71, temos ¢'(f'(a’)) =y o (9(B7'(f'(a))) =72 g(f(a)) = 7(0) =0,
logo f’(a’) € ker ¢’. Concluimos que Im f’ C ker¢'. O

Proposicao 1.2.4. Considere a sequinte sequéncia exata

- Epsi
Vk+1 >

onde Cy, Dy, Ey. sao grupos abelianos livres finitamente gerados e fi, gi, Yr+1 sGo homomorfismos,
para todo k > 0. Escrevendo o polindmio pg(t) = Y pe,(dim Cy)t* e analogamente para py(t) e
pe(t), vale que

pe() + ps(t) = polt) + (1 +DQ(E),

onde .
Qt) = Zdim([mvkﬂ)tk
k=0
é um polindmio com coeficientes nao negativos. Além disso, se Dy = Cy @ Ey para todo k > 0,

entiao Q(t) = 0.

Demonstrag¢ao. Como todos os grupos sao livres e finitamente gerados, vale que dim C, = dim ker fr+

dim Im f, dim Dy, = dim ker g + dim Im gy e dim E}, = dim ker 74 + dim Im~,. Como a sequéncia
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¢ exata, ker fr = Im x4 1, Im f, = ker gx. e Im g, = ker ;. Desta forma,

dim C}, = dimker f;, + dim Im f;,
= dim Im 71 + dim ker g,
= dim Im ;1 + dim Dy, — dim Im gy,
= dim Im 71 + dim Dy, — dim ker v,
= dim Im 441 + dim Dy, — (dim Ey — dim Im )
= dim Im ;1 + dim Dy — dim Ej 4+ dim Im 4

e concluimos

dim Im ;41 + dim Im v, = dim C}, — dim Dy, 4 dim E}.

Multiplicando esta equacao por t*, somando as equacoes para todo k > 0 e definindo v : Fy —

C_1 = 0 como a fung¢ao nula, temos

Z dim Im 7k+1tk + Z dim Im 7ktk = Z dim Cyt* — Z dim Dyt* + Z dim Ejt*

k>0 k>0 k>0 k>0 k>0

Q) +1 Q)+ ZEET) — (1)~ pa(6)+ et

pe(t) +pa(t) = pa(t) + (1 +1)Q(1),

Portanto,

como desejado. Agora, supondo D, = C} @ E qualquer que seja k, temos dim D, = dim C}, +
dim Ey, logo, pa(t) = pe(t) + pe(t), e concluimos (1 4 ¢t)Q(t) = 0, que implica Q(t) = 0. ]

1.2.2 Complexos de Cadeias

Nessa secao sera introduzido formalmente um conceito de homologia de complexo de cadeias, que

generaliza homologia singular. Note que a Definicao 1.2.5 ja apareceu no caso especifico do par

(5(X),0).

Definigao 1.2.5. Chamamos de complexo de cadeias um par (%¢,d), onde ¢ é um grupo (Z-
modulo) graduado € = @kezCh, € d : € — € ¢ um homomorfismo com as propriedades d [Cy] C
Cr_1 e d*> = 0. Denotamos a restricao dlc,: Cr, — Ci_1 por dy.

A nomenclatura neste contexto é a mesma que a utilizada no contexto das cadeias singulares:
elementos de (), sao chamados cadeias e elementos de kerd e Imd sao denominados, respectiva-
mente, ciclos e bordos. Novamente, d? = 0 nos diz que ker d C Im d. Note que, com isso, ¢ possivel
definir homologia de um complexo de cadeias sem um espaco topoldgico como ponto de partida,

como foi feito na definigdo de homologia singular. Se (¢, d), onde € = @®;>0C, ¢ um complexo
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de cadeias, denotaremos:

Zi (%) = Cx, Nkerd o conjunto de todos os k-ciclos,

By (%) = Cxy N Imd o conjunto dos k-bordos,

Hi (%) = Z(©)/By(¢) 0 k-ésimo grupo de homologia de €.

Definicao 1.2.6. Sejam (¢, d¢), € = ®k>0Cr € (Z,dp), I = ®r>0Dy, complexos de cadeias.
Dizemos que f : € — 2 ¢ uma aplicag¢io de cadeia se f ¢ linear, f [Ck] C Dy e

dDOf:dec.

A definigao acima diz que o seguinte diagrama comuta:

dc dc dc dC
o Oy - O 2 Gy

oo
dp dp dp dp

= Dyyy 2 Dy Dy e

Proposicao 1.2.7. Se f : € — 2 é uma aplicagao de cadeia entdo as fungoes (fi)p @ Hp(€) —
Hy(2) definidas como

(fr(lal) = [f(a)],

para a € Z(€), sao homomorfismos induzidos por f.

Note que, na demonstracao da Proposicao 1.1.9, usamos que a funcao era continua entre dois
espagos topologicos, onde faz sentido falar disto, apenas para obter uma func¢ao linear entre os
grupos que formam o complexo de cadeias. Como nesse caso f ja é linear, a demonstracao da

Proposigao 1.2.7 é analoga & demonstracao da Proposigao 1.2.7.

Definicao 1.2.8. Sejam f : € — Z e g : € — 2 mapas de cadeia. Uma homotopia de cadeia

entre f e g € um conjunto de fungoes Py : Cx — Djy1 satisfazendo
dpo Py + Py1odc=f—yg

para todo k € Z.

Proposigao 1.2.9. Sejam f : ¢ — P eqg: € — Z aplicacoes de cadeia. Se existe uma homotopia
de cadeia entre f e g, entao (f.)r = (g«)k, para todo k € Z.

Mais uma vez, sob a luz das novas defini¢oes, vemos que, na demonstragao do Teorema 1.1.12,
criamos uma homotopia de cadeia para as fun¢oes em questao, e depois mostramos a igualdade
dos homomorfismos induzidos nos grupos de homologia. Como a demonstracao do Teorema 1.1.12

subsume a demonstracao da Proposicao 1.2.9, optamos por omitir esta tltima.
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Dados complexos de cadeia ¢, % e &, e fungoes f : € — P e g : 9 — &, dizemos que a
sequéncia

0 ¢ 1.9 4 p 0

¢ uma sequéncia exata curta se f e g sao aplicagoes de cadeia e, para todo k € Z, a sequéncia

¢ uma sequéncia exata curta, com as devidas restrigoes de f e g. Sequéncias exatas curtas de
complexos de cadeias sao convertidas em sequéncias exatas em homologia, através dos proximos

dois resultados.

Proposicao 1.2.10. Sejam (¢,dc),(Z,dp) e (&,dg) complexos de cadeias, f : € — P e g :
9 — & aplicagoes de cadeia tais que

€ uma sequéncia exata curta. Entao

(%) L% 1y (2) 2L f(6)

¢ uma sequéncia exata para todo k, ou seja, Im(f.)r = ker(g.)r para todo k € Z.

Demonstracao. Primeiramente, note que ambas as linhas a seguir sao sequéncias exatas curtas:

f g

0 ——Chp1——>Dpp1 Bl 0
T
0 Co—t D2 - 0

De fato, como f é injetiva, restrigoes desta também o sdo. De f[Cy] C Dy e Im f = ker g temos
que Im f|o, = kerg[p,. Como também vale que g [Dy] C Ej e g ¢é sobrejetiva, temos que cada
restricao de g também é sobrejetiva.

Queremos mostrar que, se (f.)i : Hy(€) = Hi(2) e (g.)r : H(Z) — Hy(&) sao os homormo-
fismos induzidos por f e g, entdao Im (f,)r = ker(g,)x para todo k € Z.
Tome [a] € Im (fi)g, [@] € H(2), a € Dy. Entao existe 8 € Cy tal que (f.)x [5] = [o. Logo,

(9 )k [a] =



ja que ker g = Im f. Logo, Im (f,)r C ker(g. ).

Reciprocamente, seja [ € ker(g.)x, onde a € Dy, [a] € Hi(Z). Entéo (g.)x [a] = [g(a)] = [0], ou
seja, g(a) € Imdg. Seja € Ejyq tal que g(a) = dg(f). Como g : Dyi1 — FEjyq é sobrejetiva,
entdo existe v € Dyy1 tal que 5 = g(7). Como g é mapa de cadeia, g(a) = dr(g9(y)) = g(dp(7)),
e usando que g ¢ linear, g(aw — dp(7y)) = 0. Logo, o — dp(7) € kerg.

Como ker g = Im f, existe § € C}, tal que f(0#) = a—dp(y). Olhando para as classes de homologia,

(f)x 101 = [F ()]
=l —dp(7)]
=[] = [dp(7)]
=[a].
Logo, a € Im (f,), e concluimos que Im (fi ) 2 ker(g.). O

Tendo em vista a proposi¢cao anterior, para que tenhamos uma sequéncia exata em homologia,
sdo necessarios homomorfismos 0y : Hyy1(&) — Hy(%). Estes, obtidos no teorema a seguir,
sao chamados homomorfismos de conexdao. Além de serem importantes em topologia algébrica,
como o Teorema 1.3.11, também surgem em aplicacoes, sendo a importante funcao Aj definida
no Capitulo 3. Os homomorfismos de conexao surgem naturalmente da sequéncia exata curta; o
tipo de demonstracao usada para a definicao dos homomorfismos é conhecido como “perseguir o

diagrama”, neste caso, o Diagrama 1.2.3.

Teorema 1.2.11. (Zig-zag Lemma) Para toda sequéncia exata curta de complexos de cadeias €, 2
eé&

st 2 0.

existem homomorfismos 6 : Hi(&) — Hyx_1(€) para todo k € Z tais que a sequinte sequéncia €

exata:

Hk-i—l(g)j
Okt1

Ok

f* -1 *)k—1
He ()25 Hy (2) S 1 (6

Op—1

J U

e

Hy (%)

Demonstragao. Da proposi¢ao anterior, obtemos (f.)x € (g+)r. Basta encontrarmos oy, : Hi(&) —

Hy—1(%) tal que ker 0, = Im (g4 ) € Im & = ker(fi)x—1. A sequéncia exata curta dos complexos de
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cadeia fornece o seguinte diagrama comutativo

(1.2.3)
f g
0 —Cry1 — Dpp1 Ey 1 0
de dp dp
0 Ch—t D, —2 -~ E, 0
do dp dp
f g
0—=Cho1——= Dy By 0

Intuitivamente, podemos tentar conectar Ej e C_1 “for¢ando” um caminho no diagrama

L

0——C, Dy~ B ——=0

dp
0—Cha ‘l’_"“Dkq Ep1——0

SR

Claro, f e g nao sao necessariamente inversiveis. Ainda assim, essa ideia é um guia para a demons-
tragao: essa composicao faz sentido quando consideradas as classes de homologia. Prosseguimos

para a definicao formal do homomorfismo de conexao.
Sejan € Z,(&) C Ej. Sabemos que g[p, € sobrejetiva, entdao existe 5 € Dy, tal que 3 € g~'(n).
Considere dp(f) € Dy_1. Temos que dp(3) € ker g. De fato,

9(dp(B)) = godn(B)
=dgog(B)
= dp(g(8))
=dg(n)
=0

ja que n € Z(&), que é precisamente ker dg N Ey. Logo, dp(f) € ker g = Im f e, portanto, existe
a € Cy_1 tal que f(a) = dp(B). Como f ¢é injetiva, a = f~! o dp(B). Definimos 8, : Hp(&) —
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Hy1(%) como () = [a].

Note que utilizamos 3 € g !(n), e este conjunto nao precisa necessariamente ser unitario.
Para que d; esteja bem definida, devemos mostrar que, se 31, 2 € g~ (), entao [f~1odp(B1)] =
[f~" o dp(Ba)]. Como g(B1) = g(B2) = n, temos que g(B1 — f2) = 0, logo, (81 — fB2) € Im f. Seja

v € Cy tal que f(7) = 81— Pa. Como dp(B1),dp(Bs) € Im f e usando que f~!: Im f — ¥ também
é linear, temos:

([ odp(Br)] — [f 7 odp(f2)]
= [f_l © dD(Bl - 52)}
= [fedpo f(v)]
= [ o fode(v)]
= [dc(v)]
=0

como desejado.

Como estamos tratando de classes de equivaléncia, devemos ter o mesmo valor da aplicagao se
escolhermos representantes diferentes de uma mesma classe no dominio, ou seja, se 11,7 € Zi(%)
com [n;] = [n2] entdo devemos ter oy ([m1]) = 0x([n2]). Tome entao ny,ne € Z(€) tais que [m1] = [n2].
Temos que 171 — 19 = dg(o) € Imdg, onde 0 € Ey ;. Como glp,,, € sobrejetiva, seja o € Dy
tal que g(a) = 0. Assim, 71 — 1o = dg(g(a)) = g(dp(a)). Entao dp(a) € g~ (1 — n2) e, tomando
Bi € g (m), B2 € g~ (12) temos que 1 — B € g (11 — 7). Assim:

([ odp(Br)] = [f odp(f2)]
= [f_l odp(B1 — 52)}
= [t odp(dp(a))]
= [£7(0)]
=10].

Finalmente concluimos que J; estd bem definida. Como todas as fungoes envolvidas sao lineares,
temos que d;, também o é. Resta mostrar que Im dy,1 = ker(f, ) e Im (g.)gr1 = ker dg1.

Para a inclusao Imd,; C ker(f.)x, note que, se [a] € Hy(€) é tal que [a] = [f~! odp(B)]
para algum 8 € D1, entdo (fi [a] = [foa] = [fo T odp(B)] = [dp(B)] = [0] o que implica
[a] € ker(f.)r. Reciprocamente, suponha [a] € ker(f.)r. Entao [0] = (fo)k[a] = [f(a)], logo,
f(a) € Imdp. Sendo S tal que dp(B) = f(a), temos que g(B) é tal que 041 [g(B)] = [a], pois

Ser1[9(B)] = [fLodp(B)] = [f o f(a)] = [a]. Consequentemente [a] € Imd;.; e concluimos
Im 5k+1 = ker(f*)k
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Tome [ € Im (g.)k+1. Entdo existe f € Zp11(2) tal que (gi)kt1[6] = [a). Assim, se v €
g71(@), vale que [] = [1]. Como dp(8) = 0

n+1

e temos a inclusao Im (g.)r+1 C kerdgy1. Suponha agora que [a] € kerdi1. Da construcdo de
Ok+1, temos que iy [@] = [a], com a € Cy tal que f(a) = do(v) para algum v € g~'(a). Como
Skt [a] = [0], a = do(B) para algum 5 € Cy,q, e temos:

dp(v) = f(a) = fodc(B) =dpo f(B)

edp(y— f(B)) =0, ouseja, v — f(B) € Zki1(2). Da igualdade ker g = Im f segue que go f =0,
assim,

a=g()=90)—0=g(y) —g(f(B)) =gy — f(B))
Portanto, (g.)k+1 [y — f(8)] = [a]. O

Corolario 1.2.12. Seja a sequéncia exata curta de complexos de cadeias €, e &

| Ry Sy —
Suponha que Cy, Dy, E), sejam grupos abelianos livres finitamente gerados. Entao

pe(t) +pe(t) = pa(t) + (1 +1)Q(1),

onde pg(t), pa(t) e pe(t) sao polindmios definidos na Proposi¢ao 1.2.4, Q(t) € um polinémio com

coeficientes nao negativos e Dy, = Cy, & Ej, para todo k > 0 implica Q(t) = 0.

Demonstrag¢ao. Aplique o Teorema 1.2.11 para obter uma sequéncia exata. Tal sequéncia esta nas

hipoteses da Proposicao 1.2.4, e o resultado segue. m

Além de converter sequéncias exatas curtas de complexos de cadeia para sequéncias exatas em
homologia, os homomorfismos de conexao também garantem que morfismos de sequéncias exatas

curtas sao transportados para o ambito homolodgico, como mostra a proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 1.2.13. Suponha que o diagrama

0—sb—Ttog 9.6 .

bbb

0 Ay Ny 0

seja comutativo, onde as linhas sao sequéncias exatas curtas de complexos de cadeia e o, 5 ey sao

aplicagoes de cadeia. Entao as sequéncias exatas do Teorema 1.2.11 sao tais que o diagrama

e (€))L HU(2) - H (&) —> Hy i (€) —— - - (1.2.4)

e Hy (%) s H(2) -2 Hy () = Hy  (€) —— -

€ comutativo.

Demonstracao. Os dois primeiros quadrados do Diagrama 1.2.4 sdo comutativos, pois as fungoes
comutam nos grupos de cadeia, antes de passarmos para homologia. Para mostrar que o tltimo
quadrado comuta, usaremos a definicao dos homomorfismos de conexao.

Seja [e] € Hy(&). Tome b € Dy tal que g(b) = e. Se ¢ € Cy_1 é tal que f(c¢) = dp(b), por
definigao temos 6([e]) = [¢]. Nosso objetivo ¢ mostrar que ¢'(7« [e]) = . [¢] ou, equivalentemente,
d([y(e)]) = [a(c)]. Sejam V' € Dy, € C)_; tais que ¢'(b') = y(e) e f'(¢) = dp/(b'). Portanto,
8 ([v(e)]) = []. Usando que f'oa= o f, fodp=dp o3, temos que

Note que b/ — (b) € Im f'. De fato,
gV = B(b)) =7(e) = g" 0 B(b) = v(e) = 7(g(b)) = ~(e) —(e) =0
logo, b — B(b) € kerg’ = Im f". Se a € C}, & tal que f'(a) = — B(b), segue que
f'(der(a)) = dp(f'(a)) = do (V' — B(D)) = f'(¢' = a(c)).

Como f’ éinjetiva, dev(a) = ¢ —a(c). Concluimos que [a(c)] = ['] = §'([y(e)]), como desejado. [

As proximas duas proposigoes, conhecidas respectivamente como Lema dos Cinco Curto e
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Lema dos Cinco, sao importantes propriedades de diagramas comutativos. A primeira no ambito
de sequéncias exatas curtas, enquanto a ultima trata de sequéncias exatas longas, comumente

aplicada a sequéncias em homologia. Ambas demonstragoes envolvem “perseguir o diagrama’.

Proposicao 1.2.14. Considere o diagrama comutativo, onde as linhas sao sequéncias exatas cur-

tas.

0 Ry Ny 0

Se « e vy sao isomorfismos, entao B € isomorfismo.

Demonstra¢ao. Mostremos primeiramente a sobrejetividade de 5. Seja d’ € 2'. Como ~y é isomor-
fismo, y~! também o é. Sendo assim, considere v~ '(¢'(d’)) € &. Do fato das sequéncias horizontais
serem exatas curtas, temos que g é sobrejetiva, e portanto existe d € 2 tal que g(d) = vy~ 1(¢'(d')).
Como o diagrama comuta, temos que ¢'(3(d)) = v(g(d)), e assim, v 1(¢'(8(d))) = g(d). Usando
linearidade das fungoes envolvidas, temos que v~ (¢'(5(d) —d’)) = 0 o que implica ¢'(8(d)—d') = 0,
ja que y~1 & isomorfismo. Logo, B(d) —d' € ker ¢ = Im f’. Usando este fato e que « é isomorfismo,
tome ¢ € € tal que f'(a(c)) = f(d) —d'. Temos que (d— f(c)) € Z é tal que f(d — f(c)) = d'.

De fato, usando a comutatividade do diagrama,

Bld — f(c))

Bd) =B o f(c)
(d) — f"oalc)
(d) — (B(d) — d)
d,

B
B

e concluimos que [ é sobrejetiva.

Para mostrar a injetividade de 3, tome d € Z tal que 3(d) = 0. Entao ¢'(5(d)) = 0 e, pela
comutatividade do diagrama, v(g(d)) = 0. Como v é isomorfismo, g(d) = 0. Assim, d € kerg =
Im f, e portanto existe ¢ € € tal que f(c) = d. Usando novamente que o diagrama comuta, temos
que 0 = B(d) = B(f(c)) = f'(a(c)). Como f’ & injetiva, a(c) = 0, e como « é isomorfismo, ¢ = 0.

, C

Segue que d = f(c) = 0, concluindo a demonstragao. O

Proposicao 1.2.15. (Lema dos Cinco) Considere o diagrama comutativo

AlefQCstf4E

EREEE

A B’ C’ D’ E
1 f3 f3 fi

onde as linhas sao exatas e oy, g, g, s S0 isomorfismos. Entao as € isomorfismo.
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Demonstragao. Para provar a injetividade de ag, seja ¢ € C tal que az(c) = 0. Entéo fjoas(c) = 0.
Pela comutatividade do diagrama, 0 = f} o az(c) = ay o f3(c). Como ay é isomorfismo, f3(c) =0
e, portanto, ¢ € ker f3 = Im fy. Tome entao b € B tal que f5(b) = c¢. Usando mais uma vez a

comutatividade, temos

0 = as(c)
= az o fy(b)
= fé o a2(b).

Assim, as(b) € ker fi = Im f{. Seja a € A tal que f{(a1(a)) = az(b) (que existe por oy ser
isomorfismo). Pela comutatividade do diagrama, as(fi(a)) = fi(a1(a)) = as(b) e, como ay é
isomorfismo, fi(a) = b. Entao b € Im f; = ker fo. Como f5(b) = ¢, concluimos que ¢ = 0, como
desejado.

Para demonstrar a sobrejetividade de as, tome ¢ € C’. Entao fj(¢) € D', e existe d € D
tal que as(d) = f5(c) (pois ay é isomorfismo). Como a segunda linha é exata e o diagrama
comuta, 0 = fi(fi(c)) = filas(d)) = as(fs(d)). Como as & isomorfismo, fi(d) = 0, ou seja,
d € kerfy = Imf;3. Seja ¢ € C tal que f3(¢) = d. Usando a comutatividade do diagrama,
filas(c)) = au(fs(c)) = au(d) = f4(). Por linearidade, as(c) — ¢ € ker f§ = Im f5. Usando
também que ay ¢ isomorfismo, seja b € B tal que fj(aq(b)) = as(c) — . O diagrama comuta, logo,
az(fa(b)) = az(c) — . Pela linearidade de ag, ¢ = ag(c — f2(b)), ou seja, ¢ € Imag, e logo ag é

isomorfismo. O

1.3 Homologia Singular Relativa

Para construir os grupos de homologia singular, consideramos um espaco topolégico X e definimos
as cadeias de simplexos singulares de X. Nesta secao faremos uma generalizacao tomando um par
(X, A), onde X & um espago topologico e A é um subespago de X. As referéncias sao [8], [10] e
[15].

Definigao 1.3.1. Sejam X um espago topologico e A um subespago de X. Os grupos de homologia
singular relativa de (X, A) sdo
Hi(X, A) = Hy(5X)/s)

onde S(X) = @2 ,5k(X) e S(A) = &2, Sk(A) sdo, respectivamente, os grupos livres das cadeias
de X e A.

Vamos verificar que Hy(X, A) estd bem definido. Tomando um k-simplexo de A, o : A* — A,
podemos compor com a inclusdo ig : A — X (ja que A é subespago de X), e conseguimos um

k-simplexo de X, i o0 : A¥ — X. Fazendo a identificacdo de o com i o o, podemos dizer que
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os k-simplexos de A também sao k-simplexos de X, ou seja, ASM c X SM. Como estes sao os
respectivos geradores de Si(A) e Sk(X), temos que Si(A) C Si(X). Como Sg(A) é grupo, este
é subgrupo de Si(X) e, como o ultimo é abeliano, todo subgrupo é normal. Assim, o quociente
Se(X)/s;,(4) faz sentido. Podemos entdo definir Sy (X, A) = Sk(X)/s,(4) e S(X, A) = & ,5(X, A).
Para obtermos um complexo de cadeias, precisamos definir dx 4 : S(X, A) = S(X, A) de tal forma
que 0% 4 = 0 e dx,4[Sk] € Sk—1. Um elemento nao nulo de Si(X, A) = S+(X)/s;(4) é uma classe
a + Sk(A), onde a = % Moy é uma k-cadeia de X (\; € Z e 0; € X2") cuja imagem néo esta

contida em A. Assim sendo, definimos Ox 4 atuando em um elemento o + Si(A) € Sk(X, A) como
Ox,a (o + Sk(A)) = Ox () + Sp-1(A),

onde dx : S(X) — S(X) é o operador bordo definido em homologia singular.

Note que, se Ox(a) € Sy_1(X), entdo Ox () + Sp—1(A) é uma classe de Sy_1(X, A), e assim,
Ix,4 [Sk(X, A)] € Sk—1(X, A). Além disso, 0% 4 (@ + Sk(A)) = Ox.4 (Ox (@) + Sk—1(A)) = % (a) +
Sk—2(A) = Sk_2(A), como desejavamos.

Exemplo 1.3.2. Considere o caso em que A = ). Como Si()) = {0}, temos que Sp(X,A) =
Sk(X)/s,(4) = Sp(X), e portanto Hi(X,0) = Hy(X) para todo k € N. Isso mostra que homologia

singular relativa, de fato, generaliza homologia singular.

Exemplo 1.3.3. Considere o caso em que A é um ponto de X, digamos, A = {p}. Neste caso,
Sk(A) é gerado pela aplicagao constante, denotada por oy, para todo k € N. Primeiramente, tome
k fmpar e seja o € Sp(X). Se a € ker Ox entdo a + Si(A) € ker dx 4. Reciprocamente, suponha
que a + Sk(A) € ker Ox 4. Entao

0, logo a € ker Ox, ou
)\0'1971, A 7é 0.

axa + Sk_l(A) = Sk_l(A) — axOé =

Note que se Oxya = Aoj_1 entao
0= 8&0& = )\(9ka1 = )\ka2 7é 0,

pois kK — 1 é par. Logo, Oxa = 0 e temos que a € ker Jx. Portanto, se k é impar, @ € ker 0y
se, e somente se, & + Si(A) € kerdy 4. O andlogo é vélido para as imagens de 9% e (9?;{.
De fato, se a € Im 0%t entdo a = OxB. Assim, a + Sp(A) = Ix.4(B + Sii1(A)), e segue que
a+ Sg(A) € Im 6?;;}. Reciprocamente, se o + Si(A) € Im 8?;}, existe 5 + Sk+1(A) € Sk1(X, A)
tal que Oxf + Sk(A) = a + Sk(A), o que implica x5 — o« = Aoy, para algum A € Z. Mas

Oxf — a = Ao, = AOx 041
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pois k + 1 é par. Portanto, & = Ox (8 — Aogy1), € temos a € Im 0@“. Concluimos que a proje¢ao
T 0 Sp(X) — S(X¥)/s.(4) induz isomorfismos entre ker 9% e kerd% 4 e entre ImO' e Imd57).
Consequentemente, Hy(X, A) = Hy(X) quando k é impar.

Suponha agora que k > 0 seja par e tome « € Si(X). Temos que a € ker dx implica a+Sy(A) €
ker Ox 4 e @ € Im Oy implica a + Sj(A) € Im Jx 4. Portanto, a projecao m : Sk(X) — Sk(X)/s, (a)
induz um homomorfismo de Hy(X) em Hy. (X, A) tal que [a] g, ) = [+ Si(A)] g, (xay> @ € ker ok .

Mostraremos que esta aplicagdo é um isomorfismo, omitindo os subscritos Hy(X) e Hi(X, A)
nas classes de equivaléncia. Note que a aplicagao esta bem definida. De fato, se o, 8 € ker 9%
sdo tais que [a] = [f], entdo o« = [ + Oxm, para algum n € Sp1(X). Mas entdao a + Sg(A) =
B+ 0xn+ Sk(A) = B+ Sk(A) 4+ 0x.a(n+ Sk+1(A)), portanto o+ Sk (A) — (84 Sk(A)) € Im dx 4, ou
seja, [a+ Sp(A)] = [+ Sk(A)]. Para ver que a aplicagdo ¢ injetiva, suponha que [ + Si(A)] =
B+ Sk(A)], para a, § € ker Ox. Portanto, existe n + Siy1(A) tal que o + Sp(A) — (B + Sk(4)) =
Ox.a(n+ Sk4+1(A)) = 0xn+ Sk(A). Logo, a — B —0xn € Si(A). Seja A € Z tal que o — f — Oxn =
Aoi. Aplicando Jx em ambos os lados, obtemos 0 = M—M—Q% = A\oj_1, pois k > 0
é par e a, 8 € kerdx. Concluimos que A = 0, portanto, a —  — dxn = 0, o que implica
a— 3 = dxn € Imdy. Concluimos [a] = [§], como desejado. Finalmente, verificaremos a
sobrejetividade da aplicagdo. Tome [o + Sp(A)] € Hp(X,A). Entdo o + S,(A) € kerOx 4. Se
Oxa =0, 7([a]) = [a+ Sk(A)]. Suponha que Oy = \oy_1, para algum X # 0. Logo, 5 := a— Aoy,
é tal que OxfB = Oxa — OxAop_1 = Aop_1 — Aop_1 = 0, ou seja, § € kerdyx. Agora, como
f—a=a—Ny—ac Si(A), temos que B + Sk(A) = a + Sp(A), portanto, [] é mapeado pela
aplicacdo 7 em [B + Sip(A)] = [a + Sp(A)].

Concluimos entao que Hy(X) = Hy(X, A), qualquer que seja k > 0. Por fim, para k = 0, pela
Proposigao 1.1.7, Hy(X) é gerado por ([n;]):es, onde cada n; € um 0-simplexo singular em X;, sendo
{X}ies as componentes conexas de X. Por uma demonstracao semelhante & da Proposi¢ao 1.1.7
para Hy(X, A), obtemos um resultado analogo, com um porém: se X; é a componente conexa tal
que A C X, entao n; — o9 = 08, onde 3 é um 1-simplexo singular que comeca em p e termina em
n;. Portanto, [n; + So(A)] = [o0 + So(A)] = [So(A)]. Dessa forma, os geradores de Hy(X, A) sao
{Imi + So(A)]}iesizj. Segue que

Ho(X) = Ho(X,A) D Z.

Definigao 1.3.4. Sejam X um espago topologico e € : So(X) — Z dada por €D ., \ioy) =
> A Como €0 9% = 0, obtemos o complexo de cadeias expandido
ok o}

e S X)) B S(X) P Sy (X) - Z 0,

Definimos os grupos de homologia reduzida de X como a homologia do complexo expandido, ou
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seja,

Hi(X) = kerdk /im o, k> 0,

H()(X) = kere/ImB}(.

Segue da definicao acima que ?Ik(X ) = Hy(X) para k > 0. Considere Sy(X), que é isomorfo a
®,exa0Z. Tomando algum 7 € X2, definimos s : Z — Sy(X) tal que s(m) = mn. Desta forma,

€ o s =idy, e, considerando a seguinte sequéncia exata curta,
0 —kere ——= Sy(X) ——~Z—=0,
segue da Proposicio 1.2.2 que So(X) = ker e @ Z. Como Im 9% C ker e, temos que
Hy(X) = S0(X)/mal, = kere/mmgl & Z = Hy(X) & Z.

Note que, tendo em vista o Exemplo 1.3.3, se p € X, entao Hy(X, {p}) = }NIk(X), qualquer que
seja k > 0.

As duas proximas proposigoes sao adaptacoes das Proposicoes 1.1.9 e 1.1.12 para o contexto

de homologia (singular) relativa.

Proposicao 1.3.5. Se (X, A) e (Y, B) sao pares de espagos topoldgicos (com A C X e BCY)
e f: X =Y éuma fungao continua tal que f(A) C B, entao existem homomorfismos (fx)s :
Hy (X, A) — H(Y, B) para todo k € N.

Demonstragio. Relembramos que se o : A¥ — X é um k-simplexo singular de X, a composicio
foo:A* =Y éum k-simplexo singular de Y, e a extensao linear para Si(X) desta composigao,
definida na Proposi¢ao 1.1.9, é o homomorfismo denotado por f; : Sp(X) — Si(Y).

Se 7% 1 Sp(Y) — Si(Y, B) denota o homomorfismo projecao 7f(a) = a + Si(B), entdo a
composicio % o f, : Sp(X) — Si(Y, B) ¢ homomorfismo. Como f(A) C B, temos que f,, leva k-
simplexos de A em k-simplexos de B e, portanto, Si(A) C ker 7 o f,. Pelo teorema fundamental

do homomorfismo, existe um tnico homomorfismo fi : Sk(X, A) — Si(Y, B) para cada k € N

Sij)w (1.3.1)

Defina f: S(X,A) = S(Y, B) como ffsk(X,A)Z fk para cada k € N. Mostraremos que

fazendo o seguinte diagrama comutar:

fo aX,A = aY,B o f
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Para tal, considere o diagrama

k+1 k

S (X, A) <2 G (X) 2 G (X) —2 S(X, A)

i e L)
”?_1 y “1’%
Sk (Y, B) <= S 1 (V) -2s S (V) — 2 S4(Y, B)

Oy,B

Pela Proposigao 1.1.9, ja temos que os trés quadrados comutam, entao
fomhody =nkodyof,, (1.3.2)
Note que, se 0 € X2 C §,1(X), temos
™ 0 Ox(0) =1 (0x0) =0x0 + Sp(A)=0x a(0 + Spi1(X, A))=0x.4 0 T (o), (1.3.3)
e, da mesma forma, para [ € Y;Ak+1 C Sk (Y),

7 0 Oy (B) =7 (8y B) =0y B + Si(B) =0y,8(8+ Sk+1(Y,B))=0y,p o Wgﬂ(ﬁ)-

Como todas as fungoes envolvidas s@o lineares, estendemos as igualdades para os grupos Sy, 1(X) e
Si11(Y), respectivamente, obtendo fo mhody = fo Ox aomittemhodyof, . = dypomhy  of,:.
Usando 1.3.2, obtemos

fodxao WZH =0y o m’%“ o fry1 =0ypofo Wf&“v

sendo que na tultima igualdade foi usada a comutatividade do Diagrama 1.3.1. Como 7rffl+1 é

sobrejetora, concluimos que fo Oxa = Oypo fv, como desejado. Note que, por construgao,
f[Sk(X ,A)] € Si(Y, B). Demonstramos que fv ¢ uma aplicacdo de cadeia e, pela Proposicao
1.2.7, obtemos homomorfismos (f,)r : Hi(X,A) — H(Y, B) para todo k& € N, o que conclui a

demonstracao. O]

Proposicao 1.3.6. Sejam (X, A) e (Y, B) pares de espagos topoldgicos com A C X e B C Y,
f,g : X =Y fungoes continuas com f(A) C B, g(A) C B. Se existe uma homotopia F :
X xI — Y entre f e g tal que F(A,t) C B para todo t € [0,1], entdo os homomorfismos
(f )k, (g)k - He(X, A) — Hy(Y, B) sdo iguais para cada k € N.

Demonstragao. Da demonstracao do Teorema 1.1.12, obtemos fungoes Py, : Sp(X) — Sk1(Y) tais
que Oy Py + P,_10x = Gy — f5- Dadas as projegoes 7 : Sp(X) — Sp(X, A), ™8 (a) = a + Sp(A) e
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7 Sp(Y) = Si(Y, B), m%(a) = a + S(B), segue da demonstracio da Proposigao 1.3.5 que

Th0y Py + T Pe10x = T5G, — Th [
Oy T Py + T Py 10x = TG, — T [
e da comutatividade do Diagrama 1.3.1 para f, e do diagrama anéalogo para g, obtemos

8y737rf§+1Pk + ngk_lax = gkﬂ'ﬁ - fzﬂ'i (134)

Note que Py(Sg(A)) C Sky1(B), portanto Si(A) C ker 75 o P, Aplicando o Teorema Fundamen-

tal do Homomorfismo, obtemos para cada k£ um tinico homomorfismo P, que faz o diagrama

Sk(X) on
I

P,
Sk(X, A) — S (Y, B).
comutar. Substituindo na equacao 1.3.4, obtemos

D k D k—1 ~ K Tk
OypoPyomy+ P_qomy  00x = gpmy — fuma

S kLD ko~ kT ok
OypoPromy+ Pe_100xa0my = grmy — fuTa,

onde usamos novamente a igualdade 1.3.3. Como 7er ¢ sobrejetiva, obtemos Oy p o ng + ﬁk,l o
Ox,Aa = Gk — ﬁ Pela Proposigao 1.2.9, temos que (f.)r = (g«)x, para todo k € N, concluindo a

demonstracao. O]

Definimos que (X, A) e (Y, B) sao homotopicamente equivalentes quando existem fungoes con-
tinuas f: X — Y, g:Y — X como na Defini¢ao 1.1.11 e sao tais que f(A) C Be g(B) C A. A
proposi¢ao anterior garante que H (X, A) = H(Y, B) quando os pares possuem o mesmo tipo de
homotopia.

O teorema seguinte, que sera utilizado para demonstrar a relacao entre a homologia relativa
H(X,A) e a homologia do quociente H(¥X/4), ¢ uma incrivel ferramenta que ajuda a entender os
grupos de homologia relativa: cada grupo Hy(X, A) nao é afetado pela retirada de subespagos Z C
A em geral. As demonstragoes deste teorema e do Lema 1.3.13 utilizam subdivisao baricéntrica, e

nao serao apresentadas neste trabalho.

Teorema 1.3.7. (da Excisio) Sejam X um espago topoldgico, Z, A subespagos de X tais que o
fecho de Z estd contido no interior de A. Entao a inclusio (X — Z,A —7Z) — (X, A) induz

isomorfismos nos grupos de homologia singular
Hk<X - ZaA - Z) = Hk<X7 A)7
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X

Figura 1.3.1: Tritoro X e subespagos Z C A.

para todo k € N.

A demonstracdo do Teorema 1.3.7 pode ser encontrada em [10]. A Figura 1.3.1 mostra um
exemplo de como a Excisao pode ajudar em céalculos de homologia relativa. Observe que, apos a
retirada de Z pela excisao, (X —Z, A— Z) é¢ homotopicamente equivalente ao par (72, B), onde B é
o subespaco contratil do toro representado na figura. Dessa forma, H(X,A) =2 H(X -Z,A—-7) =

H(T? {p}) = H(T?), com p € T

Dado um par (X, A) de espagos topoldgicos, temos que a sequéncia

e}

S(A) —= §(X) 2~ §(X, A) —=0

é exata, onde i é a inclusdao (portanto, injetiva) e m4 é a projegdo candnica. Portanto, podemos
usar o Teorema 1.2.11 e obter a Sequéncia Fxata Longa de Homologia Relativa, ou Sequéncia Exata

Longa do Par:

Hi (X, A 1.3.5
. ( )ﬁ\/ ( )
:—>Hk(A) s Hy(X) —"> Hy(X, A)

a*

y

Também podemos usar o mesmo teorema para uma tripla B C A C X de espacos topologicos.

Considere a seguinte sequéncia exata curta
0—= S(A4, B) -4~ S(X, B) % (X, A) —=0.
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A sequéncia é exata pois, pelo teorema do homomorfismo, SXV/s®)/sysm = S(X)/54), ja4 que
S(B) C S(A), ia ¢ a induzida no quociente pela inclusao i : A — X e w4 p : 5X)/s(B) — 5(X)/s(a)

é a projecao natural. Assim, obtemos o diagrama da Sequéncia Ezata Longa da Tripla:

. Hpii (X, A) ﬁ/
qx

<—> Hi(A , T~ Hy(X, A)
qx )

<—>Hk (A, B) == Hy,_(X, B) == H;,_(X, A)j
.

qx

Hi_5(A

Ambas as sequéncias podem ser usadas para o calculo de grupos de homologia. Como primeira
aplicagao, consideremos o caso especial de pares (X, A) em que A é um retrato de deformagao forte

de X, definido a seguir.

Definigao 1.3.8. Sejam X um espago topologico, A C X um subespago. Dizemos que A é um

retrato por deformacao forte de X se existe uma funcao continua F': X x I — X tal que
F(X,00=X, F(X,1)=A, F(A,t)= A, paratodot € I.

Note que, nas condi¢oes da definigao acima, tomando 7 : A — X como a inclusaoer: X — A
como r(x) = F(x,1), temos que roi = idy eior = F(.,1) ~ idx. A aplicacdo r é chamada retragao.
Assim, quando A é retrato de deformacao forte de X, temos que A e X sdo homotopicamente
equivalentes e, pelo Corolario 1.1.13, Hy(A) = Hy(X), sendo i : Hi(A) — Hg(X) o isomorfismo
gerado por i. Pelo Diagrama 1.3.5 da sequéncia exata do par (X, A), a igualdade Im i, = ker 7,
garante que Ty, = 0. Mas 0 = keri,,_1 = Im 0., portanto, O, = 0. Por fim, Hy (X, A) = kerd,, =
Im 7, = ImO0, e concluimos Hy(X,A) = 0. O teorema a seguir pode ser interpretado como uma

generalizagao deste fato.

Teorema 1.3.9. Sejam X um espaco topologico, A C X um subespaco fechado nao vazio. Se A €

um retrato por deformacao forte de alguma vizinhanca sua em X, entdo, para todo k € N,
Hi (X, A) = Hy(X/a,4/a) = Hy,(X/a).

Demonstracao. Seja V uma vizinhanca tal que A é um retrato por deformacao forte de V. Consi-
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dere o diagrama, onde adiantamos os nomes das funcgoes:

Hi(X, A) H(X,V) =" Hy(X — A,V — A)

sk < >q;k

Hy (%), A) "5 Hy (%), V) <25 HL (X4 — A/, V] — 4a)

Nosso objetivo é mostrar que g, : Hy(X, A) — Hy(¥X/4,4/4), definida como a devida composigao das

outras fungoes envolvidas, é isomorfismo. Primeiro, escrevemos a sequéncia da tripla A C V C X:

Hk+1(X,V)ﬁ/
Qxk+1

(X, A) —E = H(X,V) ﬂ

Tek—1 Txk—1

<—>Hk 1(V;A) —= Hp 1 (X, A) —= H, (X, V)
.

F

Hi(V, A

Qxk—1 )

Hy 5V, A)

Mostremos primeiramente que 7, sao isomorfismos. De fato, como A é retrato por deformagao
de V, temos que Hy(V, A) = 0, assim, i, € a fungao nula. Como a sequéncia é exata, ker m, =
Im i, [, v,0= 0, ou seja, my € injetiva. Também pelo fato de Hy(V, A) ser nulo, Hy(X,V) =
ker ¢, = Im 7, assim, m,; é sobrejetiva.

Mostremos agora que os homomorfismos 7, sao isomorfismos. Se F' : V x I — V ¢é a funcao
continua tal que F(V,0) = V, F(V,1) = Ae F(A,t) = A, entdo F : V/a x I — V/a dada por
F([z],t) = [F(x,t)] é continua e

F(V/4,0) = [F(V,0)] = [V] = V/a,
F(V/a,1) = [F(V,1)] = [A] = 4/a,
F(A/at) = [F(A,1)] = [A] = 4/a

Portanto, 4/4 ¢ retrato por deformacdo forte de V/a. Consequentemente, Hy(V/a,4/4) = 0 e
repetindo o argumento do paragrafo anterior, mostramos que 7, sao isomorfismos.

Como A é fechado e V é aberto, A=A CV = Vv C X e, pelo Teorema da Excisao 1.3.7 temos
que id,y é isomorfismo. Como todos os fatos citados também valem no quociente, temos também
que id,x ¢ isomorfismo.

Por ultimo, a projegao natural 7 : (X, V) — (X/a,V/a) é tal que sua restrigao ao complemento

de Amlx_a: (X —AV —A) = (X/a—4/a,V/a— A/a) é homeomorfismo. Segue que as aplicagdes
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induzidas em homologia ¢, : Hp(X — A,V — A) — Hp(X/a — 4/a,V/a — 4/4) sdo isomorfismos.

Sendo composicao de isomorfismos, concluimos que ¢, ¢ um isomorfismo. O

Observacgao 1.3.10. Apesar de A # () ser uma hipotese do teorema anterior, note que o resultado
ainda ¢ valido quando A ¢ vazio, pois, nesse caso, H(X, A) = Hy(X) = Hy(XU{p}) = Hy(X/a).

Tome X um espaco topoldgico e A C X nao vazio. As sequéncias exatas curtas
00— Sp(A) —= Sp(X) 2> S (X, A) —=0,

para k > 0, geram a sequéncia exata longa do par. Se adicionarmos, para k = —1, a sequéncia

exata curta

0—>Z"4%7—~0—>0
o Lema 1.2.11 fornece a sequéncia exata do par em homologia reduzida. Se estivermos nas condigoes

do Teorema 1.3.9, observando que Hy(X, A) = Hy(X, A) para todo k > 0, obtemos o teorema a

seguir.

Teorema 1.3.11. Seja X um espaco topologico. Se A C X € um subespaco fechado ndao vazio
que € um retrato por deformagao forte de alguma vizinhanga sua em X, entdao temos a sequinte

sequéncia exata longa de homologia reduzida

..6. ]:]k+1<X/A) j

e Ho(X) —" Hy(¥/a) —

8*

— Hyy(X) == Hy_y (/) D

Ox

(i
C_> Hy_1(A
L Hy_»(A

)
)

terminando em
-+ ——> Hy(A) — Ho(X) — Hy(X/a) —=0.

Exemplo 1.3.12. Considere R* com a topologia usual e seja D* = {z € R* : d(x,0) < 1} o disco
k-dimensional, cujo bordo ¢ S*~! = {z € R* : d(x,0) = 1}, a esfera k — 1-dimensional. Note que,
assim como R¥, D ¢ contratil. Sabemos entdao que H,(D*) = 0 se n > 0. Segue da sequéncia
exata longa do par (D* S*7!) que os homomorfismos Q.41 : Hyp1(DF, S*1) — H,(S*1) sao

isomorfismos para n > 0.

Na definicao de simplexos singulares, colocamos apenas a restricao de continuidade nas fungoes

o : A¥ = X. Como veremos a seguir, poderfamos usar “funcoes locais”, no sentido que a imagem
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de o esteja contida em vizinhangas abertas arbitrarias, desde que estas vizinhangas formem uma
cobertura do espago topologico X. Usaremos este resultado para o caso particular em que a
cobertura é formada por dois conjuntos A e B, obtendo uma sequéncia exata que relaciona as
homologias de X, A, B e AN B. Tal sequéncia exata é a importante sequéncia de Mayer-Vietoris,
usada em seguida para calcular a homologia de S™, além de outras aplicagoes.

Sejam X um espago topologico e U = {U;};c; uma cobertura de X. Um k-simplexo singular
de X, 0 : A¥ — X ¢ dito U-pequeno se Imo C intl;, para algum i € J. Definimos como S¥(X)
o subgrupo de Si(X) das cadeias Y \;o; formadas por o; k-simplexos singulares U-pequenos.
Restringimos o operador bordo para obter 0 : SY(X) — SY(X), com 9 [S¥(X)] € S¥ ,(X),

ker Oy,

e obtemos os grupos de Homologia HY/(X) = & T

Estas defini¢goes sao necesséarias para o

enunciado do seguinte lema, que ¢ usado na demonstracao do Teorema 1.3.14.

Lema 1.3.13. Seja X um espaco topologico. Para qualquer familia U tal que os interiores {(O]}Ueu
formam uma cobertura aberta de X, as inclusoes iy, : SY(X) — Si(X) induzem uma equivaléncia
homotdpica de cadeia, isto €, existem aplicagoes de cadeia py, : Sp(X) — SY(X) tais que existe
uma homotopia de cadeia entre poi e a identidade de SY(X) e existe uma homotopia de cadeia

entreiop e a identidade de S(X). Consequentemente, temos isomorfismos HY(X) = Hy(X) para
todo k € N.

A demonstracao deste lema pode ser encontrada em [10].

Teorema 1.3.14. (Mayer-Vietoris) Seja X wum espago topolégico. Dados A, B C X tais que

AuB= X, existe uma sequéncia longa exata de homologia

= HkH(X)j
<—>Hk(f4 N B) 2~ Hy(A) @ Hy(B) "~ Hy(X) ﬁ

O
<—> H,_1(ANB)

com p.(c) = (i(c), —j«(c)) e PYi(a,b) = ki(a) + 1(D), sendo iy, j., ki« € . 0s mapas induzidos pelas

inclusoes apresentadas no diagrama

b
B—l.Xx

Demonstracao. Sejam 1, ],k e | as inclusdbes como no enunciado e considere os homomorfismos
induzidos 17, j, k e [ nos seus respectivos grupos de cadeia, como definidos na Proposicao 1.1.9.
Defina ¢ : Si(AN B) — Si(A) ® Sk(B) dada por p(c) = (i(c), —j(c)) e ¥ : Sp(A) ® Sp(B) —
Sp(A) + Sk(B) tal que (a,b) = k(a) + I(b).
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Temos que Yop(c) = (¢, —c) = 0 qualquer que seja ¢ € Si(A)DSk(B), portanto, Im ¢ C ker .
Um elemento de ker ¢ é da forma (¢, —c), com ¢ € S,(A) e —c € S(B). Portanto, ¢ € S,(ANB), e
segue que ¢(c) = (¢, —c), ou seja, ker¢» C Im . Além disso, note que ¢ € injetiva e ¢ é sobrejetiva.

Como as afirmacoes sao validas para todo n > 0, demonstramos que a sequéncia

0—=S(ANB)—£=S(A) & S(B) —2= S(A) + S(B) —=0

¢ uma sequéncia exata curta. Pelo Teorema 1.2.11, obtemos uma sequéncia exata longa em homo-

logia

Hy1(S(A) +S(B))j

Ox

L Hy(AN B) —2> Hy(A) @ Hy(B) —2> H(S(A) + S(B)) ﬁ

Ox
<—> Hy_(AN B)

mas AU B = X implica que Hy(S(A) 4+ S(B)) = H(X) pelo Lema 1.3.13, o que completa a

demonstracao. O]

Se ANB # (), podemos obter um resultado analogo para homologia reduzida, bastando expandir
previamente os respectivos complexos com as fungoes € : So(AN B) — Z,e @ e : So(A) ® So(B) —
ZBZece:So(A)+ So(B) — Z, analogas a fungao € definida em 1.3.4.

Exemplo 1.3.15. Seja X = S™ a esfera n-dimensional. Sejam p,q € S™ pontos diametralmente
opostos. Tomando A = S™\{p} ¢ B = S™"\{q}, temos que a unido dos interiores de A e¢ B
cobre S™. Como A N B ¢ homotopicamente equivalente a S™! (veja Figura 1.3.2), temos que
Hi(AN B) & H(S™ ') para todo k € N. Além disso, A e B sdao homeomorfos a R" utilizando
a projecao estereogréfica, portanto possuem homologia reduzida trivial. A sequéncia de Mayer-

Vietoris para homologia reduzida se torna

N ﬁkJrl(Sn)
Ox

(s —=-0p0- s
a*

Lﬁkl(sn—l)_>...

¢ obtemos isomorfismos Hj(S") = Hj_,(S"). Como Hy(S°) = Z, por indugio temos que

~ Z, k=n
Hp(S™) = , para todo n € N. Consequentemente, a homologia de S™ é dada por
0, k#n
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Z. k=0,n, 767 k=0
Hy(S") = se n > 0 enquanto Hy(S°) .
0, k+#0,n, 0, k40

12

p

q

Figura 1.3.2: Apresentacao de AN B para n = 2.

O lema a seguir seré usado na demonstragao do Teorema 1.3.17, uma aplicagdo importante da
sequéncia de Mayer-Vietoris. Como consequéncia do teorema, obtemos o Teorema da Curva de

Jordan generalizado.

Lema 1.3.16. Seja S™ a esfera n-dimensional, D* o disco k-dimensional. Se h : D¥ — S™ é um
mergulho, entio H;(S™ — h(D¥)) = 0 para todo i € N.

Demonstrag¢ao. Ao invés do disco, usaremos o cubo I* = {x € R* : d(z,0) < 1}. Como sio
homeomorfos, os grupos de homologia sao isomorfos.

A prova sera feita por indugdo em k. Quando k = 0, S™ — h(I°) ~ S" — {pt} ~ R", que
possui homologia trivial. Suponha entao o resultado vélido para k — 1. Tomando o mergulho
h : I* — S" defina A = S" — h(I*! x [0,1/2]) e B = S™ — h(I*! x [1/2,1]). Temos que
ANB=S5"-h(I*) e AUB = S® — h(I*71 x {1/2}) ~ S™ — h(I*7!). Pela hipotese de inducdo,
ﬁi(AUB ) = 0 para todo i. Pela sequéncia de Mayer-Vietoris para X = AUB, obtemos isomorfismos
H;(S™ — h(I*)) = Hy(AN B) =~ H;(A) & H;(B), qualquer que seja .

Nosso objetivo é mostrar que H;(S™ — h(I*)) = 0. Isso significa que todo ciclo em S™ — h(I*)
¢ bordo de uma cadeia. Suponhamos entao, por absurdo, que exista o um ciclo i-dimensional que
nao é bordo de uma cadeia em tal espago. Como visto no teorema de Mayer-Vietoris, a menos de
sinais, o isomorfismo citado no pardgrafo anterior ¢ induzido pelas inclusdes de S™ — h(I*) em A
e B. Entao a (na verdade, sua imagem pela inclusao) nao é bordo de nenhuma cadeia em A ou
nao ¢ bordo de nenhuma cadeia em B. Tome [; = [0, /2] se o nao for bordo em A, e I} = [1/2,1]
se nao for em B. Subdividindo I; em dois intervalos fechados I1; e I15, temos que a nao é bordo
em S™ — h(I*71 x I};) ou a ndo é bordo em S™ — h(I¥~1 x I15). Escolha I € {I;1, [}5} tal que «

nio é bordo em S™ — h(I*7! x I,). Repetindo o raciocinio, construimos uma sequéncia {I,,,} de
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intervalos fechados encaixados. Logo, NI,,, = {p}, p € [0, 1], e pela construcdo, o néo ¢ bordo em
S™ — h(I*! x I,,,) para todo m.

Pela hipétese de indugao, a deve ser bordo de algum 3 em S™ — h(I¥71) ~ 8™ — h(I*=1 x {p}).
Suponhamos que § = 2;21 Ajo;, onde o; sao ¢ + l-simplexos. Lembrando que o; sao fungoes
continuas com dominio compacto, sua imagem deve ser compacta. Sendo a combinacao linear
finita, 8 possui imagem compacta, contida em S™ — h(I*~! x {p}). Mas cada S™ — h(I*~1 x I,,,)
¢ aberto, e a sua uniao em m cobre S™ — h(I*~! x {p}). Segue da compacidade da imagem de
que existe um M > 0 tal que a imagem de 3 esta contida em S™ — h(I*71 x I;) ~ S™ — h(I*), o

que é uma contradi¢ao pois 08 = «. Isto conclui a demonstracao. n

Teorema 1.3.17. Seja h : S* — S™ um mergulho, 0 < k < n. Entdo:

Z, seit=n—k—1,

H;(S™ — h(S*)) =

0 caso contrdrio.

Demonstragdo. Para o passo base da indugao, com k = 0, usamos que S™ — h(S%) ~ S"! xR, e
temos o resultado desejado.

Escreva, entao, S* como a uniao de seus dois hemisférios (fechados) D¥, D que se intersectam
em S*~!. Tomamos A = S" — h(D}) e B = S™ — h(D}). Pelo lema anterior, ambos possuem
homologia reduzida trivial, pois cada hemisfério ¢ homeomorfo ao disco D*. Novamente, usando
Mayer-Vietoris para X = AU B = 5" — h(S*), obtemos os isomorfismos H;(S™ — h(S*)) =

H;1(S™ — h(S*1)), concluindo a demonstracdo. O

Nas condigbes do teorema anterior e supondo n # 0, tomamos k = n — 1 e obtemos ﬁO(S” —
h(S™ 1)) = Z. Portanto, Ho(S™—h(S"1)) = Z&Z, e segue da Proposigao 1.1.7 que h(S™ 1) divide
S™ em duas componentes conexas Wy e Wy. Como OW; = W, = h(S" 1), fato demonstrado em
[15], obtemos o Teorema da Curva de Jordan generalizado. A versdo para R™ pode ser obtida
removendo um ponto de S™, o que nao altera o nimero de componentes conexas, e em seguida

usando a projegao estereografica.
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Capitulo 2
Teoria de Morse

Este capitulo tem como principal objetivo entender como a topologia de uma variedade M se
relaciona com um fluxo gradiente de uma funcao f definida em M. Veremos que vizinhancas de
pontos estacionarios do fluxo fornecem informagao adicional da topologia da variedade. Na Secao
2.1 apresentamos os conceitos bésicos necessarios para estudar esta teoria. Introduzimos na Secao
2.2 fluxos gradientes de fungoes de Morse, estudamos algumas de suas propriedades, e finalizamos

com a relagao supracitada.

2.1 Sistemas Dinamicos: Preliminares

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos e resultados basicos de Topologia Diferencial e Sistemas
Dinamicos, que serao utilizados no trabalho. As referéncias utilizadas sao [9], [11], [16] e [21].
Seja M um espago topologico Hausdorff com base enumerével. Chamamos de carta local o par
(x,U), onde U C M é aberto e x: U — Uy C R", com Uy aberto de R™, ¢ um homeomorfismo. Se
escrevemos r = (x1,...,%,), chamamos as func¢oes x;,1 < i < n, fungdes coordenadas. Dizemos

1 ¢ uma parametrizacao local, e que U é uma vizinhanca parametrizada de M.

também que x~
Dadas duas cartas (z,U), (y,V), com U NV # (), podemos fazer a mudanga de coordenadas

yozl:x(UNV)—y(UNV), que também serd um homeomorfismo.

Definicao 2.1.1. Um espago topologico M Hausdorff com base enumerével é uma variedade
diferencidvel de classe C", r > 1, n-dimensional, se existe uma familia X = {(zy,U)}ren, Ty :
Uy — Uy C R", de cartas locais tais que as vizinhangas parametrizadas de X cobrem M e as

mudancas de coordenadas sao C" difeomorfismos.

Nas condigoes da definigao acima, dizemos que X é um atlas de M. Além disso, variedades
que sejam C'* serao denominadas simplesmente variedades diferenciaveis.

Dizemos que um subconjunto S de uma variedade n-dimensional M é uma subvariedade de
classe C™ de dimensdo k < n se, para todo p € S, existem abertos U C M com p € U, V C R¥,
W C R  com 0 € W e um C” difeomorfismo ¢g : U — V x W tal que ps(SNU) =V x {0}.
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Seja M uma variedade n-dimensional de classe C". Seja o : (—€,¢) — U C M uma curva,
a(0) =p € U e (z,U) uma carta local de M. Suponha que a fungéo z o« : (—¢,¢) — R"™, que
é uma funcao entre espacgos euclidianos, seja diferencidvel em 0. Definimos o vetor v tangente a
a em p como o conjunto de todas as curvas diferenciaveis § : (—e€,€) — U tais que 5(0) = p e
d(x o a)(0) = d(x o 5)(0). A estrutura vetorial de R" induz uma estrutura vetorial no conjunto
{w : w & vetor tangente a 7 para alguma curva v em M tal que y(0) = p}. Chamamos tal espago
de espago tangente a M em p, denotado por T, M. Observamos que essa defini¢ao nao depende da

carta local usada.

Definicao 2.1.2. Seja M uma variedade n-dimensional de classe C". Definimos o fibrado tangente
a M como & = (m, TM, M), denotado apenas por TM, onde TM = {(x,v) € M X UpenyT,M : v €
T.M} en:TM — M é a projegao (x,v) — x. Notamos que o fibrado tangente é uma variedade
2n-dimensional. Se S é subvariedade de M, denotamos como Ts M o fibrado tangente a M restrito
asS.

Sejam M, N variedades m e n-dimensionais, respectivamente. Dada uma funcao f : M — N, f
é r-diferenciavel em p € M se, dadas cartas locais (x,U) de M e (y,V)de N,comp € Ue f(p) € V,
a composigao yo foxz™!: z(U) C R™ — R™ é r-diferencidvel. A diferencial df (p) : T,M — T,N,
onde f(p) = ¢, é a fun¢do que leva o vetor tangente de uma curva « : (—€,¢) — M no vetor
tangente a curva foa : (—¢,€) — N, para toda curva tal que «(0) = p. Observamos novamente a
independéncia das defini¢oes com relagao as cartas e as curvas usadas.

A regra da cadeia para fungoes entre variedades segue da regra da cadeia em espacos euclidianos.
Assim, se f: M — N e g : N — P sao fungoes diferencidveis entre variedades M, N e P, entao
go f: M — P édiferenciavel e d(g o f)(p) = dg(f(p)) o df (p).

Teorema 2.1.3. (Fungao Inversa) Sejam M e N wvariedades e f : M — N uma fungao de classe
C" (r-diferencidvel, com derivadas parciais continuas). Seja p € M. Se df (p) € um isomorfismo,

entao f € um C"-difeomorfismo local em p.

Sejam M, N variedades m, n-dimensionais e p € M. Uma funcao diferenciavel f : M — N &
dita uma imersao em p se df (p) : T,M — Ty N ¢ injetora. Se f é imersao em todo ponto de
M, dizemos apenas que f é imersdo. Uma imersao que possui inversa f~!: f(M) — M continua
¢ um mergulho. Uma funcdo g : M — N tal que dg(p) seja sobrejetora é uma submersao em p.
Se g é uma submersio em todo ponto de g~'(y), dizemos que y é um valor regular de g. Pode-se
mostrar que g~!(y) ¢ uma subvariedade de M quando y é um valor regular de g.

Introduzimos agora conceitos bésicos para equacgoes diferenciais numa variedade diferenciavel
M n-dimensional. Uma fungao X : M — UpenT,M tal que X(p) € T,M é chamada de campo
vetorial em M. A diferenciabilidade de X em p € M, dada uma carta (x,U) com p € U, é definida
como a diferenciabilidade da fungao dx(.) - X(.) : M — R" em p. Uma curva integral de X pelo

ponto p € M é uma curva diferenciavel o : J — M, com 0 € J C R um intervalo e o(0) = p
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tal que o/(t) = X(«(t)), sendo (t) o vetor tangente a o em «a(t). Dizemos que « é solugao da
equagao diferencial ' = X (z) com condigao inicial (ou problema de valor inicial) z(0) = p, e que
« ¢é solucao maximal se, para toda (3 : J' — M soluc¢ao do mesmo problema de valor inicial, temos
J CJ.

Teorema 2.1.4. (Teorema de Existéncia e Unicidade) Sejam M uma variedade diferencidvel e
X um campo vetorial em M de classe C",r > 1. Dado p € M existe uma curva integral de X,
a:J—=>M,com0eJeal0)=p. Sep:J — M € outra curva integral tal que 5(0) = p entao
a(t) = B(t), para todot € J N J'.

Sejam M uma variedade diferenciavel, X um campo vetorial em M, p € M e V, uma vizinhanca
de p em M. Uma fungao ¢ : J x V, = M & dita fluro local em p € M se, para todo ¢ € V,, o
mapa ¢(t,q) = @,(t) : J — M & uma curva integral de X por ¢. No caso em que J =R eV, = M,
chamamos ¢ de fluzo global. O teorema a seguir garante que um fluxo local existe em variedades

diferenciaveis.

Teorema 2.1.5. Sejam M uma variedade diferencidavel e X um campo vetorial de classe C",r > 1
em M. Para todo p € M, existe um fluzo local ¢ : (—€,€) x V,, = M de classe C", para alguma

vizinhanga V,, de p. Além disso, temos

D1 Dsip(t,q) = DX (p(t,q)) o Dap(t, q).

Proposicao 2.1.6. Sejam M uma variedade diferencidvel e X um campo vetorial de classe C",r >

1 em M. Se M é compacta, entao existe um fluxo global p : R x M — M para X em M.

Demonstracao. Primeiro, notamos que, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, dadas duas solu-
goes f:J — M e~ :J — M do mesmo problema de valor inicial ' = X (z),z(0) = p, temos que
B(t) = ~(t) parat € JNJ', o que nos permite gerar uma solu¢ao “maior” ¢ : J U J — M como
o(t) = B(t),t € J e ¢(t) = ~(t),t € J'. Uma aplicagdo do Lema de Zorn para a seguinte ordem
parcial no conjunto das solugoes do problema de valor inicial citado, usando as mesmas notagoes
para as curvas e dominios,

Y<B = J CJ,

garante a existéncia de uma solu¢cao maximal.

Seja entao p € M, e tome « : (a,b) x M — M solu¢do maximal de 2’ = X (x), z(0) = p.
Nosso objetivo ¢ mostrar que b = oo. Por absurdo, suponha b < oco. Tome uma sequéncia
{tn},en C (a,b) com lim,_,o t,, = b. Temos que {a(ty,)}, oy € sequéncia em M. Pela compacidade
de M, existe pelo menos uma subsequéncia {a(t,, )} convergente. Chamemos ¢ = lim,,, o0 (%, ).
Tome ¢ : (—¢,€) x V, = M fluxo local por ¢q. Como t,, — b e a(t,,) = ¢, podemos tomar Ny > 0
tal que

ng > Nog—b—t, < % A afty,) € V.
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Defina v : (a,tn, +€) = M como v(t) = «a(t), set € (a,tn,) e y(t) = o(t —tn,, a(tn,)) se t > ty,.

Assim, temos

V(1) = (1) = X(a(t) = X(7(1)) t <tny
’7/(t) = (pl(t — s a(tNo)) = X(90<t — Ny, a(tNo)) = X(’Y(t)) b > 1Ny

Para ty,, usamos a continuidade de X e das curvas integrais:

lim 7/() = lim o/() = lim X(a(t)) = X(a(ty,)) =

t—>tj\,0 t—>t§0 t—)tg,o
= lim X(p(t —tn,, altn,)) = lim @' (t —tn,, atn,)) = lim ~'(t),
=ty =ty =ty

portanto, 7' (tn,) = X(a(tn,)) = X(7v(tn,)), ou seja, v é solugdo de 2’ = X(z),z(0) = p no
intervalo (a,tx, +€) D (a,b), o que contradiz a maximalidade de «. Concluimos entao que b = oo,
e, de forma analoga, a = —oo.

Entao, temos, para cada p € M, o, : R — M tal que a,(t) = X(ay(t)) e o, (0) = p. A curva
¢ Gnica pela solugao ser maximal e definida em R. Defina ¢ : R x M — M como ¢(t,p) = a,(t).
Mostraremos que ¢ é de classe C". Primeiro, notamos que, fixado s nimero real, p(t + s,p) =
©o(t, (s, p)), j& que ambas sao solugoes do problema 2’ = X (z),z(0) = ¢(s,p). Tome p € M e
um fluxo local ¢, : (—¢€,,€,) X V, = M, que existe e é de classe C" pelo Teorema 2.1.5. Pela
unicidade citada anteriormente, ¢, é simplesmente a restricao de ¢. Assim, para [t| < €, a
funcao ¢; == ¢(t,.) é de classe C" em V,,. Como M ¢é compacto, UperV), = U, V},, portanto, se

[t| < € := minjeqr, . {€p, }, @ € de classe C" em M. Mas, para todo ¢ € R, tomando n € N tal

n fungdes

que ‘%‘ < €, temos que ¢; = W é composicao de func¢oes C”, portanto, C”. Finalmente,
dados tg € R, py € M, V,, a vizinhanca da cobertura finita de M supracitada que contém py, temos
que Vt € (to—e¢,to+€), p € Vp,, vale que p(t,p) = @y, 0 9(t—10,p) = Pty 0Pl (—e,c)xVy, » € CONcluimos
que p é C". m

Corolario 2.1.7. Sejam X um campo vetorial de classe C" numa variedade diferencidvel compacta
M e o : RxM — M seu fluzo global. Fizado t € R, a aplicagio @(t,-) : M — M, é um
difeomorfismo de classe C", sendo que p(0,p) = p para todo p € M e o(t + s,-) = @(t, ¢(s,-)),
para todos t,s € R.

Definicao 2.1.8. Sejam M uma variedade diferenciavel compacta, X um campo vetorial de classe
Cem Mepe M.

e A orbita de p ¢ o conjunto O(p) = {¢(t,p) |t € R}.
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e O conjunto w-limite de p é

w(p) = {q € M : Existe {t,},.ycom lim ¢, = oo e lim ¢(t,,p) = q} ;
n—oo

n—00

e O conjunto a-limite de p é

a(p) = {q € M : Existe {t,},cn Cornnli_g)lO tp = —00 € nh_}r& o(tn,p) = q}.

Nas condigbes da defini¢ao acima, se pg € M for tal que X (pg) = 0, temos D;p(t, pg) = 0 para
todo t € R, que implica ¢(t,py) = po para todo t € R, logo, O(py) = {po}. Dizemos, neste caso,
que pg é singularidade de X. Caso contréario, tomamos a(t) = (t,po). Se o nao for injetiva, existe
r € R tal que a(0) = a(r) = po e o[, € injetiva, e entao dizemos que O(py) é uma orbita fechada
de periodo r. Se py nao estd em nenhum dos casos, dizemos que sua Orbita é reqular.

Note que, se p' € O(p), entao O(p) = O(p'). Além disso, w(p) = w(p’). De fato, dado
q € w(p), tomamos ty tal que p’ = ¢(ty,p) e a sequéncia {t,} tal que (t,,p) — ¢q e temos que
o(t, —to,p') — q, ou seja, ¢ € w(p'). Logo, podemos falar do conjunto w-limite de uma orbita .

O analogo é valido para o conjunto a-limite.

Teorema 2.1.9. Seja X um campo vetorial numa variedade diferencidvel compacta M. Dado

p € M, temos:

o w(p) #0;

e w(p) € compacto;

e w(p) € invariante por p(t,-), para todo t € R;
e w(p) € conexo.

Demonstragao. Tomando {t,} sequéncia tal que lim,,_,, t, = 0o, temos que {¢(t,,p)} é sequéncia
em M. Como M é compacta, {¢(t,,p)} admite subsequéncia convergente. Pela defini¢ao, o limite
dessa subsequéncia pertence a w(p), logo w(p) é nao vazio.

Como M ¢é compacta, para a compacidade de w(p), basta mostrar que w(p) ¢ fechado, ou,
equivalentemente, seu complementar ¢ aberto. Tome ¢ € M\w(p). Como nao existe sequéncia
t, — oo tal que ¢(t,,p) — ¢, existe uma vizinhanca V, de ¢ e T' > 0 tal que ¢(t,p) ¢ V,, para
todo t > T. Logo, ¢ € V, C M\w(p), e portanto M\w(p) é aberto.

Tome agora q € w(p) e considere ¢(t, q), t # 0. Pela defini¢cao de w(p), existe t,, — oo tal que
o(tn,p) = q. Assim, p(t, o(t,,p) = p(t + t,,p) — ©(t,q) e portanto p(t,q) € w(p). Segue que
w(p) é invariante por ¢(t, ), para todo t € R.

Por fim, suponha por absurdo que w(p) nao seja conexo. Tome V7, V5 disjuntos abertos tais que
wp)NVi#0, wp)NVay #£0 e w(p) C ViUV, Se para algum T > 0 (t,p) € V4 para todo t > T,
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entao V5 nao teria pontos de w(p). O mesmo vale para V; no caso de pertencerem a V5. Entéo, para
todo Ty > 0 tal que (Ty, p) € Vi, existe Ty > Ty tal que p(To,p) € Vj, j # i. Pela continuidade
da curva integral, existe pelo menos um t, tal que Ty < to < Ty e (to,p) ¢ Vi U V,. Tomando
Ty > T tal que Xg, € V;, obtemos t; tal que Ty < t; < Ty e ¢(t1,p) ¢ Vi U Va. Repetindo este
raciocinio, construimos uma sequéncia {t,} tal que ¢(t,,p) € M\ (V1 U V3). Como M\ (V3 UV3) é
compacto, {¢(t,,p)} possui pelo menos uma subsquéncia convergente. Pela defini¢do de w-limite,
tal limite pertente a w(p), o que contradiz a hipotese M\ (V3 U V) Nw(p) = 0. Segue que w(p) é

Conexo. OJ

O teorema a seguir diz que, num ponto regular, todo campo vetorial é localmente equivalente

ao campo constante em R".

Teorema 2.1.10. (Fluzo Tubular) Seja M uwma variedade diferencidvel de dimensio n, X um
campo vetorial de classe C™ em M, e p € M um ponto reqular de X. Suponha que g : A C R~ ! —
M seja uma fungao C* tal que g(0) = p, 0 € Int(A) e, para todo q € A,

dg(q) T, A+ (X(9(q))) = Ty M

isto €, g(A) € transversal ao fluro. Entao existe € > 0 tal que, se C' = (—¢€,€) x B(0,¢) e X¢ € 0
campo vetorial em C' definido por Xc(x) = (1,0,...,0), existe um difeomorfismo h : V, — C de
classe C™™k}Y - em alguma vizinhanca Vp de p, que leva trajetorias de X em trajetorias de Xc.

Além disso, h(g(A)NV,) ={0} x B(0,¢).

Demonstragao. Seja (z,U) uma carta local para p, com z(p) = 0. Seja ¢ : (—7,7)xV, — M o fluxo
local de X em p, que existe pelo Teorema 2.1.5. Suponha sem perda de generalidade que Im ¢ C U,
pois bastaria tomar 0 < 7/ < 7 suficientemente pequeno. Defina a fungdo F : Dp — z(U) = Uy,
onde Dp = {(t,q) € R x A: (t,9(q)) € (—7,7) x V,}, dada por F(t,q) = v o p(t,g(q)). Entdo

DyF(0,0) = dx((0,9(0))) - X(g(0)) = dx(p) - X(p) # 0,

pois p é ponto regular e D;F(0,0) = dx(p) - D;—19(0) para j € {2,...,n} pois ¢(0,9(q)) = g(q)
para todo ¢ € A. Como g é transversal ao fluxo, concluimos que Dy F'(0,0) é um isomorfismo. Pelo
Teorema 2.1.3, existe € > 0 tal que F'[¢, com C = (—¢,€) x B(0,¢€), ¢ um difeomorfismo de classe
Cmin{kr} gobre sua imagem. Defina h == (F|g)tox : V, = C, onde V, = 271(F(C)). Temos
que h(g(A) NV,) = {0} x B(0,¢) pois F(0,y) =z 0¢(0,9(y)) = x(g(y)) para todo y € A, logo,

49



F~1ox(g(y)) = (0,y) para g(y) € g(A) N'V,. Além disso,

DR~ (t,y) - Xc(t,y) = de  (F(t,y)) - DF(t,y) - (1,0,...,0)
= da"(F(t,y)) - DiF(t,y)
= da"'(F(t,y)) - d ( (. 9(y)) - X((t, 9(y))
( t
)

= dz ™ (z o p(t,g(y)) - dz(e(t,g(y)) - X (™" o F(t,y))
= X(h7'(t,y)

para qualquer (¢,y) € C, ou seja, h™! conjuga os campos X¢ e X, como desejado. O

Corolario 2.1.11. Nas condig¢oes do Teorema 2.1.10, para cada p € g(A) existem €(p) > 0, uma
vizinhanga V,, de p e uma fungdo 7, : V, — R de classe C™™*} tais que 7,(g(A) NV,) = 0. Além
disso, a fungao &, : V, = g(A) definida por &,(q) = ©(1,(q), q) para todo q € V, € tal que

o £,(q) € g(A) € o dnico ponto onde (-, q)[(—etry(q)etrr(q)) intersecta g(A). Em particular,
q € g(A)NV, se e somente se 7(q) = 0.

e &, ¢ de classe Gk},

Demonstragao. Tome h,V,, e € como no Teorema 2.1.10. Para cada g € V},, h(q) € (—¢,€) x B(0,€).
Defina 7, : V,, = R como 7,(q) = —m o h(q). Como h(g(A) NV,) = {0} x B(0,€) e h & bijegao,
segue que 7,(¢) = 0 se e somente se ¢ € g(A) N'V,. Note que &,(q) = ¢(7,(¢),q) € g(A), pois
h(¢,(q)) = h(e(1,(q),q))) = P(75(q), h(¢)) onde ¥ denota o fluxo de X¢. Pela defini¢do do campo
e de 7, temos que 7 (h(€,(q))) = 0, ou seja, 7,(¢) = 0, e segue que &,(q) € g(A). As demais

propriedades de &, também seguem do fato de h conjugar os campos X e Xc. O

Neste trabalho, estamos interessados em campos vetoriais que satisfazem certas condi¢oes de

transversalidade.

Definicao 2.1.12. Sejam M, N variedades diferenciaveis, S C N uma subvariedade de classe C",
e f: M — N uma funcao de classe C*, k,7 > 1. Dizemos que f € transversal a S em p € M se

f(p) & S ou
df (p) (T, M) + Ty)S = Ty N.

Se isto é valido para todo p € M, dizemos que f é transversal a S. Dizemos que duas subvariedades

S1, 59 C M sao transversais quando a inclusao i, : S; — M é transversal a Ss.

Proposicao 2.1.13. Sejam M, N variedades diferencidveis, S C N uma subvariedade, f : M — N
uma funcao, p € f71(S), @5 : U = V x W o difeomorfismo (da defini¢ao de subvariedade) em
f(p) eV, C M uma vizinhanga de p tal que f(V,) C U. Temos que f € transversal a S em V, se,

e somente se, 0 € um valor reqular de a0 @ o fly,, onde my : V. x W — W € a projegao.
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Demonstracao. Primeiramente, notamos que (7r2 opo f[vp)_l (0) = (cp o f[vp)_loﬂgl(O) = (gp o f[vp)_l (V<
{0}). Pela definigao de variedade, ¢(SNU) =V x {0}, e a injetividade de ¢ garante a igualdade
SNU = ¢V x {0}). Logo,

H(V < {0})

(SOOff) (V x{0}) = )
v) (SN U)
)
)

" < ) (U)

I
—~~ —~ —~

Il
\

Agora, observamos que d (7r2 opo ffvp) = d(ma 0 ) o d(flv,). Como ¢ é difeomorfismo, dy ¢é
isomorfismo, e portanto dmy o dp = d(my o @) é sobrejetiva. Mas ker d(my o ¢) é justamente o
espago tangente a S N U que, para cada ponto, é s-dimensional. Como o espaco tangente a 0
em W é (n — s)-dimensional, em cada g € U d(m3 o @) restrita ao subespago de T, N ortogonal a
TS ¢é isomorfismo. Assim, d (7r2 opof [Vp) ¢ sobrejetiva se e s6 se a imagem de df [y, cobre tal
subespaco. Mas isto acontece se e s6 se T;.S + Im f |y, = T; N, ou seja, se e s6 se f ¢ transversal a

S em q € V},, o que encerra a demonstracao. 0

Corolario 2.1.14. Se f : M — N € de classe C" e transversal a uma subvariedade S C N de
classe C", entao f~1(S) € subvariedade de classe C" de M.

Corolario 2.1.15. Se 51,5y C M sao subvariedades transversais, entao Sy N Sy € subvariedade
de M e dim S; NSy = dim S; + dim Sy — n.

Vale notar que, se dim Sy + dim Sy < n, entao dim (7,5 +1,5;) < dimS; +dim Sy < n =
dim T, M, para todo p € S; N Sy. Logo, as subvariedades S; e S; nao sao transversais. Tam-
bém tendo em vista o corolario anterior, é comum dizer que duas subvariedades se intersectam

transversalmente quando forem transversais.

2.2 Teoria de Morse Classica

Nesta secao, restringimos o estudo de fluxos em uma variedade para o estudo de fluxos gradientes
de uma funcao de Morse. Estes fluxos possuem propriedades interessantes como o Lema 2.2.6 e o
Teorema 2.2.8. O principal objetivo desta segao € investigar quais informacoes sobre a topologia de
uma variedade M podem ser extraidas a partir do estudo de um fluxo gradiente de uma funcao de
Morse em M. Os Teoremas 2.2.19 e 2.2.21 resumem o que chamamos de Teoria de Morse Classica,
veja [2]. As principais referéncias para esta se¢ao sao [1], [5], [14] e [22].

Fixaremos, a partir de agora, uma variedade (infinitamente) diferenciavel, compacta e sem

bordo M, de dimensao n. Além disso, assumiremos que f : M — R é de classe C°. Lembramos
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que um ponto x € M é um ponto critico de f quando df(x) = 0. Denotaremos o conjunto dos

pontos criticos de f por Critf.

Definigao 2.2.1. (Hessiana) Seja p € Critf, e (z,U) carta local de M em p. Definimos a matriz
Hessiana de f em p, S(f,p,x), como

_ P (for™h)

o= L ] 1,... .
Sl] 8@8:1:] (x(p))a (2W) 6{ ) 777/}

Como f é de classe C?, o teorema de Schwarz garante que a matriz é simétrica. Dizemos que p é
ponto critico ndo degenerado de f se a matriz S;; é nao singular. Chamamos de Hessiana de f em
p a forma bilinear simétrica em correspondéncia com a matriz, isto é, Hg :T,M xT,M — R dada
por Hf (u,v) = [dz,(u)]" S [dz,(v)]. Observamos que nenhuma defini¢io aqui depende da carta

local usada.

Definigao 2.2.2. Dada a matriz Hessiana de f em p € Critf, S(f,p), o indice de Morse de p, que

denotamos por inds(p), é o nimero de autovalores negativos da matriz Hessiana.
Proposicao 2.2.3. Todo ponto singular nao degenerado de f € isolado.

Demonstra¢ao. Seja p um ponto singular ndo degenerado. Tome (y,U) uma carta local de p.

Definimos a funcao F : U — R" por

F(z) = (%(w),...,%(w)).

Note que F(z) = 0 se, e somente se, x € Critf. Particularmente, F'(p) = 0. Temos que a matriz
da derivada de F' é justamente a matriz Hessiana de f, que é nao singular em p por hipotese. Pelo
Teorema da Funcao Inversa, I’ é um difeomorfismo em alguma vizinhanca V' C U. A injetividade

garante que F'(z) # 0, para todo x € V\{p}. Logo, p é isolado, como desejado. ]

Definicao 2.2.4. Dizemos que f : M — R é fung¢do de Morse se todos seus pontos criticos sao

nao degenerados.

O teorema a seguir, que nao serd demonstrado neste trabalho, mostra que nao hé perda de
generalidade em trabalharmos com fungoes de Morse. Uma demonstracao deste teorema pode ser

encontrada em [1].
Teorema 2.2.5. O conjunto das funcées de Morse é aberto e denso em C°(M,R).

O importante resultado a seguir mostra que, numa vizinhanca de um ponto critico nao degene-
rado de uma funcao f : M — R, existem coordenadas locais nas quais f é uma forma quadrética

canodnica.
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Lema 2.2.6. (Lema de Morse) Sejam f : M — R fun¢ao de Morse e p € Critf. Entdo existe
uma carta local (y,U), p € U, tal que y(p) =0 e

F@)=Ffp) = n)” = = () + Weer)* + -+ (a)*

onde k = inds(p).

Demonstragao. Tome (z, V') carta local de p tal que z(p) = (z1(p), ..., z,(p)) = 0. Diminuindo V'
se necessério, podemos considerar f o x~!(txy,. .., tx,), com t € R num aberto que contém [0, 1].

Desta forma,

f((])—f(p)Z/o %(tml,...,mn)dt:/o in%(ml,...,twn)dt.

1 -1
O(fox
Definindo as fungoes suaves g;(q) = / M(ml, ..., txy,)dt, escrevemos f como a combi-
0 Li
nacao

flg) = f(p) = ingi(Q)-

Note que g;(p) = 0, para todo i € {1,...,n}. Repetindo o processo para cada i € {1,...,n},
obtemos fungdes hij,j € {1,...,n}, tais que gi(q) = > 7_, x;hi;(g). Substituindo na expressao

anterior, obtemos
n n

fla) = f(p) =D mxihi(q). (2.2.1)

j=1 i=1

. . - hij+hji .
Como podemos supor que h;; = hj; (bastaria definirmos h;; = =“5-*), o que obtemos foi uma

representagao local de f por uma forma quadratica simétrica (a menos da constante f(p)). Note

que a matriz Hessiana de f em p é

_Pfoah)

Si(p) = iy (0 0) = 20 o). (2.2.2)

o2 -1
%(0, ...,0) # 0. Assim,
L1
hi1(p) # 0 e, pela continuidade, hq1(q) # 0 para todo ¢ em uma vizinhanga U; C V' de p. Faremos

Como p é ponto critico nao degenerado, podemos assumir que

a mudanca de coordenadas

(1, ..y xn) = (Y1, Ty .o, Ty)

y1 =/ |h1] <$1 + Z%ﬁ)
i=2 1
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que satisfaz
hna?% + 2 Z?:Q xlxihli + h%l (Z?:Q ZEihh‘)2 Se hu > 0,
—hlll‘% -2 2?22 xll’ihu — hLll (Z?:2 l‘ihli)Q se hll < 0.

yi =

Podemos entao manipular a expressao 2.2.1 e

F(@) = f(p) = hnat + ) hyma; + ) hpagen + ) by

i=1 j=1 1,j=2
n n
= hul‘l + 2 hlixlxi + h,;jxixj.
i=1 1,j=2

1 2
Yt — e (i miha)” + D00y iy se by > 0,

fla)=fp)=9q" ™ 2 0
YT n, (Zi:Q wihi;)” + Zz‘,j:Q hijxiz; se hyp <0,

onde as somas do ultimo termo dependem apenas de x», . .., x,. Através de inducao finita, obtemos
coordenadas (yi,...,y,) tais que
fl@) = fp)=—yi = = +Yirr + -+,

como desejado. Note que esta é a representacao de f por uma forma bilinear em outro sistemas

de coordenadas, assim, segue diretamente de 2.2.2 que k£ = ind;p . O]
Proposigao 2.2.7. Se f ¢ uma fun¢ao de Morse em M, entao |Critf| < oo.

Demonstragao. Suponha que existam infinitos pontos criticos e tome uma sequéncia {zy }ren de
tais pontos tais que z; # xj,¢ # j. Como M é compacta, passando para uma subsequéncia se
necessario, podemos supor que existe r = lim,, o x,. Como f é C*, df é continua, portanto,

x € Critf. Mas entao x nao é isolado, contradizendo a Proposi¢ao 2.2.3. O]

Seja g uma métrica Riemanniana, isto é, uma funcao que associa a cada p € M um produto
interno g,(.,.) : T,M x T,M — R tal que, para quaisquer X,Y campos vetoriais suaves em M,
a funcdo p — g,(X(p),Y (p)) é suave. Note que, para cada p € M, df,(.) é um funcional linear
continuo em 7,M. Pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe um tnico vetor v, tal que
9p(vp, u) = df,(u), para todo u € T,M. Definimos entao o campo gradiente de f como V9f : M —
Upenr L, M dado por V9 f(p) = v, € T,M, que possui a mesma classe de diferenciabilidade que df.

Chamaremos de fluzo gradiente negativo o fluxo global gerado por —V9f.

Teorema 2.2.8. O fluzxo gradiente negativo de uma func¢ao de Morse f em M satisfaz as sequintes

propriedades:

1. Seja p € M\Critf. Entao f € estritamente decrescente na drbita O(p). Além disso, O(p) é

nao fechada, intersecta f~'(f(p)) apenas uma vez, e a interse¢io é ortogonal com respeito a

g.
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2. a(p) Uw(p) C Critf.

Demonstrag¢ao. Para mostrar 1, basta calcular a variagao de f nas orbitas, isto é,se v : R — M é
tal que v'(t) = —V9f(v(t)), entao

df o~y
dt

= dfy0) -7 (1) = g(VIF(4(1), 7 (1) = — [V £ (7(1))]* < 0.

Temos que a igualdade vale apenas se —V9f(y(t)) = 0, ou seja, ¥(t) = p para todo t € R, o
que equivale a dizer que p é um ponto critico. Logo, em oOrbitas nao singulares, f é estritamente
decrescente. Se O(p) orbita fechada, teriamos que v(0) = v(7), onde T' > 0 é o periodo da orbita,
mas f(v(0)) > f(v(T)), absurdo. Por motivo analogo, v nao pode intersectar f(p) mais de uma
vez. A intersegao ¢ ortogonal pois, notando que f~'(f(p)) ¢ (localmente) subvariedade de dimensao
n — 1 e tomando u no espaco tangente a esta em p, df,(u) = 0, logo, g,(V?f(p),u) = 0.

Para mostrar 2, suponha que exista g € w(p) tal que —=V9f(q) # 0. Seja ¢ : R x M — M o
fluxo gradiente negativo e tome sequéncia {t;}, .y tal que lim,_,o ¢, = 00 e lim,_,o ©(t,,p) = q.
Como —VYf(q) # 0, a orbita de ¢ é regular. Temos agora dois casos a considerar: as 6rbitas de ¢

e p sao iguais ou nao. O primeiro caso é impossivel pois, caso contrario,

Fa) = F(plto.p) > f(olt + 1.p) > lim f(oltap)) = /(@) (2.2.3)

o que ¢ uma contradi¢ao. Considere entdo a subvariedade (local) de dimensao n — 1 dada por
S = f~1[f(q)]NU, para alguma vizinhanga U de ¢ que nao contenha nenhum ponto critico. Como
¢(tn,p) — ¢, tomando n tal que ¢(t,,p) € U, o Teorema do Fluxo Tubular garante que (-, p)[f,.,00)
intersecta S, digamos, em ¢(tg,p). Mas entao repetimos a desigualdade 2.2.3 e geramos a outra

contradigao desejada. Concluimos que w(p) C Critf. A demonstragao para «a(p) é anéloga. O

Corolario 2.2.9. Se f é uma fung¢ao de Morse entao, para todo p € M, temos que a(p) = {G} e
w(p) = {q}, onde q e q sao pontos criticos de f.

Demonstragao. Seja ¢ € w(p). Pelo teorema anterior temos que —V9f(q) = 0. Pelo Teorema
2.1.9, w(p) ¢ conexo. Como f ¢ funcao de Morse, ¢ ¢ isolado, logo existe vizinhanga aberta V, de

q tal que V, Nw(p) = {¢}. Se w(p) tivesse pelo menos dois pontos diferentes, poderiamos tomar

q € w(p) e

W(p) = Ugewm {0} = Ugewp) (Ve Nw(p)) = (Vg Nw(p)) U (Ugsge Vg Nw(p))

o que contradiz a conexidade de w(p). Logo, w(p) = {q}, e o resultado é analogo para a(p). [

Observagao 2.2.10. No corolério anterior, se p ¢ Critf, temos sempre que ¢ # . De fato, se ¢ = g,
entdo para todo x na orbita de p, f(q) = f(@) < f(x) < f(q), logo, =VIf(x) = 0. Dessa forma,

terfamos infinitos pontos criticos, o que contradiz a Proposigao 2.2.7.
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Definicao 2.2.11. Seja p € Critf.
e A wariedade instavel de p é W"(p) :={q € M : a(q) = p};
e A variedade estdvel de p é W*5(p) :={q € M : w(q) = p}.

O teorema a seguir garante que, para qualquer p € Critf, W*(p) e W#(p) sao de fato subvari-
edades sem bordo de M.

Teorema 2.2.12. (Teorema da Variedade Estdvel) Sejam f uma fungao de Morse, p € Critf e
k = ind;(p). Entao W*(p) € uma subvariedade de M, sem bordo, e seu espaco tangente em p €
0 espago estavel do fluzo, o subespaco E* C T,M, gerado pela derivada (linearizag¢io) de —V9f.

Além disso, W*(p) € imagem de uma imersao de um disco aberto (n — k)-dimensional em M.

A demonstragao deste teorema encontra-se em [22]. Notamos também que, se f é fungao de
Morse, —f também ¢é e, como wy(q) = a_(q), temos que W§(p) = W*;(p). Logo, o resultado
acima ¢ valido para W*"(p), com espago tangente E"(p) C T,M, sendo uma imersao de um disco

k-dimensional.

Corolario 2.2.13. Nas condicoes do Teorema 2.2.12, temos

dim W#(p) = n — inds(p) = dim E*(p), dim W*(p) = ind;(p) = dim E*(p).

Definicao 2.2.14. Dados p, q € Critf, com f de Morse, definimos a variedade conectante de p e
¢ como:

Mpg = Mpq(ﬁ g) = W"p) N W?*(q).

Se a é um valor regular entre f(q) e f(p), definimos o espago moduli entre x e y como M\pq =

Mg N f7Ha).

Note que, quando W*"(p) e W*(q) sao subvariedades transversais, o Corolario 2.1.15 garante

que M,, é uma subvariedade de M.

Definicao 2.2.15. O campo gradiente negativo —V9f de uma fungao de Morse f satisfaz a
condi¢ao de Morse-Smale quando W*"(p) intersecta transversalmente W#(q), para quaisquer p, q €

Critf. Nesse caso, dizemos que (f,g) € um par de Morse-Smale.

O teorema seguinte mostra que nao perdemos muito quando escolhemos trabalhar apenas com

campos que satisfazem a condicao de Morse-Smale. Sua demonstracao pode ser encontrada em
[20].

Teorema 2.2.16. Sejam f uma funciao de Morse e g uma métrica Riemanniana suave em M.
Entio —V9f pode ser C-aprozimado por um campo vetorial suave X = —V9f, sendo (f,q) um

par Morse-Smale.
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Teorema 2.2.17. Seja f uma funcao de Morse tal que —V9f satisfaz a condicao de Morse-Smale.

Entao, para quaisquer p,q € Critf, temos:

1. My, e M\pq sao subvariedades de M, sem bordo;

2. Se inds(p) > inds(q) entio dim M,, = inds(p) — ind(q) e dim My, = dim M, — 1;
3. Seinds(p) < inds(q), entao My, = 0;

4 Moy =1{p};

5. Se inds(p) = inds(q) e p # q, entao My, = 0;

6. Se My, # 0 e p#q, entao inds(p) > inds(q).

Demonstracao. (1), (2) e (3) seguem da condi¢ao de transversalidade, do Corolario 2.1.15 e do
Teorema 2.2.12.

(4) Se p é ponto critico entdo w(p) = a(p) = {p} e, portanto, p € M,,,. Por outro lado, suponha
que exista ¢ € M,,, ¢ # p. Entao a(q) = w(q) = {p}, o que é uma contradi¢ao pela Observagao
2.2.10.

(5) Suponha que M,,, nao seja vazio. Entao existe v € M,,, com = ¢ Critf. Logo O(z) C M,,,
j& que o conjunto w-limite é o mesmo para cada ponto da érbita, e analogamente para o conjunto
a-limite. Como x nao é ponto critico, O(x) é regular, e portanto é a imagem de uma imersao
de R em M, ou seja, O(x) tem dimensao 1. Isto contradiz o fato que dim M,, = 0 pelo item 2,
portanto, M,, = (.

(6) Segue diretamente de (3) e (5). O

Observe que obtemos algumas decomposigoes interessantes do espago quando (f,g) é Morse-
Smale: segue do Corolario 2.2.9 que, para todo x € M existe p € Critf com =z € W¥(p) e, se
p # q € Critf, entdo W"(p) N W*(q) = (). Assim, as variedades instaveis do fluxo gradiente
negativo formam uma cobertura disjunta M = UpeCrit fW“(p). Pelos mesmos motivos, temos
que M = U ecyiisW?(p). Combinando as duas igualdades, obtemos ainda a decomposi¢ao M =
Up.gecrity (W (p) N TW4(q)). Além disso, como W*"(p) intersecta transversalmente W*(q) e W*(p) N

W2(p) = {p}, entdao T,M = T,W*(p) ® T,W*(p).

Proposicao 2.2.18. Se inds(p) —inds(q) = 1 e nao existem valores criticos em (f(q), f(p)), entdo
‘/qu

< 0.

Demonstragao. Se M,, ¢ vazio, ndo ha o que demonstrar. Suponha entdo M,, # (. Tome

a € (f(q), f(p)) valor regular e assim .//\/\lpq = My, N f~'(a). Tomando € como o minimo entre
f(l’);f(a) e f(a)gf(Q)’ defina

SU=fNflp) —e)NW (p), S°=f"(flq)+e)NW?(q).
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Como nao héa valores criticos em (f(q), f(p)), existe T} suficientemente grande tal que f(p(T1, s,)) >
a para todo s, € S*. Da mesma forma, tomamos T5 tal que f(p(—T5,ss)) < a, para todo s; € S*.
Assim, se T = max{Ty, Tp}, temos f~'(a) N W*(p) C pponS™ e f~H(a) NW*(q) C @_1S*® pela

continuidade da f. Com isso,

o~

f7H@) NS NeprrgS® = f7Ha) N W (p) "W (q) = My,

Como os conjuntos f~1(a), ¢imS" € p1,05* sdo fechados, sua interseqao M\pq é fechada. Sendo
<oo. [

M compacta, temos que M, é compacto. Como sua dimensao é zero, segue que ‘Mpq

Agora, estudaremos relagoes entre a topologia de uma variedade fechada M e algumas pro-
priedades do fluxo gradiente gerado por uma fungao de Morse f em M. Demonstraremos alguns
teoremas importantes que constituem uma teoria que hoje é conhecida como Teoria Classica de
Morse.

Nas demonstragoes dos resultados desta e das proximas segoes, permitiremos algumas alteragoes
oportunas em uma funcao de Morse f, que nao alterem significativamente o fluxo. Mais especi-
ficamente, em alguns resultados, assumiremos que f possui uma ou mais entre as propriedades

listadas a seguir:

1. Dados p, ¢ € Critf, podemos assumir que f(p) # f(q).
Caso tivéssemos p, g pontos criticos com imagens iguais sob f, poderiamos tomar uma vizi-
nhanca aberta V,, de p tal que nao ha outros pontos criticos em Vp, tomar outra vizinhanca
aberta U, C V,, de p, e definir uma func¢ao suave p : M — R que satisfaca p(U,) = 1 e
p(V,) = 0.
O conjunto W, :=V,, — U, é compacto, nao possui pontos criticos de f e as funcoes f e p sao
suaves, logo infy, [V f| = minw, |-V f| > 0, supy, [V?p| = maxy, [VIp| < co. Tomando

minyy, |~ VS|

€< consideremos a fungao f(z) = f(z) + ep(x) definida em M. Em U, ¢ em V,°

maxyy, [VIp|
p & constante, VIp = 0, entao —V9f = —V9f e os pontos criticos coincidem com os de f

nestes conjuntos, sendo todos também nao degenerados. Agora, em W,
| =V = [=VIf —eVip| > |-V f| — €|[Vp| >0,

e portanto todos os pontos criticos em M de f coincidem com os de f. Mas f(p) = f (p) +

ep(x) = f(p)+¢> f(q) = f(q), e portanto f tem a propriedade f(p) # f(q), sem alteracoes
significativas na dindmica. Como f tem finitos pontos criticos, por inducao finita podemos

assumir que, para todo py, ps € Critf, f(p1) # f(p2).

2. Sejam p, g € Critf tais que inds(¢q) = inds(p) —1 e M,, # 0. Se =V f satisfaz a condigao de
Morse-Smale, podemos assumir que p e ¢ sao os tnicos pontos criticos em =~ ([f(q), f(p)])-

Podemos supor que f nao assume valores negativos, pois ja que a variedade é compacta,
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bastaria tomarmos f(x) = f(x) — infy; f(x). Seja S = {z} o conjunto dado por todos
os pontos z; € Critf, z # p, tais que inds(z) > inds(p), juntamente com todas as orbitas
conectantes M., ... Tome C' > f(p)—infy f(z) e, semelhantemente ao item anterior, tome Vg
vizinhanga aberta de S que nao contém nenhum outro ponto critico além daqueles em .S, Ug C
Vi outra vizinhanca aberta de S e Wg = Vg — Us. Se € < min ccuitsns{f(2) — infrevs f(2)},
tome 6 : R — [0, 1] suave com

0, t<0
1, t>¢

o(t) =

e mondtona em (0,1). Tome p : M — R suave satisfazendo p(Ug) = 1, p(V§) = 0 e
(VIp,VIf) >0 em Wg, o que é possivel pelo fato de —VY f satisfazer a condigao de Morse-
Smale, e portanto M,,, = () para cada z € Critf N S. Defina a fungdo g : M — R como

9(x) = p(x)f(z) — inf f(z).

z€Ug

Assim, g é suave e Us C g~* ([0,00)) C Vs. Consideremos
f(z) = f(z) + CO(g()).
Temos que f(z) = f(z) em V§ e
J() = J(z) + CO(g(2)) = f(2) + CO(f(z) —inf ) = f(z) + C > f(p)
para z € Critf N.S. Além disso, —V9f = —V9f em (g='(0,¢)) e

V(@) = ~Vf(z) — C (0 0 g) () Vg(x)
— VIf(2) - C (0 0 g) () (f(2)V¥p(x) + p(a) V7 f(2))
— V9 f(2) (14 Cp(a) (0 0 9) () = C (¢ 0 g) (2) f(2) Vp(a)
£0,

pela condicao colocada em V9p. Entdo f possui os mesmos pontos criticos de f e S C
f7'(f(g), ), como desejado. Note que todos os pontos criticos de f e f pertercem ao interior
de g71(0, €*)¢, portanto, como os gradientes sao iguais neste conjunto, os pontos criticos de f
também sao nao degenerados. Analogamente, podemos fazer com que o conjunto dos pontos
z € Critf tais que inds(z) < q e z # q esteja contido em f~*(—o0, f(q)).

. Se p € Critf e ind¢(p) = k, podemos assumir que f(p) = k.
Neste caso, dizemos que f é uma funcao de Morse auto indexante. Esta demonstracao pode

ser encontrada em [20].
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Teorema 2.2.19. Sejam f uma fungao de Morse, a < b € R wvalores regulares de f, M(a) =
fH(—o0,a]) e M(b) = f~1((—o0,b]). Se nao houver ponto critico em f~'([a,b]), entdo M(a) €
difeomorfo a M(b) e a subvariedade f~'([a,b]) é difeomorfa a f~'(a) x I e f71(b) x I.

d,
Demonstracao. Mostremos primeiramente que existe ¢ € R tal que f djﬁa(m < ¢ < 0 para toda
df o«
curva integral o : R —M tal que a(0) € f~'([a,b]). Como fdt (0) < 0, se ndo existisse tal c,
an

poderiamos construir uma sequéncia de curvas «,, tais que (0) = 0. Como [a, b] é compacto

e f é continua, passando para subsequéncia se necessario, teriamos que p = lim, , a,(0) €
f~([a,b]). Consequentemente, ¢(t,p) = p para todo ¢t € R, onde ¢ ¢ o fluxo gradiente negativo.
Como p € f~([a,b]), teriamos que f(p) € [a,b], contradizendo a hipotese.

Assim, para todo z € f71(b), existe 7(z) > 0 tal que p(7(z),z) € f~*(a), pois, tomando «

curva integral com a(0) =z e t € [0, “T_b}, temos que

fla(®) = flato)) + [ T (is <btte<a

0

¢ a continuidade da fungao (Teorema do Valor Intermediério) garante a existéncia de 7(x). Como
7(x) é suave em z, temos que a fungao hy : f71(b) x I — f~!([a,b]) dada por h(z,t) = p(tr(x), z)
¢ difeomorfismo, com inversa h™(y) = (p(a(y),y), —a(y)), onde a(y) < 0 & tal que p(a(y),y) €
f7Y(b). Restringindo o a f~!(a), obtemos h, : f~'(a) x I — f~!([a,b]) dada por h.(z,t) =
o(ta(x), ), que analogamente é um difeomorfismo. Notamos que as aplicagdes © — h,(z,0) e
x — hy(x,0) coincidem com a identidade em f~!(a) e f~1(b), respectivamente.

Como o namero de pontos criticos de f é finito, existe € > 0 tal que ¢ < min{a — d}, para d
variando entre valores criticos de f menores que a. Entao [a — €,b] e [a — €, a] estdo nas mesmas
hipoteses que [a, b], e podemos obter difeomorfismos h,_. :f "(a—¢€) x I — f~*([a —€,b]) e h}_, :
fHa—¢) x I — fa— ¢ al]) tais que as aplicagoes x — h,_(z,0) e z — h’__(x,0) coincidem
com a identidade em f~'(a — €). Desta forma, h*__ o h,'. é difeomorfismo entre f~'([a — ¢, b]) e
fYa — €,a]) que fixa f~'(a — €). Obtemos entdao um difeomorfismo h : M(b) — M (a) tal que

z, r € fH(—o00,a—¢)),

hicoha'(x), x € f(la—eb)).
0

O Teorema 2.2.19 diz que a topologia de M (a) ndao muda quando a passa por valores regulares.
Mostraremos a seguir que as alteragoes ocorrem justamente quando a passa através de um valor

critico de f.

Definicao 2.2.20. Sejam f uma funcao de Morse, p € Critf e k = indp. Tomando coordenadas

locais como no Lema 2.2.6 em uma vizinhanca U de p tal que U N Critf = {p}, definimos uma
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alca para o ponto p como um conjunto da forma
H(e) = {(xl, e Tk Ykady - Yn) EU |J:\2 < 2e, |y[2 < e},

onde [a* = af + - +af e |yl =yi, + oy

Uma alca para um ponto critico p de indice k£ é simplesmente uma vizinhanca de p que é
difeomorfa a D¥ x D", Esta sera usada para descrever a mudanca na topologia que ocorre entre
M(c—e€) e M(c+e€), onde c = f(p). Veja Figura 2.2.1.

Ay
fHe+e)

@)

w3
sy

fHe+e)

Figura 2.2.1: A alga H(e) para o ponto critico p.

Teorema 2.2.21. Sejam f fungio de Morse, p € Critf e ¢ = f(p). Tomando ¢ > 0 de forma
que p seja o unico ponto critico em f1([c — 2¢,¢ + 2¢]), temos que M(c + €) é homeomorfo a
M(c—¢€)U H(e).

Demonstra¢ao. Usaremos coordenadas locais numa vizinhanga U de p como no Lema 2.2.6. Defi-
nimos, para 0 < r <1, o conjunto

M'(e,r) = M(c—e)U{(z,y): lz < (1+7r)ee |y* < re}.

Claramente, M'(e,1) = M(c—e)UH (€). Queremos agora estudar o bordo de M’(e, 7). Da definigao
de M (c—e¢) segue que seu bordo é f~!(c—e¢) e, usando coordenadas locais, IM (c—e)NU = {(z,y) :

ly|* — |z|> = —e}. Porém, se (g, yo) neste conjunto é tal que |yo|” < re, temos

—€= |y0|2 - |I0|2 <Tre— |950|2
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e portanto |zo|* < (1+47)e. Logo, (z0,%0) € Int {(z,y): lzP < (1+7r)ee |y* < re} C IntM'(e, 7).
Assim, o conjunto dos pontos de M (¢ —e)NU que estéo no bordo de M'(e,r) & {(z,y) : |y|*—|z|* =
—¢, [yl> > re}. Além disso, todo ponto de f~1(c — €) N M\U pertence a OM'(e,r). Note que o
bordo do conjunto {(z,y) : P < (1+7r)ee |y < re} ¢ dado por

{(@y) el = (Lt r)ee [y <repu{(z,y): |2* < (A +r)ee [y =re}.

2
i

Mas, para (o, yo) em {(z,y) : [z|" = (1 +r)ee ly|” < re}, temos que lyol” —|zo)* < re—(147)e =

—é¢, e assim os pontos desse conjunto que possivelmente estdao no bordo de M’(e, ) também estao

no bordo de M(c —¢€). O bordo OM'(e,r) é, entao

OM'(e,r) U = {(z,y) : [y]* = |2I" = —€, [y]* > re} U{(z,y) : [a* < (1 +7r)ee [y =re},
OM'(e,r) N\ M\U = f~Y(c — €) N M\U.

fHete)
OM (c—€)U H(e)
\ /
_—
OM(c—€)U H(e) \
f7Hete)

Figura 2.2.2: Representacao de M (c —e) U H(e), [~ (c+¢€) e M'(2¢, 3).

Mostraremos que OM’(2¢, 1) ¢ transversal ao fluxo; veja Figura 2.2.2. Seja x € OM’(2¢, 1). Se
x € f7'(c—2¢), a ortogonalidade em z segue do Teorema 2.2.8. Sez € {(z,y) : ] < e ly|* = 1,
escreva x = (o,...,%}, Y} 1,---,¥Yy,) € suponha que —VIf(z) € T, {(:E,y) : |:v]2 < % e |y\2 = 5}

Entao y; = 0 para todo i € {k+1,...,n} pois, na vizinhanga onde as coordenadas fornecidas pelo

—Vif = sz —|—Zyja

Segue que x € W"(p) C IntM’(2e, }L), o que é uma contradigdo. Agora, OM'(2¢

Lema de Morse sao vélidas,

,1) ¢ localmente
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a imagem continua de uma fungao k : A C R" 1 — M, pois f~!(c — 2¢) é uma subvariedade de
dimensdon—1e {(z,y) : [2]> < L e [y < £} & difeomorfo a DF x D"~*. Mostramos que estamos
nas hipoteses do Teorema 2.1.10 e, pelo Corolario 2.1.11, para cada g € OM'(2e, i) existem uma

vizinhanga V; e fungoes 7, : V; = R, &(y) = ¢(74(y),y) continuas tais que & (y) € IM'(2¢, 1)

1
4

para ¢,q¢ € OM'(2¢, 1), temos que T,(y) = 74(y) e portanto &(y) = & (y). Como OM’'(2¢, ) ¢

¢ o tnico ponto no conjunto ¢(R,y) N IM'(2¢, 1) para cada y € V,. Note que, se y € V, NV,

compacto, obtemos uma cobertura V,,...,V,, de M'(2¢, 1) e fungdes 74,,&,, © € {1,...,(} que
coincidem nas intersecoes Vg, N V.. Definindo V' = U;V,,, obtemos fungoes continuas 7 : V' — R,
£V — OM'(2e, }l) tais que 7y, = 74, &y, = &, para todo i € {1,...,(}.

Para cada ponto y € f~1(c+¢), temos que ou p(t,y) — p quando t — oo ou f(p(tg,y)) =c—e
para algum t, € R pelo Teorema 2.2.8 e pelo fato de p ser o tinico ponto critico em f~1(c—2¢, ¢+
2¢). Em ambos os casos, ¢(R,y) intersecta OM’(2¢, 1), e portanto intersecta V. Como o fluxo ¢
continuo, podemos encontrar 7 : f~'(c + €) — R funcdo continua tal que &£(y) = p(7(y),y) € V,
y € f~'(c+¢€). Obtemos a : f~'(c +¢€) — R funcdo continua tal que £ o &(y) = ¢(—a(y),y) €
OM’(2¢, 1) para todo y € f~'(c+¢€). Logo, h: OM'(2¢,1) x I — M(c+ €)\IntM’(2¢, 1) dada por
h(y, s) = ¢(sa(y),y) mapeia continuamente dM’(2¢, 1) em f~'(c+e).

Como f~!(c + ¢€) também é ortogonal ao fluxo, compacto e é localmente a imagem continua
de um subconjunto de R"~!, e todo ponto de OM’(2e, i) passa por f~!(c+ €) em tempo negativo,
as fungoes obtidas possuem inversas continuas, ou seja, h € um homeomorfismo. Repetindo os
argumentos do paragrafo anterior, como M (c—¢€)U H (¢) também satisfaz as hipoteses do Teorema

%) pela acao do fluxo, obtemos homeomor-

fismo h : OM'(2¢,4) x I — M(c —€) U H(e)\IntM’(2¢,1). Como h(-,0) e h(-,0) sdo a identidade
em OM’(2e, ;11), podemos estender a composicao h o 7" assim como na demonstracao do Teorema
2.2.19 e obter um homeomorfismo entre M(c —¢€) U H(e) e M(c + ¢€), como desejado. O

2.1.10 e todo ponto deste conjunto passa por dM’(2e,

Sendo p € Critf, subentendidas as coordenadas fornecidas pelo Lema de Morse, denotaremos
por W2 (p) o conjunto {(z,y) : y = 0, |z’ < ¢} = W¥(p) N H().

Corolario 2.2.22. Nas condigoes do teorema anterior, M(c — ) UW¥(p) é um retrato de defor-
magao forte de M(c+ ¢€).

Demonstragao. Note que M(c —€) U WH(p) é um retrato de deformacao de M(c — €) U H(e),
mapeando cada ponto (21, . .., T, Yrsts - - - Un) € H(E)\M (c—€) em (x4, ..., 2,0,...,0)se |z]> > €

eem (T1,. .., Tp Yyoys- .- uh) tal que |y > — [z]> = —e se 2> < e e |y|* — |2° > —e. O resultado
entao segue do Teorema 2.2.21. O
Corolario 2.2.23. Seja f uma fungio de Morse auto indexante, com {p1,...,pm} pontos criticos

de indice k. Se 0 < e < 1, entao M(k + €) é homeomorfo a M(k —¢) U (U™, H;(¢)), onde H;(¢) é
uma al¢a para p;. Além disso, M (k+¢€) possui M (k—e)U (U™, W¥(p;)) como retrato de deformagao
forte.
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Capitulo 3
Homologia de Morse

Neste capitulo, continuamos a estudar relagoes entre a topologia de uma variedade fechada M e
o fluxo gerado pelo campo gradiente negativo de uma funcao de Morse f em M. Mais especifica-
mente, construiremos um complexo de cadeias a partir dos pontos criticos de f, cuja homologia é
isomorfa a homologia singular de M. O operador bordo deste complexo depende de orientagoes de
subvariedades de M, assunto contemplado na Secao 3.1. A construcao do complexo e um exemplo
sao apresentados na Segao 3.2. Para demonstrar que o complexo de cadeias é, de fato, um com-
plexo que possui a mesma homologia que a variedade M, introduzimos na Secao 3.3 a Teoria do

Indice de Conley.

3.1 Orientacao

Nosso objetivo nesta segao é obter orientagoes para as variedades conectantes e espagos moduli de
um fluxo gradiente negativo gerado por uma fun¢do de Morse. As principais referéncias sao [11],
[12] e [22].

Lembramos que, dadas duas bases de um espago vetorial V' n-dimensional, a matriz de mudanca
de base tem determinante nao-nulo. Duas bases sao ditas equivalentes quanto o determinante de

tal matriz é positivo. Segue entao que ha duas classes de equivaléncia de bases de V. Uma

orientag¢io para V é uma escolha de uma destas classes. Se {vy,...,v,} é uma base ordenada
representante da classe escolhida, denotamos por (V,w) o “espago orientado”, onde w = [vy, ..., vy]
¢ a classe de equivaléncia da base ordenada. A orientagdo padrao de R" é o, = [eq,. .., €,], onde

{e;} & a base canonica. Uma transformacao linear 7' : (V,w) — (V',w’) induz uma orientacao
Tw = [Tvy,...,Tv,] em V'. Dizemos que T preserva orienta¢ao se Tw = w'; caso contréario,

dizemos que 1T reverte orientacao.

Definigao 3.1.1. Seja M uma variedade n-dimensional diferenciavel. Uma orientacao para M é
uma orientacao para seu fibrado tangente £, ou seja, é uma familia w = {wp}pE ) de orientagoes

dos espacos tangentes, (1,M,w,) tais que, tomando (z,U) carta local de M, a transformacao
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dz, : (T,M,w,) — (R", ,) preserva orientacao para todo p € U ou reverte orientacdo para todo
peU.

Uma outra possibilidade para definir orientacao para uma variedade n-dimensional é utilizando
seu n-ésimo grupo de homologia. Uma orientacdo em um ponto p € M pode ser definida como a
escolha de um gerador do grupo de homologia H,, (M, M — {p}), que é isomorfo a Z. De fato, pelo
Teorema da Excisao, se (x,U) é uma carta local para p, H,(M, M — {p}) ¢é isomorfo a H,(U,U —
{p}), e como z ¢é difeomorfismo, H,(U,U — {p}) = H,(z(U),z(U) — {0}) = H,(R",R" — {0}).

Usando a sequéncia exata longa do par, e que H,(R") = H,,_1(R") = 0, obtemos

12

Ho(R", R = {0}) = H, 1(R" — {0}) = H, (5" = Z,

onde o segundo isomorfismo é dado pela homotopia H : R" — {0} x I — R" — {0}, H(z,t) =
tr+ (1 — t)é—|, sendo |.| qualquer norma de R™.

Para notar que as duas defini¢oes sao equivalentes, tome uma orientagao local para M em p,
ou seja, uma orientagao para o espago vetorial 7),M, naturalmente isomorfo a R". Isto significa

que temos uma base {vy,...,v,} que gera tal orientagdo. Considere o seguinte n-simplexo em R™:

n
g = —E ViyV1y.e.. s Un| -

i=1

Podemos identificar seu bordo com S"'. Como o contém {0}, o ¢ R™ — {0} e portanto
Jdo ¢ ImO[pn_g03. Logo, do é um gerador de H,_;(S"') = H, 1(R" — {0}). Pelo isomor-
fismo H, {(S™') = H, (M, M — {p}), obtemos um gerador para H,(M, M — {p}). A reciproca ¢
analoga.

Pode-se mostrar que toda variedade simplesmente conexa é orientéavel (veja [11]). Pelo Teorema
2.2.12, temos que para todo ponto critico z de uma fungdo de Morse f, W¥(z) e W*(x) sao
simplesmente conexas. Segue que W*(x) e W#(x) sdo variedades orientéveis. Mostraremos agora
que, se f satisfaz a condicao de Morse-Smale, entao para quaisquer z,y € Critf, Mg, e /\//\lxy
sao variedades orientaveis. Para isso, construiremos orientagoes em M, e M\xy induzidas pelas
orientagoes nas variedades instaveis de todos os pontos criticos com indice de Morse maior que O.

O seguinte lema, encontrado em [11], serd necessario na demonstragao.

Lema 3.1.2. Considere a sequéncia exata curta de fibrados tangentes

0 &1 § &2 0.

Se dois dos fibrados sao orientdveis, o terceiro também é. Além disso, orientagoes de dois deles

mduzem uma orientacdo no terceiro.
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Teorema 3.1.3. Seja f : M — R uma fungcao de Morse que satisfaz a condi¢cao de Morse-
Smale. Fizadas orientagoes arbitrdrias para W*(z), para todo x € Critf com inds(x) > 0, existem

orientagoes induzidas para as variedades Mg, e My, x,y € Critf.

Demonstragao. Se indg(x) < ind(y), entdo M., = 0 pelo Teorema 2.2.17. Assuma que ind(z) >
ind; (y).

Primeiramente, encontraremos uma decomposicao para 7,W*(z), para todo p € M,,. Denote
por V,IW*(y) o espaco tangente a M que ¢ normal a W*(y) em p. Como W*(z) e W*(y) se

intersectam transversalmente, temos
T,W*(x) = T,Mqy & V,W(y),
para todo p € M,,. Assim, obtemos a decomposicao para o fibrado tangente
T, W (x) = TMay ® Vi, W (y). (3.1.1)

Como a soma ¢ direta, considerando a inclusao i : TMy, — Ty, W"(r) e a projecao p :

T, W*(x) = Vm,, W*(y), obtemos a sequéncia exata curta
0 —— T My —— To,, W (x) —2 Vg, Wo(y) —=0..

Assim, pelo Lema 3.1.2, T M, sera orientéavel (e herdara uma orientagdo) se os outros dois fibra-
dos forem orientéveis. Fixemos uma orientagao arbitraria para TW*"(z). Restringindo o fibrado
TW"(x) a M,, obtemos uma orientacao para T, W*(x). O fibrado VW?(y) ¢é orientavel pela
contratibilidade de W*(y) e sua orientagao é determinada pela orientagao da fibra V,W*(y), que é

dada pelo isomorfismo
T W y) ® T,W3(y) = T,M =V,W(y) & T,W(y).

Fazendo a restrigao para Vaq,, W*(y), obtemos a segunda orientacao desejada. As orientagoes em
T, W*(x) € Vaq,,W*(y) induzem uma orientagao em T'M,,,.

Para determinarmos a orientacao de M\xy, lembramos primeiramente que M\xy = M,,Nf"(a),
para a valor regular em (f(y), f(z)). Mas pelo Teorema 2.2.8 f~!(a) ¢ ortogonal as 6rbitas do
fluxo gradiente, assim, —V9f(p) ¢ T./T/l\zy para p € M\ry. Como dim M,,, = dim M\xy + 1, temos

TM\WMIQ =Ro TMva

onde R é orientado de acordo com —VYf, e a orientagao de Tﬁ/l\znyy é dada pela restrigao do

fibrado orientado T'M,,. Obtemos entao uma orientacao para T/\//\lxy, como desejado. O

Se x,y € Critf, as orientacoes induzidas em M, e M, pelo teorema anterior serao denotadas
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respectivamente por [My,]. . e [.K/l\my] .
ind

3.2 Complexo de Morse-Witten

Sejam f fungdo de Morse, g uma métrica Riemanniana em M tais que (f,g) é um par Morse-
Smale. Fixe orientagbes arbitrarias para W*(z) para todo = € Critf, e denote o conjunto destas
orientagoes por Or. O objetivo desta se¢ao é construir um complexo de cadeias (CM(f),0)
associado a M, utilizando informagoes do fluxo gerado por —V9f. Os grupos das cadeias deste

complexo sao gerados por pontos criticos de f de um mesmo indice de Morse.

Definigao 3.2.1. O grupo de k-cadeias de Morse (com coeficientes em Z) associado a f é o grupo

abeliano livre gerado pelos pontos criticos de f de indice k, isto é,
CMy(f) =CMy = {Z Nzt N € Z,x; € Critf e indy(z;) = k’} )

O proximo passo é construir o operador bordo do complexo, que conta as 6rbitas entre pontos
criticos de indices de Morse consecutivos, considerando as orientagoes. Sejam x,y € Critf, com
inds(z) —inds(y) = 1, e seja u € M\xy. A orbita O(u) C M,, é conexa, portanto recebe uma
orientagao induzida por [M,,]. .. a qual denotaremos por [O(u)];, 4. A 6rbita O(u) também recebe

uma orientagao induzida pelo fluxo, denotada por [i]. Definimos o sinal caracteristico n, = n,(Or)

como
isto é, n, = 1 se as orientac¢oes concordarem e n, = —1 caso contrario. O niamero inteiro
n(z,y) = E Ny,
WE Moy

é denominado numero de intersecgcio entre x e y. O Teorema 2.2.18 garante que a soma é finita.
Estamos prontos para definir o operador bordo; intuitivamente, o operador conta a quantidade de

orbitas entre pontos criticos de indices consecutivos, considerando as orientagoes destas.

Definigao 3.2.2. O operador bordo de Morse-Witten 05 : CMy(f) — CMi_1(f) é dado, em um
gerador z € Critf, por:

Ok = > n(z,y)y,

y€Crit f,ind ¢ (y)=k—1

e estendido para uma cadeia qualquer por linearidade.

Como M é compacta e Critf ¢é finito, o operador estd bem definido. Os dois teoremas seguin-

tes garantem que (C'M(f),0°) é um complexo de cadeias que recupera a homologia singular de
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variedade M. Chamamos este complexo de cadeias de Complexo de Morse-Witten. A homologia

deste complexo é chamada Homologia de Morse de M.
Teorema 3.2.3. O operador bordo de Morse-Witten satisfaz O, o 05, = 0, para todo k € N.

Teorema 3.2.4. A homologia singular do Complexo de Morse-Witten (CM(f),0°) coincide com

a homologia singular de M, ou seja, para todo k > 0,
H(CM(f),0°) = He(M).

Estes dois importantes resultados serao demonstrados na préxima se¢ao, onde introduziremos
o que hoje é conhecido como Teoria do Indice de Conley. Além de serem relevantes por si proprios,
podemos obter como consequéncia uma importante estimativa para os pontos criticos de uma

funcao de Morse definida em M.

Teorema 3.2.5. (Desigualdades de Morse) Se f: M — R é uma fun¢ao de Morse, com ¢y pontos

criticos de indice de Morse k, entao para todo k > 0
Ck — Ch—1 + - £ co > P — Br—1 + - £ o,

onde P = dim Hy(M) € a dimensdo do k-ésimo grupo de homologia singular de M. A igualdade

vale quando k =n = dim M.

Demonstragao. Seja (CM(f),0°) o Complexo de Morse-Witten. Como J5 é um homomorfismo,
temos que ¢, = dim C'M}, = 7, +by, onde 7, = dim ker 9§, e by, = dim Im ¢, sendo que by = b,, 11 = 0.

Usando o Teorema 3.2.4, temos

ker Oy,
Im ;4

Mostraremos por indugao finita que ¢ — cp_1 + -+ co = b1 + B — Br—1 + - -+ + £Py. Para o

caso base, ¢ = v + by = 70 = b1 + By. Suponha o resultado valido para k. Entao

Cht1 = Vi+1 + bks1 =brro + Br1 + beta
Cry1 — (cp — - £ ¢0) =brra + Brg1 + brg1r — (brg1 + B — - - £ o)
Chp1 — Cp + - £ g =bpyo + Bry1 — B + -+ £ Bo,

e as desigualdades de Morse seguem do fato que by = dimImd, > 0. A igualdade vale para k =n

pois b,+1 = 0. O

Exemplo 3.2.6. (Toro topologico T2)
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Figura 3.2.1: 7?2 e uma pequena perturbacao da funcao altura f : 72 — R.

Considere o fluxo gradiente negativo associado a uma perturbacao da funcao altura f : 72 — R
em 72, como apresentado na Figura 3.2.1. Note que f satisfaz a condicao de Morse-Smale. Temos
que x1, T sao pontos criticos de indice 2, y1, ys, y3 sao pontos criticos de indice 1, z é ponto critico
de indice 0, e nao ha outros pontos criticos de f em 72. Assim, os grupos das cadeias de Morse
sao

CMy(f)=Z&®Z, CMi(f)=Z®Z DL, CMy(f) =2, CMp(f)=0,k#0,1,2.
Fixaremos orientagoes para as variedades instaveis dos pontos criticos. A orientacao em z é a
trivial. Para cada y;, i € {1,2,3}, precisamos escolher apenas um vetor nao nulo em T, W,,(v;)
para determinar uma orientacao da variedade instavel. Quanto a z; e x5, escolhemos uma base
ordenada para o espago vetorial de dimensao 2, T,,W"(z;), determinando a orientagdo. Todas

estas orientagoes estao indicadas na Figura 3.2.2.
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Figura 3.2.2: Fluxo gerado por —VY f, orientagoes fixadas para as variedades instaveis dos pontos
criticos e planificagoes de algumas orbitas.

Para obter as orientacoes induzidas nas variedades conectantes usamos a demonstracao do
Teorema 3.1.3. Seja uy; € /T/l\myl. A orientagao [O(u11)];, € @ escolha de um vetor v em T),,, My, ,,
da seguinte forma: dada {b} uma base para V,, W*(y;) com orientagao induzida pela orientagao
de T,,,W*(v1), {v, b} possui orientacdo compativel com a orientagao {4, B} de T, W*"(z) através
do isomorfismo 3.1.1. Analogamente, para g, € /T/l\myl, queremos v’ tal que {v/,b} tem a mesma

orientagao que {A’, B'}. Assim, vemos que

[O(u11)]ing = — [t1] e [O(ua1)lj,g = [t

ou seja, v gera a orientac¢ao contraria a do vetor tangente ao fluxo —V9 f(u1;), enquanto v’ gera uma
orientagao compativel com —V?7 f(ug;). O processo é analogo para My, ,, € M,,,,. Na Figura 3.2.2,

apresentamos uma “planifica¢ao” do fluxo, evidenciando que, para ujs € My, y, € Uz € My,y,,
[O(u12)]iq = 2] e [O(ug2)];q = — [tize]

Analogamente, determinamos as orientacoes [O(u13)]; 4 € [O(u23)];,q Para w1z € My, s € Usg €
My, Particularmente, note que n,,, = —1en,,, = 1. Paracadai € {1,2,3}, sejam v;, v, € M,,.
como na Figura 3.2.3. Note que a orientagao induzida pelo vetor —V9 f(v;) em T'M,,, é compativel

com a induzida pela orientagao fixada de cada variedade instavel W*"(y;), pelo isomorfismo do
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Teorema 3.1.3. Analogamente, —V7 f(v}) induz orientacdo contraria a orientagao fixada de W*(y;).

Desta forma,

Figura 3.2.3: Ilustracao dos espagos Moduli entre pontos com indices de Morse consecutivos.

Calculemos os grupos de homologia de Morse. Para os pontos criticos de indice 2, 0x; =
—Y1 + Yo — Y3, 079 = Yy — Y2 + y3. Logo, O(x1 + x2) = 0 e temos que x1 + xo € ker J5. Agora, se
o € CM,y(f) é tal que do = 0, como z1 e x5 sao os geradores deste grupo, existem «, 5 € 7Z tais

que axy + Bry = 0. Mas entao

0o =0 = adzry + POxry =0
= (—a+B8)y+(a=B)y+ (—a+pB)ys =0

e a ultima equagao so é satisfeita quando « = /3. Concluimos entao que ker 05 = (z1 + x5). Como
nao héa pontos criticos de indice 3, Im 95 = 0, logo, Hyo(C M (f), %) = ket /imag = (x1 + x9) = Z.
A imagem de 0§ tem dimensao 1 e, portanto, é gerada por —y; +y2 —ys. Basta entao estudarmos

ker 0f. Para cada y;, i € {1,2,3}, M,,. possui duas orbitas, uma com sinal caracteristico 1 e outra
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com —1. Como nao héa outros pontos criticos de indice 0,
Oy = Oya = Jyz = 0.

Como o grupo C'M;(f) é gerado pelos trés elementos, ker 0f = CM1(f) = (y1, 90, y3) ZZDZ D Z.
Portanto,
Hy(CM(f), ) =t fims 2 7, & Z.

Como CM;(f) = ker 05, a imagem do operador 0° é trivial. Sendo z o gerador de C'My(f) e dy =0,
temos

Ho(CM(f),) = fo = L.

3.3 Teoria do Indice de Conley e aplicacao a Teoria de Morse

Nesta secio introduziremos a Teoria do Indice de Conley. O Indice de Conley pode ser visto como
uma generalizacao do indice de Morse para conjuntos invariantes mais gerais do que pontos criticos
nao degenerados. Estes conjuntos surgem no estudo fluxos que nao sejam gerados pelo gradiente
de uma funcao de Morse. Usaremos alguns resultados desta teoria para demonstrar os Teoremas
3.2.3 e 3.2.4. As principais referéncias desta segao sao (3], [7], [17] e [18].

Fixemos X : M — TM um campo vetorial na variedade n-dimensional M compacta e sem
bordo e ¢ o fluxo global gerado por X, que existe pela Proposicao 2.1.6. Dados x € M et € R,
utilizamos a notagao e p(z) = ¢(t,z) e, se A C R, denotamos @4(z) = {p(x) : t € A}.

Defini¢ao 3.3.1. Um subconjunto S C M é invariante em relagdo ao fluxo ¢ se ¢,(S) = S para
todot € R. Se N C M, o conjunto invariante mazximal de N em relacao ao fluxo ¢ é definido
como

Inv(N) ={x € M : pr(z) C N}.

Segue da definigdo acima que se S C N é um conjunto invariante, entao S C Inv(NV).

Definicao 3.3.2. Seja S C M. Dizemos que S é um conjunto invariante isolado se existe uma
vizinhanga compacta N tal que S C IntN e S = Inv(V). Neste caso dizemos N é uma vizinhanga

1solante para S.

Note que, se X é o campo gradiente negativo de uma funcao de Morse f, entao todo ponto
critico de f é um conjunto invariante isolado. De fato, se = € Critf, pr(z) = {2} e a Proposigao
2.2.7 garante que x ¢é isolado. Portanto, para qualquer vizinhanca V' de x que nao contenha outros
pontos criticos, existe U aberto tal que z € U C U C V, e segue que U é uma vizinhanca isolante

para .

Definigao 3.3.3. Seja .S C M um conjunto invariante isolado. Um par indice (N, L) para S é um

par de compactos, L C N, tais que:

72



(PL) S =Inv(N\L) C Int(N\L);
(PIy) Sex € Leypy(r) C N, entao p(x) € L;
(PI3) Se x € N\L entao existe t > 0 tal que pp(x) € N.

Na definicao acima, dizemos que L é o conjunto de saida. Pela propriedade Pls, se o fluxo
“entra” em L, o mesmo nao retorna para N\ L. Neste caso, dizemos que L é positivamente invariante
em N. Além disso, se o fluxo “sai” de IV, isto deve acontecer por L C N, pois caso contrario o
fluxo sairia por um ponto p € 9(N\L) C N, que nao pode existir devido a propriedade PIs3.

Apresentamos na Figura 3.3.1 alguns exemplos de conjuntos invariantes isolados, juntamente
com respectivos pares indice. Em cada exemplo, o conjunto de saida L é representado em vermelho,
enquanto N\L é representado em azul. Em (a) e (b), o conjunto invariante isolado é a sela no
centro da figura. Em (c), o conjunto invariante isolado S é formado pela unido de um ponto
critico, uma orbita periddica e todas as orbitas entre estes. O exemplo (d) mostra uma propriedade
interessante do par indice: mesmo que o conjunto invariante isolado seja complexo, basta saber o

comportamento do fluxo “ao redor” do conjunto para obtermos um par indice e, consequentemente,

(b)

(d)

seu indice de Conley, veja Defini¢ao 3.3.5.

(a)
(c)

Figura 3.3.1: Exemplos de conjuntos invariantes isolados e seus respectivos pares indice.
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Na Figura 3.3.2 apresentamos “candidatos” a pares indice para alguns conjuntos invariantes
isolados, com L representado em vermelho e N\L em azul. Em (a), existem orbitas saindo de
N\ L sem passar por L, portanto (N, L) nao satisfaz PI3. Em (b), além de PI3 nao ser satisfeita,
existem pontos de L que “retornam” para N\L, logo, o par nao satisfaz Pl,. Ja em (c), o par
(N, L) é um par indice para o ponto critico, mas ndo é um par indice para o conjunto invariante
isolado S, formado pela uniao do ponto critico, da érbita periddica e de todas as érbitas entre
estes. De fato, S ¢ Int(N\L), e portanto o par nao satisfaz PI;.

(a) (b) ()

Figura 3.3.2: Exemplos de pares (N, L) que falham em ser pares indice para alguns conjuntos
invariantes isolados.

No contexto da Teoria de Morse, o indice de Morse ¢ um nimero dado pelos autovalores
negativos da matriz hessiana nos pontos criticos. Veremos que o indice de Conley de um conjunto
invariante isolado S toma a forma de um tipo de homotopia, baseado em algum par indice (N, L)
de S. Para definirmos o indice de Conley, necessitamos do seguinte teorema, que retine as duas

principais propriedades do par indice.

Teorema 3.3.4. Todo conjunto invariante isolado S C M admite um par indice (N,L). Além
disso, se (Ng, Ly) € (Ny, Ly) sao pares indice para S, entio Ne/L, e No/L, sdao homotopicamente
equivalentes. Consequentemente, as homologias singulares relativas H(Ne/L,,[L,]) e H(Nv/Ly, [Ly))

coincidem.
A demonstra¢ao do Teorema 3.3.4 pode ser encontrada em [17].

Definigao 3.3.5. O indice de Conley homotdpico de um conjunto invariante isolado S, denotado
por h(S), é o tipo de homotopia de N/r, para algum par indice (N,L). O indice de Conley

homoldgico de S é a homologia singular relativa H(N/r, [L]).

Exemplo 3.3.6. Considere agora as condi¢oes do Teorema 2.2.21. Note que

(fYe—2e,c+¢€], fte—2¢6,¢c—¢€])) = (No, L) é um par indice para p. Tomando um par indice
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(N, L) qualquer de p, temos, para k = ind;(p), que

H; (/) 2 Hy(Nof1o)
= H;(No, Ly), pelo Teorema 3.3.4,
¢ —¢€)), por Excisdo para Z = M(c — 2¢)\f ' (c — 2¢),
W(p), M(c—¢€)), pelos Corolarios 2.2.22 e 1.1.13,

€

U
= H;(WX(p),0oWr(p)), por Excisdo para Z = M(c — e)\W!(p),

H;(S"), pelo Teorema 2.2.12,

= Hi(M(c+e), M

—~

12

Z? ]:k7

0, caso contréario.

O exemplo anterior mostra como o indice de Conley generaliza o indice de Morse: se x é um
ponto critico ndo degenerado de f e k é o indice de Morse de x, entao o indice de Conley de {z}
é o tipo de homotopia da esfera S*.

O restante desta secao sera dedicado as demonstragoes dos Teorema 3.2.3 e 3.2.4. Fixe ¢ um
fluxo gradiente negativo de uma fungao de Morse f que satisfaz a condi¢ao de Morse-Smale. Dado
y € Critf, uma orientagdo para E%(y) = T,W"(y) determina um gerador para Hy(N,, L,), onde
(Ny, L,) é um par indice fixado para y e k = inds(y). Assim, CM(f) pode ser identificado com

CMk(f): EB Hk(vaLp)-

indy(p)=Fk

Sejam x,y € Critf, com ind¢(z) = k+ 1 e inds(y) = k. Considerando a variedade conectante
My, defina S, = M, U{z,y}. Sy é um conjunto invariante isolado. Tome entao (N3, Ny) par
indice para Sy, e defina Ny == Ny U (Na N M(c)), onde ¢ € (f(y), f(z)) é um valor regular de f.
Verificaremos que (N, N7) é um par indice para = e (N7, Ny) é um par indice para y.

Claramente = € Inv(No\NV;) e y € Inv(N;\Ny). Tomando z € Inv(N,\No)\{z,y}, ou seja,

z € My, temos que

lim o(t,2) =y, lim f((t,2)) = f(y),

lim p(t2) =, lim f(o(t,2) = f(z).
Assim, existe T > 0 tal que f(p(T,2)) < ce f(o(=T,z)) > ¢, o que implica que z ¢ Inv(Ny\N;)
e z ¢ Inv(N;\Ny). Concluimos que {z} = Inv(N,\N;) e {y} = Inv(N,\Np).

Agora, suponha que z € Ny e ¢jo(2) C Ny para algum ¢ > 0. Entao z € Ny ou z € NoNM(c).
Se z € Ny e ppq(z) € Ny, como (Na, Ny) é par indice, vale que ¢, (z) € Ny, logo ¢i(2) € Ni.
Se z € Ny N M(c), como @p4(2) € Nae f(ei(2)) < f(2) < ¢, segue que ;(2) € Ny N M(c),
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logo ¢(2) € Ni. Concluimos que (N, Ny) satisfaz Pl,. Semelhantemente, suponha que z € Ny
e ¢pg(2) € Ni. Como Ny C Na, e (Ng, Ny) € par indice, segue que ¢4(z) € No. Assim, (N, Np)
satisfaz Pls.

Se z € Ny\ Ny, entao z € No\ Ny e, como (N, Ny) ¢ par indice, existe ¢ > 0 tal que @y q(2) C Na,
o que mostra PI3 para (Na, N7). Tome agora z € N1\ Ny. Entao z € Ny\ Ny e existe t > 0 tal que
©i0,4(2) C Na. Mas para todo s € (0,t), temos que f(¢(s,2)) < f(2) < ¢, logo ppg(z) € NoNM (c)
e, portanto, @jo(2) C Ny, mostrando PI3 para (Ni, Ny). Concluimos que (Na, N1) e (Ny, Ny) sao
pares indice para x e y, respectivamente.

Definiremos agora o homomorfismo Ay : C My (f) — CM(f). Dado x € Critf com
indf(x) = k+1 um gerador de C'Mj1(f), construa para caday € CMy(f) a tripla NJ, N{, N§ como
fizemos acima. Tome os isomorfismos o : Hyi1(Ny, Ly) — Hiy1 (N3, NY) e 8, : H.(N,, L,) —
H.(NY, N{) entre as homologias pares indices dados pelo Teorema 3.3.4 e o bordo Ou11(z,y) da
sequéncia exata da tripla (N, NV, N') em homologia relativa. A composicao 3, 0 Oui1(,y) 0 o
leva o gerador de Hj41 (N, L,;) num multiplo do gerador de Hy(N,, L, ), sendo o coeficiente deno-
tado por n*(x,y). Definimos entdo Ay, qi(x) = Zindf(y):k n*(x,y)y, e estendemos por linearidade
para todo CMj1(f).

Lema 3.3.7. Sejam Ay o operador construido acima e 05 o operador bordo de Morse- Witten.
Entao Ay, = 0.

Demonstragao. Sejam x,y € Critf, inds(z) = k+ 1 e inds(y) = k. Sem perda de generalidade,
assuma que f(z) =b, f(y) =a, a < b e que = e y sido os tnicos pontos criticos de f~![a, b]. Tome
€ > 0 tal que esta propriedade continua vélida para f~'[a —€,b+ €] e tome ¢ € (a,b). Para T > 0

suficientemente grande (explicaremos adiante), defina os conjuntos

N, = fe00) Nz € M- flpor(2) <b+ e} L= f () NN,
Ny=M(c)n{ze M: f(or(z)) >a—¢€}, Ly ={z€ M : f(pr(z)) =a—€e}NN,.

Utilizando as propriedade do fluxo ¢, é imediato verificar que (N,, L,) e (IV,, L,) s@o pares indice

para = e y, respectivamente. Defina a tripla
Ny=N,UN,, Ny=L,UN,, Ny=L,UL,\N,.

Temos que (N2, Np) é um par indice para Sy, (N2, V1) é um par indice para x e (N1, Np) é um
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par indice para y. Note que nossa escolha para N; foi coerente com a construcao de Ay, pois:

NoU (Ny N M(c)) = L, U L,\N, U ((N,UN,) N M(c))
= Ly U L;\N, U ((N, N M(c)) U (N, N M(c)))
= L,UL,\N,U (L, UN,)
= L, UN,
=N

onde usamos que L, C Ny, e que L, ¢ um conjunto compacto tal que m CL,.

Pensando nos conjuntos como func¢oes de T', note que tomando o limite 7" — oo, contraimos
N, em W*(z) N f~c,00) e N, em W4(y) N f~'(—oc0,c]. Assim, quando T" — oo, o conjunto
N,NW*(z)N f~!(c) é deformado no espago moduli M\wy entre x e y. Mas M\my consiste em finitos
pontos, digamos z1, ..., z,. Portanto, N, N W*(z) N f~(c) deve, para T suficientemente grande,
ser composto de m componentes conexas, que serao contraidas a z; para cada 1 < j < m. De fato,
N, N W"(x) é a uniao de vizinhangas compactas para cada orbita conectante entre z e y. Aqui
determinamos o quao “suficientemente grande” 7' > 0 deve ser, na definicao de N,. Assuma entao
que

N,NW*x)Nf )=V u---UV,

tal que existe um tnico z; € V; N M\xy. Pelo Teorema de Hartman-Grobman para y, obtemos

(para vizinhangas que podem ser “corrigidas” para as nossas pelo Teorema do Fluxo Tubular) um

difeomorfismo ¥, : N, — D¥ x D" * satisfazendo:

Figura 3.3.3: Imagem de N, pelo difeomorfismo ¥,

W,(L,) =0D" x D" % W, (W*(y)NN,) = {0} x D"* ¥, (V;) = DF x {6;},
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onde §; € OD"*. Veja Figura 3.3.3. Pela ultima condigdo, temos que V; ¢ difeomorfo a D*,

portanto é uma k-subvariedade de M. Seu bordo é dado por
W; = 0V; = U, (0D x {6;}) = ¥, (D" x D" * N D" x {6;}) = L, N V.

Observando que D" % & contratil a um ponto, a projecao m; : D¥x D"* — DF gera um isomorfismo

em homologia. Como ¥, é um difeomorfismo, temos que m o ¥, : N, — D}, gera o isomorfismo

(m10Wy), (‘II ' *

Hy(N,,L,) = Hy(DF oD" = Hy(V;,W,). (3.3.1)

Uma orientagao pré-determinada de W*(y) determina um gerador o € Hy(N,, L,) = Z. Este gera-
dor ¢ levado pelo isomorfismo acima em um gerador a; em Hy(V;, W;). A classe a; é determinada

da seguinte forma: temos que

T, Wh(z) = (~Vf) @ .,V (3.3.2)

e, como dim M., = 1, (=V9f(z;)) = TM,,. Assim, pela decomposicao de T, W*(x) no Teorema
3.1.3 (pois z; € My,), obtemos um isomorfismo 77, V; = V. W*(y). Vemos na demonstracao
do Teorema 3.1.3 que V. W*(y) tem orientacao induzida pela orientagao (pré-determinada) de
T,W*(y), logo, através desse isomorfismo, temos uma orientagao em 7, V; induzida pela orientacao
de T,W"(y). Esta orientacao pode ou nao ser compativel com aquela determinada pela orientagao
de W"(z), através da inclusdo, utilizando a equagao (3.3.2), que ¢ obtida escolhendo o primeiro
vetor da base de T, W*"(x) como —VYf(z;), completando-a para que concorde com a orientagao
pré-determinada, e tomando este completamento como base para T Vj.

Em suma, utilizamos as duas decomposigoes para T, W*(z) para obter
(=Vf(z)) @ T,)V; = T, May & Vo, W2 (y).

Portanto, os respectivos primeiros termos das duas somas concordam em orientacao se e s6 se os
segundos termos também o fazem. Assim, as orientacOes descritas acima concordam se e sb se
n., = 1, onde n; ¢ o sinal caracteristico da Equagao (3.2.1).

Fixe a; gerador de Hy(V;, W;) para cada j € {1,...,m} induzido pela orientacdo de W"(y).
Lembramos que N, é contraido em W*(z)N f~1[c,00) = W¥(x)N N, e L, é contraido em W*(z)N
f~Yc) = W*(z) N L,. Utilizando agora a orientagao de W"(z), obtemos um gerador

5 € HkJrl(Wu(m) N N:L“a Wu(m) N L:t) = HkJrl(NmaLz)'

A classe de homologia 9;8 € Hp(W"(z) N L,, W*(x) N L,\V;) = H(V;,W;)* é um gerador de

1Se A C X, X/a é Hausdorff e X — A é compacto, temos o homeomorfismo X/4 ~ X—4/g(x - 4). Pelo Teorema
1.3.9, H(X, A) = H(X — 4,0(X — A)).
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Hy(Vj, W;), induzido pela orientacao de W*(x), e, portanto, [0;8] = n., [a]
Usando o isomorfismo Hy(N,, L,) = Hy(V;, W;) obtido em (3.3.1), temos que

m

AB = anja =n(z,y)o € Hy(N,y, Ly),
j=1
que é 0°Q. O
Dados k > j, defina
Skj = U M.

p,q€Crit f
j<ind¢(p),indf(q)<k

Note que esta defini¢do generaliza o caso especifico feito anteriormente, onde indy(x) = ind(y)+1.
Temos que Si; ¢ um conjunto invariante isolado para quaisquer k, j. Pode-se mostrar que existe
uma familia {N;}; |, onde N_y =0, N; C Niy1, N, = M e (Ng, Nj_1) é um par indice para S;,
k > j > 0. Veja [7] para mais detalhes.

Prova do Teorema 3.2.3. Pela definicao do operador A, obtemos o diagrama comutativo

CM(f)js1 —2 e OM(f )y —2e OM ()i

la*k-;—l la*k la*k—l
10)

* 1 B*
Hpi1(Nig1, Ni) MAAEY Hy(Ng, Nj—1) —2> Hy,_1(Np_1, Np_a),

onde 0,; é obtido do bordo da tripla (N;, N;_1,N;_3). Como os operadores 0,; vém de uma
sequéncia exata, temos que kerd,, = Immy e ImO,y 1 = keriyy, onde my : Hyg(Ng, Np_o) —
Hy (N, Ni_1) é aaplicagao induzida em homologia pela projegao my : Sk(Nk)/s, (N, o) — Sk(Nk) /5, (N, _4)
€ iug : Hip(Nk, Ny—1) = Hi(Ngi1, Np—1) € a aplicacdo induzida pela inclusao iy : Sk(Vk)/s, (V1) —
Sk(Ni+1)/5, (N, _1). Segue que Im 0,41 = keriyy, C Immyy, = ker 0. Logo, 0w © 0wk = 0, 0 que

implica Ay o Apy1 = 0 e, pelo Lema 3.3.7, 9; 0 95, = 0. O]

Prova do Teorema 3.2.4. Pelo Exemplo 3.3.6 temos que H;(Ny, Ny_1) = 0 se j # k. Escrevemos

entao a sequéncia exata longa em homologia para o par Ny O Nj_1:
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e portanto H;(Ny) =2 H;(Ny_1) se j # k,k — 1. Tomando j <k <k+1<--- <n, temos
H;(Ni) = Hj(Npy) = ... = Hi(N,) = H(M)
e, tomando j >k >k—1>---> —1, temos
H;(Ny) = Hj(Ni—1) = ... =2 Hj(N_1) = H;(0) = 0.

Este ultimo resultado garante que a sequéncia horizontal e a sequéncia vertical do seguinte diagrama

comutativo sao exatas

0 — Hy(Ny) ——> H}(Ng, Np_1) Hy—1(Ng-1)

O«
u Hk—l(Nk:—la Nk—2)-

Note que a sequéncia horizontal é justamente uma parte da sequéncia exata longa do par (N, Ny_1),

-
;

ja que Hi(Np_1) = 0. Analogamente, a sequéncia vertical ¢ parte da sequéncia exata longa
do par (Ny_1, Ny_2). Segue que T, é injetora, e a comutatividade do diagrama garante que
ker 0., = ker é\*k Pelo Lema 3.3.7, ker 0., = kerd;. Como a sequéncia horizontal é exata,
ker é*k = Hy(N) e concluimos ker 0 = Hy(Ny).

Segue que a sequéncia exata curta
a*k«l»l T
Hior1(Niy1, Nip) — Hi(Ni) —— Hp,(Njp41) —=0

que é parte da sequéncia do par (Ngi1, Ni), é isomorfa a sequéncia

C

0 1
C M1 (f) = ker 05 H,(M)—=0.

Portanto, concluimos que
kerop

Im oy,

= Hp(M).
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