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REsuMO

Pretendemos considerar os aspectos basicos da teoria de identidades em &lgebras.
Tais como identidades, variedades de algebras, algebras livres, etc... Construir seus

analogos para dlgebras com involugao e estudar o teorema de Birkhoff neste caso.

Palavras Chaves: Involucao, Teorema de Birkhoff, Variedades de Algebra



ABSTRACT

We intend to consider the basic aspects of algebra identity theory. Such as identities,
algebraic variety, free algebras, etc. Build such analogs for involution algebras and

study Birkhoff’s theorem in this case.

Keywords: Involution, Birkhoff’s Theorem, Algebraic variety



1 INTRODUCGCAO

Alfred N. Whitehead, em seu livro A Treatise on Universal Algebra, de 1898, de-
fine que a algebra universal é o estudo das estruturas algébricas por elas mesmo.
Diferente da Algebra Abstrata e a Teoria dos Modelos que estudavam exemplos de

algebras ou de estruturas algébricas.

Com a percepgdo de que certas estruturas algébricas ndo possuiam a propriedade
associativa nas classes de operagdes multiplicativas, por exemplo com a algebra de
Lie na penultima década do século XIX, foi preciso criar uma teoria que ndo apenas
expandisse as estruturas ja existentes de algebras, mas de comparar diferentes es-

truturas. Assim, surge a algebra universal.

O trabalho de Whitehead examinava e descrevia diferentes tipos de dlgebras, como
a algebra de Grassmann, a algebra booleana, e a dlgebra dos quartenides hiperbdlicos

de Hamilton.

Entretanto, Whitehead ndo fez muitos avancos significativos na drea. E a drea per-
maneceu estagnada até a década de trinta. Que agora com os avangos de Birkhoff
e Ore, quando as defini¢des basicas da algebra universal comegaram a ser formula-
das, assim como a caracterizagdo de variedades de dlgebras e a formulagdo e prova
do teorema de Birkhoff, ou também chamado de teorema HSP, diminutivo de Ho-

momorfismo, Subdlgebra e Produto.

Tal teorema teve um impacto significativo na drea por sua caracterizagao e identificagdo
de variedades de algebras. Uma das consequéncias, por exemplo foi de mostrar que
os axiomas de um corpo ndo formavam uma variedade de algebra. Tal fato decorre
do produto de dois corpos nao formam um corpo, logo, pelo teorema HSP, ndo forma

uma variedade.



2 CONCEITOS PRELIMINARES

Comecaremos com 0s conceitos mais basicos em dlgebra abstrata.

2.1 Grupos

2.1.1 Nocao intuitiva de grupos

Podemos extrair a nogao geral do que um grupo é através de, por exemplo, o con-

junto dos nameros inteiros.

Exemplo 2.1 Seja o conjunto Z e seja a operagdo de adigdo, podemos extrair algumas
propriedades basicas com esta operagdo. A comegar, podemos ver que, para quaisquer X,
Y,z €L

i.(xX€EZ)N(YEZ)— (x+y)eZ
ii.x+(p+2z)=(x+v)+z

(y+2)=(x+y) (2.1)
11i. VxeZ,x+0=x
iv.VxeZ,x+(-x)=0

Tais propriedades formam o conjunto de axiomas que definem um grupo. Um
grupo é composto por um conjunto e uma operagdo bindria. Para definirmos mais
precisamente o que é um grupo, iremos definir e fazer algumas consideragdes sobre

operagdes bindrias.

2.1.2 Operagoes binarias

Definig¢do 2.2 (Par ordenado) Sejam a, b dois objetos quaisquer, diremos que o par
ordenado de a,b, denotado por (a,b) é uma lista de objetos que contém os dois elementos
a, b em que a ordem que aparecem os objetos importa, com a seguinte propriedade: (a,b) =
(c,d) se, e somente se, a =c,b =d. Uma n-upla ordenada é uma lista de n elementos em

que a posigdo de todos os n na lista importam.
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Definig¢do 2.3 (Produto cartesiano) Sejam A, B nio vazios, definimos produto carte-
siano como o conjunto de pares ordenados (a,b) de todas as combinagdes de elementos

onde a € A,b € B. Denotamos o produto cartesiano de A,B por A x B.

Defini¢do 2.4 (Relagdo binaria) Sejam A, B dois conjuntos quaisquer nio vazios, e A x
B o produto cartesiano entre eles. Uma relagdo bindria R é um subconjunto de A x B.
Onde A é chamado de dominio, enquanto B é chamado de contradominio. Quando (a,b)

é um elemento de R, diremos que a é R-relacionado por b, e denotaremos como aRb.

Defini¢do 2.5 (Fungdo) Sejam A, B conjuntos ndo vazios quaisquer, e f uma relagio

binaria. f sera uma fungdo se satisfazer essas duas condigoes:

i. Vae A, Vb,ceB((a,b)e f A(a,c)ef) = b=c.
ii. Vae A,Abe B,(a,b) e f.

Denotaremos esta fungao f no cartesiano A x B como f : A — B.

Defini¢do 2.6 (Operacdo binaria) Uma operagio binaria é uma fungio f : Ax A —
A que mapeia um elemento (a,b) do produto cartesiano A x A para dentro do proprio
conjunto A. Denotaremos uma operag¢io binaria f(a,b) como ax b ou a=b, onde *,*
denota o tipo de fungio definida na operagdo bindaria. Para termos uma operagdo binaria

em A, necessariamente axb=c,c€ A

Operagoes bindrias podem ser comutativas, isto é, f(a,b) = f(b,a) =a*xb = b*a.

Dentre os exemplos mais comuns estdo as operagdes bindrias de soma e multiplicacdo.

Um dos exemplos mais intuitivos de pensar em uma operag¢ao bindria ndo comuta-
tiva é pegar uma familia nao vazia de fungdes f; : A — A e munir da operagdo binaria
o definida como (f o g)(a) = f(g(a)). Dada duas fungoes arbitrarias f;, f, € {f;}ier, te-
mos que ndo é sempre verdade que (f; o f,)(a) = (f, 0 f1)(a).

Por exemplo, as fun¢des definidas nos reais para os reais f;(x) = x%, fo(x) = x + 1,
temos que (fi o f5)(x) = (x+1)* e (fr 0 fi)(x) = x> + 1.

Quando uma operagdo bindria * tem a seguinte propriedade ax b = —b % a(para
conjuntos onde faca sentido falar de elementos negativos), diremos que a operagdo

é anticomutativa.
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Operagoes binarias podem ser associativas. Isto ¢, dada uma operagdo bindria *
num conjunto A, temos um problema que é o de determinar se a ordem com que

realizamos as operagdes importa.

Isto é, sejam a,b,c € A munidos da operacgdo %, precisamos decidir se ax (b*c) =
(ax b)*c. Precisamos decidir se primeiro operarmos o par b c e depois pegarmos o
resultado deste e operarmos com a terd o mesmo resultado de primeiro operarmos
a* b e depois pegarmos este resultado e operar com ¢, quando temos que as duas
formas ddo o mesmo resultado, entdo a operagdo é associativa e podemos represen-

tar as* (b c) = (a*x b)* c simplesmente como a* bx*c.

Um dos exemplos mais bdsicos que podemos ver de uma operagdo ndo associa-

tiva, é a operacdo binaria de exponenciacio a* b = a’

a* (b*c)=a" enquanto (a* b)*c = (a’)¢ = a’c.

. Ela ndo associativa, pois

Um exemplo extremamente importante de uma operagdo nao associativa é a operacao
chamada de comutador de lie, veremos com maior atencdo no capitulo referente a

algebras.

Por ultimo, podemos definir uma operagao bindria exterior. Isto é, as operagdes
bindrias usuais sdo definidas como uma fung¢do do produto cartesiano A x A para
A. Uma operagdo exterior € uma operagdo que, dado um conjunto nao vazio B, de
forma que o dominio da fungdo sera cartesiano Bx A ( ou A x B) e a imagem serd o

proprio conjunto A.

Esta é apenas uma lista breve de algumas propriedades de operag¢des bindrias. Mais

algumas propriedades serdo apresentadas no Capitulo 4.

2.1.3 Definicao axiomatica de grupos

Definicdo 2.7 (defini¢do de grupo) Definimos um grupo G como um conjunto nao-

vazio qualquer G e um operagdo binaria % onde os sequintes axiomas sdo respeitados:

i.Y(x,9,2€G) : x*(y*x2z)=(x*y)*z (Associatividade)
ii. (Vxe€G)(deeG) : axe=a=exa (Existéncia de elemento neutro)

iii. (Vx€G)(da’ €G) : axa’=e=a"*a (Existéncia de elemento inverso)

10
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Adicionalmente (apesar de ndo ser necessario), podemos adicionar uma proprie-
dade chamada de comutativa(ou abeliana):
(Vx,9 € G) : xky = y*x (Comutatividade)

2.1.4 Exemplos de grupos

Nesta se¢do iremos apresentar dois exemplos de grupos.

Exemplo 2.8 Denotamos como Gy o conjunto formado por: G; = {1,-1,i,—i}. Onde
i = V-1. A operagdo do grupo é definida como a operagdo de multiplicagido usual dos
niimeros complexos. Dado os quatro axiomas acima mencionados com a operagio de

multiplicagdo, teremos um grupo.

O préoximos exemplo ird envolver a operacao de composi¢do de fungdes.

Exemplo 2.9 Seja o conjunto M de 5 elementos, um exemplo de permutagdo s é:

a b c d f ~
s = (permutacgdo)
b cd f a

O grupo de permutagdes, definimos entdo, como um conjunto de fungdes bijeto-

ras de M para ele mesmo com a operagdo de grupos sendo a composigao de fungdes .

Assim, podemos satisfazer os quatro axiomas do grupo, dado o conjunto M =
ab,cd,f:

(a b cdf
Wbcdfoa
t:[a b ¢ d f] 2.2)
b dac f
(abcdf
t(s(m))_ts_(d i f b]
s(tu) = (st)u (2.3)
I:(a b ¢ d f) (2.4)
abcd f

11
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sls=1 (2.5)

Por exemplo, a permutagdo u é o inverso de s:

S:(ab c df]

b ¢cd f a
b d
u=|" ¢ f (elemento inverso de s)
f a b ad
su—1=|? b c d f
a b cd f

2.2 Anéis

2.2.1 Nocao intuitiva de anéis

Consideremos um polindmio qualquer, com coeficientes a; reais, a = ag+a; x+a x>+
... +a,x". Poderiamos pegar outros dois polinémios, b = by + by x + byx? +... + b,x",

€ =Co+C1x+Cyx? +...+c,x" e estabelecer algumas regras.

Temos um grupo em respeito a operagdo de adi¢do. Isto é, temos que dada a
operacao de adi¢do bem definida, entao:
i.a+(b+c)=(a+b)+c
H.a+0=a

ili.a—a=0

Temos uma operacgdo bem definida, chamada de multiplicagdo, que tem as seguin-
tes propriedades:
i.a.(b.c)=(a.b).c

H.ax*l=a

Temos certas identidades em relacdo a interacdo entre a adi¢do e multiplicagdo:
ia.(b+c)=a.b+a.c
ii. (a+b).c=a.c+b.c

Teriamos também a comutatividade em relacao a adic¢do, e em relagdo a multiplicagdo.

Em relacdo ao primeiro, n6s dizemos que o grupo em relacdo a adigdo é comutativo.

12



2 Conceitos Preliminares

Apesar de um anel em geral ndo ser comutativo em relacdo a multiplica¢cdo, uma
operacdo envolvendo poliné6mios nos dd um 6tima ideia do que seria um anel. Por
exemplo, ndo temos, necessariamente, um inverso multiplicativo para todos os ele-

mentos do anel.

2.2.2 Definicao de um anel e exemplos

Defini¢do 2.10 (Defini¢ao de um anel) Seja um ¢ conjunto ndo vazio munido com
duas operagdes binarias +,., entdo (¢p,+,.) serd um anel se:

i. ¢ éum grupo abeliano sobre a adigdo.

ii. Ya, b, ce ¢,(a.b).c=a.(b.c)

iii. Vae ¢,d1 talquea.1=1.a=a

ivVa,b,ce p,a.(b+c)=a.b+a.c.

v.Va,b,ce p,(b+c).a=b.a+c.a

Dentre os exemplos mais conhecidos e interessantes estd o anel das pelas classes

de congruéncia médulo n. Iremos construir da seguinte forma:

Considere o conjunto dos numeros inteiros Z. Seja n um inteiro maior que 1.Dois
inteiros x,y serdo ditos congruentes médulo n, se x —y = kn para algum inteiro k.

Denotaremos a congruéncia de dois elementos x, y médulo n por x = y(modn)

A congruéncia médulo n é uma relacao de equivaléncia. Isto é, é simétrica, refle-

xiva e transitiva.

Com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo nos inteiros, a relacdo de con-

gruéncia médulo n é compativel com as operagoes. Isto é:
a=b(modn) = a+x=b+x(modn),Vxe€Z

a=b(modn) = ax = bx(modn),Vx e€Z

De forma mais sucinta, definiremos uma relagdo de congruéncia de forma:

Definig¢do 2.11 (Congruéncia) Seja A um conjunto com operagdes binarias definidas

neste conjunto. Um subconjunto A/ «~ do produto direto A x A serd uma relagdo de

13
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congruéncia de A se:
i. v« é uma relagdo de equivaléncia de A.
ii. As operagdes do conjunto A estdo bem definidas no subconjunto A/ « e satisfazem

todas as propriedades que o conjunto A satisfaz.

Exemplo 2.12 Seja Z o anel dos inteiros com as operagdes de soma e multiplicagdo usu-
ais. Considere n=4 e para todos os elementos deste conjunto, vamos aplicar a congruéncia
modulo 4. Assim, pela congruéncia médulo 4 ser uma relagdo de equivaléncia, temos que
teremos classes de equivaléncia modulo 4. Tais classes de equivaléncia serdo os elementos
inteiros advindos do resto da divisdo por 4 e serdo o conjunto {0,1,2,3}. Temos que as

operagdes sdo compativeis com este conjunto.

Assim, um exemplo de anel finito é o anel Z/4Z = {0,1,2,3} com as operacdes de

soma e multiplicacao definidas no anel dos inteiros.

De forma mais geral, podemos extender este conceito para qualquer inteiro n e
obter um anel finito formado pelas classes de congruéncia médulo n. Tal anel sera
denotado por Z/nN.

Notemos que o Z/4Z nao tem um inverso multiplicativo para todos os elementos,
neste caso, o elemento 2 € Z/47. Caso peguemos o 2 e o multiplicarmos por ele
mesmo, obteremos o representante de classe 4, que neste anel o elemento pertence

a classe de congruéncia de 0. Temos assim um divisor por zero.

Defini¢ao 2.13 Divisor de zero. Seja ¢ um anel bem definido. O elemento a serd cha-
mado de divisor de zero a direita de um anel se ax = 0,x € ¢, x = 0. Um elemento b serd
chamado de divisor de zero a esquerda, se xb = 0,x € ¢,x # 0. Se ele é tanto divisor de

zero a direita quanto a esquerda, entdo chamamos de divisor de zero.

Outra propriedade que o anel Z/4Z tém é a existéncia de um elemento nilpotente.

Defini¢ao 2.14 (Elemento nilpotente) Seja ¢ um anel. Um elemento a € ¢ sera cha-

mado de nilpotente se ele for diferente de 0 e para algum inteiro n, temos que a" = 0

Considere agora o anel Z/6Z, formado pelas classes de congruéncia {0, 1, 2, 3,4, 5}.
Vamos pegar um elemento n € Z/67Z e encontrar n2. Temos que: 0° =0, 12 =1, 22 =
4,32=9=3,4=16=4,52=25=1.

14
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Observamos que, no anel Z/6Z, temos 4 elementos que multiplicados por ele mesmo,

nos da o préprio elemento. Assim.

Defini¢ao 2.15 (Elemento idempotente) Seja ¢ um anel, e a € ¢. O elemento a sera

chamado de idempotente se a> = a

2.3 Corpos

2.3.1 Nocao intuitiva de corpos

Assim como os grupos, podemos extrair a nogdo geral de corpos, olhando para
um conjunto. Desta vez, o conjunto dos R. Através deste conjunto, e usando as
operagdes + e x, podemos extrair as seguintes propriedades, para quaisquer x, y, z
eR

i.(xeR)A(peR) > (x+y)eR

i.x+(Y+2z)=(x+y)+z

11i. YxeR,a+e=a

iv.VxeR,a+(-a)=e

vV, yeERx+y=p+x

vi. xeR)A(yeR) - (xxp)eR (propriedades dos nimeros reais)
Vil. xX (P X2)=(xXy)xz

viii. VxeR,ax1=a

ix. Vxe R\ {0},ax(1/a)=1

x.Vx,yeRxxy=pxx

xi.¥x,9,z€ Rxx(p+2)=xxy+xX2

Tais propriedades denotam a defini¢do de um corpo, no caso especifico temos o
corpo dos reais. Na préxima se¢do, veremos uma defini¢ao mais abstrata e exemplos

usando outros conjuntos e conjuntos finitos.

15



2 Conceitos Preliminares

2.3.2 Definicao axiomatica de um corpo

Definig¢do 2.16 (Defini¢ao axiomatica de corpo) Dado um conjunto K com as operagdes

binarias +,-, K sera corpo se:

iVx,yeK:(xe K)A(yeG) > (x+y)e KA(xxp)eK

(Fechamento da operagao bindria em um conjunto)

i1.Vx,9,z€ K: (x+(y+2) = (x+9)+2)A(xx(yxz) = (xxy)xz) (Lei da Associatividade)

i11.10e K,Vx e KeK:a+0=a=0+a (Existéncia de um elemento neutro aditivo)

ivwwWxeK,d-aeK:a+-a=0 (Existéncia de um elemento inverso)

Wx,peK: (x+y=9+x) A (XXy =y XX) (Comutatividade)

viVxeK,dJ1e€K:ax1=a (existéncia de um elemento neutro multiplicativo)

vii.da’ e K,¥xe€K:axa ' =1=a’'xa (Existéncia de um elemento simétrico)

viii.Vx,9,2€ RxX(y+2)=xxXy+xX2 (Distributividade)

Como vimos na subsec¢do anterior, temos que os reais formam um corpo com as
operagdes usuais de soma e multiplicagdo. Podemos também citar os nimeros com-
plexos, e os racionais. Os ndmeros inteiros ndo formam um corpo por faltar a

existéncia de um elemento simétrico.
De forma semelhante a constru¢do de um anel finito através de classes de con-

gruéncia gerada por médulo n, podemos fazer a mesma construgdo e gerar um corpo

finito. Entretanto, pelos axiomas acima que definem um corpo, temos que um corpo

16
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nao tem divisor por zero, elementos nilpotentes e os tinicos elementos idempotentes
de um corpo sdo 0 e 1. Assim, as Gnicas construgdes possiveis de um corpo finito
gerado por classes de congruéncia médulo n sdo aqueles em que n é um nimero

primo. Uma explicagdo para tal fato estd em

2.4 Espaco vetorial

2.4.1 Nocao intuitiva de espaco vetorial

Peguemos um corpo qualquer. Por exemplo o corpo R. Iremos construir um pro-
duto cartesiano R xR de forma que podemos somar elementos e multiplicar entre
eles. Isto é, sejam dois elementos do produto cartesiano R x R denotados por (a,b) e
(c,d), podemos somar eles de forma que (a,b) + (c,d) se torne um terceiro elemento

elemento dentro do produto cartesiano que tem a forma de (a+c, b+d).

Também podemos ver que tal constru¢ao também tem uma nogao de “tamanho”,
por exemplo, se somarmos dois pares ordenados iguais (a,b)+(a,b), ¢ 0 mesmo que
dizer que (a,b)+(a,b)=(a+a, b+b)=2%(a,b)=(2a,2b). Generalizando isso, podemos es-
tender isso para qualquer nimero de forma que A(a,b) = (Aa, Ab). Veja que essa
construc¢do nao consegue definir algumas expressdes como (a,b) + ¢, onde (a4,b) €

RXR e c € R. Assim como a multiplicacdo de vetores por vetores.

Tal construgdo acima é um dos exemplos mais intuitivos e naturais de pensar em

um espago vetorial.

2.4.2 Definicao axiomatica de espaco vetorial e exemplos

Definicao 2.17 Seja K um corpo, e V um conjunto nio vazio. Diremos que V é um K-
espago vetorial ( ou espago vetorial sobre K) se dada duas operagdes binarias +,.em V e
uma operagdio bindria externa = de K x V em V, temos que para todos elementos u,v em

V, os seguintes axiomas se satisfazem:

i. Associatividade da adigdo em V.
ii. Comutatividade da adi¢ao em V.
iii.Existéncia de elemento inverso aditivo e neutro aditivo em V.

iv. Operagao exterior do corpo K no conjunto V bem definida: (Va,p € K)(Vu e V):

ax(Bru)=(axp)ru

17
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v. Elemento neutro multiplicativo do corpo de escalares também é neutro em multiplicagdo
de vetores: (YueV):l.v=v

vi. Distributividade da multiplicacdo por escalar em relagdo a adi¢ao de vetores:
VaeK)Yu,veV):a*(u+v)=a*u+ax*v

vii. Distributividade da multiplicacdo por escalar em relacdo a adigao do corpo :
Va,peK)VueV): (a+p)ru=axu+p*u

Todo elemento a € K sera chamado de escalar, enquanto que todo elemento u € V
serd chamado de vetor. Exceto quando nao houver confusao, denotaremos um vetor

com uma flecha em cima, por exemplo i € V

Defini¢ao 2.18 (Combinacao linear) Seja x € V um vetor qualquer. Dizemos que
x serd uma combinagdo linear dos vetores x; se existir constantes a; € K tal que x =

Zle a;x; onde k é um nitmero natural finito.

Exemplo 2.19 Seja um vetor v em R%,v = (2,1), temos que v; = (2,0) e v5(0,1) tem

como combinagdo linear v{ +v, = (2,1) = v.

Defini¢ao 2.20 (linearmente dependente e independente) Seja x = (x1,x5,...,X,) uma
sequéncia de vetores de V. Diremos que x sio linearmente dependentes se existem
ay, Ay, ..., &, ndo nulos tal que ayxq + arx) +...+ a,x, = 0. Caso a finica constante «; que
faga a igualdade acima valer é a constante 0, entdo diremos que a sequéncia de vetores é
linearmente independente.

Defini¢do 2.21 (Espaco gerado e conjunto gerador) Seja um espago vetorial V sobre
um corpo K, o conjunto gerador S é um subconjunto de V tal que tomando todas as
possiveis combinagdes lineares finitas, gere um subespago vetorial, chamado de espago
gerado por S.

Ou seja, dado S C V, o espaco gerado, denotado por span(S) sera:

k
span(S) = {Zaivilk eN,v; €S,a; € K}
i=1

Defini¢ao 2.22 (Base de um espaco vetorial) Diremos que um conjunto de vetores B =
{e1,en,...,e,} é uma base de um espago vetorial se B é um conjunto linearmente indepen-
dente e se span(B) =V
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2 Conceitos Preliminares

Exemplo 2.23 Seja R o corpo dos reais, definiremos o espago vetorial R" como sendo o

produto cartesiano de R n vezes mais as operagoes que definem um espago vetorial.

Exemplo 2.24 (base canénica no R®) Seja R3 um espaco vetorial. Sejam ey = (1,0,0),e, =
(0,1,0),e3 = (0,0,1). Temos que o conjunto de vetores B = {ey,e,,e3} é uma base. Essa

base é chamada de base candénica no R3.

Exemplo 2.25 (Base candnica em R") Dado o espago vetorial R" e o conjunto de veto-
res B={e;,ey,...,e,}. Ondee; =(14,0,,...0;,...,0,),e, = (01,15,...,0;,...0,,),¢; =(01,05,...,1;,0,), e, =

(01,0,,...,0;,...,1,). Temos que B é uma base de R" e é chamada de base candnica

Podemos representar um vetor x = (x1,x»,...,X,) através de matriz colunas. Isto é,

X = (x1,X%0, .00, %) = [X1%0...%,,]
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3 HOMOMORFISMOS

Neste capitulo estudaremos um dos aspectos mais importantes no estudo da Algebra,

o estudo de fungdes que preservam a estrutura algébrica de um objeto.

Na se¢ao anterior, definimos o que era anel finito de classes de congruéncia médulo
n geradas através do conjunto Z, e denotamos tal anel como sendo Z/nZ. Nesta
secdo, usaremos a mesma construgao, entretanto, para casos de grupos, teremos um
grupo com a operacao de adi¢do, e denotaremos o grupo gerado pelas classes de
congruéncia médulo n por Z,. Observemos que Z com a operacgao de adig¢ao, é um

grupo também.

3.1 Normalidade e grupos quocientes

Antes de estudarmos homomorfismos de grupos, primeiro iremos introduzir dois

objetos muito importantes para o estudo de homomorfismos.

Defini¢ao 3.1 Seja G um grupo, H um subgrupo de G e a,b € G, diremos que a é con-
gruente a direita para b modulo H, denotado por a =, b mod H se a*b™! € H. De
maneira equivalente, diremos que a é congruente a esquerda para b modulo H, deno-
tado pora=b mod Hsea*b'e€eHsea'*beH

Exemplo 3.2 Seja G o grupo Zg aditivo e H o subgrupo Zs de Zg dado pelos elementos
Z3 < Zg|Z3 = {0,2,4}. Dado os elementos 2 e 4, temos que 2 =,;; 4 mod Z3 pois 2+4~! =
2+2=4,e4€Zs.

Exemplo 3.3 Sejam os mesmos grupos e subgrupos acima, temos que os elementos 2,3
ndo sdo congruentes, pois 2+371 =2+3=5,e5¢ Z3.

Os dois exemplos acima nao diferem entre congruéncia a esquerda ou a direita,

isso se deve a todos os subgrupos de Zg serem normais, explicaremos o conceito de
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3 Homomorfismos

normalidade mais adiante.

Teorema 3.4 Seja H um grupo de G.

i. Congruéncia a direita (ou a esquerda) médulo H é uma relacdo de equivaléncia.
ii. A classe de equivaléncia a € G em relacdo a congruéncia a direita é o conjunto
Ha, onde Ha = {ha,Vh € H}. Para a congruéncia a esquerda é o conjunto aH, onde
aH = {ah,Yh € H}

iii. A ordem de |H| é igual a ordem de |Ha| e |aH|.

Chamaremos o conjunto aH de coset a direita e Ha de coset a esquerda. Tal

defini¢do e teorema acima tem um coroldrio muito importante:

Corolario 3.5 Seja H um subgrupo de G.

i. G é a uniao dos cosets a esquerda (ou direita) de H < G.

ii. Dois cosets a esquerda (ou a direita) ou sdo iguais ou sdo disjuntos.

iii. Va,be G:Ha=Hb<=ab' €HeaH=bH < a'beH

iv. Se R é o conjunto formado por todos os cosets a direita, e L o conjunto formado

por todos os cosets a esquerda, entdo |L| = |R|

Uma consequéncia bem importante do teorema acima é que dado um subgrupo
qualquer N, apesar da quantidade de cosets a esquerda e a direita serem iguais, isso
nao equivale a dizer que o coset a esquerda aH é o mesmo coset a direita Ha. O te-
orema abaixo nos da um condigdo necessaria e suficiente para dizer quando os dois

cosets serdo iguais.

Teorema 3.6 Seja G um grupo, e N um subgrupo de G, entdo as seguintes condigdes sio

equivalentes.

i. Todo coset a esquerda é um coset a direita, e vise-versa

ii. As congruéncias a esquerda e a direita médulo N coincidem.
iii. aN=Na para todo a em G

iv. Yae G,aNa! c N,onde aNa™! = {ana‘l,\v’n e N}
v.VaeG,aNa' =N
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3 Homomorfismos

Por conta da importancia deste teorema, iremos colocar a prova dele.
Demonstragao: i. = iii. : Se aN = Nb para algum b € G, entdoa € Nb N Na. Como
dois cosets ou sdo iguais ou sdo disjuntos, segue-se que Nb = Na.
ii. & iii. Duas classes de equivaléncia A,B sao idénticas se e somente se a classe de
equivaléncia de cada elemento de A coincide com a classe de equivaléncia de cada
elemento de B. Ou seja, as classes de equivaléncias sdo os cosets a direita e os cosets
a esquerda.
iii. = iv. : Segue-se das defini¢oes.
iv. => v. : Temos que aNa~! C N, basta provar a outra inclusdo. Para isso, temos
que Vne N,n = a‘l(ana_l)a €aNal. Logo, N € aNaL.
v. = i.: Segue-se da definicdo.

Chamaremos o subgrupo N < G que satisfaz o teorema acima de Subgrupo Nor-

mal, denotado por N <G.

Exemplo 3.7 Todo subgrupo de um grupo abeliano é um subgrupo normal.

Exemplo 3.8 Todo grupo tem ao menos dois subgrupos normais. Ele mesmo e o grupo

trivial {e}.
Exemplo 3.9 Todo subgrupo ciclico de 7 é um subgrupo normal.

Exemplo 3.10 A unido de dois subgrupos normais ndo necessariamente é normal. Um
exemplo que especifica bem tal fato é o grupo abeliano Zg aditivo e os subgrupos normais
Ly, 5. Temos que dado 2,3 € Zp UZ3, mas 2+ 3 =5 & Z, U Zsz. Ou seja, a unido desses

dois subgrupos nao é um subgrupo, e logo ndo é um subgrupo normal.

Exemplo 3.11 A intersecg¢do de dois subgrupos normais é normal. Isso decorre do fato
de que dados dois subgrupos normais Hy,H, <G tal que x € HHNH, < (x € H|) A
(x € Hy). Como H; é normal, entdo xhyx™' € H;,Yh, € H, e de maneira semelhante
para H,, xh,x~' € Hy,Vh, € H,. Dado um h € H; N H,, entdo xhx™' € H; N H,, logo
x(H, NHy)x~! € Hy N H, para todo x € G. Portanto a intersec¢do é normal.

Teorema 3.12 Seja N um subgrupo normal de um grupo G, se G/N é o conjunto de todos
os cosets (a esquerda) de N em G. Entdo G/N é um grupo de ordem [G:N] com uma
operagdo binaria definida por (a% N)* (bx N) = (a* b)* N.

Chamaremos G/N de grupo quociente.
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Exemplo 3.13 Seja Zg o grupo aditivo médulo 6 e Z, o subgrupo normal de Zg dado
pelos elementos Z3 = {0,3}. O grupo quociente Zg/Z3 serd o grupo Ze¢/Zs = {a+ N,Va €
G} = {{0,3},{1,4},{2,5}} = {0+ N,1 + N,2 + N}. Esta conjunto de todos os cosets (a
esquerda) foram um grupo quociente pela relagdo binaria definida acima. Este grupo é

isomorfo ao Zs.

Definicao 3.14 Sejam H,G dois grupos. Um homomorfismo de grupo é definido por uma

fungdo f : G — H com a sequinte caracteristica:

flaxb) = f(a)* f(b) (3.1)

Quando um homomorfismo é injetor, chamaremos de monomorfismo. Quando um
homomorfismo é sobrejetor, chamaremos de epimorfismo. Quando um homomor-

fismo é bijetivo, serd um isomorfismo.

Exemplo 3.15 A fungio identidade é um isomorfismo de G em G (um isomorfismo G em

G também é de automorfismo).

Defini¢do 3.16 (Nucleo e imagem) Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. O
niicleo (ou kernel) de um homomorfismo é o conjunto ker f :={f(ag) = ey}. A imagem de
um homomorfismo é um conjunto, denotado por f(G) onde f(G) = {h € H|h = f(a) para
algum a € G}. Chamaremos a imagem inversa de f o conjunto f~1(H) := {a € G|f(a) € H}.

Um dos teoremas mais imediatos e mais importantes em caracteriza¢des de homo-

morfismos é o seguinte teorema:

Teorema 3.17 Seja f : G — H um homomorfismo. Entdo:
i. fé um monomorfismo (é injetor) se e somente se Kerf = {eg}

ii. f & um isomorfismo (é bijetor) se e somente f f ' =ege f71f =eg

Teorema 3.18 Se f : G — H é um homomorfismo, entdo o niicleo de f é um subgrupo
normal de G. Se N é um subgrupo normal de G, entdo o mapa 1t : G — G/N dado por
1t(a) = aN é um homomorfismo sobrejetor onde o niicleo é N. O mapa w: G — G/N é

chamado de projecdo candnica.

A prova neste teorema se da da seguinte forma: Se x € kerf e a € G, entdo te-
mos que f(axa™') = f(a)f(x)f(a!) = f(a)ef(a™') = e e assim axa™! € kerf. Assim,
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3 Homomorfismos
a(kerf)a~' Ckerf e kerf «G.

O mapa 7w : G — G/N, por definigao, é sobrejetivo, e como 7t(ab) = abN = aNbN =
1t(a)1t(b) é um epimorfismo. Assim kerrt ={a € G|rt(a) =eN =N} ={a e GlaN =N} =
{aeGlae N} =N.

Defini¢ao 3.19 (Produto de grupos) Sejam dois grupos G,H, com G com uma operagio
+ e H com operagdo A. Seja G x H o produto cartesiano. Existe um grupo, formado pelo

cartesiano G x H e com uma operagdo - definido como:

i. O conjunto deste grupo é o produto cartesiano. De forma que (g,/h) € G x H se
geG,heH.
ii. A operacdo de grupo - é definida como: (gy,h1) - (g2, h2) = (g1 * £2, 1 Ahy)

Caso nao houver confusdo, denotaremos G x H como GH. A defini¢ao de produto

de grupos pode ser extendida para subgrupos H,K de G, e seu produto, HK.

3.1.1 Teoremas de isomorfismos para grupos

Teorema 3.20 (Primeiro teorema do isomorfismo) Seja f : G — H um homomor-

fismo de grupo.

i. O nucleo de f é um grupo normal de G.
ii. A imagem de f é um subgrupo de H.

iii. A imagem de f é isomorfa ao grupo G/ ker f.
Se f é um epimorfismo, entdo G/ker f e H sdo isomorfos.

Demonstragao: Este teorema ¢ um caso especial do seguinte lema.

Lema 3.21 Se f : G — H é um homomorfismo de grupos e N um subgrupo normal de G
que contém o niicleo de f. Entdo existe um tinico homomorfismo f : G/N — H tal que
f(aN) = f(a),Ya € G. Temos que Imf =Imf e kerf = (kerf)/N. f serd um isomorfismo

se e somente se f é um epimorfismo e K = ker f

A prova deste lema comega com o seguinte fato. Se b € aN entdo b =an,n € N e

f(b) = f(an) = f(a)f (kerf) = f(a)e = f(a). Assim, f : G/N — H dado por f(a) =
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f(aN) é uma funcdo bem definida. Usando a normalidade, temos que ]_‘(aNbN) =
]_((abN) = f(ab) = f(a)f(b) = ]_[(aN)]_((bN) e logo ]_‘ ¢ um homomorfismo. Assim

imf =imf e aN € kerf se e somente se f(a) = e se e somente se a € ker f

Assim temos que kerf = {aN|a € kerf} = (ker f)/N nos d4 que f é unica, pois é de-

terminada por f. Por altimo, f é um isomorfismo se e somente se f também for.
Temos que f é injetor se e somente se kerf = N. Isso prova o lema.

Se f for sobrejetor, entao temos o primeiro teorema do isomorfismo provado, com
kerf =N

Definicao 3.22 Seja G um grupo e H e K dois subgrupos de G. HV K sera denotado como
subgrupo gerado pela unido de H e K

Teorema 3.23 (Segundo teorema do isomorfismo.) Seja G um grupo, S um subgrupo

de G e N um subgrupo normal de G.

i. O produto SVN é um subgrupo de G.
ii. A interseccdo S NN é um subgrupo normal de S

iii. Os grupos quocientes SN/N e N/(N N S) sdo isomorfos

Demonstragao: Para provar o segundo teorema, vamos provar o seguinte lema.

Lema 3.24 Se S e N sdo subgrupos de um grupo G com N sendo normal em G. Entdo:

i. NNS é um subgrupo normal de S.
ii. N ¢ um subgrupo normal de NV S
iii.NS=N Vv §= SN

iv. Se S é normalem Ge SNN = {e}, entdo ns=sn Vs € S,Vn e N

Para provar (i), sen e NNS ea€ S, entdo ana~!l € N, pois N<S e ana~l e § pois
S<G.Assim,a(NNS)a'!cNNnSeNNSeNNS<S.

Para provar (ii), basta notar que NS <N V S.
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Para provar (iii), temos que NS € N US. Para mostrar a outra inclusdo, seja
x € NV S, ele serd um elemento de forma ns,15,s,...n,,s,,, para n; € N,s; € . Usando
o fato de N <G entio nis; = sjn;, onde nlf € N. Logo, x pode ser escrito de forma
n(sy...S;;). Assim, temos que N US C NS De forma semelhante, o mesmo argumento

serve para SN =N V S.

Por dltimo, para provar (iv) considere s € S e n € N. Entdo nsn™! € S pois S<G e
kn'k~! € N pois N «G. Assim, (nkn')k™! = n(kn"'k~! € NN K = {e}. Logo, kn = sn.

Isso completa o lema.

Para provar o teorema, considere que N <NS = N VvV S. Pela composigdo f : (S —
NS — NS/N) é um homomorfismo, pelo teorema 3.33, onde kerf = SN N. Assim,

f:N/NNN =Imf pelo primeiro teorema do isomorfismo.

Todo elemento em NS/N é da forma de nsN. A normalidade de N implica que
ns = sny. Assim, nsN = snyN = sN = f(s). Assim, temos um epimorfismo em f, e
Imf =NS/N.

Teorema 3.25 (Terceiro teorema do isomorfismo) Seja G um grupo e H,K subgrupos
normais de G. Tal que K < H, entdo H/K é um subgrupo normal de G/K e (G/K)/(H/K) =
G/H

Demonstragao: Temos que 15 : G — G implica que 15(K) < H. Assim, temos um
epimorfismo i : G/K — G/H, com i(ak) = aH. Assim, H = i(aK) se e somente se
a € H, keri = {aKl|a € H} = H/K. Assim, H/K <G/K, e o teorema 3.33 temos que
G/H =1Imf = (G/K)/Keri = (G/K)/(H/K)

3.2 ldeais e os teoremas do isomorfismo para anéis

Definic¢ao 3.26 (Homomorfismo de anéis) Seja ¢, anéis. Uma fungio f : ¢ — 1
serd um homomorfismo de anéis se:

fla+b)=f(a)+f(b)

flab) = f(a)f (b)

De maneira similar a grupos, quando um homomorfismo é injetor, chamaremos de

(3.2)

monomorfismo. Quando um homomorfismo é sobrejetor, chamaremos de epimor-
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fismo. Quando um homomorfismo ¢ bijetivo, serd um isomorfismo.

Exemplo 3.27 Sejam G,H grupos multiplicativos, e f : G — H um homomorfismo de
grupos. Seja ¢ um anel, definiremos uma fungio ' : ¢(G) — ¢(H) dada por:

n n

£ rig)=) rif(g) (3.3)

=1 i=1

Entdo f’ é um homomorfismo de anéis.

Definicdo 3.28 (Ideais) Seja ¢ um anel e S um conjunto ndo vazio de ¢ que é fechado
sob as operagoes de adigio e multiplicagio definidas em ¢. Se S é um anel por si proprio,
entdo S é um subanel de ¢p. Um subanel I de ¢ é chamado de um ideal a esquerda se:

(rep)A(xel)=rxel (3.4)

Um subanel I de ¢ é chamado de ideal a direita se:

(rep)AN(xel)=xrel (3.5)

I serd chamado de ideal se é tanto ideal a esquerda quanto a direita.

Ideal para anéis é, de certa forma, o termo equivalente de normalidade para gru-
pos. Assim, podemos estender facilmente o conceito de grupos quocientes para

anéis quocientes.

Definic¢do 3.29 (Anel quociente) Seja ¢ um anel e I um ideal de ambos os lados de ¢.

Podemos definir uma relagdo de equivaléncia em ¢ tal que:
abe—a-bel (3.6)

A classe de equivaléncia de um elemento a € ¢, denotada por [a] serd [a] =a+1 =
{a+rVrell.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia sera denotado por ¢/I, ¢/I serd um
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anel se definirmos as seguintes operacées neste conjunto:

(a+D)+(b+I)=(a+b)+1

3.
(a+1)(b+1)=(ab)+1 3.7)

O anel ¢/I definido pelas operac¢des acima serd chamado de anel quociente.

Assim, podemos estender também os teoremas de isomorfismos de grupos para

isomorfismos para anéis, fazendo as devidas alteragoes.

Teorema 3.30 (Primeiro teorema do isomorfismo para anéis) Seja f : ¢ — 7w um

homomorfismo de anéis.

i. O nucleo de f é um ideal de ¢.
ii. A imagem de f é um subanel de 7.

iii. A imagem de f é isomorfa ao anel ¢/kerf.

Se f é um epimorfismo, entdo ¢/kerf e 1t sdo isomorfos.

Teorema 3.31 (Segundo teorema do isomorfismo para anéis) Seja ¢ um anel, S um
subanel de ¢ e I um ideal de ¢.
i. Asoma S +1 éum subanel de ¢.

ii. A interseccdo SNI é um ideal del

iii. Os anéis quocientes (S +1)/I e I/(I N S) sdo isomorfos

Teorema 3.32 (Terceiro teorema do isomorfismo para anéis) Seja ¢ um grupo e I,]
ideais de ¢. Tal que ] <1, entdo I/] é um ideal de ¢/] e (¢p/I1)/(1/]) = ¢/]

Podemos estender os teoremas do isomorfismo para dlgebras em geral, iremos fazer

nos proximo capitulo.

28



4 ALGEBRA

4.1 Conceitos basicos

4.1.1 Nocao intuitiva de algebra

Consideremos um exemplo cléssico da 4lgebra linear. Seja o espago vetorial R3.
Dado dois vetores linearmente independentes a,b de forma a = (ay,a,,a3) = (ayi +
ayj +ask, b = (by,by,b3) = (byi + byj + bsk). Além da operagdes bindrias do espago
vetorial comum que temos dentro do conjunto de vetores, como a adi¢ao de vetores
e multiplicacdo de vetores, vamos definir uma outra operagdo binaria, chamada de

produto vetorial em 4,b, simbolizada por a x b. Ela terd a seguinte propriedade:

ia(-i:j*j:ka(-k:O

irj=k
jrk=i
kxi=j (4.1)
jri=—k
kxj=—i
ivk=—j

Assim, definiremos o produto vetorial a x b por:

axb=(ayi+ayj+azk)x(byi+byj+bsk)
=arby(i+i)+arby(i*j)+arbs(ixk)
ayby(j*i)+arby(j =)+ azbs(j *k) (4.2)
aszby(k*1)+asby(k*j)+aszbs(k k)

=(aybs —aszby)i + (asby —a b3)j + (a1by —ayby)

Tal operacio é binéria e gera um terceiro elemento dentro do espago vetorial R3.
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Podemos extrair trés propriedades desta operagao operagao, que sao:

(a+b)><c:axc+b><c,Va,b,ceR3
cx(a+b):cxa+c><b,Va,b,ceR3 (4.3)
(aa)x (Bb) = (ap)axb,Va,b 6R3,\7’a,ﬁ eR3

Este exemplo é interessante pois além das 3 propriedades vistas acima, mais nada
podemos garantir sobre esta operagdo bindria, do ponto de vista axiomatico. Isto ¢,
ndo temos comutatividade e, mais importante, associatividade. Tal exemplo ilustra

bem o conceito de algebra, neste caso, de uma algebra sobre um corpo.

4.1.2 Definicao axiomatica de algebra

Definic¢do 4.1 (Defini¢do axiomatica de algebra) Seja ¢ um anel comutativo, associ-
ativo e com unidade multiplicativa. Um conjunto ndo vazio A é chamado de algebra sobre
o anel ¢ se:

i. A tem uma estrutura bem definida de espago vetorial sobre o anel ¢

ii. A tem uma operagdo binaria * dada pelas sequintes propriedades:
(a+b)*xc=a*xc+bxc,Va,b,ce A
ck(a+b)=cka+ckbVabcecA (4.4)
(aa)* (Bb) = (ap)axb,Va,be A Va,f e

Chamaremos A de adlgebra sobre o anel ¢.

Vemos que, como visto na secdo onde tratamos de operagdes bindrias, ndo temos
nenhum requisito da operagao definida ser associativa, comutativa, ou em alguns

casos, se um produto interno de elemento.

Definicdo 4.2 (Subalgebra) Seja A um algebra sobre um anel ¢ e com uma operagio
binaria %. Um subconjunto B C A serda uma subalgebra se:
i. B tem uma estrutura bem definida de espago vetorial sobre o anel ¢

ii. B é fechada sobre a operagio *.
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4.2 Exemplos de algebra

4.2.1 Algebra de Lie

O exemplo que motivou nossa defini¢dao de dlgebra, um espaco vetorial dotado de

produto vetorial é um tipo de dlgebra. Esta 4lgebra est4 definida no espaco R3.

Definic¢do 4.3 (Anticomutatividade) Enquanto a comutatividade garante que a* b =
bxa. A anticomutatividade é a propriedade oriunda de estruturas algébricas que além de
contar com uma operagdo bindria %, também tem a soma definida nesta estrutura. Assim,

a anticomutatividade é definida como ax b = —b>*a.

No caso do espago vetorial dotado de um produto vetorial, temos que: axb = -bxa.

No caso da produto vetorial, temos: a xa = 0.

Definic¢do 4.4 (Operacdo linear) A linearidade é um tipo especial de homomorfismo

em espagos vetoriais. E uma funcdo f(x) com as sequintes propriedades.

L flx+y)=f(x)+f(®)
ii. f(ax)=af(x),aek

Podemos resumir essas duas propriedades simplesmente como f(ax+7y)=af(x)+

f(®).

Como o produto vetorial é uma fungdo de dois elementos, vemos que ela ndo ape-
nas satisfaz a linearidade (caso fixemos um elemento), mas um tipo mais forte que

é a bilinearidade.

Definig¢do 4.5 (Operacgdo bilinear) Uma operagio binaria é bilinear se é linear em am-

bos os argumentos da fungdo. Isto é, f(x,y) = x*p é bilinear se:

i flax+x",y)=flax,v)+ f(x,y) =(ax+x" ),y =ax*y+x"*.
ii.f(x,ay+v)=f(x,ap)+ f(x,p)=x*(ap+y) =x,ay+x*xy’.

Assim o produto vetorial x é uma operagdo bilinear.
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4 Algebra

Temos que o produto vetorial ndo é uma operacdo associativa. Entretanto, po-
demos extrair uma propriedade interessante desta algebra que é a "identidade de

Jacobi”.

Defini¢ao 4.6 (Identidade de Jacobi) . Dada uma operagio binaria f(x,y) = x* 7, a

operagado satisfaz a identidade de Jacobi se:

fx f(v.2)+f(@ f(zx)+ f(z f(xp) =0

(4.5)
XH(Phz)+yh(zhx)+2Hh (xkp)=0

Podemos generalizar o produto vetorial contido em R3 para uma classe inteira de

algebras, chamada de algebra de Lie.

Definigdo 4.7 (Algebra de Lie) Dada uma operacdo binaria f(x,v) em um espago ve-
torial X que denotaremos como [x,y], onde [.,.] é chamada de colchete de Lie, a algebra

sobre este espago vetorial sera chamada de algebra de Lie, denotada por g se satisfaz:

i. Anticomutatividade. [x,y] = —[y, x]

ii. Identidade de Jacobi. [x,[y,z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, v]] = 0.
iii. Bilinearidade.

lax+x',9] = a[x,y]+[x', 7]

[x,ay+y'] = alx, ]+ [x,y'].

4.2.2 Algebra quociente

Ja construimos espagos quocientes sobre certas estruturas algébricas. Em especial,
podemos extender a no¢ao de um anel quociente para uma algebra dotada de uma
operagado bindria, desde que a relacdo de equivaléncia que construiremos seja com-

pativel com nossa operagao binaria.
Primeiro, vamos retomar o conceito de ideal de um anel

Seja ¢ um anel e S um conjunto nado vazio de ¢ que é fechado sob as operagdes de

adicao e multiplicacdo definidas em ¢. Se S é um anel por si préprio, entdo S é um
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subanel de ¢p. Um subanel I de ¢ é chamado de um ideal se:

(rep)AN(xel)=rxel (4.6)
(rep)A(xel)=>xrel '

Definig¢do 4.8 (Ideal de uma algebra) Quando A é uma algebra associativa, I sera um
ideal de dlgebra de A se além de ser um ideal de A, também satisfazer a seguintes propri-
edades:

iL(rep)N(xel)=rkxel

ii(rep)AN(xel)=x*rel

Onde *x denota a operagdo binaria desta algebra.

Assim, podemos definir uma dlgebra quociente A/I por uma rela¢do de congruéncia
A relacdo de congruéncia pode ser construida a partir de um homomorfismo
7 : A — A’ nesta dlgebra mt(ax b) = 1t(a)* 1t(b)

de forma que o ntcleo do homomorfismo ker(7m)sejam os elementos do ideal.
Assim, temos uma édlgebra associativa quociente.

Podemos fazer a mesma construgdo para uma algebra de Lie g. De modo similar a
constru¢do acima, seja h C g um subespaco de algebra de Lie, e g’ uma outra dlgebra
de Lie. Se [g,h] C h, entdo h é um ideal de g e por uma relacao de congruéncia
dada por um homomorfismo 7 : g — g’ nesta algebra 7t([a, b]) = [7(a), (b)]) pode-
mos construir uma algebra de Lie quociente g/h se h for o kernel deste homomor-

fismo.

As duas construgdes acima sdo verdadeiras por conta primeiro teorema do homo-

morfismo para dlgebras

Teorema 4.9 (Primeiro teorema do isomorfismo) Seja 7t : A — B um homomorfismo
de dlgebra. A imagem de 1 é uma subalgebra de B, a relagdo dada por ¢ : mt(a) = 1t(b)(o

niicleo de 1 é uma relagdo de congruéncia em A, e as algebras A/¢p e imm sdo isomorficas.
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4.2.3 Algebra tensorial

Vamos considerar agora um exemplo muito especifico de uma algebra quociente.

Ela se origina primeiro como um produto de dois espagos vetoriais E,F.

Primeiramente, vamos pegar dois espacgos vetoriais X,Y de dimensdo finita quais-
quer e fazer seu produto cartesiano X x Y. Tal conjunto sera dotado de uma operagao

bindria x®y,x € X,y € Y que iremos nomear de produto diatico (ou outer product).

X®Y = iixiyj(ei@’fj) (4.7)

i=1 j=1

De forma que n, m se referem a dimensao de X,Y respectivamente. E e; é a base de
X e fiabasedeY

Vemos que o outer product é uma operacgdo binaria que pega um elemento do
espaco vetorial X e pega outro elemento do espacgo vetorial Y e agora esse elemento
nao pertence nem a X nem a Y. Mas sim ao produto F(X xY). Tal produto é denomi-

nado como espago vetorial livre.

Se munirmos esse conjunto das mesmas operac¢des de multiplicagao por escalares
e adigdo vetores, e pegarmos os geradores do espaco X e os geradores do espago Y

teremos o espago vetorial livre X x Y.

Defini¢ao 4.10 (Espaco Vetorial Livre) Para um espago vetorial V definido em um
corpo F, um conjunto B C V sera uma base de V se:

i. B é um conjunto gerador de M.

ii. B é um conjunto linearmente independente.

V sera um espaco vetorial livre se ele tiver uma base B.

Assim, definiremos o espaco vetorial livre de X x Y, denotado por F(X x Y) como
sendo o espaco vetorial gerado por X x Y. Em outras palavras, F(X xY) é o espaco

vetorial que tem X x Y como base.

Entretanto, este espaco vetorial é muito grande, tem muitos elementos que nao

precisamos. No sentido de que existem vdrios elementos que sdo muitos parecidos
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entre si.

Por exemplo, peguemos dois vetores x € R%,y € R%2. Sabemos que um vetor x € X
tem duas representagdes do mesmo elemento. Isto é, x = [x] x;] e x = x1e1 + xze).
Eles representam o mesmo elemento e 0 mesmo podemos dizer para y € R2.

Naturalmente, gostariamos que essas duas representacdes também valessem no
caso de F(X x Y) = F(R? x R?). Isto ¢, se pegarmos dois vetores e usarmos o outer

product T = x x y, teremos:

X191 X2%1

[x1 x2]@ [ %] Z( ) (4.8)
X192 X292

Entretanto, esse produto é diferente deste aqui, no espaco vetorial livre:

(x1€1+x067)®(v1€1+7262) = X171 (e1®e1)+x1V2(e1®er)+x271 (e2®e1 ) +x212(e2®e;) (4.9)

Tal fator decorre de que o outerproduct pode ser visto como uma aplicagdo bili-

near, isto é, podemos ver o outer product como x®y = xtTy =T(x,p).

E usando a defini¢ao do outer product x®y = T(x,y), vemos que,

[x1 %] ®[31 x,]" = T(x,9)

(x1€1 +x0e7) ® (v1€1 +V22) = X191 T (€1, 1) + X192 T (€1, e2) + x,91 T(ep, €1) + x292 T (€3, €7)
(4.10)

Assim, gostariamos de diminuir esse espago vetorial. A maneira mais natural de fa-

zermos isso é quocientar por uma relagdo de equivaléncia ~, chamada de igualdade
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formal, de forma que, para x,x" € X,y,y’ € Y, temos:

T(x,y)~ T(y,x)

(x,
T(x+x,y)~T(x,p)+T(x,y) (4.11)
T(x,v+v)~T(x,v)+T(x,7)

(

T(ax,y)~aT(x,y)~T(x,ay)

Dadas essas relagdes, podemos quocientar o espago vetorial livre F(X x Y) para ob-
termos o produto tensorial de X e Y, denotado por X®Y ou F(XxY)/ ~. Um elemento
de X ® Y serd chamado de tensor e ele terd dimensdo mn onde m é a dimensao de
X e n é a dimensao de Y. Um tensor com dimensdao mn é chamado tensor de ordem

mn.

Definic¢do 4.11 (k-ésima potencia tensorial de V) Dado um inteiro ndo negativo k,
podemos definir o k-ésimo produto tensorial de V com ele mesmo, de forma TKV = v®k =
VevVe..eV.

Por conven¢io, temos que TV = K, onde K é o corpo do espaco de V. T¥V consiste
de todos os tensores de ordem K.

Definicao 4.12 (Soma direta) Seja W,V dois subespagos vetoriais quaisquer com o ve-
tor nulo. A soma direta W @ V serd um novo espago vetorial formado a partir destes dois

seguindo as seguintes regras.

i.Seja w1, Wy € W, V1,Vp € V. Entao (wl,vl) + (Wz,vz) = (w1 + Wy, V1 + V)
ii. Sejawe W,ve V,a € K. Entdo a(w,v) = (aw,av)

Dada essas regras, podemos generalizar para qualquer n uma soma direta de n

subespagos Wy. Denotaremos a soma direta de n subespagos Wy como @Zzl Wi

Assim, podemos construir a dlgebra tensorial, denotada por T(V) como a soma

direta de todas as potenciais tensoriais de V. Ou seja:

=@Priv=Keve(eV)s.. (4.12)
k=0

36



4 Algebra

A operacgdo desta algebra serd o outer product, que além do que definimos acima,
tem uma condicao a mais:
T*veT'v =Ty (4.13)

Assim, temos uma 4lgebra, a dlgebra tensorial.
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5 INVOLUCOES

Um dos melhores exemplos para introduzir o conceito de involugao é se pegarmos a
funcdo f(x) = —x. A inversa dessa funcdo é justamente ela mesmo. Isto é, fof(x) = x.
Tal fungao, por ela mesmo ser sua inversa, tem propriedades e caracteristicas inte-

ressantes. Chamamos esta fun¢ao que é sua prépria inversa, de involugao.

Definicao 5.1 Seja A uma algebra. Seja » : A — A uma transformagdo linear. * serd

chamada de involugdo se satisfaz as seguintes propriedades:

i)a“=aVaecA
ii) (ab)* =b*a*,Ya,be A

Alguns exemplos desta defini¢ao sao:

Defini¢ao 5.2 (Complexo conjugado) Seja C o conjunto dos complexos visto como

uma R-algebra. A seguinte fungdo, chamada de complexo conjugado, sera uma involugdo:
Ya,bieC,a+bi=a-"bi

Exemplo 5.3 Seja M, [F]| o conjunto de todas as matrizes n x n no corpo F. A matriz
transposta de A € M,,[F], denotada por A' é uma involucdo. Onde (A" = A e (AB)! =
B'A,YA,B e M,[F].

Exemplo 5.4 Seja M;[F] o conjunto de todas as matrizes quadradas 2 x 2 sobre o corpo
E.

Seja A = (“

],Va, b,c,d € F. Definiremos uma transformacao linear, chamada
c

. L. a b d -b o
de transformacao simplética como: y = . Esta transformacado é uma
c - a

involucao.
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5 Involugoes

Demonstragao: A demonstracdo da involu¢do de uma matriz quadrada qualquer é

trivial. Vejamos (AB)". Seja A = a b eB= fs . Temos que AB = af +bh ag+bl
c d h | cf+dh cg+dl

cg+dl  —(ag+0bl)
—(cf+dh) af+bh |

. B4 - I -g\(d -b)_ cg+dl —(ag +bl)
ejamos agora \=n FN=c a) \=(cf+dh)ag+0bl) af +bh

Dada tal definicao e exemplos, podemos definir agora um novo tipo de dlgebra,

e sua involugao serd (AB)* = [

chamada de dlgebra com involugao.

Definicdo 5.5 Seja A uma algebra, * uma involugdo definida em A, definiremos a dlgebra
com involugdo como sendo a dlgebra A com uma operagdo a mais, que é a operagio unaria
+ atuando como um operador linear em A. Assim, teremos duas operagdes binarias, +,% e

uma operagao unaria *.

Podemos falar agora de isomorfismo de dlgebras com involugao.

Defini¢ao 5.6 Sejam A,B duas dlgebras sobre o mesmo corpo com involugdo. Seja f :

A — B uma transformagao linear entre essas duas algebras. f serda um homomorfismo se:

i) f(ab)= f(a)f(b),Ya,be A
ii) f(a*) = f(a)",Yaec A

Dado tal homomorfismo, podemos falar sobre os teoremas do isomorfismo e sobre

os ideais destas algebras.

Definicao 5.7 Ideal de uma algebra com involugdo. Seja A uma algebra com Involugio
(ACI), seja I C A um subespago de A. I sera um ideal de uma ACI se:

iVrel YacA:arel,raecl

iVrel:rel

Assim, podemos enunciar os teoremas dos isomorfismos para ACI.

Teorema 5.8 (Primeiro teorema do isomorfismo para ACI) Seja 7w : A — B um ho-

momorfismo de AClIs, seja I um ideal de A:
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i) Im(m) = A/ker(m)
i) (r+ 1) =1+ 1

Para falarmos dos outros teoremas de isomorfismo, precisamos de um novo con-

ceito, que ja foi mencionado anteriormente de maneira mais intuitiva:

Defini¢ao 5.9 (Congruéncia) Seja uma algebra A. Um subconjunto do produto direto
A x A sera uma relagdo de congruéncia de A se:
i. E uma relacdo de equivaléncia de A.

ii. E uma subalgebra de A.

Exemplo 5.10 Seja f : A — B um homomorfismo entre duas algebras , seja ker f o niicleo
de f. Entdo a algebra quociente A/kerf é uma relagcdo de congruéncia, de forma que todo

elemento de A é mapeado para sua classe de equivaléncia em A/ker f

Teorema 5.11 (Segundo teorema do isomorfismo para ACI) Seja A uma algebra, B
uma subalgebra de A e «~ uma relagdo de congruéncia em A. Definiremos «~g como sendo
« restrito a B, isto é, «~g=- N(B x B). Definiremos [B]" como a colegdo de classes de
equivaléncia de A que intersectam B. Isto é [B]” = {K € A/ « tal que K N B # 0} entdo:
i.~p é uma relagio de congruéncia em B.

ii.[B]” é uma subalgebra de A/ —.

iii. a algebra [B]” é isomoérfica a algebra B/ «p

5.1 Subespacos de elementos simétricos e anti
simétricos

Seja A um ACI, definiremos dois tipos de elementos importantes no estudo de involugdes.

Defini¢do 5.12 (Elemento simétrico e anti simétrico) Seja a € A, a sera chamado de
elemento simétrico se a* = a.

Se a* = —a, entdo a sera chamado de elemento antissimétrico.

Elementos simétricos e antissimétricos aparecem na algebra linear quando pensa-
mos em autovalores e autovetores de uma transformacdo linear no espago de fungdes
lineares.. Um elemento a sera simétrico se ele é autovetor de autovalor 1. E um ele-

mento serd antissimétrico se ele é autovetor de autovalor -1.

40
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Podemos agora pegar o conjunto de todos os elementos simétricos e o conjunto de

todos os antissimétricos formar um subespago de uma ACIL.

Teorema 5.13 i)Seja A uma ACI, o conjunto de todos os elementos simétricos, denotado
por A, sera uma subalgebra de A em relagdo operagio binaria aob = ab + ba(produto
simétrico).

ii) Seja A uma ACI, o conjunto de todos os elementos anti-simétricos, denotado por A~,

serda uma subalgebra de A em relagdo a a operagdo binaria [a,b] = ab — ba(comutador)

Demonstragao:
Temos que todas as propriedades de operagdes bindrias que A carrega, qualquer
subconjunto dessa dlgebra ird carregar. Basta apenas mostrar que as operagdes in-

duzidas acima sao fechadas neste conjunto.

Vamos provar (i). Primeiro, vejamos como a operagdo o se comportaem A" : a*ob =
ab+ba =aob. Vejamos o produto simétrico de dois elementos simétricos é um ele-
mento simétrico: a* o b* = ab + ba = (ab+ ba)" = (aob)*

Assim, A* serd uma subalgebra com a operac¢do binaria ao b

Vamos provar (ii), primeiro, vejamos como o comutador se comporta em A~ :
[a*,b] = [-a,b] = —ab + ba = ba—ab = [a,b*] = [b,a] = [a,b]* = —[a,b]. Vejamos se o
comutador de dois antissimétricos é um elemento antissimétrico: [a*,b*] = [-a,-b] =

(=a)(=b) - (=b)(—a) = ab—ba = (ba—ab)* = [b,a]"

Assim, A™ sera uma subalgebra com a operagdo binaria [a, b]

5.2 Algebra livre

Seja X = {x1,x,,...} um conjunto de simbolos, podendo o conjunto ser infinito ou nao.
Cada elemento x,, € X sera unico e chamado de gerador livre.

Definig¢do 5.14 (Mondmio) Seja X um conjunto de geradores livres, um monoémio serd

uma sequéncia ordenada de geradores livres x; e ”(”, ”)"que satisfaz:
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i) Vx; € X, x; ¢ mon6mio

ii) Se 1, v sdo monoémios, entdo (#v) é mondémio.

Tais condig¢Oes sao necessarias para definir um monémio de forma tinica e sem am-
biguidades. Por exemplo, caso as condi¢des acima ndo valessem, entdo a seguinte

combinag¢oes de simbolos seria um monoémio: x;)x,,))

Assim, apenas as sequéncias de simbolos construidos seguindo as duas condi¢oes

acima sdo monomios.

Exemplo 5.15 As seguintes sequéncias de simbolos sdo mondmios: x1y,, (v1v2)((x1x2)x3)

Defini¢ao 5.16 (Produto de mondémios) . Sejam u,v dois mondmios bem definidos.

Entdo o produto u - v sera apenas um dos trés mondmios abaixo:

i) u-v=uxv,seu=x;

SevV=X;

i) u-v=ux; j

]I
iil) u-v=(u)(v)

Exemplo 5.17 (produto de monémios ndo é comutativo) Seja x;y, um mondmio bem

definido, entdo x1y, # Yoxq

Parénteses em um monomio representam um mondémio de forma tnica. Seja o
mondmio (x7x5)((x3%1)x,) um mondémio bem definido, entdo (x;x7)((x3x71)x2) # (x1x7)(x3%x7)x>.

Ou seja, produto de mondmios nao sao associativos.

Podemos agora definir algumas operagdes sobre mondmios sobre um certo con-

junto de geradores livres X.

Exemplo 5.18 Seja u = (x1x)x3,v = x3(x3%4), entdo u-v = ((x1x7)x3)((x1x2)x3)

Defini¢do 5.19 (Grau de um mondémio) Seja X um conjunto de geradores livres, x;
mondmio. Um expoente é o produto de potencias com repeti¢do. Definiremos o grau de
um mondmio como a soma dos expoente de um mondémio. Caso dois ou mais monoémios
estejam multiplicados entre si, o grau do mondémio serd a soma dos expoentes de cada

gerador livre
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Exemplo 5.20 Seja u um mondémio qualquer. Temos que u - u = u?. Isto nos da que o

expoente de u é 2 e o grau deste monoémio é 2.

Exemplo 5.21 Sejam u,v dois mondémios quaisquer. Temos que u -u -v = u’v. Onde o

expoente de u é 2, 0 expoente de v é 1, e o grau do mondmio é 3.

Definicdo 5.22 Dado a definigdo e o produto de mondmios, podemos falar agora sobre a
Algebra Livre.

[Algebra livre de polinémios] Seja M um conjunto de geradores livre m;.
Seja F um corpo. Definiremos como dlgebra livre de polinémios F{M} o espago vetorial
gerado span(m;) de forma que os mondémios m; formam uma base deste espaco e um ele-
mento qualquer do espago F{M} pode ser escrito como ) ", a;m;, onde m; denota algum

gerador livre no espago M, a; é um elemento do corpo F

A élgebra livre serd uma dlgebra de polindmios, semelhante ao anel de polindmios
em um corpo K. Entretanto, a dlgebra livre ndo tera unidade multiplicativa, nao é

associativa e nem comutativa.

Exemplo 5.23 O seguinte polindémio é um exemplo de polindmio livre ja reduzido em

sua forma candnica, isto é, ndo tem como reduzir ou simplificar ele: 2x; —3x,+(x1x3)x4—

3((x2x4)(x2x4))x5

Um dos teoremas mais importantes quando observamos algebras livres é o se-

guinte:

Teorema 5.24 Seja A uma algebra qualquer, X um conjunto de geradores livres, F um
corpo, e f : X — A uma transformacdo qualquer. Entdo existe um homomorfismo f :
F{X} — A tal que:]_‘(xi) =f(x;), Vx; € X

5.3 Algebra livre com involugao

Dadas as ferramentas acima, podemos falar da relagao entre algebra livre e involucao.

Defini¢do 5.25 (Algebra livre com involu¢do) Seja X um conjunto de geradores de
livres, Y um outro conjunto distinto de geradores livres, e F{X U Y} a algebra livre de
XUY. Sejax: FIXUY}— F{XUY} uma transformagdo linear tal que:

43



5 Involugoes

i (% = i), (97 = xi)
ii. (uv)" =v'u*,Yu,v € F{X U Y} Tal operagio neste espago define uma algebra livre com

involugdo.

Exemplo 5.26 Seja x1,x5,X3,91,¥2, V3 elementos de uma algebra livre com FIXU Y}, e
uma involugdo = : F{X U Y} — F{X U Y}, entdo:

((x12x2)x3)" = y3(v291)

x1((x192)(9 *3 94))" = ((x4x3)(x291))y1-

Podemos agora falar de um teorema importante que relaciona uma algebra com

involugdo, com uma algebra livre com involugao.

Teorema 5.27 Seja A uma algebra com involugdo, e f : X — A uma transformagdo qual-

quer. Entdo existe um homomorfismo de algebras com involugdo f : F(X UY} — A tal
que f(x;) = f(x;).
Para demonstrar o teorema acima, basta mostrar que se f(x;) = a;, entdo ]_‘(y,-) =a.

E também f(x;) = f(x;) = a;.

Assim, temos que f(m(X1,X9, ..., X, V1, V2,00 Y)) = M(ay, ay, ..., ay,a3,a5,...,a,,) é um
homomorfismo. Onde m(a, b, ..., c) denota um polindmio com geradores livres (a, b, ...,¢)

Se F{X U Y} é uma ACI, entao poderemos denotar Y como sendo o espago X" e

assim, a algebra livre com involugdo serd denotada por F{X U X"}
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6 TEOREMA DE BIRKHOFF

Vamos mostrar o teorema de Birkhoff, com uma énfase em especial para ACI.

Definic¢do 6.1 (Produto de algebras) Seja I um conjunto e A;;cr uma classe de algebras
com involugdes. O conjunto de todas as transformagoes f : 1 — | J;c; A;, tais que f(i) € A;
é uma algebra com involugdo em relagdo a operagoes: (f + g)(1) = f (i) + g(i),

f8(i) = fi)g(i)

fr@) =@

Podemos representar a algebra acima para conjuntos com cardinalidade infinita
enumerdavel. Por exemplo: f = (ay,ay,...,a,,...),a; € A;,g = (b1, by,..,b,,...), f + 8 =
(a1 +by,ay+by,..a,+by,...), fg = (a1by,a3by,...,a,by,...), f* = (a1, a5,..., 4}, ...)

A algebra definida acima é chamada de produto direto das algebras A;, denotada
por [[A;.

Definicdo 6.2 (Identidade de algebra) Seja A uma algebra com involugido e L = F{XU
X"}, onde X* sdo elementos de involugdo de X. Dado um elemento g(xy,...,x,,) € L é uma

identidade da algebra A, se para qualquer homomorfismo f : L — A, f(g) = 0.

Temos que, como definido anteriormente, g é um polinémio definido nas variaveis
{x1,...,x,}, entdo podemos substituir as varidveis por elementos a; pertencentes a
algebra A.

Para qualquer ay,a,,...,a, € A, g(ay,ay,...,a,) = 0.

Exemplo 6.3 Seja C o corpo dos complexos com as operagdes usuais de corpo e com a
operagdo de algebra definida com o complexo conjugado. A seguinte equagdo é uma iden-
tidade da algebra dos complexos xy —yx =0

Exemplo 6.4 Seja M,[F] a algebra das matrizes de tamanho 2 com coeficientes no corpo
F com a operagio de involugdo simplética. Seja o comutador definido anteriormente,
teremos a segquinte identidade [X + X*,Y] =0

- a b d -b a+d 0
Demonstragdo: X + X* = + =
-c a 0 a+d

c d
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) a+d 0 w X w x| [a+d 0
Assim, [X + X", Y] = . — . =0
0 a+d] \y z v z 0 a+d

Defini¢ao 6.5 (Classe de algebras) Seja V uma colegio de algebras. Dada uma algebra

A e V. Vsera uma classe de algebras se, dada uma algebra A’ = A, tem-se A’ e V

Definicdo 6.6 (Variedade de algebra) Seja V um classe de algebra. V sera chamado de
variedade de algebras se: (i) existe um conjunto de polindmios da algebra livre G CL =
F{X U X"} tal que, dado g€ G, e A€V, A dlgebra, entdo g satisfaz A.

(ii)Se alguma algebra B satisfaz todas as identidades de G, entdo Be V

Podemos agora enunciar e demonstrar o teorema de Birkhoff. Também chamado de

Teorema HSP, as iniciais de Homomorfismo, Subédlgebra e Produto.

Teorema 6.7 (Teorema HSP para ACI) Uma classe de dlgebras V com involugdo é uma

variedade de algebras se e somente se ela satisfaz:

(i) Para qualquer algebra A de V, se B é uma subalgebra de A, entdo Be V.
(ii) Para todas A€V, se I é um ideal de A, entdo A/I € V.
(iii) Para todas A; € V, [[A; € V

Demonstragdo:

Suponha que V seja uma variedade.

Se A satisfaz uma ou mais identidades, entdo todas as subalgebras de A satisfazem
as identidades de A.

Como uma algebra quociente A/I é uma imagem homomorfica de uma dlgebra,
entdo se a pré-imagem de A/I satisfaz a identidade, entdo por isomorfismo, a A/I

também satisfaz.

Seja A; uma componente de [ [A; € V uma componente que satisfaz as identidades

de V, entdo [ [ A; também ird satisfazer por isomorfismo.

Basta agora provar a volta.
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6 Teorema de Birkhoff

Suponha V uma classe de algebra que satisfaz (i), (ii), (iii). Seja X um conjunto
infinito e L = F[X U X*]. Considere agora o conjunto | formado pelos ideais de L, tal
que L/l estiem V, isto é:] ={I ideal e Lt.q. L/I € V}.

(*)SeleJelcClI,entiol; C].

Pelo segundo teorema do isomorfismo, temos: L/I; = (L/I)/(I,/I). Pela condigao (ii)
temos que (L/1)/(I;/I) € V,logo L/I; € Velogo I; €].

(**) Seja T uma familia de indices tal que:
(***). se Vte T,S; €], entdo N1 S; €.

Para demonstrar (***), assuma que se S; € J, entdo L/S; € V. Pela condigdo (iii),
temos que [[L/S; € V,t € T. Considere agora o seguinte homomorfismo: f : L —
[1L/S;,t €T tal que f(g)(t) = g+ S;. Temos que f(g)(t) € uma classe de equivaléncia

de S;. Onde f é um homomorfismo.

Para mostrar isso, vemos que f(g1)(t)+f(g2)(t) = §1+£>+S; = f(g1+22))(t), e também
vemos f(g1)(t)- f(82)(t) =81- 8+ 5182+ 5181+ St =81 & + St = f(81-82)

Temos que a imagem inversa de f, imf~! € V. O primeiro teorema do isomorfismo
nos diz que: L/ker(f) =Imf € V. Por tanto, temos que kerf € ].

Porém, kerf é justamente todos os elementos de L de forma que f(g)(t) = e+ S;,
onde e é elemento neutro. Ou seja, dado dois ideais Sy, S;,, 0s Gnicos elementos
onde f(g)(t;) = e+S; =e+ S = f(g)(t2) sdo justamente os S;, N S;,. Para vermos
se isto vale, vamos mostrar que NS; € kerf: seja x € NS;, entdo Vt € T,x € S; e
f(x)(t)=x+S,=S;=0. Ou seja, x € kerf.

Vamos mostrar que kerf C NS;. Se x € kerf, entdo f(x) = 0. Se f(x) = 0, entdo
Yte T, f(x)(t)=0. Se f(x)(t) = 0, entdo f(x)(t) =x+S; =x=0. E por fim, temos que
x€S,VteT. Logo, xeNS;, tel.

Considere G = Nj¢l. Por (**), G € J. Por definigdo de J, G ¢ ideal de L. Nosso

objetivo agora é mostrar que V é uma variedade gerada por G. Ou seja, precisamos

mostrar que (1) qualquer polinémio de G é uma identidade de qualquer 4lgebra de
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6 Teorema de Birkhoff

V. (2) Se alguma dlgebra satisfaz todas as propriedades de G, entdo ela pertence a V.
Vamos mostrar (1).

Seja g € G,A € V. Entao existe um homomorfismo f : L — A tal que f é sobrejetor.
Isto é, qualquer algebra é uma dlgebra homomorfica de alguma dlgebra livre. Como
L/kerf = A, entao kerf €].

Se kerf € ], entdo G C kerf. Mas G C kerf nos mostra que dado um elemento g,
entdo existe uma expressdo na algebra livre L de forma que g(x;,x,,...,x,,) = 0. Isto
é, g € G é uma identidade, e logo, temos que qualquer polinémio g € G é uma iden-
tidade de toda algebra Ae V.

Vamos mostrar (2).
Considere um homomorfismo h : L — B para alguma algebra B, onde h é sobrejetor.
Temos que h(g) = 0,Yg € G. Ou seja, G C kerf. Assim, o primeiro teorema do

isomorfismo nos diz que B = L/kerf = (L/G)/(kerh/G). E como L/G € V,entdo Be V.

Assim, mostramos (**)
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