Trabalho de Conclusao de Curso - Bacharelado em Matematica

Loops e o Teorema de Moufang

Lucas Guimaries Miranda

&

Universidade Federal do ABC



Titulo: Loops e o Teorema de Moufang

Autor: Lucas Guimaraes Miranda
Orientador: Profa. Dra. Maria de Lourdes Merlini
Giuliani

Trabalho de conclusao de curso apresentado como requisito par-
cial para obtencdo do titulo de Bacharel em Matemaética pela Uni-
versidade Federal do ABC.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Alcindo Teles Galvao
Universidade Federal de Alagoas

Profa. Dra. Dylene Agda Souza de Barros
Universidade Federal de Uberlandia

Santo André, Novembro de 2020.



SUMARIO

(1 Introducao| 6
[2 Quasigrupos e loops| 7
(2.1 Quasigrupos| . . . . . . ... e 7
...................................... 10
2.3 Subloops| . . . . ... 11
[2.4 Classes laterais e loops tipo-Lagrange| . . . . . . .. ... ... ...... 13
[2.5 Nucleos e Centrodeumloop|. . . . . ... ... ... ... ... .. 16
[2.6 Propriedadedeinversdol . ... ... ... ... .. L. 21
[2.7  Grupo das multiplicacoes e grupo de aplicagoes internas|. . . . . . . . . 23
[2.8 Homomorfismos de loops|. . . . ... ... ... ... L. 26
29 Normalidadel . . . . . ... ... 27
[3 Loops de Moufang| 33
[3.1 Definicao e propriedades| . . . . . . . .. ... oL o 33
[3.2 Ferramentas para demonstrar o teorema de Moufang| . . . . .. ... .. 36
(3.3 OteoremadeMoufang| . . . .. ... ... ... ... . ... .. ... . 40
[3.4 Uma outra demonstracdo| . . . . . . . . .. ... .. ... ... 44




AGRADECIMENTO

Agradeco a Deus pelos dons que me foram concedidos para realizagdo desse trabalho.

Sou grato a minha orientadora Profa. Maria de Lourdes Merlini Giuliani por acei-

tar me orientar e auxiliar ndo sé nesse trabalho, mas também na minha formacao.

A todos os docentes do Bacharelado em Matematica da UFABC pela grandiosa qua-
lidade de seus trabalhos.

E aos meus pais Joao e Zuleide Miranda que sempre foram de heroico suporte para

mim.



REsuMO

O objetivo deste trabalho é investigar o teorema de Moufang. Este famoso teorema
que representa um ponto crucial no estudo dos loops de Moufang. Faremos um estudo

comparativo das duas versdes da sua demonstragao.

Palavras Chaves: Quasigrupos, loops, loops de Moufang, teorema de Moufang.



ABSTRACT

The goal of this work is to investigate Moufang’s theorem. This famous theorem repre-
sents a crucial point in the study of Moufang loops. We will do a comparative study

of the two versions of its proof.

Keywords: Quasigroups, loops, Moufang loops, Moufang’s theorem.



1 INTRODUCGCAO

Um loop é um conjunto L, ndo vazio, equipado com uma operagao de multiplicacao

denotada por -: LxL — L tal que (x,y) — x-y, satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) dados a,b € L, as equagdes a-x = b e y-a = b tém solugdes Unicas para quaisquer

x,veL;
(ii) existe um elemento identidade 1 € L satisfazendo 1-x =x-1 =x; paratodox €L

Deixaremos de indicar a operagdo do loop, escrevendo simplesmente L para deno-

tar o loop (L,-). Também, escreveremos xy no lugar de x - y.

L é um loop de Moufang se L satisfaz qualquer uma das trés equivalentes identidades
de Moufang:

(xp)x)z = x(y(x2));  ((xp)2)y = x(y(29));  (xp)(2x) = (x(y2))x.

Estes loops foram introduzidos por Ruth Moufang em 1934, [5] e sao discutidos em
detalhes nos textos de Bruck [1] e Pflugfelder [6]. Qualquer elemento x de um loop de

Doy lyxy =1,

Moufang tem inverso bilateral x1, isto é, um elemento que satisfaz xx~
Para x € L definimos translagoes a direita e a esquerda por yR, = yx e yL, = xy, res-
pectivamente. O grupo das multiplicagoes de L é o grupo de permutagdes Mult(L) =
(Ry,Ly;x € L), gerado por translagdes a direita e a esquerda. Definimos o grupo de
aplicagdes internas, I1(L), como sendo o subgrupo de Mult(L) que fixa 1. Se L é um
grupo, entdo I(L) é o grupo dos automorfismos internos.

O teorema de Moufang estabelece que em um loop de Moufang L se trés elemen-
tos x,9,z € L se associam, isto é, x(yz) = (xy)z entdo eles geram um subgrupo de L.
Como coroldrio deste teorema (levando em conta que loops de Moufang satisfazem
as identidade alternativas as quais apresentarei no texto) obtemos que quaisquer dois
elementos de um loop de Moufang geram um subgrupo (ou um subloop associativo).
A primeira prova deste teorema data de 1956 e sua prova, bastante engenhosa, é de-
vida a Bruck [5]. Recentemente Ale$ Drapal [3] forneceu uma prova mais simplificada
e elegante. O estudo deste teorema é um ponto alto dentro dos conceitos iniciais de

loops e é o objetivo principal deste trabalho.



2 QUASIGRUPOS E LOOPS

2.1 Quasigrupos

Um quasigrupo é um conjunto Q ndo vazio munido de uma operagao bindria fechada
onde para todo a,b € Q as equagdes ax = b e ya = b tém solugdes tnicas em Q. Essa
definicdo algébrica é bastante util ao trabalharmos com quasigrupo.

Para efeito de compreensdo deixo aqui algumas abreviagoes e notacoes que usarei
quando conveniente daqui para frente.

Primeiramente, quando estiver aplicando uma fun¢do em algum argumento, es-
creverei o argumento a esquerda e depois a funcdo que estou aplicando, por exemplo
escreverei (x)f, além disso, escreverei xy - w para dizer (xy)w. Assim também denota-
remos a composi¢ao de fungdes simplesmente pela justaposi¢do delas, isto é, tomando

fun¢des com dominios e contradominios apropriados f e g, denotarei sua composta
por ¢f.

Defini¢do 2.1 (Fungdes de translagao) Seja (Q,-), onde Q é um quasigrupo e a € Q,

entdo a translacdo a esquerda por a é definida por:

L;: Q—0Q

X > ax
e a translagao a direita por a é definida por:

R;: Q—0Q

X Xa

Podemos usar as transla¢des para definirmos as propriedades de comutatividade e

de associatividade da seguinte forma:

Defini¢do 2.2 No contexto acima, Q é dito comutativo se, e somente se, temos a iden-
tidade L, =R, Vae Q,isto é,ab=baVa,beQ.

Defini¢ao 2.3 No contexto acima, Q é dito associativo se, e somente se, temos que vale
R,y =R,RyVa,beQ,istoé,c-ab=ca-bVa,b,ceQ.
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Defini¢do 2.4 (Quasigrupo) No contexto acima, Q é dito um quasigrupo se, e so-

mente se, L, e R, sdo bije¢des para todo a € Q.

Teorema 2.5 Seja (Q,-), sdo equivalentes:
(i) L, e R, sdo bijetoras para todo a € Q (isto é, Q é um quasigrupo).
(i1) Ya,b € Q, existe um tinico par (x,y) € Qx Q, tal que xa=b e ay =b;

Demonstragdo: ((ii) = (i)) Sejam a e b elementos arbitrérios de Q por hipétese exis-
tem x,y € Q, tais que, xa =b e ay = b, isto é, xa = xR, =b e ay = yL, = b, concluindo
entdo que L, e R, sdo sobrejetoras para todo a em Q.

Agora suponha que x; R, = x,R, = c € Q, logo obtemos x;a = x,a = ¢, e pela unici-
dade da solugao para w em Q na equagdo wa = ¢ temos que x; = x,, concluindo que R,
é injetora para todo a em Q. Analogamente concluimos que L, é injetora para todo a
em Q.

((i) = (ii)) Sejam a e b elementos arbitrarios de Q, a existéncia de um elemento
(x,v) € QxQtal que xR, =xa=beyL, =ay = b é garantida pela sobrejecdo das fungdes
R,eL,.

Agora suponha que existam elementos (xq,v1),(x2,v2) € Q x Q, tais que, x;a = b,
ay; = b, xpa = e ay, = b, temos entdo que x;a = x;R, = b = xpa = xR, e pela bijegao
de R,, segue que x; = x;, similarmente provamos que y; = v, concluimos entdo que

(x1,91) = (x2,7;) dai a unicidade. O

Exemplo 2.6 O conjunto Q ={1,2,3,4,5} é um quasigrupo (Q,-), onde a multiplicagao

de seus elementos é dada pela tabela:

W o~ N g N
— U1 W o N W
N U = W
Ul o = W |

g = W N =
B~ LW NN gl o= e

Corolario 2.7 (Leis de cancelamento) Seja Q um quasigrupo. Valem que:
(i) Ya,x,y€Q,ax=ay =>x=7y
(ii)) Ya,x,y€Q, xa=ya=>x=7y

Demonstragdo: Basta seguir a parte ((i) = (i7)) do Teorema 2.5, onde mostramos a

injetividade das translagdes. 0J
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Algo importante a ser notado no corolario 2.7, é o fato de que mesmo sem uma
nogdo de inversos temos que em quasigrupos valem as leis de cancelamento, que se-
guem diretamente do fato das transla¢des serem bijetoras.

Analisaremos agora a relagao entre quasigrupos e grupos, isto é, o quanto um qua-
sigrupo estd préximo de ser grupo, para isso definirei a ideia de elemento identidade

através das transalacdes.

Definicao 2.8 Seja Q um quasigrupo e e € Q. Entdo e é um elemento identidade a
esquerda (analogamente, a direita) para Q se, e somente se, L, (analogamente, R,) é

funcgao identidade de Q, isto é, ex = x Vx € Q (analogamente, xe = x Vx € Q).

Defini¢ao 2.9 Um elemento e em um quasigrupo Q é dito um elemento identidade se,
e somente se, e ¢ um elemento identidade a esquerda e também um elemento identi-

dade a direita.

Defini¢ao 2.10 Seja Q um quasigrupo com elemento identidade, denote por e o ele-

A

mento identidade de Q e considere x um elemento de Q. Denotamos por x* e xf os

elementos unicamente determinados por:

A

xt x=e=x-xP.

A 1

Observagio: Nos casos que x* = xP escreverei x* = xP = x~

1

, neste caso pela unici-
dade de x* = xP, segue que x~ é Unico, e chamarei x1 por inverso bilateral de x, ou

ainda, simplesmente por inverso de x.

Teorema 2.11 Seja Q um quasigrupo associativo, entio (Q necessariamente tém um 0inico

elemento identidade.

Demonstragdo: Existéncia: Sejaa,be Qe e,y € Q tais que ae =a e ya = b (tais elemen-

tos tém exiténcia garantida por Q ser quasigrupo). Temos:
bR, =be=ya-e=y-ae=ya=1>
- R, =1d (isto é,, e é elemento identidade a direita), considere agora:
bb=be-b="b-eb

Pelo cancelamento a esquerda b = eb.

L, =1dg (isto é,, e é elemento identidade a esquerda), logo e ¢é elemento identi-
dade.

Unicidade: Suponha que e e ¢’ sdo dois elementos identidades de um quasigrupo

entao temos:
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eR, =e¢;

e’ =¢eL,=ee’ =eR, =e.

Concluimos que o elemento identidade é tnico. O

Observacao: Note como que para provar a unicidade do elemento identidade no
Teorema 2.11 nao foi usado a hipdtese do quasigrupo ser associativo, isto €, essa pro-
priedade de unicidade do elemento identidade vale para qualquer quasigrupo com

elemento identidade (o qual chamaremos de loop).

Teorema 2.12 Seja Q um quasigrupo associativo com elemento identidade e, entdo para

qualquer x em Q temos que x* = xP.

Demonstragdo: Seja z = xPx, entdo zz = xP(xxP)x = z. Agora existe w € Q de forma
que zw = e. Como zz = z, temos z(zw) = zw, e pelo cancelamento, x’x = z = ¢, pela
unicidade da definigao de x* = xP = x~! 0J

Observacao: Este teorema nos garante que em um quasigrupo associativo todo

elemento tém inverso bilateral.

2.2 Loops

Nesta se¢do introduzimos o conceito de loops que é o objeto deste trabalho, segue a

definicao:

Defini¢ao 2.13 Um quasigrupo Q ¢é dito loop se, e somente se, Q possui um elemento
identidade.

Exemplo 2.14 O conjunto L ={1,2,3,4,5}, é um loop (L,-) quando a multiplicagdo de
seus elementos é dada pela seguinte tabela:

B~ W o1 = NN
N 01— b W W
W = N U
— N ke W OO

QO = W N =
QO = W N P

Claramente 1 € L é elemento identidade, além disso, tal quasigrupo ndo é associa-
tivo pois 3:(3-4)=5#4=(3-3)-4. Logo L é um quasigrupo com elemento identidade,

isto é, loop, mas nao é associativo.
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Corolario 2.15 Seja L um loop, entdo o elemento identidade de L é finico.

Demonstragdo: A demonstragao deste fato é garantida pelo Teorema 2.11. O
Podemos definir outras operagdes me um loop, que correspondem de certa forma a
divisoes.
Seja L um loop definimos as operacgde / e \ da seguinte forma:
x\y=yL;l,iex\y=zoxz=y;
x/y=xR;!, iex/y=zozy=x.

E isso nos da a possibilidade de estabelecer uma defini¢ao equivalente de loops.

Defini¢ao 2.16 Um loop é um conjunto ndo vazio L munido de trés operagdes bindrias
(.), (/) e (\) satisfazendo a:

i) a-(a\b)=b, (b/a)-a=Db;
ii) a\(a-b)=0b, (b-a)/a=Db;

iii) a\a = b/b.

2.3 Subloops

Defini¢ao 2.17 Um subconjunto ndo vazio H de um conjunto L é chamado de subloop
de um loop L se, e somente se, (H, ) é um loop, onde -j é a restri¢do de - ao conjunto
HxH.

Observagao: Analogamente se define o conceito de subquasigrupo.
Daqui para frente omitirei a restri¢ao da operagdo para economizar notagao, isso é

escreverei sempre - ao invés de -p.

Teorema 2.18 Seja L um loop. Entdo O = H C L é um subloop de L se, e somente se, (H,"),

(H,/) e (H,\) sdo fechados para suas respectivas operagoes.

Omitiremos a sua prova e deixamos aqui a referéncia.[6]
Usaremos a notagdo H < L para indicar que H é subloop de L.

Esse teorema se torna bem familiar na presenca de associatividade, ou seja em um
grupo G dizer que (H,/) ou (H,\) sdo fechados é o mesmo que dizer que xy~! ou x~!y
pertencem a H para quaisquer x,y € H. Na verdade é resultado conhecido na teoria de
grupos que basta que xy~! € H para todo x,y € H, para concluir que H < G, portanto
na presenca de associatividade as hipdteses do teorema podem ser enfraquecidas, isto
é, H < L se, e somente se, (H,\) ou (H,/) sao fechados.
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Teorema 2.19 Seja L um loop, e 0 = S C L, e seja T qualquer conjunto de subloops de L
comS CH, YHeT. Entdo (| H éum subloop de L valendo também Q=S C (| H.

HeT HeT
Demonstragdao: Tome D = (| H é evidenteque SCD CL,com S #0,logo@ C D C L.
HeT

Sejam a,b € H, YVH € T, como (H,-) é subloop de (Q,:) VH € T, logo temos (H,-),
(H,\) e (H,/) sao fechados para suas operagoes VH € T.

Portanto os elemento a-b, a\b,a/be H YHeT.

E temos por defini¢do de D que a- b, a\b, a/b € D.

Concluindo que (D,-), (D,\) e (D,/) sdo fechados para suas operagées, entao pelo
Teorema 2.18 (D, -) é subloop de (L, ).

O

Agora seja L um loop, considere @ = S C Q e também T o conjunto de todos sublo-

ops de Q tais que tém S como subconjunto. Claramente T = () ja que L € T. Portanto,

invocamos o teorema acima e deduzimos que () H é um subloopde Lcom S C () H.
HeT HeT

E de costume denotar o a intersecio () H por (S) e formular a seguinte definicdo.
HeT

Definigdo 2.20 Seja L um loop,e@=S CLesejaT ={H <L|S C H}. Entdo o subloop

((S)= () H,-) é chamado de subloop gerado por S.
HeT

E fato que (S) é o menor subloop do loop Q que contém S como subconjunto.
Quando acontece que (S) = L dizemos que S gera L ou que S é um conjunto gerador
para L.

Para loops segue o resultado que qualquer intersecao de subloops é novamente um
subloop, ja que todos subloops de um loop necessdriamente compartilham o elemento
identidade entre si, logo as interse¢cdes nunca sao vazias, e isto garante que sao sublo-
ops (no contexto acima, tomando S = {e}, nos garante que a interse¢do de familias de

subloops é um subloop).

Algumas classifica¢oes de quasigrupos e loops

Definicdao 2.21 Um loop L é dito associativo por poténcias se, e somente se, (a) é asso-

ciativo Ya e L.

Definicdo 2.22 Um loop L é dito diassociativo se, e somente se, (a,b) é associativo
Ya,belL.

Teorema 2.23 Seja L quasigrupo diassociativo, entdo L associativo por poténcias.

Demonstragdo: Seja L diassociativo e a € L, entdo (a) = (a,a) é associativo pois L é
diassociativo.

Concluindo que L é associativo por poténcias. [
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2.4 Classes laterais e loops tipo-Lagrange

Algumas das propriedades conhecidas sobre subloops sdo meramente uma generalizacao

de certos resultados estabelecidos na teoria de grupos, darei aqui uma dessas generalizagoes.
Sobre casses laterais, decomposi¢do em classes laterais, e resutados tipo-Lagrange

(isto é, resultados semelhantes ao teorema de Lagrange na teoria de grupos). Outra

generalizacao importante seria subloops normais, que serdo tratadas mais a frente.

Defini¢ao 2.24 Seja L um loop e H < L. Se a € L, entdo aH e Ha sdo definidos por:
aH ={ah|he H} e Ha={ha|he H}.

Claramente aH e Ha sao subconjuntos de L. Qualquer subconjunto de L cons-
truido desta maneira é chamando de classe lateral médulo H. Conjuntos da forma aH
sdo chamados de classes laterais a esquerda médulo H, e analogamente, conjuntos da

forma Ha sao chamados classes laterais a direita médulo H.

Defini¢ao 2.25 Seja L um loop e H < L. Entdo L tém uma decomposi¢do em classes
laterais a esquerda modulo H (analogamente, a direita) se, e somente se, o conjunto P
de todas as classes laterais a esquerda (analogamente, a direita) de H é uma partigao
de L.

Diferente do que ocorre na teoria de grupos, as classes laterais de um subloop H

de L podem ndo formar um parti¢ao do loop.

Exemplo 2.26 Seja L = {1,2,3,4,5}, entdo (L,-) é um loop onde a multiplicacao de seus
elementos é dada pela seguinte tabela:

G = W N =

U b W N =
B~ W 1 = NN
N U1 — b W W
W = N U |
— N ke W G

Temos que H = {1, 2} é subloop de L, e suas classes laterais a esquerda sdao 1H = 2H =
{1,2},3H ={3,5}, 4H = {3,4} e 5H = {4,5}. Por inspecao é facil ver que o conjunto P de
todas as classes laterais a esquerda médulo H ndo forma uma parti¢ao de L (note que
3HN4H # (0 mas 3H = 4H).

Exemplo 2.27 Seja L = {1,2,3,4,5,6,7,8}, entdo (L,:) é um loop onde a multiplicacao
de seus elementos é dada pela seguinte tabela:



CAPITULO 2. QUASIGRUPOS E LOOPS 14

1 2 3 45 6 7 8
111 2 3 4 5 6 7 8
2121 4 3 6 5 8 7
313 41 2 8 7 56
414 3 21 7 8 6 5
5/5 6 7 8 1 2 3 4
66 5 8 7 2 1 4 3
717 8 5 6 4 3 1 2
818 7 6 5 3 4 2 1

Seja H = {1, 2}, claramente H < L. Note que 1H = 2H = {1,2}, 3H = 4Hh{3,4}, 5H =
6H = {5,6} e 7H = 8H = {7,8}. O conjunto de todas as classes laterais a esquerda

modulo H forma uma parti¢do do conjunto L. Logo L se decompode em classes laterais
moédulo H.

O seguinte resultado fornece uma condig¢do para que as classes laterais de um su-
bloop particionem o loop.

Teorema 2.28 Seja L um loop e H < L. Entdo L tém uma decomposig¢io em classes laterais
a esquerda (a direita) moédulo H se , e somente se, ah-H =aH (H-ha=H-a)Vae LVhe H.

Demonstragdo: Seja e o elemento identidade de L e P o conjunto de todas as classe
laterais a esquerda moédulo H.

(=) Por hipdtese P é uma particdo de L. E temos, para qualquer elementoa € L e
para qualquer he€ H, ah = ah-e.

Como e € H temos, ah € a-HN(a-h)-H, como P é parti¢do concluimos que aH = ah-H.

(<) Claramente PC 2l eVgel, g=gecg-H,entio L= |J X.
XeP
Além disso, X € P garante a existéncia de um elemento g € L tal que X = gH e

g=geecg-H =X, portanto X = 0.
Finalmente sejam a,b € L tais que aH N bH = 0, segue que existe um elemento

g€aHNbH e logo g = ax = by para certos x,y € H. E por hipétese:
aH =ax-H =by-H =bH.

Concluindo que P é particdo, isto é, L é decomposto em classes laterais a esquerda
de H.

Analogamente provamos o resultado para classes laterais a direita. O]

Definicdo 2.29 Seja L um loop finito. Definimos a ordem do loop L, e denotamos por

|L|, como sendo a sua cardinalidade, isto é, a quantidade de elementos no conjunto L.

Definicao 2.30 Seja L um loop finito e H < L. Entdo H é dito tipo-Lagrange se |H|||L|.
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Defini¢ao 2.31 Seja L um loop finito e H < L. Entado L satisfaz a condicdo fraca de

Lagrange se, e somente se, todo subloop de L é tipo-Lagrange.

Definigao 2.32 Seja L um loop finito. Entdo L safisfaz a condicdo forte de Lagrange se,

e somente se, para qualquer H < L temos que H satisfaz a condicdo fraca de Lagrange.

Para um loop finito L satisfazer a condigao forte de Lagrange deve acontercer que
|H| | K| sempre que H < K < L. Podemos encontrar loops que satisfacam a proprie-
dade fraca de Langrange sem satisfazer a propriedade forte de Lagrange. Considere a

seguinte ilustragao:

Exemplo 2.33 Seja L um loop de ordem 10 com elemento identidade ¢, onde (¢), H e
K sao seus tnicos subloops. Suponha ainda que (¢) < H < K <L, com ordem de H
igual a 2 e order de K igual a 5. Como 1,2 e 5 sdo divisores de 10, temos que L tém
a propriedade fraca de Lagrange. Porém K ndo tém a propriedade fraca de Lagrange,

segue entdo que L nao tém a propriedade forte de Lagrange.

Por agora, verifiquemos a dbvia conexdo entre decomposi¢des em classes laterais e

propriedades tipo-Lagrange.

Teorema 2.34 Seja L um loop finito e H < L. Se L tém uma decomposi¢io em classes a

esquerda (analogamente, a direita) modulo H, entdo H é tipo-Lagrange.

Demonstragdo: Seja P o conjunto de todas as classe laterais a esquerda médulo H, por

defini¢des anteriores P é uma parti¢ao de L, portanto, [L| = ) |X|.
XeP
Conside X € P, entdo temos que X =a-H paraalgumac L, comoL(a): H —aH =X

é bijetora (pois H é loop, em particular H é quasigrupo) temos que |H| = |a-H| = |X],logo
segue que:
L= ) [X]=|P|H]
XeP
Concluindo que |H| | |L]|, isto é, H é tipo-Lagrange.
Observacao: Analogamente provamos o resultado para classes laterais a direita. [J

Teorema 2.35 Seja L um loop finitoe H < L. Se ah-H = aH (analogamente, H - ha = Ha)
para quaisquer a € L e h € H, entdo H é tipo-Lagrange.

Demonstragdo: Pelo Teorema 2.28 L se decompde em classes laterais médulo H. Pelo

Teorema 2.34 L ¢é tipo-Lagrange. 0

Definicdo 2.36 Seja L um loop e N < L. Entao N é chamado de subloop normal se, e

somente se:

XN =Nx,xN-y=x-Nyex-yN=xy-N, Vx,peL
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Sempre que N for um subloop normal de um loop L irei denotar este fato por
N <L

Teorema 2.37 Seja L um loop e N < L, entdo L se decompoe em classes laterais a esquerda

(analogamente, a direita) moédulo N.

Demonstragdo: De fato, pois sendo N um subloop de L temos que N = nN para qual-
quer n em N, esse fato segue ja que a fungao L,,: N — N é bijetora.

Portanto temos para quaisquer a e n, elementos de L e N respectivamente.

aN =a-nN
=an-N.
O que conclui, pelo Teorema 2.28, que L se decompode em classes laterais a esquerda

moédulo N.

Observacao: Analogamente provamos o resultado para classes laterais a direita. [J

Corolario 2.38 Seja L um loop e N < L, entdo N é um subloop tipo-Lagrange.

Demonstragdo: Basta seguir os resultados dos Teoremas 2.37 e 2.35. 0J

Outra defini¢do equivalente de subloop normal serd dada ainda neste capfitulo.

2.5 Naucleos e Centro de um loop

Seja Q um quasigrupo. Algumas vezes a importdncia que um elemento a tém como
membro de Q pode ser descrita ou caracterizada pelo comportamento das translagoes

L, e R;, que ja foram introduzidas anteriormente.

Defini¢ao 2.39 Seja Q um quasigrupo, a € Q, a é dito nuclear a esquerda (analoga-

mente, nuclear a direita e nuclear central) se, e somente se:

L, =L.L,¥x€Q.
(Analogamente, R, = R,R, Vxe€e QeL,,=L,L, Yx€ Q).
isto é:
a-xy=ax-yV¥x,p€Q.
(Analogamente, xy-a=x-yaVx,yeQexa-y=x-ay Vx,y € Q).

Definicdao 2.40 Seja Q um quasigrupo. O nucleo a esquerda de Q (denotado N,), o
nucleo ao centro de Q (denotado N,) e o nucleo a direita de Q (denotado N,) sao

definidos da seguinte forma:
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Ny={aeQla-xy=ax-yVx,y € Q}.
N,={a€Q|xy-a=x-yaV¥x,y € Q}
N,={a€Q|xa-y=x-ay ¥x,y € Q}

Mais ainda, N = N; N Nit N Np, é chamado de nucleo de Q.

Nao podemos garantir que existam elementos nucleares a esquerda, centrais ou a
direita, cada um dos N, Nﬂ e Np podem muito bem ser vazios.

Porém, caso sejam ndo vazios temos alguns resultados interessantes.

Teorema 2.41 Seja Q um quasigrupo. Se N, (analogamente, N,, N,) for ndo vazio entdo
N, (analogamente, N, N,) é fechado para a operagdo do quasigrupo. Mais ainda, é associ-

ativo.

Demonstragao: Suponha que N, =0, e sejaa,b € N, e x € Q. Entao temos:
Lapx = Lapx = LyxLa = LyLyLy = LyLgp.

O que conclui que ab € N, concluindo que N, fechado para operacdo do do quasi-
grupo.

Provemos agora que N, é associativo, sejam a,b,c € N,, entdo como a € N,, segue
que a-bc =ab-c, concluindo que N, é associativo.

Observagado: Similarmente concluimos os resultados andlogos para N, e N,,.

Teorema 2.42 Seja Q um quasigrupo, valem:

(i) Se Ny =0, entdo Ny é um subgrupo de Q e o elemento identidade e de N}, ¢ 0 elemento
identidade de Q.

(i1) Se N, # 0, entdo N, é um subgrupo de Q e o elemento identidade e de N é o elemento

identidade a esquerda de Q.

(iii) Se N, =0, entdo N, é um subgrupo de Q e o elemento identidade e de N, é o elemento
identidade a direita de Q.

Demonstragio: (i) Suponha que N, # 0, seja a € N, e y € Q, como Q é quasigrupo
existe um Unico x € Q tal que y = xa e existe um tnico w € Q tal que y = aw, também

existe um unico e € Q tal que a e = a, usando do fato de a € Nw temos:
y-e=xa-e=x-ae=x-a=7y.

Concluindo que e é elemento identidade a direita de Q.

Além disso, temos:
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a-a°P =e=e-e=e¢-aa’ =ea-af

Como valem as leis do cancelamento em Q concluimos que a = ea, logo:
y=a-w=eia-w=e-aw=e-y

Concluindo que e é elemento identidade a esquerda de Q, juntando com a informacao
obtida anteriormente e é elemento identidade de Q.

E facil ver que e € N, ja que para arbitrarios x e y em Q, temos:
Xe-y=x-y=x-ey.
E temos os seguintes resultados para qualquer b € Ny;:
bbbt = bbb =e bt = bt e = bt bbP

Pelo cancelamento bb* = bbP, e usando do cancelamento mais uma vez, b* = bP = b1,

Além disso, como para qualquer y € L existe u € Q tal que ub =y temos:
yb L b=(ub-b)b=(u-bbYb=ue-b=ub=y

Logo yb™!-b=y Yy € Q, isto é Rgl = Ry-1 Yb € N, analisando a expressdo espelhada
b- b~y concluimos analogamente que Lgl =Ly1.
Outro resultado é que b~! € N#, pelo seguinte, seja a e ¢ elementos arbitrarios em

Q, e considere o Unico elemento t € Q tal que a = tb, entdo segue:

ab™'-c=(th-t7')c = (tRyRy-1)c = (tRbRgl)c = tc;
a-ble=(th)(t'c)=t(b-b~lc)=t(cLy1Ly) = t(cL;lLb) = tc;

Concluindo que ab™! - ¢ = a-b~!c para quaisquer a,c € L, isto é b~ € N,.
Lembrando que N, ¢ fechado para operagdo do quasigrupo pelo Teorema 2.41,

tomando b, c € NM notamos que:

c\b=cR(b)"' =cR(b™")=c-b" eN,;
b/c=cL(b) =cL(b7")=b""-ceN,.

Concluimos que (NW ), (NM,/) e (Nw \) sdo fechados para suas respectivas operagoes
pelo resultado do Teorema 2.18 temos que N, € subquasigrupo de Q.

Logo ja sabemos que N, € quasigrupo associativo com elemento identidade e, por-
tanto N, € grupo com elemento identidade e, finalmente concluimos que N, é sub-
grupo de Q com e sendo elemento identidade de N, e de Q.

(ii) Suponha que N, =0, e seja a € N,, sabemos que existe um tnico e € Q, tal que

a=a-e, segue que, para quaisquer x e y em Q:

alex-y)=(a-ex)y=(ae-x)y=ax-y=a-xy =ae-xy =a(e-xy);
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Usando do cancelamento a esquerda segue que ex -y =e-xy, isto é, e € N,.

Agora tomando x € Q arbitrério, temos:
a-ex=ae-x=a-x

E pelo cancelamento e- x = x para qualquer x € Q, isto é, ¢ é elemento identidade a

esquerda para Q, e também para qualquer b € N, segue:
be-a=0b-ea=ba;

Cancelando a direita concluimos e-b = b, Vb € N,, ficando claro que se concluirmos
que N, for subgrupo, entao e serd elemento identidade de N,.

Também observamos para qualquer b € N, que:
e-b=b=b-e=b-b*b=0bb"-b;

Portanto cancelando a esquerda b - b* = ¢, logo segue da unicidade da definigao de b?
que b =bP = b1,
Ainda se x,y € Q temos:

b(b™'xy)=bb - xy=e-xy=xy=ex-y=(bb - x)y=(b-b"x)y =b(b~'x-p);

Logo b(b~!-xy) = b(b~x-p) e cancelando & esquerda, obtemos b~ -xy = b~!x-y, portanto
= N/\.
Agora considerando b, c € N, arbitrarios, temos:

c/b-b=c=c-e=c-b'b=cb!-b;
b-b\c=c=e-c=bbl-c=b-b"lc.

Usando dos cancelamentos e do fato de N ser fechado para operacao do quasigruop,
temos que ¢/b = c-b~! € Ny eb\c =b~'-c € N, concluindo que (Ny,-), (Ny,/) e (Ny,\) sdo
fechados para suas operagdes, analogamente encerrando como no caso (i) concluindo
que N, é subgrupo de Q, com e sendo elemento identidade a esquerda de Q, e também,
e sendo elemento identidade de N,.

(iii) Poderiamos espelhar a prova de (ii) para concluir (iii). (ii) e (iii) sdo duais no
seguinte sentido:

Para x,y € Q defina x*y = y - x e note que (Q,*) também é um quasigrupo. E
também N, que € o nucleo a direita de (Q, ) € claramente o nucleo a esquerda de (Q, *).
Simplemente aplique (ii) para (Q,*), e traduza o resultado para (Q,-), concluindo (iii),
terminando a demonstragao do teorema. O

Sobre loops, segue o seguinte resultado aprimorado do teorema acima.

Teorema 2.43 Seja L um loop, entdo os niicleos N, Ny, e N, e também N sao subgrupos
de L.
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Demonstragio: Seja e o elemento identidade do loop L. E claro que e € N N N, NN,,
portanto Ny #0, N, # 0 e N, # 0, daqui basta aplicar o Teorema 2.42, e notar que N ¢

intersegdo de subgrupos para concluir o enunciado. O]

Defini¢ao 2.44 Seja Q um quasigrupo. O centro Z de Q é dado pelo seguinte conjunto

Z ={ae N |L(a)=R(a)}. Também se a € Z dizemos que a é um elemento central.

Fica claro que um elemento a € Q é um elemento do centro Z de (Q, -) se, e somente
se,a-xy=ax-y,xa-y=x-y,xy-a=x-yae xa=ax ¥x,y € Q, isto é a sempre se associa
e comuta com quaisquer elementos de Q.

Temos entdo os seguintes resultados:

Teorema 2.45 Seja Q um quasigrupo com niicleo N e centro Z. Se N e Z sdo ndo vazios,

entdo ambos sdo fechados para a operagdo do quasigrupo com Z sendo comutativo.

Demonstragdao: Como N é ndo vazio e é intersecao de conjuntos fechados para operagao
do quasigrupo, entdao N é fechado para a operacdo do quasigrupo.
Agora sejam a,b € Z, provemos que ab € Z, conhecemos que Z C N por definigdo,

logo sabemos que 4,b € N, além disso, se x € Q temos:

x-ab=xa-b=ax-b=a-xb=a-bx=ab - x.

Concluindo que ab € Z, logo Z é fechado para operagdo do quasigrupo, como por

definicdo VYa € Z, L, = R, segue que Z é comutativo. OJ

Teorema 2.46 Seja Q um quasigrupo com niicleo N e centro Z. Se N é ndo vazio, entio Z

éndo vazio e N e Z sdo subgrupos de Q com Z sendo um subgrupo comutativo de N.

Demonstragdo: Por hipotese N € ndo vazio, logo N, é ndo vazio, aplicando o Teorema
2.42 concluimos que Q tém elemento identidade (isto é, Q é loop). Tal elemento é
denotado por e. E facil ver que e € Z, isto é Z # 0.

Como N = N; NN, NN, e N € ndo vazio, segue disso que N,, N, e N, sdo todos
ndo vazios, e aplicando de novo o Teorema 2.42, concluimos que N, Ny e Np sao
todos subgrupos de Q, logo N é intersecdo de subgrupos de Q e, portanto, também ¢é
subgrupo de Q.

Do resultado do teorema acima, Z é fechado para a operagao e como ja visto Z tém
elemento identidade e, portanto, para concluirmos que Z é grupo basta mostra que
Z ¢é fechado para inversos. Lembrando que a existéncia dos inversos é garantida por
resultado desenvolvido no Teorema 2.42, e que este inverso estd em N.

Seja agora z € Z, sabemos que Yg € Q, temos g-z=z- g, logo:
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27l (g2)z ! =271 (2g)27;
z7lg(zz7l) = (z712)gz7};
27! (ge) = (eg)z"";
Zlg =gz
Concluindo que z7! € Z, como por definicdo Z é comutativo, segue que Z é subgrupo

comutativo de N. O

Teorema 2.47 Seja L um loop com niicleo N e centro Z. Entdo N e Z sdo subgrupos de L

com Z sendo um subgrupo comutativo de L.

Demonstragdo: L sendo loop, significa que L é quasigrupo com elemento identidade
e. E evidente que e € N e, portanto, N # (), bastando agora aplicar o teorema acima

para concluir o resultado. O]

Teorema 2.48 O centro Z de um loop L é um subloop normal de L.

Demonstragdao: Como para qualquer a € Z temos que a-xy =ax-y, xa-y = x -,
Xy-a=Xx-yaex-a=a-x para quaisquer x,y € L, segue disso que:

xZ =2x, (x2)-y=x-(Zy) e x-(vZ)=(xy)-Z,Vx,y € L.

O que conclui que Z é subloop normal de L. O

2.6 Propriedade de inversao

O conceito de inverso de um elemento sé tém significado se um sistema possui um

elemento identidade, lembremos que na teoria de grupos, aa ' =ala=e. Porém, na
teoria de quasigrupos, o conceito de inverso pode ser generalizado, e pode ser definido

com significado de inversao mesmo na auséncia de um elemento identidade.

Definicdo 2.49 Um quasigrupo Q é dito ter a propriedade de inversdo a esquerda (e é
chamado de L.I.P. quasigrupo) se, e somente se, existe uma bijecdo J, : Q — Q tal que
aJy-ax=xVxeQ.

Similarmente, um quasigrupo Q é dito ter a propriedade de inversao a direita (e é
chamado de R.IP. quasigrupo) se, e somente se, existe uma bijegdo J, : Q — Q tal que
xa-a, = x Yx € Q. Se um quasigrupo (ou loop) Q ¢ ambos um R.I.P. quasigrupo (ou
loop) e um L.I.P quasigrupo (ou loop), entdo Q é dito ter a propriedade de inversao e

serd chamado de I.P quasigrupo (ou loop) daqui para frente.

Defini¢ao 2.50 A funcao J, em um L.I.P quasigrupo é chamada de fun¢ao de inversao
a esquerda, analogamente a fungdo J, em um R.L.P quasigrupo ¢ chamada de funcdo
de inversao a direita.

Mais ainda, quando J) = J, =] em um L.P quasigrupo, ] € dito fungao de inversdo.
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Exemplo 2.51 Qualquer grupo G é um LP. quasigrupo com aj, = aj, = a~! para qual-

quer a elemento de G.

A classe de I.P. quasigrupos é extremamente importante e evidenciarei algumas
propriedades importantes de tais quasigrupos.

No caso em que L é um loop com elemento identidade e, todo elemento a € L tém
Unicos inversos laterais a* e af. Porém, a existéncia de tais elementos nao valida as

identidades a* - ax = x e xa- a” = x. Portanto nem todo loop é um L.P. loop.

Exemplo 2.52 Considere o loop (L,-) dado pela seguinte tabela de Cayley:

G = W N -

U b W N ==
W G == NN
= NN = U1 W W
V= Ul W R e
— W N e OO

Neste loop xx = 1, Vx € L, portanto x* = xP = x para qualquer x € L. Mas ji que
(3-4)-4=2#3e3:(3-4)=2+#4,Lndoéum LP loop.

Teorema 2.53 Seja L um L.I.P loop, para qualquer elemento a de L temos que aJ, = a’.

Demonstragdo: Seja a € L, o resultado segue ja que e = af, - ae = aJ,a, por outro lado

A

e = a‘a e pelo cancelamento a esquerda af, = a’. O]

Teorema 2.54 Seja L um R.LP. loop, para qualquer elemento a de L temos que aJ, = a®.

Demonstragdo: Basta fazer um espelhamento da demonstra¢do do Teorema 2.53. [J

Teorema 2.55 Seja L um L.I.P. ou um R.I.P. loop com elemento identidade e, temos |, =
Jo =] (isto ¢, at =af =q71).

Demonstragio: Em um L.L.P. loop, temos a* = a'e = at - aaf = af.

Ja em um R.I.P. loop, temos af = eaf = ata-af = at. OJ

Teorema 2.56 Os niicleos de um I.P. loop coincidem, isto é N, = Np = Ny =N.

Demonstragdo: Sejam N),N, e N, os nucleos de um I.P. loop L.

Sejal e Ny ere N,, provemos que r € Ny e [ € N,, para concluir que N, coincide
com N,,.

Se I € Ny, entdo I"! € N, (j4 que N, é subgrupo de L), logo como em L.P. loops
inversos bilaterais existem, temos ["}-b~1a~! = I"1p~1.471 Va,b € L. Tomando o inverso

em ambos os lados obtemos, a-bl =ab -1, portanto [ € Np.
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De forma analoga provamos que r € N, concluindo que N, = N,,.
Provemos agora que Ny = N, =N, considere ce N, e € Ny = N,,.

Primeiramente mostremos que c € N, = Np, considere a,b € L arbitrdrios, usando a

bijecdo das fungdes de translagdo e da funcao de inversao, existe um elemento d em L

tal que b = alcd, comoce Nﬂ, temos b =a'c-d,levandoem d = ¢ la-b (multiplicando

-1

por (a~c)™! = c7la pela esquerda em ambos os lados da igualadade), por outro lado

obtemos:
cleab=c'(a(a'-cd))=ct cd =d.

Portanto, c la-b=c1-ab, istoé, cl e N, = Np, jadque N, = Np é grupo, concluimos
que c€ Ny = N,.

Considere novamente a,b € L arbitrdrios, usando da bijecdo das fung¢oes de translagao
e da funcao inversa, existe um elemento gem L tal que b =1- a‘lg, como | € N, temos
b=1la"'-g levando em g = al~! - b (multiplicando por (la~')~! = al~! pela esquerda em

ambos os lados da igualdade), por outro lado obtemos:
a-I"'b=a(l"'(l-a'g))=a-alg=g.

Portanto, al 1-b=a-1"1b, isto é, [ "1 € N,, ja que N, é grupo, concluimos que [ € N,,.
Terminando em N =N, = N, O
Existem classes de loops que nao sdo I.P. loops mas possuem propriedades que

podem ser consideradas como variagodes de I.P. loops.

2.7 Grupo das multiplicacdes e grupo de aplicacdes in-
ternas

Seja Q um quasigrupo. Foi mencionado na se¢do 2 deste capitulo que para todo ele-
mento a € Q temos associadas duas fun¢des (chamadas de translagoes a direita e a
esquerda) L, e R, de Q para Q, tais que xL, = ax e xR, = xa para qualquer x em Q, e
definimos tais fun¢des como bijetoras no caso de Q ser quasigrupo. Logo, L, e R, sdo
permutacdes de Q e podem ser consideradas como elementos do grupo simétrico S(Q)

de todas as permutagdes do conjunto Q.

Defini¢do 2.57 O conjunto de todas L, e suas inversas L;!, x € Q, geram um subgrupo

LMult(Q) < S(Q) chamado de grupo das multiplica¢des a esquerda de Q.
Similarmente, ({R, | x € Q}) = RMult(Q) é chamado de grupo das multiplicacoes a

direita de Q. E finalmente, o grupo gerado por todas as multiplica¢ées de Q é chamado

de grupo das multiplica¢des e denotamos por Mult(Q).
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E importante enfatizar que o conjunto de multiplicagoes a esquerda ou a direita
nao necessariamente formam um grupo, pois o produto de duas multiplica¢des po-
dem ndo ser uma multiplicagdo. Para grupos, xR,R;, = xa-b = x-ab = xR, ou seja,
R,Ry, = R,y,. Este ndo é sempre o caso para quasigrupos devido a possivel auséncia de
associatividade.

Para alguns quasigrupos as multiplica¢des a direita (ou esquerda) podem formar
um grupo, mas isso seria um caso excepcional.

A importancia dos grupo das multiplica¢des é devido a sua conexdo com a estru-
tura do quasigrupo. Algumas vezes é mais facil obter informacdes sobre um quasi-
grupo ou loop estudadando o seu grupo das multiplica¢des, darei um exemplo para

fazer ilustracdo deste fato no final desta se¢ao.

Teorema 2.58 O centro Z de um loop L & isomorfo ao centro Zyyyyr) de Mult(L).

Demonstragao: Para qualquer z € Z, as seguintes relagdes x-yz=xy-z,zy-x =z-yx e
zy = yz para todos x,y € L podem ser reescritas em termos de multiplicagées a direita
e a esquerda: R,L, =L,R,, L,R, =R,L, e R, =L, paratodo x € L, o que significa que as
multiplica¢des por z comutam com todas outras multiplicacdes de Mult(L), e portanto
com todos os elementos de Mult(L). Logo L, = R, € Zy;ult(L) para qualquer z € Z.
Trabalhando na diregdo oposta e traduzindo as relagdées R,L, = L,R;, L,R, = R,L, e
R, = L, para qualquer x € L, se escrevem como as relagdes x-yz = xy -z, 2y - X = 2 YX
e zy = yz para todos x,y € L, e observamos que cada multiplicagdo que pertence a
Zmuir) corresponde a um elemento no centro Z de L.

Da discussao acima concluimos que a fungdo ¢ : z — R, é bijetora, mais do que isso

¢ isomorfismo, ja que z;2,¢ =R, ;, = R; R, =21 ¢ - 2,¢. 0

Defini¢ao 2.59 Seja L um loop com elemento identidade e. Considere um elemento
a € Mult(L) tal que ea = e. Tal funcdo a é chamada de aplicacdo interna de L. O
conjunto de todas as aplica¢des internas é um subgrupo de Mult(L) que é chamado de

grupo de aplicag¢des internas de L denotado por I(L).

Vejamos que de fato I(L) é sempre subgrupo de Mult(L).

Teorema 2.60 Seja L um loop com elemento identidade e, entdo o conjunto I(L) de suas

aplicagdes internas é um subgrupo de Mult(L).

Demonstragao: Por defini¢do I(L) C Mult(L).

Seja a € I(L), entdo ea = e, e entao claramento ea™!

= e, portanto ale I(L). Agora
considere a, 8 € I(L), temos entdo, e(apf) = (ea)p = ep = e, portanto aff € I(L), con-
cluindo que I(L) < Mult(L) O



CAPITULO 2. QUASIGRUPOS E LOOPS 25

Teorema 2.61 O grupo de aplicagdes internas 1(L) de um loop L é gerado por todas as
fungdes R(x,v),L(x,y) e T(x) com x,y € L, onde:

R(x,y) = RyRyRyy, L(x,y) = LyL, Ly e T(x) = R, L' Vx,p € L.

Demonstragdo: Considere e o elemento identidade de L. Seja F o conjunto de todas
as fungoes do tipo R(x,v), L(x,y) e T(x) a seja (F) o grupo gerado pelo conjunto F.
(F) é entao um subgrupo do grupo das multiplicacbes Mult(L). Devemos mostrar que
(F)=1(L). A primeira parte, (F) CI(L), é facil de ver, ja que todo gerador de F pertence
a I(L), pois temos para quaisquer x,y € L:

eR(x,y) = eR Ry Ry = (ex)yRy,) = Ry Ry = e, isto é R(x,y) € I(L);

eL(x,p) = eLyLyLyy = y(xe)L,y = eLy, L,y = e, isto & L(x,y) € I(L);

eT(x) =eR, L' =exL;! =eL,L;! = e, isto é T(x) € I(L).

Para provar a segunda parte, isto é, I(L) C (F), denote K o conjunto de todos os
elementos g € Mult(L) tais que f € (F)Rp:

K ={peMult(L)| B € (F)R.p}

Pela definicao de K segue que para qualquer 8 € K existe um ¢ € (F) tal que, sendo

ef =t

B = (PReﬁ = QR;.
E temos:
ﬁRx = (PRtRx
= (PR(t, X)Rtx
= (i)R(t, X)ReﬁRX.

Como ¢ e R(t,x) pertencem a (F), BRy € (F)R.4r, 0 que significa que R, € K
Temos L, € K, pois:

BLx = ¢R,L,
=T (t)L;Ly
= ¢T(t)L(t, %)Ly
= (pT(t)L(t,x)LeﬁLx e K.

Temos fR;! € K ja que vale o seguinte, seja s € L tal que t = sx, temos efR;! =5, e
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ainda:
BR:! = $RR,!
= R R;'R;'R;
= R(s,x) 'R,
= ¢R(S,x)_lReﬁR)—cl G K.
Temos BL;! € K j& que vale o seguinte, seja u € L tal que t = xu, temos efL;' = u, e
ainda:

BLY' = ¢R,L;!

=¢T(t)L,L;'L;'L,
=¢T(t)Ly L L, L,

= ¢T(t)L(u )

= ¢T()L(u,x) ' L1 €K

O fato de BR,, BR;!, BL,, BL;' € K, implica que, KMult(L) € K C Mult(L) C
KMult(L) e K = Mult(L). Em outras palavras, todo elemento a € Mult(L) pertence
ao conjunto (F)R,,. Entdo para a € I(L) nds temos a € (F)R, = (F), ou I(L) C(F). 0O

2.8 Homomorfismos de loops

Defini¢ao 2.62 Seja (Ly,-) e (L,,0) loops, e seja ¢ uma fungao de L; para L, tais que
(xy)$p = x¢p o ¢, entdo ¢ é chamado de homomorfismo de L; para L, e o conjunto
¢(Ly)={x¢ | x € L} é chamada de imagem homomorfica de L; sobre L,.

Ainda, quando a fungao ¢ for bijetora, chamamos ¢ de isomorfismo e dizemos que
L; é isomorfo a L,. Isso é, quando existir um isomorfismo entre L, e L, dizemos que
tais loops sdo isomorfos e denotamos tal fato por L; = L,, além disso, quando L; = L,

um isomorfismo serd chamado de automorfismo.

A definicao acima pode ser estabelecida para quasigrupos.

Todas essas defini¢des tem o mesmo significado que a suas homoénimas em teoria
de grupos, com tudo isso definido podemos agora concluir resultados novos referentes

a secdo anterior.

Defini¢do 2.63 Seja L um loop e considere I(L). Um elemento a € I(L) é dito automor-
fismo interno se a fun¢do a é um automorfismo. O conjunto de todos os automorfismo

internos de L é denotado por Z(L).
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E facil ver que Z(L) é um grupo.
Um resultado enunciado na introdugao é estabelecido pelo seguinte teorema.

Teorema 2.64 O grupo de todos os automorfismos de um quasigrupo Q é isomorfo a um
subgrupo do grupo de automorfismo de LMult(Q), RMult(Q) e Mult(Q).

Demonstragdo: Seja 0 um automorfismo de um quasigrupo Q. Considere x,y € Q,
logo xRy0 = (xy)o = x0 -yo = x0R,; ou Ryo = 0Ry,;. Daqui Ry, = 0_1Ry0. O que
significa que para qualquer y € Q, 0‘1R3,0 ¢ um elemento de RMult(Q), e ja que o
conjunto de todas as R, € um gerador do conjunto RMult(Q) podemos dizer que qual-
quer automorfismo o de Q determina um unico automorfismo o, : T o~ 'To do
grupo RMult(Q). E facil ver que a fungao que leva o o, € injetora, e logo tal fungdo
¢ um isomorfismo sobre a sua imagem.

Analogamente, podemos mostrar que Ly, = U_lLyG para qualquer y € Q, e pode-
mos construir um isomorfismo da mesma forma como fizemos acima, ja que L, com
v € Q é um gerador do grupo LMult(Q).

Juntando os dois resultados e usando do fato que os elementos da forma R, e L, sdo
geradores do grupo Mult(Q), construimos um isomorfismo analogo aos anteriores.

O

Em teoria de grupos o conceito de homomorfismo estd intimamente relacionado
com o de subgrupo normal. A situagdo é bastante similar para loops. Entretanto, é di-
ferente para quasigrupos. O conceito de kernel ndo tém significado para quasigrupos,
também talvez ndo exista um subquasigrupo normal associado com um dado homo-
morfismo. Por essa razdo é preferivel introduzir o conceito de relagdo de equivaléncia

normal associada com um homomorfismo.

2.9 Normalidade

Defini¢ao 2.65 Uma relacdo de equivaléncia 6 em um quasigrupo Q é chamada de

normal se satisfaz as seguintes condi¢des para elementos a,b,¢,d € Q:

(i) Se caBcb, entao abb;
(ii) Se acOHbc, entao abb;

(iii) Se aBb e cOd, entao acObd.

Uma relagdo de equivaléncia normal também pode ser chamada de congruéncia
normal.

Denotarei o conjunto de todas as classes de equivaléncia de Q sobre a relagao 6 por
Q/0, chamado de quasigrupo quociente de Q com respeito a relacdo de equivaléncia
normal 6, isto é, Q/0 = {K, | a € Q}, onde para cada a € Q temos K, = {x € Q | xOa}.
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Teorema 2.66 Seja a um homomorfismo entre o quasigrupo Qy e o quasigrupo Q,. Entdo

a define uma relagdo de equivaléncia normal 0

Demonstragdo: De fato considere 6 dado pela seguinte relacdo para quaisquer a,b €

Q; temos aBb se, e somente se, aa = ba, entao para quaisquer elementos a,b,c,d € Qy:
(i) aBa, pois aa = aa;
(ii) Se aBb, entao aa = ba, e também ba = aa, isto é bOa;

(iii) Se a@b e bOc, entdo aa = ba = ca, e logo abc;

Daqui garantimos que 6 é relagdo de equivaléncia, provemos que 6 é normal.

(iv) Se caBcb, entdo (ca)a = (cb)a, e logo ca -aa = ca - ba, cancelando a esquerda

obtemos, aa = ba, isto é aOb;
(v) Espelhando (iv) obtemos (V).

(vi) Se aBb e cOd, entdo aa = ba e ca = da, portanto aa - ca = ba -da, e logo (ac)a =
(bd)a, isto é acObd.

Concluindo que 6 é relagdao de equivaléncia normal sobre Q,. O]

Vejamos que munido de alguma operacdo relacionada com a operagao de Q, temos
que Q/6 é quasigrupo.

Para isso temos de notar que para quaisquer a,b € Q, temos bK, = {ba; | a; € K} =
Ky, isso segue pois para qualquer a; € K, temos bOb e a;0a implica que ba;0ba, isto é
ba; € Kya, concluindo bK, C K. Para a inclusao inversa, se c € K, entdo existe x € Q,
tal que, bx = ¢, portanto bxOba, que leva em x6a, ou seja, x € K, isto é, c = bx € bK,,
analogamente provamos que K;b = K.

Com isso ¢ facil ver que se b;,b; € K, temos b;K, = Ky, = Ko = biK, e que K;b; =
Kap, = Kap, = Kby

Deste fato podemos definir a operagdo o em Q/6 da seguinte forma, K, o K;, = K3,
tal operagdo constréi um quaisigrupo pois as equagdes K, o K, = Kj e K, 0 K, = K;, tém
solugdes tnicas determinadas pelas solugdes tnicas das equagdes xa =b e ay = b em

Q.

Teorema 2.67 Seja 6 uma relagdo de equivaléncia normal sobre Q, entdo 6 induz um ho-
momorfismo de Q sobre Q/06.

Demonstragdo: Seja o a funcdo sobrejetora de Q para Q/6 dada por ac = K, para

qualquer a € Q. Entdo para quaisquer a e b elementos de Q, temos:

(ab)o =K, , =K, 0K, =ao obo.
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Portanto o é um homomorfismo de Q para Q/6. O
Essa relagao de reciprocidade dada pelos dois teoremas anteriores, sugerem a se-

guinte definicao de subquasigrupo normal.

Defini¢ao 2.68 Um subquasigrupo N de (Q,-) é dito normal se, e somente se, N é uma
classe de equivaléncia com respeito a alguma relagdo de equivaléncia normal 6 sobre
Q.

Se N é um subquasigrupo normal de um quasigrupo Q denotarei por N < Q.

E importante lembrar que j4 tinhamos dado uma definicio de subloop normal,

vejamos que ambas sdo equivalentes.
Teorema 2.69 Seja L um loop e N < L. Sdo equivalentes:

(i) N éclasse de congruéncia de alguma relagdo de congruéncia normal;
(i1)) xN =Nx,xN-y=x-Nyex-yN =xy-N, Vx,peL.

Demonstragdo: Seja L um loop com elemento identidade e.

((i)=(ii)) Considere N < L no sentido da Defini¢do 2.68, temos que mostrar que
para quaisquer x,y € L valem (1) xN =Nx, (2)xy-N=x-yN e (3) xN-p=x-Ny.

Seja 0 0 homomorfismo definido por N.

(1) Seja x € L e n € N, entdo existe um unico elemento ¢ em L tal que xn = gx.
Aplicando o temos go oxo = xo ono = xo = K,ox0, cancelando a direita, go = K,, isto
é, g€ N. Entao de xn = gx, concluimos xN = Nx.

(2) Sejam x,y € Le n € N, considere g o tnico elemento de L tal que xy-n = x-yg.
Aplicando o obtemos xo0 o (yo 0 go) = x0 o yo, cancelando a esquerda, yo o go =yo =
yo o K,, cancelando a esquerda novamente, go = K —e, isto ¢ go € N. Entdo de xy - n =
x-pg, concluimos xy - N = x-yN.

(3) Sejam x,y € Le n € N, considere g o tnico elemento de L tal que xn-y = x-gy.
Aplicando ¢ obtemos xo o (gy)o = xo0 o yo, cancelando a esquerda, go o yo = yo =
K, oyo, cancelando desta vez a esquerda, go = K,, isto ¢ g€ N. Entaode xn-y = x- gy,
concluimos xN -y =y - Ny.

((ii)<(i)) Considere N < L no sentido da Defini¢do 2.36. Seja 6 a relagdo a0b
se, e somente se aN = bN, a,b € L. Como N é normal sabemos também que N ¢é
tipo-Lagrange, e logo O é relacdo de equivaléncia. Resta mostrar que O é ralagdo de
equivaléncia normal, isto é, para elementos a,b,c,d € L (1) se caBcb, entdo abb, (2) se
acObc, entdao abb e (3) se abb e cOd, entao acObd.

(1) Sejam a, b, c € L, tais que caBcb, isso significa que ca-N = cb- N, Mas como para
N vale a propriedade xy - N = x-yN, nés temos c-aN = c-bN, cancelando a esquerda,
aN = bN, isto é a0Ob.
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(2) Sejam a,b,c € L, tais que acObc, isso significa que ac-N = bc-N, mas ac-N =
a-cN =a-Nc=aN -c, e analogamente bc- N = bN - ¢, e logo obtemos aN -c =bN -c, e
cancelando a direita, aN = bN, isto é a0b.

(3) Sejam a,b,c,d € L, tais que aBb e cOd, isso significa que aN = bN e cN = dN,

entao temos:

(@N)(cN) = (bN)(dN)
(aN)(N¢) = (bN)(Nd)
a(N-Nc)=b(N-Nd)
a(NN-c)=b(NN -d)
a-Nc=b-Nd
a-cN=b-dN
ac-N =bd-N
concluindo que acHbd. O

Em certo sentido, o papel de elemento identidade em um quasigrupo é assumido

pelos elementos chamados idempotentes.

Defini¢ao 2.70 Um elemento i em um quasigrupo Q é chamado idempotente se, e

somente se, ii =i = i.

O papel de um elemento idempotente é ilustrado pelo fato que uma classe de equi-
valéncia Kj;, que contém um elemento idempotente é um subquasigrupo. Este enunci-

ado é uma consequéncia do seguinte.

Teorema 2.71 Seja Q um quasigrupo. Uma classe de equivaléncia H = Kj, com respeito a

uma relacdo de equivaléncia normal O é um subquasigrupo se, e somente se, hOh?.

Demonstragdo: (=) Seja H = K;, um subquasigrupo e também 4,b € H. Entdo de a6h
e bOh segue que abOh®. Mas ja que H é subquasigrupo, ab € H ou abOh, de abOh e
abOh? obtemos hOh?.

(<) Agora seja K;, uma classe de equivaléncia tal que hOh?. Seja a,b € K}, entao
aBbh e bOh, logo abOh?, mas por sua vez hoh?, logo ab6h, isto é ab € K}, concluindo que
K}, é fechado para operagao no quociente.

Agora temos de mostrar a existéncia de solugdes para ax =b e ya = b em Kj,. Sendo
a,b € Kp, sendo b = ax, como a € Kj, segue que ax6hx, mas ax = b, logo bOhx, do fato
de bOhOh? temos hxOh?, e logo x6h, isso é x € Kj,.

Considerando agora ya = b, como a6h temos (b = ya)Oyh, portanto de bOhOh? segue
yhOh?, e logo yOh, isto é y € Kj,.

A unicidade dessas solugdes é evidente ja que K} ¢ um subconjunto de um quasi-

grupo. O
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Exemplo 2.72 Um dos exemplos mais simples de quasigrupo com elementos idempo-

tentes é dado pela seguinte tabela de Cayley:

N W e
—_— N W N
W = N W

Neste quasigrupo todo elemento é idempotente, e toda classe de equivaléncia

K, = {x} da relagdo de igualdade é um subquasigrupo normal.

Em vista dos resultados acima, podemos dizer que, em um loop, para toda con-
gruéncia normal O existe exatamente um subloop normal N, tal N é dado pela classe
de equivaléncia que contém o elemento identidade (pois o elemento identidade é
idempotente, além disso, todo subloop deve conter a identidade) do loop.

Isso ndo ocorre para quasigrupos sem elemento identidade! Para tais quasigrupos,
dada um relagdo de equivaléncia normal 6 podem existir diversos subquasigrupos
normais diferentes, ou até mesmo nao existir nenhum quasigrupo normal.

De maneira andloga o que ocorre em grupos, o subloop normal N de um loop L
consiste de todas as pré-imagens de elemento identidade K, de L/6. Assim, podemos

estabelecer um resultado muito importante:

Corolario 2.73 Em um loop L, todo subloop normal é niicleo de algum homomorfismo e

todo niicleo de homomorfismo é subloop normal.

Demonstragdo: Seja L um loop com elemento identidade e e seja N um subloop nor-
mal de L. Sendo um subloop normal, N é uma classe de equivaléncia com respeito a
alguma relacdo de equivaléncia normal 6, que por sua vez define um homomorfismo
o de L para L/6 tal que xo = K, para qualquer x € L, é evidente que L/6 é loop com
elemento identidade K,. Como N é subloop, N contém o elemento identidade e de L,
logo N = K,, portanto para qualquer n € N, temos no = K,, logo N = {x € L | x0 = K,},
concluindo que N é o conjunto de todos os lementos de L tais que suas imagens ho-
momorficas sobre o sdo o elemento identidade K,, tal conjunto é chamado de kernel
de o e denotado ker(o).

E também dado um homomorfismo ¢ entre dois loops, defina a congruéncia nor-
mal 6 como no Teorema 2.66, e obteremos que K, = ker(¢), como e é idempotente, K,
é subloop normal do dominio, concluindo entdo o coroléario. O

Ja definimos anteriormente o grupo de aplica¢des internas I(L) de um loop L.
Sendo L um loop, N um subloop de L, no préximo teorema usaremos a seguinte
notacdao NI(L) = N se, e somente se, Nao = N (dizemos N invariante sobre a) para
qualquer a € I(L) e chamamos N invariante sobre I(L). Entdo vale o seguinte resul-
tado:
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Teorema 2.74 Seja L um loop e N < L, entdo N énormal em L se, e somente se, NI(L) = N.

Demonstragdo: (=) Seja N < L. Mostremos que NI(L) = N.

Sabemos que I(L) é gerado por elementos da forma R(x,v), L(x,y) e T(x), como
x,y € L. Primeiro considere para x,y € L o conjunto NL(x,y) = {nL(x,y) | n € N}, consi-
derando a normalidade de N, temos NL(x,y) = (y-xN)L;; = (yx-N)L;; = NnyL;; =N.

Agora considere para x € L o conjunto NT(x), considerando a normalidade de N,
temos NT(x) = (Nx)L;! = (xN)L;! = NL,L;' = N.

Agora observando que para x,y € Lvale Nx-y=xN-p=x-Ny=x-yN =xy-N =
N-xy, temos que para qualquer x,y € L o seguinte, NR(x,y) = (Nx-p)Ry) = (N-xp)N} =
NRy, Ry = N.

Sendo invariante sobre todos os geradores do grupo I(L), N é invariante sobre I(L),
istoé, NI(L)=N.

(<) Assumindo que NI(L) = N, e sendo x e y elementos abitrarios de L.

Entdo de NT(x) = N, segue que NR,L;! = N se, e somente se NR, = NL,, isto &,
Nx=xN.

De NR(x,y) = N, temos NRnyR;; = N se, e somente se, NRny = Nny, isto é,
Nx-yp=N-xy.

Também de NL(y,x) = N, temos NLnyL;; = N se, e somente se NL,L, = NL
istoé, x-yN =xy-N.

Xy’

Juntando as trés informagdes obtidas acima xN -y =Nx-p=N-xy =x-yN =xy-N,

como em x e y sdo arbitrarios segue que N é subloop normal de L. O



3 Looprs bE MOUFANG

Loops de Moufang foram introduzidos por Ruth Moufang em seu artigo ”Zur Struktur

von Alternativ-Korpern” [5] e é a categoria de loops de mais conhecida.

3.1 Definicao e propriedades

Um loop de Moufang é um loop que satisfaz trés identidades, conhecidas como iden-
tidades de Moufang. Estas sao uma versdo fraca da propriedade associativa. E mesmo
na auséncia da associatividade, esses loops capturam muitas propriedades que sao

validas para grupos.

Defini¢ao 3.1 Um loop L é dito um loop de Moufang se ele satisfaz as seguintes identi-
dades:

(xy-x)z =x(y - xz), a identidade de Mounfag a esquerda (IME);
(xy-2z)y = x(y - zy), a identidade de Moufang a direita (IMD);
(xy)(zx) = (x - vz)x, a identidade de Moufang central (IMC).

Dizer que um loop satisfaz uma certa identidade, significa que este loop satisfaz
a identidade referida para todos os seus elementos. Por exemplo, dizer que um loop
L satisfaz a identidade central de Moufang, significa que para quaisquer x,y e zem L
temos (xy)(zx) = (x - pz)x.

O teorema a seguir estabelece que um loop de Moufang pode ser definido com

apenas uma das identidades de Moufang.

Teorema 3.2 Em um loop L, as trés identidades de Moufang sio equivalentes. Além disso,

se alguma das identidades de Moufang é satisfeita, entdo valem as seguintes identidades:
(i) yx-x= yxz, conhecida como identidade alternativa a direita (IAD);
(i1) x-xy = xzy, conhecida como identidade alternativa a esquerda (IAE);

(iii) xy-x = x-yx, conhecida como indentidade flexivel (IF).

33
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Passos da demonstragao:

(i) Primeiro mostremos que se L satisfaz a IME, entdo L satisfaz a IAD, IAE, IF, IMD
ealIMC

(ii) Mostremos que se L satisfaz a IMC, entdo L satisfaz IMD.
(iii) Finalmente, mostremos que se L satisfaz a IMD, entdo L satisfaz a IME.

Demonstrag¢ao: Considere e o elemento identidade de L.
(i) Assuma que L satisfaz a IME, tomando z = e na IME, obtemos xy - x = x - yx, que

é a IF. Usando da IF tomando p = x*, temos:

xx/\-x:x-x/\x:xe

Cancelando a esquerda obtemos que x'x = e, ou seja, x' = xP = x71, isto é, todo

elemento em L tém inverso bilateral.
Agora tomando x = y~! na IME, temos y~'z=y7!(y-y71z), cancelando & esquerda

obtemos z = y-y7'z, j4 conhecida como propriedade de inversdo a esquerda. Desta vez,

tomando z = x~! na IME, temos (xy - x)x™! = xy, como a equagdo xy = w sempre tém
1

solucdo tinica para qualquer x e w, temos wx-x~' = w, ja conhecida como propriedade

de inversdo a direita. Concluindo que L é um I.P. loop.

Tomando y = e na IME, temos x2

ambos os lados temos z71(x!)2 = z71x71 . x71, que é equivalente a IAD.

z = x-xz que é a IAE, aplicando a inversdo em

Aplicando a fungdo inversao nos dois lados da IME, obtemos a seguinte nova iden-
tidade z ! (x71 -y~ 1x7) = (z71x7t . p71)x7L, que ¢ equivalente a IMD.

1

Trocando z por x~ !z na IME, obtemos (xy - x)(x'z) = x - yz, multiplicando por x &

direita:

(x-p2)x = [(xp - x)(x 1)z]x

= [
= (xp)lx(x"'z-x))]  (IMD)
= (xp)[(x-x"'z)x]  (IF)

= (xp)(2x).

Obtendo exatamente a IMC, concluindo a primeira parte.

(ii) Suponha que L satisfaz a IMC, tomando y = e na IMC, temos x - zx = xz - X, iss0
é a IF. Logo por raciocinio andlogo ao da parte (i), todo elemendo de L tém inverso
bilateral.

Como y = x~1 na IMC, temos zx = (x- x‘lz)x, cancelando a direita, z = x - x~ !z,
obtendo a propriedade de inversao a esquerda, dessa vez tomando z = x~! na IMC

L,

temos xy = (x-yx~!)x = x(yx~! - x) pela flexibilidade, agora cancelando & esquerda,
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~1.x =y, obtendo a propriedade de inversdo a direita. Concluindo que L ¢ um I.P.

VX
loop.

De IMC (xy)(zx) = (x - yz)x, implica que (zx) = (y~!x71)[(x - pz)x]. Trocando y por
1.

y
(2x) = (yx~")[(x - 37" 2)x]
Agora trocando z por yz, temos:
yz-x = (yx1)(xz-x)
Finalmente trocando y por yx, temos:

(yx-z)x =y(xz-x) = y(x - zx)

Que é exatamente a IMD, concluindo a segunda parte.

(iii) Suponha que L satisfaz a IMD, tomando x = e na IMD, temos yz-y =y -zy, isso
é a IF, como visto anteriormente no item (i), todo elememto em L tém inverso bilateral.

Trocando z por y~! na IMD, temos (xy-y~')y = xy, e cancelando & direita, x =
xy-y~!, isso é a propriedade de inversio & direita. Agora trocando x por y~!, obtemos
zy =y~ (y-zy), como a equagido zy = w tém solugio tinica em z para qualquer w e y em
L, segue w =y~ ! -yw, que é a propriedade de inversdo a esquerda. Concluindo que L é
um L.P. loop.

Com isso aplicando a fungao inversdao em ambos os lados da IMD, obtemos a se-
guinte identidade y~1(z71 - p71x71) = (71271 .y~ 1)x7!, que ¢ equivalente a IME, termi-

nando a demonstracdo. [

Corolario 3.3 Todo loop de Moufang M é I.P. loop.

Demonstragdo: Basta seguir o passo (i) da demonstragdo anterior. 0
Deixamos como observa¢ao que o menor loop de Moufang tem ordem 12. Segue

abaixo o exemplo de um loop de Moufang muito especial.

Exemplo 3.4 Seja M = {+1,+i,+j,+k, +e,+ei, +ej, +ek} com a operagao (-) dada pela se-
guinte tabela.

1 i j k e e ¢ ek

1] 1 i j k e e ¢ ek
i|i -1 k - -ei e -ek ¢
j k -1 i -¢f ek e -ei
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(M,-) € um loop de Moufang nao-associativo, ndo-comutativo. Alguém com fami-
liaridade em 4lgebras ndo associativas poderd reconhecer os elementos de M como
sendo os elementos da base de uma algebra de Cayley-Dickson, tomando os sinais

positivos e negativos. Este loop é conhecido como loop dos octonios.

3.2 Ferramentas para demonstrar o teorema de Moufang

Como ja dito, o principal objetivo desse trabalho é o teorema de Moufang. O teorema
de Moufang estabelece que em um loop de Moufang M se trés elementos x,y,z € M se
associam, isto é, x - yz = xy - z, entdo eles geram um subrgrupo de M.

Essa secdo tem por objetivo desenvolver ferramentas necessarias para a demonstragao

do teorema de Moufang.

Defini¢ao 3.5 Seja L um loop. Para elementos arbitrario x,y,z € L, o comutador, de-
notado por (x,y), e o associador, denotado por (x,v,z), sdo definidos como os tnicos

elementos que satisfazem:

Xy =yx-(x,9);
xy-z=(x-yz)(x,9,2).

Para subconjunto arbitrarios A, B,C C L, o comutador, denotado por (A, B), e 0 as-

sociador, denotado por (A, B, C), sdo definidos do seguinte modo:

(A,B)={(a,b)|a€ A,beB};
(A,B,C)={(a,b,c)|acA,be B,ce C}.

Agora vamos definir isotopismo, pela brevidade do trabalho nao vamos nos apro-

fundar no assunto, embora seja um tema bastante importante.

Defini¢ao 3.6 Uma tripla («a, 8, y) de bijecdes de um conjunto L; em um conjundo L,
é chamada de isotopismo de um loop (Ly,:) em um loop (L;, o) se, e somente se, vale a
seguinte expressao xa oy = (x-y)y, para todo x,y € L;.

Quando (Ly,-) = (L, 0), a tripla (a, B, ¥) € chamada de autotopismo.

Nao é dificil ver que o conjunto de todos os autotopismos de um loop forma um
grupo com a operagdo de composicdo, onde a operagdo de composi¢do é dada en-
trada por entrada, isto é, (A, B,C)(A’,B’,C’) = (AA’,BB’,CC’). O elemento identidade é
(Id,Id,1d) e o inverso é dado por (A,B,C)"! = (A™1,B~1,C™!).

1

Daqui para frente denotarei por | a funcdo inversao. Ou seja, x] = x7".

Teorema 3.7 Se A= (U,V,W)éum autotopismo de um I.P. loop L, entdo Ay =(W,JV],U)
eAy=(JUJ,W,V) também sdo autotopismos de L.
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Demonstragdo: Do autotopismo (U, V, W) temos xU - yV = (xy)W. Pela propriedade
de inversao a direita xU = (xyp)W -y V].

Tome xy = a,y = b~! = bJ, consequentemente x = ab. Substituindo 4 e b na relagdo
anterior, temos aW - bJV] = abU para quaisquer a,b € L. Logo Ay = (W,JV],U) é
autotopismo.

Para Ay, xU -yV = (xy)W implica pela inversdo a esquerda que yV =xU] - (xy)W.

Tomando y = ab, x = a’!

= af, consequentemente xy = b. Substituindo a e b
na relacdo anterior, temos (ab)V = xJU]J - bW para quaisquer a,b € L. Logo A, =

(JUJ, W, V) é autotopismo. O

Defini¢ao 3.8 Seja Q um quasigrupo. Uma bijecdo U em Q é chamada de pseudoau-
tomorfismo a direita de Q se, e somente se, existe a0 menos um elemento ¢ € Q tal

que:

xU - (yU -c) = (xy)U - c para todo x,y € Q. Ou ainda, pode ser visto como
xU-[p(UR)] = (xp)[UR,]

O elemento ¢ é chamado de companheiro de U.
Note que um pseudoautomorfismo a direita pode ser visto com um autotopismo
da seguinte maneira. U é um pseudoautomorfismo a direita com companheiro c se, e

somente se, (U, UR,, UR,) é um autotopismo.

Teorema 3.9 Se (U,V, W) é um autotopismo de um loop L com elemento identidade e, e se

eU =e, entdo U é um pseudoautomorfismo a direita com companheiro c =eV.

Demonstragdo: Aplicando (U, V,W) ao produto ex = x, temos (eU)(xV) = xW, ou
ainda, xV =xW paratodoxeL,elogo V=W.
Denote eV = c. Entdo aplicando (U, V, W) ao produto xe = x, temos xU - c = xW =
xV paratodo x € L, ouseja, UR, =V =W.
E portanto, o autotopismo (U, V, W) pode ser reescrito como (U, UR., UR.). Con-
cluindo que U é um pseudoautomorfismo a direita com companheiro c =eV.
O

Teorema 3.10 Se L é um I.P. loop com elemento identidade e S é um pseudoautomorfismo
a direita, entdo JS] = S.

Demonstragao: Denotando por e o elemento identidade de L. Da identidade (xS)(yS -
c) = (xy)S-c, Colocando y = eem (xp)S-c = xS(yS-c), temos xS-c = xS(eS-c), cancelando
a esquerda e em seguida a direita, temos eS =e.
Tomando y = x~1 = xJ, temos xS(xJS-c) =eS-c =c, elogo x]S-c = xS] -c, cancelando
a direita xJS = xS] para qualquer x € L, e logo JS = SJ, ou ainda S =JS]J.
O
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Teorema 3.11 Se L é um I.P. loop, entdo R(x,y) = JL(xL,y™")] e L(x,v) = JR(x"},y7)]

Demonstragdo: Por calculo direto temos:

JR(x7 )] = JR1 Rym1 Ryt ym1y1]
= JR-1JJRy-1]JRy:]

-1
=L,L,L,}

=L(x,y)

Concluindo que L(x,y) = ]R(x_l,y_l)], trocando x por x~! e trocando Y por y‘l,
temos L(x~!,y7!) = JR(x,y)], ou ainda R(x,y) = JL(x~!,p~1)]. O

Teorema 3.12 Toda aplicagdo interna de um loop de Moufang M é um pseudoautomor-

3

fismo a direita. Aplicagdes internas R(x,), L(x,v) e T(x) tém (x,v), (x"1,v7!) e x> como

seus respectivos companheiros a direita.

Demonstragdo: Para concluir o teorema basta mostrar que os geradores do grupo de
aplicagées internas, R(x,v), L(x,y) e T(x), sao pseudoautomorfismos e determinar seus
companheiros.

Da IMC temos (xy)(zx) = (x - yz)x, pode ser traduzida como yL, - zR, = yzL,R,,
concluindo que A(x) = (L, Ry, LyR,) é autotopismo para todo x € M.

Ja que o conjunto de autotopismos de M formam um grupo, tomando x,i € M, te-

mos quer A(x M)Ay )(A(y~x1))™t = (S, T, X) é um autotopismo, onde em particular:

S=Ly1Ly1(Lyre) =Ly~ x™h);
T =Ry-1Ry (Ry—lx—l )1

Como eS = ¢, do Teorema 3.9, temos T = X = SR.onde c = T = (x "'y~ 1)(xy). J4 que
(yx)c = xp, entdo ¢ = (x,y). Entdo S é um pseudoautomorfismo a direita com compa-
nheiro (x,y). Além disso, pelos Teorema 3.10 e Teorema 3.11 S =JS] = ]L(x_l,y_l)] =
R(x,y). Concluindo que R(x,y) é um pseudoautomorfismo a direita com companheiro
(x,9).

Para L(x,y), note que L(x,y) = JR(x"!,371)] do Teorema 3.11, e j4 que R(x"!,p71) ¢
pseudoautomorfismo como concluido acima, do Teorema 3.10 L(x,y) = ]R(x_l,y—l)] =
R(x71,97!), e combinando com o resultado acima, L(x,y) é pseudoautomorfismo a di-
reita com companheiro (x~!,p71).

Para T(x) = RyL,-1, usando do Teorema 3.7, C(x) definido da seguinte forma é um

autotopismo.

C(X) = A/\’,t = (injoRxL]Lx])
= (R, Ry-1Ly-1,R1)
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Denote (U, V, W), pelo seguinte autotopismo:
(U,V,W)=C(x)A(x ") =(RyLy1,R 1L 1R1,R 1L 1R 1)

Entdao U =T(x) e eU =eT(x) =e.
Pelo Teorema 3.9, U = T(x) é um pseudoautomorfismo a direita com companheiro

c=eV =eR, 1L, 1R, 1 =x73, concluindo o teorema. OJ

Defini¢ao 3.13 Uma funcao 6 em um loop de Moufang (M, ) nele mesmo é chamado

de semiendomorfismo de M se, somente se, vale para todo x,y € M:
(xyx)0 = (x0)(y0)(x0) e eO =e.

Onde e é o elemento identidade de M. Se 6 é uma bijecao entdo O é dito um

semiautomorfismo.

Note que pela IF, temos x - yx = xy - x por isso omitimos a ambiguidade e simples-
mente podemos escrever xyx como acima. Daqui para frente, considere M um loop de

Moufang com elemento identidade e.

Teorema 3.14 Se O é um semiendomorfismo de M, entdo (x™1)0 = (x0)~! para qualquer

elemento x € M.

Demonstragao: Da defini¢ao de semiendomorfismo, temos que (xyx)60 = (x0)(y0)(x0)

para quaisquer x,y € M. Tomando y = x~!, obtemos:
(xx71x)0 = x0 = (x0)(x~10)(x0)
E cancelando a esquerda, e = (x~10)(x0), concluindo que (x~10) = (x0)!. O

Teorema 3.15 Todo pseudoautomorfismo de M é um semiautomorfismo de M.

Demonstragdo: Seja S um pseudoautomorfismo com companheiro c, logo S é bijetora
por definicao.

Tomando x,y € M, aplicando S ao produto x - yx, temos:

(x-9x)S - ¢ = (x5)[(yx)S - c]

= (xS)[(¥S)(xS - c)]
[(xS-pS)xS]-c (IME)

Cancelando a direita, (xyx)S = xS -yS - xS. Ja vimos no Teorema 3.10 que eS = ¢,

concluimos que S é um semiautomorfismo.
O
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Corolario 3.16 Toda aplicagio interna de M é um semiautomorfismo de M.

Demonstracdo: Obtemos esse resultado juntando o ja conhecido no Teorema 3.12 e

no Teorema 3.15. O

3.3 O teorema de Moufang

Finalmente chegamos ao objetivo desse trabalho, a finalidade dessa se¢ao é provar um

dos teoremas fundamentais para a teoria de loops de Moufang, o teorema de Moufang.

Teorema 3.17 (Teorema de Moufang) Seja M um loop de Moufang e e seu elemento iden-

tidade. Se (a,b,c) = e para certos a,b,c € M, entdo a, b, c geram um subgrupo de M.

Utilizaremos alguns resultados preliminares a demonstracdo do teorema.

Teorema 3.18 Seja M um loop de Moufang com elemento identidade e, E um conjunto niao
vazio de semiendomorfismo de M, F o conjunto de todos os elementos f € M que se mantém
fixado para todos os elementos de E e, finalmente, seja H o conjunto de todos os elementos
h e M tal que hF C F. Entdo:

(i) HCF;
(ii) F-' =F e fFf = f para qualquer f € F;
(iii) H é subloop de M.
Demonstragdo: Definindo F e H em notagdo de conjuntos:
F={feM|fO=fVOeE}eH={heM | hF CF}

(i) seja h € H,ja que hF CF, (hf)0 = hf paratodohe H, f e FeO €E,deeb =¢
para todo 6 € E, segue que e € F. Entao hO = (he)0 = he = h,logohe F,ou H CF.

(ii) Do Teorema 3.14, se x = f ! com f € F, temos x0 = f 10 = (f0)™! = f~1 = x,
ouseja F'!CF,se feFentiof'eFe(f ') !=feF! logoF!=F.

E também temos para todo f e Fe f’ € F:

(ff' )0 =(fO)fO)fO)=ff'f,oufFfCF.

Reciprocamente, paratodo f € F, f =efee fFf, concluindo fFf =F.

(iii) E claro que e € H, ja que eF = F.

Também de (i) e (ii), segue que F contém a expressdo hy[hy(hf)"']hy Vf € F e
Vhy,hy € H, a qual que pela IMC e propriedade alternativa é igual a (h;hy)f ! € F.
Logo por (ii) (h hy)f’ € FVf’ €F, e temos h1h, € H.

Para mostrar que h~! € H para todo h € H, considere o elemento f(hf)™!f de F:
fh) 7 f = f(fF U Y f =(ff Y f = h™'f € F, para qualquer f € F. Portanto h™! €
H. O que completa a prova para H ser subloop de M. O]
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Teorema 3.19 Em um loop de Moufang com elemento identidade e, a equagdo (a,b,c) = e
implica qualquer equagdo obtida por permutar a,b,c ou substituir qualquer elemento por

seu inverso.

Demonstragdo: De ab-c¢ = a- bc, segue que [ab - c](bc)‘1 = g, ou ainda, aRbRCR;Cl =
aR(b,c) = a. Como R(b,c) é uma aplicagado interna, e como tal, é um semiendomorfismo,
entao a‘lR(b, c)= (aR(b,c))_l, ou a‘leRCR;C1 —alealb-c=al b Logo (a,b,c)=e
implica (a71,b,c) = e.

De ab-c = a- bc, segue que cLbLaL;g = ¢ = L(b,a). Sendo L(b,a) um semiendo-
morfismo, c‘lL(b,a) = ((:L(b,a))_1 =cYouab-cl=a-bcl. Logo (a,b,c) = e implica
(a,b,c7 ) =e.

De ab-c = a-bc,segueque[a~(ab-c)]c™! = b, em outras palavras bL,R.L, 1R 1 = b,

seja O = L,R.L,1R1, entdo €0 = [a ! (ae-c)]c™! = (a7 -ac)c™! = cc7!

= e, logo 6 é uma
aplicacdo interna, mais ainda é semi-endormofismo, e temos bl = (b@)_1 =b"! ou
ainda ab!-c=a-b'c. Logo (a,b,c) = e implica (a,b~!,c) =e.

Como consequéncia, temos (a~!,b7!,c7!) = ¢, ou ainda, a™'b7! - ¢! =g .p7lc7L
Tomando o inverso em ambos os lados da equacdo, temos c-ba=cb-a, ou (c,b,a) =e.

De a-bc =ab-c, temos:

be-at=[at(ab-c)]a!
=(a'-ab)(ca”l) (IMC)
=b(ca™t)

Ou ainda, (b,c,a™!) = e, e também (b, c,a) =e.

Ja que as permutagdes (em notagao de ciclos) (ac) e (abc) geram o grupo de permutagdes
do conjunto {a, b, c}, segue que (a, b, c) = eimplica que (f (a), f(b), f(c)) = e, onde f é uma
permutacdo de {a, b, c}. OJ

Teorema 3.20 Se a,b,c,d sdo quatro elementos de um loop de Moufang M com elemento
identidade e, tais que quisquer trés deles satisfazem a equacgdo (x,v,z) = e, entdo as seguintes

equacgdes sdo equivalentes:
(i) (ab,c,d)=¢e;

(ii) ((ab)?,c,d) = ¢;

(iii) ((a,b),c,d) =e;

(iv) (cd,a,b)=¢;

) (be,d,a) =e.



CAPITULO 3. LOOPS DE MOUFANG 42

Demonstragdo: (i) = (ii) A equacdo (i) pode ser reescrita na forma (ab - c) = (ab)(cd)
ou ab = (ab)RCRdR;; = (ab)R(c,d). Seja 6 = R(c,d), 6 é semiautomorfismo tal que
abO = ab, como no Teorema 3.18 com 6 = R(c,d) e E = {6}, entdo ab € F. E também
(ab)?0 = [(ab)e(ab)]O = (abO)(abO) = (ab)?, ou (ab)? € F. Logo (ab)*R(c,d) = (ab)?, em
outras palavras ((ab)z, c,d)=e.

(ii) = (iii) Tome p = (a,b) = (a"'b~')(ab). Entdo ab = ba-p, ou ab-a = (ba- p)a.
Aplicando a IMD na igualdade anterior, temos ab - a = b(a - pa). Multiplicando ambos

os lados por b a direita nos da (ab-a)b =b(a - pa)b. Porém:

(ab-a)b = (ab-a)(a”' - ab)
= (ab)(aa~')(ab) (IMC)
= (ab)?

Logo (ab)? = b(apa)b. Aplicando O = R(c,d) em ambos os lados, temos (ab)?0 =
bO - (apa)O - bO, se (ii) vale entdo (ab)?6 = (ab)? = b(apa)b, ou bO - (apa)O - bO = b(apa)b.
Como por hipétese do lema b6 = b, (apa)® = apa, mas denovo, por hipdtese ab = a,
segue que pO = p, ou ainda ((a,b),c,d) =e.

(iii) = (iv) Considere o pseudoautomorfismo V = R(a,b) com companheiro a di-
reita p = (a~'b1)(ab). Aplicando V ao produto cd, temos (cd)V -p =cV(dV -p).

Como (c,a,b) =(d,a,b) =e,entdo cV =ce dV =d. Agora temos (cd)V -p =c-dp. Se
(iii) vale entdo (c,d,p) =eouc-dp =cd-p, elogo (cd)V -p = c¢d -p, cancelando a direita,
(cd)V =cd, ou ainda, (cd,a,b) =e.

(iv) = (v) De (a,b,c) = e e (iv) temos (a-bc)d = (ab-c)d = (ab)(cd). De (b,c,d) =ee
(iv) temos (ab)(cd) = a(b-cd) = a(bc-d). Entdo (a-bc)d = a(bc-d), ou ainda, (bc,d,a) =e.

(v) = (i) (i) pode ser obtida de (v) simplesmente trocando b,c,d,a por a,b, c,d nesta
exata ordem. O

Agora introduziremos dois novos conceitos que serao necessdrios para a prova do

teorema de Moufang.

Definigao 3.21 Seja M um loop de Moufang com elemento identidade e.

Seja A um subconjunto de M e H um subloops de M que contenha A. Seja A" o
subconjunto de H que consiste de todos os elementos a’ € H tais que (A,a4’,H) = e.
Entao A’ é chamado de adjunto de A com respeito a H. O subconjunto A* = (A”")’ é
chamado de fechamento de A com respeito a H.

No caso de H = M, A e A’ sdo simplesmente chamados de adjunto e fechamento,

respectivamente.

Note que, ja que (a,a’,h) = e implica que (a’,a,h) = ¢, logo A C A*.
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Teorema 3.22 Seja M um loop de Moufang com elemento identidade e. O adjunto e o
fechamento de um conjunto ndo vazio A com relagdo a um subloop H sdo subloops de M.
Além disso, se (A,A,H) = e entdo (A*,A*,H) =e.

Demonstrag¢do: Denote A’ por B, entdo (A,B,H) = e. Pelo Teorema 3.19, B! C B.
Também é claro que e € B. Para mostrar que B = A’ é um subloop, sé temos que
mostrar que b1 b, € B para quaisquer by,b, € B. Considere a expressdo [(a- b;b;)x]b,
com quaisquer x € H e a € A.

Usando (A, B,H) = e, as identidades de Moufang e o Teorema 3.19, temos:

[(a-b1by)x]by = [(aby - by)x]by (A,B,H)=e
= (aby)(byxby)  (IMD)
=alb(by-xby)] (A B H)=e
=a[(b1by-x)by]  (IMD)
= [a(bi1by-x)]b,  (AH,B)=e

Cancelando a direita, (a-byby)x = a(byb, - x), ou b;b, € B, concluindo B = A" é um
subloop de M. Como A* é o adjunto de B, A* também é um subloop de M.

Agora seja (A,A,H) = e, isso significa que A C A’, e de (A,A",H) = e segue que
(A,A*,H)=eou A* C A’, logo (A*,A",H) =e. O

Corolario 3.23 Se (A,A,H) = e entdo A* é associativo.

Demonstragdao: Como A* C H, (A", A", H) = e implica que (A",A",A") = e, ou A* é um
grupo. 0J
Agora podemos finalmente completar a demonstragao do teorema de Moufang
Demonstragdo: (Teorema de Moufang) Seja (4,b,¢) = ¢, a,b,c € M. Considere os se-

guintes subconjuntos de M.

D={ab,c},F={xeM | (D,D,x)=¢e,(ab,c,x)=¢}, H={he M | hF C F}.

No seguinte, usaremos repetidamente as identidades alternativas e o Teorema 3.20
aplicando a quadruplas de elementos de M:

De (ab,c,c) = e segue que c € F.

Usando ¢,a,b,b, em (b,b,ca) = e, temos (ab,c,a) =e. Logo b € F.

Usando a,4,b,c, em (a,a,bc) = e, temos (ab,c,a) =e. Logoa e F.

E portanto D C F. Podemos também mostrar que (ab,c, f) = e implica um resultado
mais geral (DD, D, F) = e. Isso pode ser feito mostrando que qualquer a,b,c pode ser
substituido por qualquer elemento de D. Por exemplo, usando elementos a,4,b, f em
(a,a,bf) =e, temos (ab,a, f) = e 0 que significa que ¢ pode ser substituido por a, e assim

por diante.
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Como D C F, (DD,D,F) = e implica (DD, D,D) = e. Agora aplicamos o Teorema
3.20 para D,D, D, F. Entao (DD, D, F) = e implica que (D, D, DF) = e. A seguir conside-
rando d € D arbitréario, usando D,FD,d,d, de (D - DF,d,d) = e, temos (FD,d,dD) = e,
que implica em (dD,D,dF) = e, em particular (ab,c,aF) = e, isto é, a € H. Usando
d,d,FD,D, de (d,d,FD - D) = e, temos (FD,Dd,d) = e, que implica em (Dd, D,dF) = e,
em particular (ab,c,bF) =e, isto é, b € H. Usando d,F,DD,d, de (d,d,F - DD) = e, te-
mos (DD, d,dF) = e, em particular, significa que (ab,c,cF) =e. Logo cF C F,ouc € H.
Concluindo que D C H.

Consideremos agora o conjunto E = E; U E, de semiendomorfismos de M, onde
Ey ={R(d;,d;) | d;,d; € D}, e E; = {R(d;d;,dy) | d;,d;, dy € D}.

Entdo os conjuntos F e H satisfazem as condi¢des do Teorema 3.18 com respeito ao
conjunto E. Assim, H C F, e H ¢ um subloop de M. De (D,D,F)=ce¢e H CF, segue que
(D,D,H) = e. Agora pelo Teorema 3.22. Entdo (D,D,H) = e implica (D*,D*,H) =,
onde D* é o fechamento do conjunto D em respeito a H. Pelo Teorema 3.22 D* ¢
subloop de M. Como D C D%, é claro que o subloop gerado por D esta contido em
D*. Pelo corolario 3.23 D* é associativo, e assim também é o subloop gerado por D.

Finalizando a prova do teorema. O

Corolario 3.24 Qualquer loop de Moufang M é diassociativo, isto é, quaisquer dois ele-

mentos a,b € M gera um grupor denotado por (a, b).

Demonstracdo: A demonstracdo é consequéncia direta do teorema de Moufang e do
fato de valer, por exemplo, a identidade alternativa a direita em loops de Moufang

(isto é, (a,b,b) = e), bastando tomar D = {a,b, b} = {4, b} no teorema de Moufang. O

Corolario 3.25 Qualquer loop de Moufang M é associativo por poténcia, isto é, qualquer

elemento a € M gera um grupo denotado por {a).

Demonstracdo: Novamente, a demonstracao é consequéncia direta do teorema de
Moufang e do fato de valer, por exemplo, a identidade alternativa a direita em lo-
ops de Moufang (particularmente, (a,4,a) = e), bastando tomar D = {a,a,a} = {a} no

teorema de Moufang. O

3.4 Uma outra demonstrac¢ao

Em seu ”A simplified proof of Moufangs theorem” [3] Ale$ Drédpal forneceu uma demonstracao
mais direta, segue a sua demonstracao em nivel detalhado.

Primeiro obteremos resultados auxiliares para a demonstracgao.

Teorema 3.26 Seja («, ,y) um autotopismo de um I.P. loop L com elemento identidade e.

Suponha que ea = e e que xa = x para algum x € L. Entdo (x V)a = x71.
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Demonstragdo: Tome b = ¢f, temos a seguinte identidade xa - (x 1) = ey = x- (x71)B,
ouainda, (x 1) =x71-ey =x"!(ea-eB) = x'b, denote a identidade (x~!)g = x1b por

(I).

E ainda:
b=x-x'b
=x(e-(x"1)p) ()
=x-(x"y
=x-((x"a-b)
Ou ainda, x"'b = (x"'a) - b, cancelando a direita x™' = (x )a. O

Teorema 3.27 Seja M um loop de Moufang com elemento identidade e, e seja (a, B,y ) um

autotopismo de M tal que eax = e. Se x,y € M tais quer xa = x e ya =y, entdo (xyx)a = xyx.

Demonstragdo: Tome ¢ = b. Note que para w,z € M, temos:

(x-yb)b~ xb)b™! (1)
=(x-yb)(b7'-xb-b') (IMD)

O que conclui a demonstragao. O

Definig¢do 3.28 Seja M um loop de Moufang e @ C X C M, definimos X* pelo seguinte

conjunto X* := {x,x ! | x € X}.

O seguinte resultado tém um correspondente conhecido na teoria de grupos e para

I.P. loops tém prova analoga, o resulado é o seguinte: Em um L.P. loop Lse 0 C X C L
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entdo (X) é o conjunto de todas as multiplica¢des de termos sobre X*, e segue de
corolario que (X) = L se, e somente se, cada elemento de u € L pode ser escrito como
multiplicacdo de termos sobre X*.

Demos entdo notagdo para alguns desses termos multiplicativos, considerando e o
elemento identidade do I.P. loop, definimos o termo s = [(uy,..., u;) de tal forma que
s=esek=0,es=ul(uy..u;) se k > 1, similarmente, r(uy,...,u;) = ese k =0 e

r(uy,.., ug_1)ug se k > 1.

Defini¢ao 3.29 (G,-) é dito um semigrupo se, e somente se, a operagao de (G, -) é asso-

ciativa.

Teorema 3.30 Seja M um loop de Moufang gerado por um conjunto X tal que I(xy,.., xi) =

r(x1,...,Xx) para todas as sequéncias finitas xq,...,xx em X*. Entdo M é um grupo.

Demonstragdo: Primeiramento mostremos por inducdo em n, que vale a igualdade
g, ey thy) - L(V1, oy Vi) = L(1aq, ooy Uy, V1, oy V) Para todo Uy, .., iy, vy, ..., vy € X*. Os casos
n <1 é claramente valido. Assuma que n > 2, e tome x = uy, s = l(uy,...,u,) e também
= (V1,00 Uy)-

Expresse xs -t por xs - (tx~

dade tx ! = r(vl,...,vm)x_l =1V, Vs x‘l) =1(vy, ., Uy x‘l), e entdo, pela hipotese de

1. x) = x(s - tx"!)x. Porém obtemos a seguinte igual-

inducdo:

x5t = x(S1(V], .00, Vppy X 1))X
=xl(Upy ey Uy V1yevey Vg x‘l)x
=x(r(Upy ey Uy, V1, ey vm)x_l)x
= XUy, ey Uy V1,y ey Vi)

= l(l/ll, Upyeeiy Uy, V1yenny 'Um).

Tome a = I(uy, ..., u,), b = (vy,...,vy) € ¢ = (wy,...,w,). A igualdade provada deixa
claro que ab-c e a-bc sdo iguais a l(ul,...,un,vl,...,vm,wl,...,wp).

Logo S = {l(uy,...,uy) | uy,...,u, € X*} é um subsemigrupo de M que é gerado por
X*. O semigrupo S é um grupo ja que todos os elementos geradores possuem inverso.
Como X C X*, segue quer X C S, e logo M = (X) C M, concluindo S = M e terminado
a prova. 0J

Uma notagdo que usarei adiante é a seguinte: dado um conjunto A com a e B
bijecdes de A, denotarei [, ] = fapta~!,

Teorema 3.31 Sejam x ey elementos de um loop de Moufang M. Entdo L,L,Lyy = [R¢', L]
e RyR,Ry; = [Li1,Ry].
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Demonstragdo: Primeiro observamos que R;}CR,CRy = [L;l,Ry] é equivalente a igual-
dade LyR,L, = Ly,R,, que é uma expressdo da (IMC) x(yz- x) = xy - zx.

Agora observe que RnyR;i = [L;l,Ry] é equivalente a RyL,R, = L\R,,, que é uma

yxs
expressao da (IMC) (x - yz)x = xz- yx. OJ

Teorema 3.32 Seja M loop de Moufang. Suponha que a = [R,,L,]* onde x,y € M ou que
a= Li}LiZ onde xq,...,x, € M e €1,...,€, € {~1,1}. Entdo existem B e y tais quer (&, , )

é um autotopismo de M.

Demonstracao: Temos R, = R;}l, entdo do Teorema 3.31 é suficiente mostrar o enun-
ciado somente para o caso a = Ly!...L{". A identidade de Moufang xy - zx = x(yz- x) nos
diz que (L, Ry, L R,) é um autotopismo para todo x € M. O autotopismo procurado
(@, B, ) pode entdo ser obtido pela composigdo dos autotopismos (Ly., Ry, Ly, Ry, ) com
1<i<n. O

Teorema 3.33 Seja M um loop de Moufang com elemento identidade e gerado por {x,v,z}.
Se x-yz = xy-z, entdo uy-1(uy,..., ug)ugyq = ugl(Uq, ..., ug) U1 € (g, .. Ugy1) = 1(Ugy ooy Upy1)

para qualquer sequéncia uy,..., Uy, de elementos de X*, k > 1.

Demonstragdo: Existem duas igualdades a serem provadas. Procederemos com uma
indugdo em k. O caso k = 1 segue da hipétese e do Teorema 3.19. No passo de inducao

consideremos as igualdade:

ug - Ly, ooy g )tigyr = uol(uty, ooy g) - Uy

O caso ug = u;,, segue do Teorema 3.19 e da identidade flexivel. Podemos entdo dizer
quer Uy =X € Ug,1 = 7.

Tome s = I(uy, ..., ur). Queremos mostrar que x(u;5-y) = (x-u;s)y. Se u; = x~1, entdo
é equivalente a x's-y = x~! - sy, que segue por hipétese de indugao. Trocando x por
x~! temos x7(xs-p) = (x7! - xs)y, logo pelo Teorema 3.19 x(xs-y) = (x- xs)y, resolvendo
0 caso u; = x=.

Por hipétese de indugdo, xs-y = x-sy. Portanto xy -s = x - sy pelo Teorema 3.19 e
(x-ys)y = (xy-s)y = x(ys-y) pela (IMD), oque nos da o caso u; = y. Pelo Teorema 3.19,
(x-ys)y~!

0 caso u; = y=.

= x(ys-y~!), trocando y por 1, temos (x-y~!s)y = x(y~!s-y). O que nos da
Tome r = r(uy,..., ux_1). Queremos mostrar quer x(ruy -y) = (x - rug)y. Se uy =y,
entdo é equivalente a xr-y~! = x-ry~!, que segue por hipétese de indugido. Trocando
y por y~! temos x(ry-y7!) = (x- ry)y~!, logo pelo Teorema 3.19 x(yr-y) = (x - yr)y,
resolvendo o caso uy = p*.
Por hipétese de indugdo, xr -y = x - ry. Portanto rx-y = r - xp pelo Teorema 3.19 e

x(rx-y) =x(r-xy) = (x-yr)y pela (IME), oque nos da o caso u; = x. Pelo Teorema 3.19,



CAPITULO 3. LOOPS DE MOUFANG 48

“1.y)=(x-rx!)y. O que nos da

x~1(rx-p) = (x7! - rx)y, trocando x por x~!, temos x(rx
0 caso uy = x*.

Restam os casos u; = z* e uy = z*, tome w = l(uy, ..., up_;).

Para o caso u; = z = uy, precisamos mostrar que x(zwz)-y = x - (zwz)y, isto é, que
(zwz)[L,, Ry] = zwz. A hipétese de indugdo nos dé w[L,,Ry] = w, temos e[L,,R,] =ee
z[Ly, Ry] = z,entdo pelo Teorema 3.27 e o Teorema 3.32 segue que (zwz)[Ly, Ry] = zwz
(Note que [Ly, R,] = [Ry, L,]™).

O caso u; =z

= U, é andlogo ao anterior jé que z‘l[Lx,R ] = z71, entdo segue do
Teorema 3.27 e do Teorema 3. 32 que (z7lwz~ [LX,R |=zlwz L.

Para o caso u; = z e uy = 2z~ !, precisamos mostrar que x(zwz™!)-y = x- (zwz"!)y, isto
é,que (z7')a; =z ! onde a; = LwLZ[Ry,Lx]LglL;l. Pela hipétese de indugao x(zw - y) =
(x-zw)y, logo ea; = e. A igualdade ja provado x(zwz-y) = (x - zwz)y pode ser expressa
por zay = z. Pelo Teorema 3.32 existem f; e y; tais que (ay, f1,¥1) € um autotopismo
de M. Entdo (z71)a; = z7! segue j& que za; = z e ea; = e através do Teorema 3.26.

-1 1

Para o caso u; = z~! e uy = z, precisamos mostrar que x(z 'wz)-y = x- (z 'wz)y, isto

é, que (z)a, = zonde a;, = Lngl[Ry,LX]LZL;}. Pela hipétese de indugéo x(zlw-p) =

(x-z7'w)y, logo ea, = e. A igualdade ja provado x(z 'wz™!-y) = (x - z7lwz1)y pode

ser expressa por z '@, = z~!. Pelo Teorema 3.32 existem B> e y, tais que (ay, Br,72) €
um autotopismo de M. Entdo za, = z segue ja que (z7!)a, = z7! e ea, = ¢ através do
Teorema 3.26.

Para terminar o passo indutivo observe que:

I(ug, ..., Ugy1) = uol(tty, ..., Upy1)
= Ug  1(Uy, ey Ug)Upy
= ug - Ly, g ) Ugs
= ugl(uy, ., Ug) - Upyy
I(uq, ...p tg ) Ug 41
= 1(Ug, oo Up) Uy

=1(Ug, ey Ugy1)-

O
Demonstragio: (Teorema de Moufang) E consequéncia direta do Teorema 3.30 junto

com o Teorema 3.33. Ul
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