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Resumo

A homologia é uma construcao matematica que estuda invariantes por deformacoes continuas
capaz de fornecer informacoes estruturais de um espaco topoldgico, detectando “loops” e cavi-
dades n-dimensionais presentes neste espaco. Este trabalho tem como objetivo discorrer sobre
os principais resultados existentes sobre este tema, considerando os espacos de homologia de
um espaco topolégico sobre um corpo K. Inicialmente, a homologia sera apresentada do ponto
de vista algébrico, mostrando algumas técnicas e resultados relevantes da area, como o Lema do
cinco e o Lema da Serpente (Snake Lemma). Depois disso, estudaremos a homologia singular e a
homologia de um complexo CW (um espaco construido de forma indutiva a partir de conjuntos
chamados de n-esqueletos e homeomorfismos que “colam” estes conjuntos para formar o espago
desejado). Neste ponto, apresentaremos resultados importantes como o Teorema da Excisao, a
sequéncia de Mayer-Vietoris e a equivaléncia entre a homologia singular e a homologia celular
no caso de um complexo CW. Encerraremos o trabalho com a atual aplicacao desta teoria na
ciencia de dados através do conceito de homologia persistente para a filtracao de Vietoris-Rips

construida a partir de uma nuvem de pontos.

Palavras Chaves: Homologia, Complexos de cadeia, Persisténcia, “Point clouds”
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Abstract

Homology is a mathematical construction that studies invariants by continuous deformations
capable of providing structural insights about a topological space by detecting “loops” and n-
dimensionals “holes” present in this space. The aim of this work is to present the main results
on this topic by considering the homology of a topological space over a field of coefficients K.
Initially, the homology will be presented of the algebraic point of view, showing some techniques
and relevant results in the area, as the five Lemma and the Snake Lemma. Afterwards, we shall
study the singular homology and the homology of a CW complex (a space built inductively from
sets called n-skeletons and homeomorphisms that attach these sets to form the space desired).
In this point, we will present important results as the Excision theorem, the Mayer-Vietoris
sequence and the equivalence between singular homology and cellular homology in the case of
CW space. We will finish with an application to data science by means of persistent homology

of a Vietoris-Rips filtration over a point cloud data.

Keywords: Homology, Chain complexes, Persistence, Point clouds

il



1 Introducao

O estudo da teoria da homologia possui miltiplas origens, sendo uma delas durante o século
XIX com Riemann como um esforco para se definir alguns invariantes topolégicos chamados de
numeros de Bettie coeficientes de tor¢ao de uma dada superficie, mantendo-se com este objetivo
até os anos 30 do século XX, periodo no qual foram introduzidas as primeiras técnicas algébricas
com propdsito de célculo [1]. Em meados da década de 40, ela passou a ser utilizada para se
estudar alguns sistemas algébricos. De uma maneira geral, pode-se dizer que a homologia ¢ uma
area da topologia algébrica que associa a um dado espago topolégico X uma sequéncia de grupos
abelianos H,, (X ), onde n é um inteiro ndo-negativo. Assim, para cada valor de n, o conjunto
H, (X) traz informagoes sobre certas caracteristicas estruturais do espago topolégico X, como
a quantidade de componentes conexa por caminhos e a presenca de “buracos” n-dimensionais
(por exemplo os “loops” bidimensionais ou cavidades tridimensionais) no espago.

Este trabalho tem como objetivo estudar os espacos vetoriais de homologia sobre um corpo
K. Mais especificamente, serao estudadas a homologia singular de um espaco topoldgico qual-
quer e a homologia de complexos CW.

Este estudo tem como relevancia a atual aplicagao dos conceitos provenientes da topologia
algébrica na ciéncia de dados, onde através de uma nuvem de dados, ao se utilizar da homologia,
é possivel inferir algumas caracteristicas globais do objeto cuja nuvem se originou.

O trabalho é dividido em quatro partes, sendo que na Secao 2, serao apresentadas as ideias
algébricas necessarias para o estudo da homologia do ponto de vista topologico. Nesta secao,
definiremos complexos de cadeia, mapas entre complexos e homologia, além de apresentar im-
portantes resultados como a existéncia do chamado morfismo de conexao e o Lema da serpente.
Na Segao 3, apresentaremos o conceito de homologia dentro de um contexto topoldgico, defi-
nindo a homologia singular e a homologia singular de um par de espacos, junto do Teorema de
Excisao e da sequéncia de Mayer-Vietoris. A Secao 4 definird a ideia de complexos CW de um
espaco topoldgico, sendo encerrada com o resultado que diz que a homologia de um complexo
CW de um espaco X é equivalente a homologia singular deste mesmo espaco, o que facili-
tara este computo. Por fim, a Secao 5 apresentara menos rigorosidade matematica, prestando
apenas a enunciar defini¢oes e resultados importantes de aplicacoes do conceito de homologia
na ciéncia de dados. Neste ponto, serao definidos o complexo de Vietoris-Rips, a homologia
persistente e, por ultimo, a secao sera encerrada com resultados relativos a estabilidade dos

chamados diagramas de persisténcia.



2 Preliminares algébricas

Neste capitulo, serdo adotadas algumas definigdes que podem ser encontradas em [2] e [3].

2.1 Algebra linear

Para esta secao, adotaremos como convencao que K representa um corpo, A, B e C' sao K-
espacos vetoriais e que um espaco vetorial de dimensao nula sera representado por 0. Usaremos

também que as fungoes f: A — B e g: B — C sao transformagoes lineares.

Definigao 2.1.1. O kernel (ou nicleo) de uma transformacgao linear f : A — B, representado
por ker (f), é um subconjunto do dominio de f formado por todos os elementos de A que sdo

levados no elemento nulo de B. Desta forma, se f (a) = 0 para algum a € A, entao a € ker (f).

Definicao 2.1.2. A imagem de uma transformacao linear f : A — B € um subconjunto do
contra-dominio de f dado por todos os elementos do conjunto f (A). Este conjunto € represen-
tado por Im (f).

Definicao 2.1.3. O co-nicleo de uma transformacao f € definido como o quociente entre o

contra-dominio de f e a imagem de f. Ou seja, coker (f) := B/Im (f).

Sendo assim, sejam
] = 2+ Im (fn)

[yl =y +Im(fn)
elementos do coker (f) e a € K. Entao,

2] + [yl = (z +y) + Im (f2)

alz] = ax+Im(fn),
pois Im (f,) é um subespaco de B.

Estas sao importantes defini¢oes da algebra linear para o contetido presente neste trabalho.

Definicao 2.1.4. Sejam f: A — B e g: B — C transformagoes lineares. Dizemos que a

composi¢io g o f é exata em B se Im (f) = Ker (g).

Considere agora a sequéncia

onde o mapa que vai de 0 em A é o mapa nulo injetivo e o0 mapa que vai de C' em 0 é o mapa
nulo sobrejetivo. Se esta sequéncia é exata em A, B e C, entao f ¢ injetiva e g é sobrejetiva.
Neste caso, este diagrama é conhecido como sequéncia exata curta, e serd importante para este
trabalho.



Como exemplo, dada uma transformacao linear qualquer f : A — B, sejam as trans-
formagoes ¢ : ker (f) — A o mapa de inclusdo (injetor) e j : B — coker (f) o mapa

quociente (sobrejetor). Entao a sequéncia

0——ker (f)—— A ! ,p-? coker (f) ——0

é exata.

Definigao 2.1.5. Considere os mapas f : A — B, g: C — A eh:C — A. Dizemos que
f € um monomorfismo se fog = foh implicar que g = h.

Analogamente, se temos os mapas f : A — B, g: B— C eh: B — C, chamamos f
de epimorfismo se go f = ho f, entdo g = h.

Vale ressaltar que se A, B e C sao espacos vetoriais com f e g transformacoes lineares,
entao dizer que f é um monomorfismo equivale a dizer que f é injetiva, e dizer que ¢ é um

epimorfismo é equivalente a dizer que g é sobrejetiva.

2.2 Algebra homolégica

Definigao 2.2.1. Seja A, uma sequéncia de K-espaco vetoriais, com n € Z, e considere as
fungées 0, : A, — An_1 como transformagoes K-lineares onde 0,1 (0,,) = 0. Dizemos que a

sequéncia

an+1 Bn
e—— A — A —— Ay —— -

¢ um complezo de cadeias sobre o corpo K. Este complezo é representado como (A, D).

Como um exemplo de complexo, tome o espaco vetorial dos niimeros reais R sobre o corpo K,
o espaco nulo 0 constituido pelo zero dos nimeros reais sobre o corpo K, a aplicacao 0 : R — 0

e a aplicacdo @' : 0 — R. Sendo & 0 9 = 0 0 & = 0, temos que a sequéncia

a'Raoa'RaOa’

representa o complexo de cadeia (R, 9). Esta sequéncia nao é exata pois nos niveis representados
por R temos ker (0) =R e Im (0) = 0.

Outro exemplo de complexo de cadeias é dado pelo diagrama

8/ O 8/ O 6// K a K 6/// 0 8/ L (1)

onde 0 : K — K é o mapa identidade. Neste caso, temos que nos niveis que correspondem ao
espago nulo e no primeiro K, o nicleo da transformacao é dado por ker (0) = 0 e a sua imagem
por Im (0) = 0, enquanto que no nivel correspondente ao segundo K temos ker (0) = K e

Im (0) = K. Logo, o complexo de cadeia do diagrama (1) é exato.
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Sejam (A, 0) e (B,d") complexos de cadeias. Agora, vamos considerar os seguintes mapas

fn: A, — B, comn € Z, e o diagrama

8n«l»l 0,
cee—— A — A, —— A ——

lfrH»l lfn lfnl
0 o'

---—>Bn+1ﬁ>Bn—">Bn_1—>---

Sendo cada f,, uma transformagao linear e assumindo que cada quadrado do diagrama acima
¢ comutativo (ou seja, 0/, © fu41 = fn © Ony1), podemos definir f : (A,0) — (B,0') como
sendo um mapa entre complexos, onde f é formada pelos mapas f,, para todo n € Z.

Com estas defini¢oes, se tomarmos (A,0), (B,d") e (C,0") como complexos de cadeias e
f:(A,0) — (B,d)eg:(B,0) — (C,0") como mapas entre complexos, podemos escrever

a seguinte sequencia:

0——(4,0) 1 (B,d) —2= (C, ") ——0 (2)

Nesta sequéncia, os complexos (A, d), (B,d') e (C,d") estao omitidos, mas se eles fossem

escritos eles seriam as colunas deste diagrama.

Definicao 2.2.2. Dizemos que uma composicao entre os mapas de um complezxo € exata quando

a composicao de todas as transformacoes lineares o forem.

Definicao 2.2.3. Uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia é dada pelo diagrama
(2) quando as f, sao monomorfismos e g, sio epimorfismos para todo n € Z. Ou seja, nesta

situagdo, as linhas do diagrama (2) sao sequéncias exatas curtas.

Definigao 2.2.4. Sejam (A, ) um complezo de cadeias sobre K e B C A. Dizemos que (B, )

¢ um subcomplexo de (A,0) se para todo n € Z, temos que B, C A,, e se x € B,, entdo
d (z) =0, ().
Vamos agora restringir o dominio de 0, ao ker (f,,) e definir 0, : ker (f,) — A,_1.

Lema 2.2.1. O complexo (Ker (f) ,(9|) ¢ um sub-complexo de (A, D).

Demonstra¢ao. Considere o seguinte diagrama:

O,
s ——ker (fn) ' A,
lfn J/fnl
00— B ,

Tome a € ker (f,). Entao f,(a) = 0. Como 0, (0) = 0, temos que esta imagem estd em
B,,—1. Agora, aplique 0, em a e depois f,_; em O, (a). Esta imagem também estd em B,_;.
Porém, como o diagrama acima ¢ comutativo, temos que 9., (f, (a)) = fu-1 (94 (a)). Logo,
fa-1 (0p (@) = 0 e, desta forma, 9, (a) € ker (fn—1). Assim, concluimos que 9, leva ker (f,)
no ker (fn—1) C A1 e, portanto, temos que (ker (f),d|) é um subcomplexo (A,9). O
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Da mesma forma, se restringirmos o dominio do operador &/, que leva B,, em B,,_1 a Im (f,,),

temos o operador 0, : Im (fn) — Bn-1.
Lema 2.2.2. O complexo (Im (f),0") é um subcomplexo de (B,d").

Demonstragao. Considere o seguinte diagrama:

On

An An—l

lfn lfnl
o’

co——1Im(f,) —— B,

Seja a € A,,. Se aplicarmos 9,, a a e em seguida f, 1 a J, (a), temos que

fo-1(0y (@) € Im (f-1) C Bn-1

Da mesma forma, temos que

9y, (fn(a)) € Bnoy.

Mas como o diagrama ¢ comutativo,

fn=1 (0 (a)) = 0, (fn (a)).
Sendo assim, sendo f, : A — Im (f,,) sobrejetora,
Im((0),) C Im(fu_1) C By-1.
Logo,

/

--—>[m(fn)i>lm(fn_1)—>---

¢ um subcomplexo de (B, d"). O

Proposigao 2.2.3. O operador 0, : coker (f,) — coker (fn_1) definido como
én (I +Im (fn)) = awlz (:E) +Im (fn—l)

estd bem definido e € uma transformacao linear.

Demonstragao. De fato, tome um representante x de y + I'm (f,) com y € B,. Sendo assim,

(x —y) € Im(fn),
o que implica que
9, (x—y) € Im(fu-1)
pelo Lema 2.2.2. Como 0], ¢ uma transformacao linear, temos que
9y, (x) € (9, (y) + Im (fn-1))-
Ou seja, independentemente do representante de uma classe que seja escolhido, o resultado final
serd sempre o mesmo. Isso mostra que o mapa 0, estd bem definido.

Sabendo que 0/, é uma transformagcao linear, temos que

On (2] + [W]) = On(z+y+Im(fn)

= Op(z+y)+Im(fu1)

= a:z(x>+1m(fn 1)—1—8/( )+Im(fn71)
(

= On([2]) + 0n ([y])



e que

Op (a[z]) = 0Op(ax+Im(f,))
= ad, (z) +Im (fu-1)
= a(0, (@) + Im (fa-1))
= a (0. ([z]))

Logo, 0,, é uma transformacao linear. [J

Lema 2.2.4. A sequéncia

- —— coker (fy) O, coker (foo1) —---
define um complexo.

Demonstragio. Pela defini¢ao de 9, temos que se [z] € coker (f,) com [z] = x + Im (f,), a
aplicagao deste operador bordo na classe [z] gera (0!, (z) + Im (fn-1)) € coker (fn—1). Logo,
se aplicarmos 0,1 em 9, ([z]), temos 0, (0! () + Im (f,_1)) = 0., (0, (x)) + Im (fn_2).
Porém, pela definicdo de 0, sabemos que @, ,(d,) = 0, o que nos leva a concluir que

D1 (0}, (x) + Im (fuz1)) = 0+ Im (fn_2) = [0]. Portanto 0,1 (8,) = [0]. O

Com estes lemas é possivel visualizar que se escrevermos a sequéncia

0—— ker (f) A-1.B coker (f) ——0

na verdade estamos lidando com um diagrama mais complexo, onde as linhas verticais corres-
pondem a complexos de cadeias e as linhas horizontais correspondem a sequéncias exatas. Este

diagrama pode ser visualizado a seguir:

On41) On+1 8,'1+1 On+1

0——ker (f,) A, B, coker (f,) ——0

fn— 1

B, Int coker (fae1) ——0

On—1| On—1 91 On—1

Neste diagrama, a funcao i, é uma inclusao e a funcao j, toma um elemento de B,, e o
leva na sua classe dentro do coker (f,). Ou seja, é uma fungdo que “quocienta” B, com a

imagem (f,,), sendo ela sobrejetiva.

Para encerrar esta se¢ao, vamos mostrar um lema muito 1til conhecido como Lema dos

Cinco.



Lema 2.2.5. Considere o sequinte diagrama formado por espacos vetoriais e transformagoes

lineares, onde cada linha € uma sequéncia exata e cada quadrado € comutativo:

/PR L N By LN

RN

Bl J1 B2 J2 B3 J3 B4 J4 B5

Se f1 for um epimorfismo, fs for um monomorfismo e fy e fi forem isomorfismos, entao

f3 € um isomorfismo.

Demonstracao. Vamos mostrar primeiro que f3 é um monomorfismo. Para isso, mostraremos
que ker (f3) = {0}.

Tome a3 € As tal que a3 € ker (f3). Entao, temos que f3(az) = 0. Com isso, se apli-
carmos js neste resultado, chegamos que js (f3 (a3)) = 0. Contudo, cada quadrado do dia-
grama é comutativo, entdo fy (i3 (az)) = 0, e sabendo que f; é um isomorfismo, temos que ela
também é monomorfismo, o que implica que i3 (a3) = 0. Usando que a sequéncia é exata, como
as € ker (i3), temos que existe as € As tal que is (az) = asz e f5 (iz (az2)) = 0. Usando novamente
a comutatividade dos quadrados do diagrama, chegamos em js (f5 (ag)) = 0, e concluimos que
fa(az) € ker(jz). Sendo a sequéncia exata, deve existir by € Bj tal que ji (b1) = fa(ag).
Porém, f; é um epimorfismo e, sendo assim, existe a; € A; tal que fi(a;) = by e por-

tanto ji (f1(a1)) = fa(ag). Como o quadrado é comutativo, temos que f3 (i1 (a1)) = fo (ag)

e usando que f, é um isomorfismo, concluimos que iy (a;) = ag. Desta forma, concluimos
que as € Im(i;) = ker (i2), pois a sequéncia é exata. Logo, az = is(az2) = 0, e f3 é um
monomorfismo.

Para mostrar que f3 é um epimorfismo, tome b3 € B3 e aplique j3, 0 que nos leva no
conjunto By. Sabendo que f; é um isomorfismo, deve existir ay € Ay tal que fy(as) = 73 (b3).
Como a sequéncia é exata, j3 (b3) € ker (j4) e portanto, js (j3 (b3)) = 0. Sendo cada quadrado
do diagrama comutativo, temos que fs (i4 (a4)) = 0, e como f5 é um monomorfismo, conclui-
se que iy (ag) = 0. Desta forma, a4 € ker(iy) = Im(i3), pois a sequéncia é exata. Logo,
suponha que i3 (a3) = a4, 0 que nos leva a concluir que fy (i3 (a3)) = js (f3 (a3)) = j3 (b3), pois
o quadrado é comutativo. Agora, sendo j; uma transformacao linear, temos que j3 (f3 (a3)) —
g3 (bs) = 0 e j3(fs(az) —b3) = 0, e dai conclui-se que (f3(az) —bs) € ker(j3). Novamente,
usando a exatidao da sequéncia, temos que deve existir by € By tal que j3 (by) = (f3 (ag) — bs).
Contudo, temos que fy é isomorfismo e, sendo assim, existe ay € As tal que f3(az) = bs.
Usando a comutatividade do quadrado, temos que (f5(a3) —bs) = j2 (f2 (a2)) = f3(i2 (a2)),
e, desta forma, f3(as) — f3(i2(a2)) = bs. Como f3 é uma transformacao linear, temos que
f3 (ag — is (a2)) = bs, e concluimos que f3 é um epimorfismo.

Como f3 é um monomorfismo e um epimorfismo, entao este mapa é um isomorfismo. [



2.3 Homologia
A motivacao para o estudo da homologia é que o complexo

Ot
...—)An+1n—>An_)...

nao precisa ser exato. Sendo assim, a homologia estudaria o “defeito” de tal complexo.
Proposicao 2.3.1. Seja (A,0) um complexo. Entao, temos que Im (On41) C ker (0y).

Demonstra¢ao. Tome x € A, 1. Entdo, conclui-se que 0,11 (z) € A,,. Como a sequéncia (A, 0)
¢ um complexo, 0, (Op41) = 0. Logo, 0, (On+1 (x)) = 0, o que implica que 0,41 (z) € ker (0,).
Portanto, Im (On41) C ker (0,). O

Definicao 2.3.1. Se Z,, (V) = ker (0,) e D, (V) = Im(0n41), entao o espago vetorial da
homologia de A é definido como H,, (A) = Z, (A) /D, (A).

Se calcularmos a homologia do complexo apresentado no diagrama (1), temos que
H, (A) =0, pois para todo n o nicleo e a imagem da aplica¢ao 9 coincidem.

Agora, se tomarmos o complexo

6K808K808

onde a aplica¢ao d é o mapa nulo, temos que nos niveis representados pelo espago nulo o nticleo
de 0 é o préprio espaco nulo, assim como a imagem desta aplicagdo. Sendo assim, nestes niveis,
H, (A) = 0/0 = 0. J4 nos niveis representados por K, temos que ker (90) = K e Im (9) = 0,
implicando em H,, (A) = K/0 =K.

Proposicao 2.3.2. Considere o mapa entre complexos f : (A,0) — (B, 0"). Este mapa induz
a transformagao linear f, : H, (A) — H, (B) definida como f., ([x]) = f. () + D, (B).

Demonstracao. Como f é um mapa entre complexos, temos que
fu (Z0 (4)) C 2, (B).
Se
fon ([£]) = fu (&) + Dy (B),
temos que mostrar que esta fungao é bem definida e que ela é uma transformacao linear. De
fato, se tomarmos
z] =x+ D, (A), z € Z, (A),
e a como um representante de [z] teremos que (a —z) € D, (A), o que implica que existe
be A, tal que 0,11 (b) = (a — x). Sendo assim,
fula =) = fn (Ont1 (b)) = 0, (fas1 ()



pois o diagrama

comuta. Sendo f, uma transformacao linear, temos que

fu(a) = fu(2) = 0, (fa11 (b)) € Bn (B)
e portanto f, (a) € (fn(x)+ D, (B)). Se tomarmos um representante ¢ de [x] e usarmos o
mesmo argumento anterior, chegaremos a conclusdo que f, (¢) € (f,(z)+ D, (B)). Logo,

temos que o resultado nao depende do representante tomado de uma dada classe. Sendo assim,

cada f,, é bem definida.
Para mostrarmos que cada f,, é uma transformacao linear, basta seguir o mesmo raciocinio

que o feito na Proposicao 2.2.3. Sendo assim, temos que f,, é uma transformacao linear. [

Proposicao 2.3.3. Considere os mapas entre complexos

f:(A0) — (B,0)

g:(B,0)— (C,0").

Entao, os mapas induzidos satisfazem a igualdade (go f), = g« o fu.

Demonstrag¢ao. Temos que a composicao g o f é um mapa entre os complexos (A, 0) e (C,9").
Entao, pela Proposicao 2.3.2, sabemos que esta composi¢ao induz a transformacao linear
(gof),: H,(A) — H, (C),

onde (g o f),, (la]) = (g0 f), (a) + Dy (C).

Agora, considere a composicao g, o f, sendo aplicada em [a] € H,, (A). Sendo assim,

Gnx © Jux ([a]) = gnx (fu (@) + Di (B)) = gns ([fn (a)])
Logo,
Gnx © frx ([a]) = gn (fn (@) + D (C) = (g © f),, (@) + Dn (C)
Portanto, temos o resultado g, o f. = (go f), O

Seja o diagrama (3) uma sequéncia exata curta de complexos.

On+1 8;14-1 B;L/+1

0 A, — B, —" 0, 0
O o, o

00— Ay 5B, 2N 0 —0
On—1 a;’bfl 8;/71

Considere os mapas f, ¢ g, como sendo as restricoes de f e de g a ker (0,) e ker (0),) respec-

tivamente. B importante notar que



[ (ker (9n)) C ker (9,,)

g (ker (0,)) € ker (97))
devido a comutatividade de cada quadrado do diagrama que ocorre pois as linhas sao sequéncias
exatas.
Sejam as transformacoes f,, 1 : coker (0,) — coker (0,) e Gn_1 : coker (0.)) — coker (9"),
onde

fa1 ([]) = for () + Im (3,)

gn1 ([Y]) = gn-1 (y) + Im (7).
A demonstracao de que esses mapas sao bem definidos e que sao de fato transformacoes

lineares segue a mesma ideia do que foi feito na Proposicao 2.3.2.

Lema 2.3.4. Considere a sequéncia exata curta de complexos apresentada no diagrama 3.
Entao, eziste uma sequéncia de transformagoes lineares &, : ker (0)) — coker (0,,), onde n é

um inteiro positivo. Este é chamado de morfismo de conexdo e é dado por &, = f, ;00! og. L.

Demonstragao. Tome x € ker (0). Entao, sendo g, um epimorfismo, existe w € B,, tal que
gn (W) = z. Porém, como cada quadrado do diagrama formado pelas sequéncias exatas curtas
sao comutativos, temos que
O (gn (W) = gn-1 (9, (w)).

Sendo assim,

0! (w) € ker (gn—1)-
Contudo, as linhas do diagrama 3 sao sequéncias exatas curtas, o que implica que existe v €
A, _1 tal que

fut () = 2, (w)

sendo tal v inico devido ao fato de f,_; ser um monomorfismo. Entretanto, temos que v nao
necessariamente estd em Im (0,). Com isto, podemos definir 6, : ker (9)/) — coker (0,,) como
sendo

O () =v+Im(0,),

ou

On = frl100,0g,"

Para mostrar que 4, estd bem definida, tome outro elemento w' € B,, tal que g, (v') = z.
Usando o mesmo argumento utilizado anteriormente, deve existir um tunico v’ € A,_; tal que
fno1 (V1) = 0!, (w'). Além disso, temos que

gn (W) = gn (w),
o que implica em
gn (W' —w) =
Portanto,
(W' —w) € ker (gy,).
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Contudo, as linhas do diagrama 3 sao sequéncias exatas curtas e, portanto, deve existir
um unico a € A, tal que f, (a) = (v —w). Além das linhas serem sequéncias exatas, temos
que as colunas sao complexos de cadeia e f é um mapa entre complexos, implicando que cada
quadrado do diagrama 3 é comutativo. Sendo assim,

Fat (0n (@) = 0, (fa (@)) = ) (' — w) = By (w') — Dy (w)
Porém, sendo f,,_; uma transformacao linear injetiva e

foa (V) = 0, (w)

fo—1(v) =0, (w),
podemos concluir que

foa (v = v) = 8, (w') = I, (w)

Logo,
V' =v+ 0, (a).
Por fim, como 0, (a) € Im (9,), temos que
V'] =v+4+Im(0,) = [v].
e concluimos que d,, esta bem definida.
Para mostrar que 9,, é uma transformacao linear, basta seguir o mesmo que foi feito na

demonstracao da Proposicao 2.2.3. [

Chamamos 9,, de morfismo de conexao pois ele conecta a sequéncia exata formada pelos

ntcleos das transformagoes 0, d), e 9 a sequéncia exata formada pelos co-niicleos das mesmas

transformagoes anteriores. Isto pode ser visto no diagrama (4).

Lema 2.3.5. (Snake Lemma) Considere a sequéncia exata curta de complezos
0—— (A,8) L (B,&) 2= (C,0") —0

Entao, a sequéncia mostrada no diagrama (4) é exata.

0———— ker (0,) LN ker (0.,) I ker (o (4)
571

coker (0,) = coker (0.,) —— coker (0p) ———0

n—1

Demonstra¢ao. Vamos dividir em quatro partes a demonstragao.

I) Im (fn|) = ker (gn|):

Seja x € Im (fn‘) C ker (0;,). Sabendo que as linhas do diagrama 3 sado sequéncias exatas,
temos que g, (fn (y)) = 0. Logo, g, (z) = 0, e z € ker (g,), que nos leva a concluir que
Im (fu) < ker (gn)-

Agora, se © € ker (gn|), temos que = € ker (g,), e como as linhas do diagrama 3 sao

sequéncias exatas curtas, deve existir um unico y € A, tal que f, (y) = x. Sabendo que os
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quadrados do diagrama 3 sao comutativos, temos que
0=20,(z) =0, (fa () = fa-1(0n ()
Entretanto, f,_; é uma transformacao linear injetiva e, desta forma, seu nicleo é constituido
apenas pelo elemento neutro. Portanto, 0, (y) = 0, e concluimos que y € ker (0,) e fy (y) = .
Logo, x € Im (fn|) e ker (gn‘) CIm (fn|) Como ker (gn‘) CIm (fn‘) e Im (fn|) C ker (gn|),
temos que
Im (fu) = ker (gn))

ID)ker (g,—1) = Im (fn_l):

Tome [z] € ker (gn—1), onde [z] = x + Im (0),), com = € B,,_y. Entao, g,-1([z]) = [0], o
que implica que g¢,_1 (x) € Im(9!). Logo, existe ¢ € C,, tal que 9! (c) = g,—1 (z). Porém,
gn € um epimorfismo e, sendo assim, existe w € B, tal que g, (w) = ¢, o que nos leva a
concluir que 9! (g, (w)) = gn—1 (z). Mas como os quadrados do diagrama comutam, temos que
gn—1 () = gn_1 (0, (w)) e, sendo g,_1 uma transformagao linear, g, (z — 9, (w)) = 0. Com
isso, chegamos a conclusao de que

(2 — &, (1)) € ker (gur).
Sendo esta linha do diagrama uma sequéncia exata curta, existe y € A,_; tal que

fo1 (y) = (2 = 0, (w)).
Entao, = f,—1 (y) + 9, (w). Como 0, (w) € Im(9),) e [z] = x + Im (9,,), concluimos que
[z] = fn-1 (y) + Im (0),). Portanto, existe [y] = y + Im (9,) sendo que [y] € coker (0,), tal que
fa1([y]) = [z]. Logo [z] € Im (f,-1), 0 que implica em ker (g,—1) € Im (f—1).

Considere agora que [z] € Im (fn_l). Logo, existe [y] € coker (0,), tal que
Fa1 (W) = [2],

onde [y| =y + Im (9,). Se aplicarmos g,_1 em f,_1 ([y]), temos G,_1 (fn_1 (y) + Im (3.,)), que
¢ um representante da classe g,—1 (fn—1 (v))+Im (07). Como esta linha no diagrama 3 ¢ exata,
temos que Im (f,_1) = ker (g,—1) e, portanto, g, 1 (fn_1(v)) = 0. Com isso, g,_1 ([z]) = [0], o
que implica que [z] € ker (g,_1). Logo, Im (fn,l) C ker (Gn-1).

Como temos que I'm (fn_l) C ker (gn—1) e ker (gn—1) C Im (fn_l), entao

ker (gn—1) = Im (fn_l).

IIT) Im (gn|) = ker (0,):

Seja x € Im (gn|). Entao, x € ker (9)) e existe w € ker (0,,) tal que g, (w) = x. Sendo
assim, 0!/ (gn‘ (w)) = 0 e, sabendo que cada quadrado do diagrama 3 comuta, g,y (0}, (w)) = 0,
0 que nos leva a concluir que 9, (w) € ker (g,—1). Como as linhas do diagrama 3 sdo sequéncias
exatas curtas, entdo existe um tnico y € A,_; tal que f,_1 (y) = 9., (w). Porém, como w €
ker (0),), temos que 0, (w) =0 e y € ker (f,—1). Entretanto, f,—; é uma transformagao linear
injetiva e, com isso concluimos que y = 0, o que implica em y € Im(9,). Logo, d, (x) =
y+ Im(9,) = [0] e, portanto, z € ker (6,) e Im (gn|) C ker (6,).

Tome agora x € ker (6,). Como g, é um epimorfismo, entao existe w € B,, tal que

gn (W) = z.
Sabemos também que 9, (z) = v+ Im (0,) = [0] e, sendo assim, v € Im (0,), implicando

que existe a € A, tal que 9, (a) = v, com f,_1 (v) = 0, (w) pela definigao de §,. Usando
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a comutatividade do diagrama 3, chegamos em 0, (f, (a)) = 0, (w). Desta forma, temos
' (w— f,(a)) =0 e concluimos que (w — f, (a)) € ker (9.,).

Ao aplicarmos g, em (w — f, (a)), e considerando que as linhas do diagrama 3 sdo sequéncias

exatas curtas, temos
G (0 = £ (@) = go () — g0 (fa (2)) = gn (w) = 2
Logo, ker (6,) C Im (gy)-

Com esses resultados, chegamos a conclusao de que I'm (gn|) = ker (0,,).

IV) ker (fo-1) = Im (6,):

Tome [y] € Im (6,). Entdo, temos f,_1 ([y]) = fu_1(y) + Im (0,). Porém, pela definigio
de §,, dada na demonstragao do lema 2.3.4, f,,_1 (y) deve ser um elemento de I'm (0,,). Logo,
fa-1 ([y]) = Im (8,) = [0]. Sendo assim, [y] € ker (f,—1) e Im (8,) C ker (fa-1)-

Agora, seja [y] € ker (f,—1). Entdo, f,_1(y) € Im(9,). Desta forma, existe w € B,
tal que 0, (w) = fo_1(y). Além disso, seja z € C, tal que g, (w) = z. Se aplicarmos 0
em z, teremos 0 (g, (w)) = gn—1 (9, (w)), pois os quadrados do diagrama 3 comutam. Logo,
Gn—1 (0, (W) = gn-1 (fu1(y)) = 0, pois Im (fn—1) = ker (gn—1), devido ao fato de que as
linhas do diagrama 3 sao sequéncias exatas curtas. Com isso, deve existir a € A, _; tal que
fo—1(a) = fn_1(y). Porém, como f,_; é monomorfismo, temos que y = a. Mas isto que foi
descrito é exatamente a definigao de d,, aplicada em algum z € ker (0/). Portanto [y] € Im (0,)
e ker (f_n—l) C Im (0y,).

Sendo Im (6,,) C ker (fn,l) e ker (fn,l) C Im(0y,), entao ker (fn,l) = Im (0,).

Com o que foi feito, concluimos que a sequéncia apresentada no diagrama (4) é exata. [J

Teorema 2.3.6. (Sequéncia exata longa na homologia) Uma sequéncia exata de complexos de

cadeta mduz a sequéncia

s Hy (4) s Hy (B) s H, (O)

6*n
Hy1(A) g Hy1 (B) gy Hoa (C) bem—1

na homologia, sendo esta sequéncia exata. Ela é chamada de sequéncia exata longa.

Demonstracao. Considere a seguinte sequéncia exata curta de cadeias:

0—— (4,0) L= (B, &) —(C,0") — 0
Pelo Lema 2.3.4, temos que existe uma transformacao linear 9,, de ker (0)) para coker (0y,).

Além disso, aplicando o lema 2.3.5, podemos escrever o seguinte diagrama com linhas exatas:

coker (Op1) In s coker (9041) T coker (O1.1) —0

I I« b

0——ker (Op_1) I ker (9,_1) s ker (91_1)

Vamos mostrar que o operador 9,, esta bem definido. De fato, se tomarmos um representante

V' de [v] = v+Im (Opy1) € coker (Op41), temos que (v — v) € Im (Op41). Logo, existe v € A, 44
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tal que 0,41 (0) = (v — v), o que implica que 9, (v —v) = 0, (Opy1 (v)) = 0. Sendo assim,
como 0, é uma transformagao linear, temos 9, (v —v) = 0, (v) — 9, (v) = 0, e concluimos
que 0, (v') = 9, (v). Se tomarmos v como outro representante de [v] e seguirmos o mesmo
raciocinio anterior, chegaremos que 9, (v") = 9, (v). Ou seja, o operador 9,, esta bem definido
pois nao depende do representante que se tome de uma classe, sendo que o mesmo vale para
0/, e 0.

Para mostrar que cada quadrado do diagrama comuta, tome
[v] € coker (On11), onde [v] = v+ Im (0p4+1). Entao

fa ([v]) = [w] € coker (0),,,).

Se aplicarmos @), em [w] = w + Im (0,41), temos &/, ([w]) = &/, (w). Mas pela defini¢ao de f,,
sabemos que f, ([v]) = fu (v) + Im (9, ), e, portanto 8, (fn ([v])) = 8., (fx (v)). Porém, da
sequéncia exata curta de cadeias inicial, sabemos que 9, (f,,) = fn_1(0,), 0 que implica que

0y, (fa ([0)) = 05 (fu (0)) = a1 (0 (v) = fum1 (B (v + Im (O41))) = fu1 (n ([0])).
Sendo assim, concluimos que cada quadrado do diagrama comuta ao aplicarmos a mesma ideia
para gn, gn_1, O, € 0.

Sendo o diagrama comutativo e as colunas complexos de cadeia, com as linhas sequéncias

exatas, podemos aplicar o lema 2.3.5 novamente e chegarmos na seguinte sequéncia exata:

ker (coker (0,,)) e ker (coker (8,)) 2 ker (coker (0))

Bun
coker (ker (0,)) — coker (ker (0.)) 7 coker (ker (O))

*n—1

Nesta sequéncia, temos que se [v] € coker (ker (0,)), entao [v] = v + Im (0,), onde v €
ker (0,—1). Porém, essa é a definicao do (n — 1)-ésimo espacgo vetorial da homologia de A.
Logo, podemos concluir que

coker (ker (0,)) = H,—1 (A),
coker (ker (0),)) = H,—1 (B)

coker (ker (0)) = H,—1 (C).
Temos também que ker (coker (0,,)) C coker (0,+1). Entao, um elemento de ker (coker (0,,))
é da forma v+ Im (0p41), onde v € A, e 9, (v) = 0. Contudo, novamente estamos descrevendo
0 n-ésimo espaco vetorial da homologia de A. Sendo assim, concluimos que
ker (coker (0,)) = H, (A),
ker (coker (0),)) = H,, (B)

ker (coker (01)) = H,, (C).

Pela Proposicao 2.3.2, temos que as funcoes f., € ¢., induzidas por f, e g, sao trans-

formacoes lineares bem definidas.
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Sendo assim, temos que a sequéncia

Oxn

H, 1(A)=—H, 1(B)

P Hn—l(c)—>

—_—
gxn—1 Osm—1

é exata. [

15



3 Homologia singular

Nesta secao pretende-se discorrer sobre o conceito de homologia singular, assim como apre-
sentar os principais teoremas relativos a este assunto e exemplos de como calcular os espagos
vetoriais de homologia. As principais referéncia utilizadas foram [4] e [5]. Quando nao infor-
mado, deixaremos subentendido que os coeficientes das combinagoes lineares sao elementos de

um corpo K.

3.1 Espaco vetorial da homologia singular

Sejam I o intervalo fechado [0, 1] e I™ o produto cartesiano de n fatores de I. Por definicao,
IY representa um ponto. Para n um inteiro nao-negativo, temos que uma funcao continua
T:1"— X

¢ chamada de n-cubo singular.

Defini¢ao 3.1.1. Chamaremos de Q,(X) o K-espaco vetorial gerado por todos os n-cubos
singulares com base em X, sendo que qualquer elemento deste espaco pode ser escrito como
uma combinagdo linear finita com coeficientes em K de n-cubos de X. Ou seja, se u € Q,(X)

e T; sao n-cubos, entao
u = E o Ty oy €.
i

Um n-cubo é dito degenerado quando existe i € {0,1,2,...,n} tal que T(xy,..., 2, ...,2p)
nao depende de ;. Considere o subespago D, (X) C @Q,(X) formado pelos n-cubos degene-
rados. Com este espaco, podemos definir o quociente C,,(X) = Q,(X)/D,(X). Os elementos
que formam este espaco vetorial sao chamados de n-cadeias cubicas singulares de X, sendo
este 0 espaco mais importante para a definicao de homologia. A classe nula deste conjunto é

constituida por uma soma dos n-cubos degenerados de X.

Definigao 3.1.2. A i-face de um n-cubo € dada pela func¢ao B¢T : I"' — X, com a € {0,1},
onde BT (x1,...,xn1) = T(x1,..., 1,0, %4, ...,Tp_1), comi € {1,....,n}. Sea =0 temos

a i-face dianteira e se a = 1 temos a i-face traseira.

Para uma ideia intuitiva desta definicdo, no caso de n = 2 e X um quadrado unitario
com coordenadas nao-negativas e com um dos vértices na origem, as i-faces sao as arestas
do quadrado. Considere agora n = 3 ¢ X como um cubo unitdrio do R?® com um dos seus
vértices na origem e com todas as coordenadas nao-negativas. Entao temos que as i-faces sao
as intersecgoes do cubo unitario com os planos zy, yz, zz, z =1, x =1ey = 1.

Nocasoden >1,1<i<j<mneabe{0,1}, através de um computo direto concluimos

que as i-faces de um n-cubo possuem a seguinte propriedade:

B85 (T) = Bi_1 7 (T) . (5)
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Definigao 3.1.3. A transformacdo linear 0, : Cp(X) — C,,_1(X), comn > 1, onde
On(T) = 3201, (1) (BT = BIT),

¢ conhecida como operador bordo ou operador fronteira.

Uma propriedade importante do operador bordo é dada pela seguinte proposicao:
Proposicao 3.1.1. Paran > 1, 0,1 (0,(T)) = 0.

Demonstracao. Temos que

On—10, (T) = 32, (1) [B)6) — BB} — B} 8Y + B} B (T) +
>y (VBB = BB — B BY + B} 5] (T)

No segundo somatério, vamos usar a identidade (5) como 3¢ ;’ = ﬁé’ﬁf. Com isso, chega-

mos em:

On-10, (T) = 32, ,(—1)1*9 8982 — BYBL — BLAY + BLAL] (T) +
S i (1) [B0BYy — BB — B8V + B8] (T)

Agora, chamando j 4 1 de j' , temos:

On—10, (T) = 32, (1) [B)B) — BB} — B} 87 + B} B (T) +
S oicy (VBB — BB — BB + B8] (T)

Por tltimo, chamando i de j e j” de i, chegamos no resultado esperado, como pode ser visto

a seguir:

an—lan (T) = qu(_l)iﬂ [B;)B? - Bjoﬁzl - 5}@0 + leﬁzl] (T) -
> ()T [B98) — 898} — BB + B8} B} (T)
On—10, (T)=00
A partir desta propriedade e pelo que foi descrito na Definicao 2.2.1 da Secao 2.2, obte-

mos uma sequéncia de cadeias n-dimensionais para o espago vetorial C, (X), ou seja, temos o
complexo de cadeias (C'(X), ) dado pelo seguinte diagrama:
O .
I o (X) =2 2 0 (X) 2 (X)) 20

Definicao 3.1.4. O espaco vetorial gerado por todos os ciclos singulares n-dimensionais de X
¢ definido como Z,(X) = ker (0,), para n > 0. Temos também que o espago vetorial gerado

pelas bordas n-dimensionais de X € dado por B,(X) = Im (0n41), com n > 0.
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Um resultado derivado da Definigao 3.1.4 e da Proposigao 3.1.1 é que B, (X) C Z,(X), como
mostrado no Lema 2.3.1 da Secao 2.3. Desta forma, a Definicao 2.3.1 nos fornece o conceito do
espago vetorial da homologia singular e, com isso, temos que este espaco é dado pelo quociente
dos ciclos n-dimensionais de X pelos bordos n-dimensionais de X. Ou seja, H,, (X) é um espago
cujas classes nulas sao bordos n-dimensionais e as classes nao-nulas sao n-ciclos.

Outra definicao importante no estudo da homologia é a de homologia reduzida. Para isto,
considere a transformagao linear € : Cy(X) — K chamada de augmentacao, onde €(7) = 1
para qualquer cubo singular T. Desta forma, para u = Y. n/T;, com n; € K, e(u) = >, n,.

Com esta transformacao, temos o seguinte resultado:
Proposicao 3.1.2. Para € : Cy(X) — K, onde €(T) = 1, temos € (0;) = 0.

Demonstracao. Paran = 1, 01(T) = 1.T(1) — 1.7(0). Entao, € (0,(T)) =1—-1=0. O

Fazendo Z, = ker (¢) e pela Proposicao 3.1.2, By C Zo. Com isto, temos a seguinte definicio:

Definicao 3.1.5. O espaco wetorial da homologia reduzida de X € definido por
Hy(X) = Zo(X)/Bo(X).

Por esta definicio, como Zy(X) é subespaco de Zy(X), entdo Hy(X) é subespaco de Hy(X).
Se definirmos o mapa v, : Hy (X) — Hy (X)), induzido pela inclusio ¢ : Zy (X) — Zo (X),

podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.3. A sequéncia

0—— Hy (X) 2= Hy(X) =5 K——0

€ exata.

Demonstragao. Tome [z] € Im (i), onde [x] = x + Im (01) e € ker (¢). Sendo € (¢ (z)) =0
(pois ¢ é uma inclusao) e ¢, um mapa induzido por k, temos que €, (i, ([2])) = 0 e [z] € ker (e,).
Logo, Im (i.) C ker (e,).

Se [z] € ker(e,), temos que x € ker (). Sendo assim [z] € Hy(X), e [z] € Im(s),
implicando que ker (e,) C I'm (iy).

Com isso concluimos que I'm (1) = ker (e,) e a sequéncia do enunciado é exata. [

Como consequéncia desta proposicio, temos que Hy (X) = Hy (X) @ K.

Exemplo 3.1.1. Vamos supor que o espago topolégico X seja constituido de um unico ponto
{p}. Neste caso, existe apenas um n-cubo neste espaco, sendo que para n > 0 ele € degenerado.
Desta forma, com n > 0, temos que @, (X) =< p > e D, (X) =< p >, o que nos leva a

concluir que

Cn(X)=0,Vn>0.
Sen =0, entio Qo (X) =<p > e Dy (X) = {0} e, portanto,

Co (X) =<p>,
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que € isomorfo a K. Com estes resultados obtemos que ker (0,) = {0} e Im (0p+1) = {0} para
n >0, o que implica que H, = {0} para n > 0. Jd para o caso de n =0, ker () =< p > e
Im (01) = {0}. Logo,

Hy(X) =<p > /{0} =< p >~ K.

Este resultado pode ser generalizado para um conjunto composto por uma quantidade finita

(ou infinita) de componentes conexas, como mostrado na seguinte proposigao:

Proposicao 3.1.4. Seja um espaco topologico X formado pela unido de X\ com A € A, onde
cada X, representa uma componente arcoconexa de X. Entdo, temos que H, (X) = @ H, (X)).

AEA
Além disso, Hy(X) = PK.
AEA

Demonstracao. Suponha um espaco topolégico X dado como nas hipdteses do enunciado do
teorema. Temos que cada n-cubo esté contido inteiramente em apenas uma componente conexa
por caminhos do espaco X. Desta forma, da mesma maneira feita na demonstracao do Teorema

3.1.4, as cadeias sao dadas por C,, (X) = @ C,, (X)) e, como a borda de um elemento de C,, (X)
AEA
deve estar em C),_1 (X)), temos que Z, (X) = @ Z, (X)) e B, (X) = @ B, (X,). Portanto, a
AEA AEA

homologia de X é dada por H,, (X) = @ H, (X,).
AEA
Agora, vamos considerar o caso para n = 0. Neste caso, temos que Zy (X) = Cj (X). Tome

a transformagao de augmentagao €y : Cp(X,) — K. Como mostrado na Proposigao 3.1.2,
temos que I'm (0;) C ker (ey). Tome T' € Cy (X)) tal que Y. oyt; = T', onde t; sdo O-cubos de
Xy e T € ker(ey). Fixe um ponto ty € Cy (X)) e considere os caminhos o; : I — X, que,
para cada i, liga o ponto tg a t;, com cada o; sendo um 1-cubo. Como T' € ker (¢y), temos que
>, =0, entdo
O (Do qioi) =D, auti — Y auto = D, ity — Lo Do 0 = 0, it

Portanto, (3, a;t;) € Im (01).

Como ker (ex) C Im (01) e Im (01) C ker (ey), ent@o ker (ex) = Im (01). Sendo €y sobreje-
tiva, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que

Hy (X)) = Co (X)) /By (X)) = Co (X)) Jker (e)) = K.

Sendo assim, para cada A € A, Hy (X)) ~ K e, com isso, Hy (X) = K. O
AEA

A Proposicao 3.1.4 nos fornece uma ideia do significado do conjunto Hy (X). De acordo com
esta proposigao, podemos dizer que o conjunto Hy (X)) nos fornece a quantidade de componentes
conexas de X. Sendo assim, como um corolario da Proposicao 3.1.4, temos que se X é um espaco
topoldgico dado pelos pontos {p; : i € {1,2,...,m}} sem ligagdes entre si, contendo, portanto,
m componentes conexas, entao

Hy (X) =L, K.

Considere agora uma aplicacao continua f : X — Y, onde X e Y sao espagos topoldgicos.
Assim, podemos obter a transformacao linear f' : Q,(X) — Q.(Y), onde f(T) = f(T).
Neste caso, se T € Q,, (X) é um n-cubo degenerado de X, entao f'(T) € @, (Y') é um n-cubo
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degenerado de Y. Sendo assim, se [T] =T + D, (X), com T € @, (X), entdo podemos definir
a transformacao linear fy : C, (X) — C, (Y), onde f4 ([T]) = f'(T) + D,, (Y), para todo n
nao-negativo. Para mostrar que esta aplicacao estd bem definida, seja x um representante da
classe [T']. Entao (x —T') € D,, (X), e como f’ leva um n-cubo degenerado de X em um n-cubo
degenerado de Y, temos que f’(z —T) é um n-cubo degenerado de Y. Usando que f’ é uma
transformagao linear, concluimos que f’(x) é um representante da classe [f' (T')] e, portanto,
f# estd bem definida.

Agora, vamos aplicar fx nas classes das i-faces dianteira e traseira de um n-cubo, ou seja,

Fi ([B2T]) =  (BT) + Dy (V).

Pela Definicao 3.1.2, temos que

BT = f' (T(x1y .y @1, 0, Ty ooy Tpe1)) =T (1,0 @1, 0, Ty o Tpm1) € Q (V)
Contudo,

Bef (T(x1,. .., xp1)) = BT (21, ...y Tp1) =T (1, i1, 0,24, .., Tpg) € Q(Y)
e, desta forma, temos que f' (B¢T) = B¢ f' (T), implicando em
fa ([B7T]) = B¢ fy ([T]).
Ou seja, o mapa induzido nas cadeias comuta com os operadores de i-faces traseira e dianteira.
Pela definicao do operador bordo dada em 3.1.3, concluimos que
fpo0, =00 fg

para todo n nao-negativo.

Logo, fx é um mapa entre cadeias que comuta com o operador bordo, assim como o que foi
apresentado na Sec¢ao 2.2, sendo portanto um mapa entre complexos. Desta forma, temos que

o seguinte diagrama é comutativo:

Co(X) — 5 0 (v)

| |o-

Co i (X) = Caa(V)

Devido a comutatividade do diagrama, pela Proposi¢ao 2.3.2 da Secao 2.3, a funcao f induz
a transformagao linear f, : H,(X) — H,(Y), com n € Z.
A partir deste fato podemos definir, por exemplo, o mapa de inclusao i : A — X, que

induz a transformagao linear i, : H,(A) — H,(X).

3.2 Homologia e homotopia

Nesta se¢ao, iremos apresentar algumas relagoes entre os conceitos de homotopia e homolo-

gia.

Definigao 3.2.1. Sejam X e Y espacos topolégicos e considere fungoes continuas f: X — Y
eg: X — Y. Dizemos que f e g sao homotdpicas se existe F' : [ x X — Y continua tal que
F(0,z2) = f(z) e F(1,2) = g(z), Vo € X.
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Teorema 3.2.1. Se f e g sdo funcoes continuas de X em Y e sao homotépicas, entdao os
homomorfismos induzidos f. : Hy(X) — H,(Y) e g, : Hy(X) — H,(Y) sao iguais.

Demonstracao. Feita na referéncia [4] na pagina 166. [

Definicao 3.2.2. Considere funcoes continuas f : X — Y eg:Y — X. Dizemos que f e
g sao uma equivaléncia homotdpica se g o f € homotopico a funcdo identidade de X em X e

fog € homotopico a funcao identidade de' Y em Y .

Definicao 3.2.3. Sejam X um espaco topolégico e A C X. Uma func¢ao continuar : X — A

¢ chamada de retragao se r(a) = a para todo a € A.

Definicao 3.2.4. Um espaco X € dito contrdtil se existe uma funcao continua F': [ x X — X
tal que F(0,2) =x e F(l,x) = o Yx € X, onde xy é um ponto fixo de X.

Definicao 3.2.5. Seja A C X. Dizemos que A € uma retrato por deformacdo de X se existir
uma retracao v : X — A e uma funcao continua F : I x X — X tal que F(0,2) = x e
F(1,z) = r(x) para todo v € X.

Teorema 3.2.2. Se f: X — Y € uma equivaléncia homotdpica, entio f. : H,(X) — Hp(Y)

¢ um isomorfismo para todo n inteiro positivo.

Demonstracao. Por hipétese, temos que f é uma equivaléncia homotdpica. Entao, deve existir
g:Y — X tal que f o g é homotépico a Idx (funcao identidade em X) e g o f é homotdpico
a Idy (fungao identidade em Y'). Pelo Teorema 3.2.1 e a Proposi¢ao 2.3.3, temos que Idx, =
(fog),=fiog.eldy, = (gof), = g0 fi. Desta forma, f, e g, sdo uma a inversa da outra

e, portanto, sao isomorfismos. Logo, f, é isomorfismo para todo n. [

Suponha que A é uma retrato por deformacao de X, o que implica que deve existir uma
retracao r : X — A e uma homotopia F': [ x X — X, onde F'(0,z) =z ¢ F (1,z) = r (z).
Além disso, se tomarmos a inclusao i : A — X, temos que ¢ o r é homotépico a identidade
em A e roi é homotdpico a identidade em X. Logo, i é uma equivaléncia homotépica e, pelo

Teorema 3.2.2, o mapa induzido da inclusao i, : H,(A) — H,,(X) é um isomorfismo.

3.3 Homologia relativa

Com o que foi apresentado até este ponto, é possivel calcular diretamente a homologia de
apenas alguns poucos espacos topoldgicos. Vamos apresentar agora o conceito e as propriedades
da homologia relativa de um par de espagos (X, A), onde A C X, o que nos auxiliard a computar
a homologia de espacos mais complexos.

Considere o espago das cadeias n-dimensionais do par (X, A) definido como

Ch(X,A) :=Ch(X)/Ch(A).
A transformacao linear
Op : Cp(X,A) — C_1(X, A)
¢ o operador borda das cadeias relativas, sendo que a sua aplicacao em qualquer elemento
[u] = u+ C, (A), com u € C,, (X), é definida como
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On (u+ Cy (A)) =0, (u) + Crq (A).

Para ver que este operador é bem definido, tome x como um representante da classe de [u].
Entao, (x —u) € C, (A). Se aplicarmos o operador bordo 9, temos que

Op (x —u)=u" € C,_1 (A).
Mas como 0,, é um transformagao linear, 0, (z — u) = 9, () — 9, (u) = v’ e, portanto, 9, (x) é
um representante da classe de

[0 (u)] = On (u) + Cpy (A).
Sendo assim, o operador 0, estd bem definido.

Além disso, através de um computo direto, temos que 9,_1 o 9, = 0, implicando que
(C (X, A) ,5) é um complexo de cadeia e, sendo assim, a Definicao 2.3.1 nos fornece o espaco
vetorial da homologia singular do par (X, A).

Usando este resultado, note que se A = @, entao C,,(A) = {0} pois ndo ha n-cubos em A.
Logo,

Cu(X, A) = C(X) {0} = Cu(X),
e portanto H,(X,A) = H,(X). Sendo assim, a homologia singular absoluta é apenas um caso
particular da homologia relativa do par (X, A) quando A é o conjunto vazio.

Agora, usando o mapa de inclusdo, a funcao sobrejetiva ju : Cp(X) — Ch(X,A) e o

operador bordo entre os espagos C, (X, A) e C,_1(X, A), temos o seguinte diagrama:

Onq1 On+1 On+1

C(A) —F 5 O (X) —22 1 (X, A)

O On On
Cp1(A) —25 C (X)) -2 C 1 (X, A)
an—l\ 8n—l 5»,171

O diagrama acima possui cada quadrado comutativo, onde na horizontal temos mapas entre
complexos e na vertical temos complexos de cadeias. Além disso, na horizontal, temos uma
sequencia exata curta.

Usando o que foi apresentado, definimos a transformagao linear 6, : H,(X, A) — H,_1(A)
que leva um elemento u € H, (X, A) na classe de homologia do ciclo 9,(v") € H,_1(A). Este
operador é o mesmo do morfismo de conexao mostrado no Lema 2.3.4 e, portanto, ele esta
bem definido e é uma transformacao linear. Com este operador e com os operadores lineares
induzidos i, e j., podemos apresentar a sequéncia longa da homologia do par (X, A), dada pelo

diagrama a seguir:

s Ho (X, A) 2 Hy oy (A) =2 Hy oy (X) =2 Hy g (X, A) 225 (6)
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Teorema 3.3.1. A sequéncia
I (X, A) 0 H(A) s H (X)) s H (X A) S

¢ exata.
Demonstragao. Feito no Teorema 2.3.6 da Segao 2.3. [

Proposicao 3.3.2. Sejam A C X, com A # 0, e o par (X, A). Temos que o operador § leva
Hy (X, A) em Hy(A), e a sequéncia

I H (X A) s Hy (A) = Hy (X) —2 Hy (X, A)——0

€ exata.

Demonstragao. Usando a defini¢ao do morfismo de conexao induzido, se [¢] € H; (X, A), onde
[d] = c+ Bi(X,A), e c € ker (01), entdo existe b € Cy (X) tal que ¢ = j; (b). Sendo assim,
temos que 41 ([c]) = a+ By (A), onde ig (a) = &4 (b). Como 0y (b) € By (X) e ip é uma inclusdo,
temos que a € ker (€), pois By (X) C ker (¢). Com isso, concluimos que I'm (6,) € Hy (A).
Para mostrar que a sequéncia é exata, basta aplicar a mesma técnica usada na demonstragao
do Lema 2.3.5 ou a mesma demonstracgao do Teorema 2.3.6 fazendo as devidas restrigoes dos

mapas envolvidos. [

Os dois ultimos resultados apresentados sao ferramentas importantes para se calcular a

homologia de diversos espacos X.

3.4 Propriedades da homologia singular

O préximo passo sera apresentar a propriedade de excisao da homologia relativa do par
(X, A). Esta propriedade é prépria da homologia relativa, ndo possuindo uma equivalente para
a homologia absoluta. Contudo, antes de apresentar o teorema sobre a excisao, é necessario

fornecer algumas defini¢oes pertinentes para a sua demonstracao.

Definigao 3.4.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos e A C X e B CY o0s respectivos subespagos.
Dizemos que uma fung¢ao continua f : X — Y € uma mapa do par (X, A) no par (Y, B) se
f(A) C B.

Definig¢ao 3.4.2. Sejad = {U, : A € A} uma familia de subconjuntos do espago topoldgico X,
onde a uniao dos interiores de Uy cobre X, VA € A. Dizemos que um n-cubo T € pequeno de

ordem U se existe X\ € A tal que Uy cobre T.

A partir desta definicao, é possivel controlar o tamanho dos n-cubos, fazendo com que eles se-
jam tao pequenos quanto se queira. A notagao C(X) denota os n-cubos nao-degenerados de X
que sao da ordem de U. Usando esta notagao, podemos definir o conjunto de homologia relativa
dos n-cubos nio-degenerados do par (X, A) de ordem U como HY (X, A) = ZY(X, A)/B%(X, A),

onde ZY(X, A) e B4(X, A) sao definidos da mesma maneira ja feita anteriormente. E impor-
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tante notar que CY% (X, A) C C,(X, A). Se definirmos a inclusio o, : C¥(X, A) — C,(X, A),

temos o seguinte diagrama comutativo:

CY(X,A)—2—C,(X, A)

b

Og—l(Xa A) L) Cn—l(Xa A)

Devido a comutatividade do diagrama e a Proposicao 2.3.2 da Secao 2.3, temos que o, induz
a transformacao linear o,, : HY (X, A) — H, (X, A).

Teorema 3.4.1. As transformagaes lineares 0., : HY(X, A) — H,(X, A) sdo isomorfismos

para todo n natural.

Demonstracao. Feita na referéncia [4], pagina 179. Também pode ser encontrado na referéncia
[5], pagina 119. O

Agora, iremos expor o teorema sobre a propriedade de excisao da homologia relativa do par
(X, A). Usando esta propriedade, é possivel calcular os conjuntos de homologia singular para

espacos mais complicados como, por exemplo, a esfera k-dimensional S*.

Teorema 3.4.2. Considere o par (X, A) e um subconjunto W de A, tal que W C int(A). Entdo,
o mapa de inclusao de (X =W, A—=W) em (X, A) induz um isomorfismo entre H,(X —W, A—W)
e H,(X, A) para todo n natural.

Demonstragao. Tome o par (X, A) e W C A tal que o fecho de W esté contido no interior de
A. Considere a familia U = {A, X — W} que cobre X. Sendo assim, temos que o conjunto
dos n-cubos nao-degenerados de ordem U de X pode ser escrito como a soma dos n-cubos
nao-degenerados de A com os n-cubos niao-degenerados de X — W, ou seja, C% (X) = C, (A) +
Cp (X —W).
Além disso, temos que o conjunto C,, (X — W, A — W) pode ser reescrito como
Co (X = W)/ (Con (X = W) T (4)).
Basta notar que
Co( X=—WA-W)=C,(X-W)/C,(A-W)
(pela definigao de C,, (X — W, A —W)) e que
Crh(A=W)=0C, (X =W)NC,(A).
Para mostrar esta tltima igualdade, suponha que =z € C,, (A — W). Entao z € C,, (X — W),
pois
Crh(A=W)CC, (X —-W)
ex € C, (A), que nos leva a concluir que
reC, (X =-W)NC, (A).
Por outro lado, se
e Cp, (X -—W)NC, (A),

entao temos um n-cubo do conjunto
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ANX -W)=ANX-ANW=A-W
ex € C,(A—W), mostrando a igualdade.
Temos também que
CU(X,A) = (C, (A)+ C, (X = W)) /C,, (A).
De fato, C¥ (X, A) = C, (X,U) /C,, (A,U), pela definicio de CY (X, A), e CY (A) = C, (A)
pois, como W C A, temos que X — W nao cobre A.

Considere agora a transformagao linear da inclusio i, : C, (X — W, A — W) — CY (X, A).
Pelo que foi feito anteriormente, este mapa pode ser descrito como sendo a inclusao do conjunto
Cn (X =W) /(Cp (X —=W)NC, (A)) no conjunto (C,, (A) + C,, (X — W) /C,, (A).

Tome [z] € (C,, (A) + C,, (X = W)) /C,, (A). Desta forma, [z] = z+C,, (A) e, como x = y+=z
ondey € C, (X —W) e ze C,(A), temos que [z] =y + C,, (A). Logo, temos que este mapa é
um epimorfismo. Além disso, 7,, ¢ um monomorfismo. Desta forma, podemos concluir que i,, é
um isomorfismo para todo n.

Seja 0., : HY (X, A) — H, (X, A). Pelo Teorema 3.4.1, temos que o,,, é um isomorfismo.

Considere agora a inclusao f, : C,, (X =W, A—W) — C, (X, A) e o seguinte diagrama

comutativo:

Cn(X_VVaA_W) & Cn(XaA)
C (X, A)

Pelo que foi feito na Secao 2.3, temos que este diagrama induz o seguinte diagrama comu-

tativo na homologia:

H! (X, A)

Como o diagrama é comutativo e i,, (mapa induzido da incluséo i,) e 0., sdo isomorfismos,

concluimos que f;, deve ser um isomorfismo também. []

Ou seja, dada as hipoteses do teorema, a remoc¢ao de um conjunto W de X nao altera a
homologia do par (X, A).
Com o que foi apresentado até este ponto, vamos fazer uma aplicacao calculando os espagos

vetoriais da homologia da esfera S™ cuja defini¢ao é dado em 3.4.3.

Definicao 3.4.3. A esfera n-dimensional € definida como o conjunto
S ={z eR":|z|=1}.

Lema 3.4.3. O espacgo vetorial da homologia da esfera n-dimensional é dado por:

KoK, se n=0

HO (Sn) —
K, se n>0
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. K, se l=n
HI(S):{{O}, se l#n

Demonstragao. De fato, se n = 0, entao temos que S = {—1,1} possui apenas dois pontos.
Pelo Teorema 3.1.4 da Secdo 3.1, temos que Hy (S°) = K@ K e H; (S°) = 0 para [ > 0. Além
disso, como Hy (S°) = Hy (S°) @ K, temos que Hy (S°) = K.

Para mostrar paran > 0, vamos assumir que o resultado seja verdadeiro até n e mostraremos
que vale para (n + 1). Para isto, considere o equador da (n + 1)-esfera dado por

S* = {(z1,. -, Tnya) € S™ [ 2npp = 0},
o seu hemisfério superior dado por
E = {(z1,. .., Tnya) € ™| 2000 > 0}
e seu hemisfério inferior
E™ = {(21,...,Tny2) € S | 200 <O}
Considere também o (n + 1)-disco dado como
E™ = {(21,...,Tn42) ER"™? || 2 |< 1,250 = 0}

Temos que E' e E™! sdo homeomorfos a E™*! (basta considerar os homeomorfismos
fi: EPTY — E™ onde fi (21,...,%p42) = (T1,...,2041,0)). Sendo E™! contrétil, entdo
Ei“ e E"! também sdo contrateis. Desta forma, o espaco da homologia destes conjuntos é
igual a homologia de um espaco constituido de apenas um ponto.

Vamos tomar os pares (Eﬁ“, S") e (S”“, Efﬁ“), e os mapas induzidos

& Hypy (B™,S™) — Hy (S™),
i Hia (571) — H (871, B3

Koy Hi (BT, 8") — Hipq (S™FL EDHY).

Com isso, podemos escrever o seguinte diagrama:

/

~ 5 ! i ~
H, (S™) == Hypy (E™,S7) =25 Hyyy (S, B2 E55 fy (S04

!/
*

Para terminar esta demonstracao, basta mostrar que os mapas ¢’, j. e k! sdo isomorfismos.
Comegaremos mostrando para o mapa 9..
Inicialmente, considere a sequéncia exata longa da homologia do par (Eﬁ“, S") dada por

(vamos omitir os indices dos mapas para facilitar a visualizacao):

s Hy (S7) =S Hyyy (E7H) NELENy A (E™*, sm) (7)

/

o (S") — 20 (Efﬂ) LN H (Ef“, S”) —_—

Vamos assumir também que [ # 0 e [ # n. Como E™ é contrétil, temos que
f{l+1 (EﬁJrl) - [:Il (EEJrl) = 0.
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Pela hipétese de indugao, sabemos que H, (S™) =0 e, sendo a sequéncia 7 exata, temos que 0,
é isomorfismo para [ # 0 e [ # n.

Se [ = 0, pela hipétese de inducao, H, (S™) = K. Além disso, como a sequéncia do diagrama
7 é exata e H, (E™Y) =0 (Ho (B™) = H, (EM) @K = K), temos que I'm (8,) = ker (i) = K
e, sendo assim, o mapa d(, : H; (ET“I, S”) — H, (S™) é um epimorfismo. Novamente, sabemos
que Hy 4 (E™) = 0 e, desta forma, 0 = Im (j.) = ker (8,). Sendo 4, uma transformacao
linear, temos que esta func¢ao é um monomorfismo. Logo ¢, é isomorfismo.

Seguindo um raciocinio semelhante aos anteriores, concluimos que J, é isomorfismo para
I =n. Sendo assim, J, é um isomorfismo para todo .

Pela mesma ideia anterior, mostramos que j. é isomorfismo para todo [ usando a sequéncia
exata longa da homologia do par (S”“, Ef‘fl).

Ja para mostrar que k, é isomorfismo, nao podemos seguir pela mesma ideia anterior, sendo
necessario usar o Teorema de Excisao. Para isso, considere o conjunto

W= {(x1,...,Tng2) € 5" | Tpyo > %}

e os mapas induzidos

h, (ETrl7 Sn) N (Sn+1 _ m E:L_Jrl _ W)

Gy (Sn+1 _ VV’EZLF—H _ W) — (SnJrl’Ez—I—l).
Como o fecho de W esta contido no interior de Efrl e g, ¢ uma inclusao, pelo Teorema 3.4.2
temos que g, é um isomorfismo.

Sendo g e h mapas de inclusao, temos que o diagrama a seguir é comutativo:

k*

Hl+1 (Eﬁ+1, Sn) Hl+1 (Sn—i—l’ E:L_Jrl)

Hl+1 (Sn—i-l _ W, Ei—i—l . W)

Desta forma, para mostrar que k, é isomorfismo, basta mostrar que h, é isomorfismo. Para
isso, note que (E™*', 5™) ¢ uma retrato por deformagao de (S"' — W, E¥™' — W) tomando
ro (ST W ETT - W) — (BT, 57,
onde

r(z Tg) = (x1,...,0), se Zp42>0
b (T1,. . Tpaa), S€ Tpio <0

Sendo assim, h é uma equivaléncia homotépica, o que implica que h, é isomorfismo pelo Teorema
3.2.2. Com isso, concluimos que k, é um isomorfismo.
Por fim, a composicao
6,0kt o, : Hyq (S — H, (S™)

¢ um isomorfismo, mostrando o resultado desejado. [

Outro importante resultado da homologia singular é a sequéncia exata de Mayer-Vietoris.
Para apresenta-la, considere que o espaco X seja formado pela uniao de dois conjuntos, ou seja,
X =AUB.
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Além disso, tome as transformagoes lineares ¢ : H,(ANB) — H,(A) ® H,(B) e
Y H,(A)® H, (B) — H,(X). Com estas definigdes, podemos enunciar o seguinte teo-

remas:

Teorema 3.4.4. Seja X um espaco topoldgico e A e B subconjuntos deste espaco, tais que
X =int (A)Uint (B). Entao, existe A : H, (X) — H,_1 (AN B) tal que a sequéncia abaizo

€ exata:

=25 H, (AN B) =2 H, (A) & H, (B) = H, (X) =25 H, o (AN B)—2

Ainda, se ANB # &, temos que a sequéncia continua exata se substituirmos pela homologia

reduzida.

Demonstracao. Feita na referéncia [4] pagina 208.

Com este teorema, podemos obter a homologia de espagos complicados de maneira mais
simples. Como exemplo, vamos calcular a homologia de espacgos formados por uma soma

“wedge”. Estes espagos sao descritos pela seguinte definigao:

Definicao 3.4.4. Sejam X e Y espacos topoldgicos e considere os pontos fixados x € X e
y € Y. Chamamos de soma “wedge” o espaco formado por
XVY=X1Y/~

onde ~ € relacao de equivaléncia dada por x ~ y e Il denota a unidgo disjunta.

Proposicao 3.4.5. Sejam X eY espacos topologicos e x € X ey € Y pontos fivados. Consi-
dere a relagao de equivaléncia x ~ y para formar o espaco X VY, onde zg € o ponto base deste
espaco. Sejam também A C X e B C Y tais que esses conjuntos sejam vizinhancas de zg, e
que este ponto base seja retrato por deformacgdo de A e B. Entdo, H, (X VY) € isomorfo a
H, (X)@® H, (Y) para todo n inteiro positivo.

Demonstracao. Considere os pontos x e y e a relacao de equivaléncia x ~ y para formar o
conjunto X VY. Seja zg o ponto base desta soma “wedge” e as vizinhangas A C X e BCY
como nas hipéteses do enunciado. Sendo assim, podemos escrever X VY = (X U B)|J (Y U A).
Porém, como zy é retrato por deformacao de A e zy é retrato por deformacao de B, temos
que (X U B) é um equivalente homotdpico de X e (Y U A) é um equivalente homotdpico de Y.
Logo, pelo teorema 3.2.2, temos que H,, (X U B) ¢é isomorfo a H, (X) ¢ H, (Y U A) é isomorfo
a H, (Y). Além disso, (X UB)N(YUA) =AU B. Tomando a sequéncia de Mayer-Vietoris

de X VY como no Teorema 3.4.4, temos:

o— H, ((XUB)N(YUA))— H,((XUB)® H,(YUA) — H,(XVY)——---

Usando os resultados descritos anteriormente e que AU B é contrétil (pois os conjuntos A

e B sdo deformacoes retrateis de zg), a sequéncia de Mayer-Vietoris fica:
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0O— H,(X)®H,(Y)—H,(XVY)——0

Sendo esta sequéncia exata, temos que H, (X VY') é isomorfo a H, (X) & H, (Y). O

Como coroldrio desta proposicao, considere os conjuntos S¥ e S'. Se tomarmos a soma
“wedge” destes conjuntos, temos que pela Proposicao 3.4.5 e pelo Lema 3.4.3, a homologia de
Sk v St é dada por:

o

~
w
@)
N
x5
I

KoK, se n=
K, se n=k ou n=I[ com [#k
0, se n#k e n#l

H, (5% Vv S =

Temos que H, (Sk vV Sl) = K pois esta soma “wedge” possui uma componente conexa por

caminhos.
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4 Complexos CW

Nesta secao apresentaremos o conceito de complexos CW, o que simplificara o computo da
homologia de diversos espacos topologicos. O conteido desta se¢ao pode ser encontrado nas
referéncias [4], [5] e [6].

4.1 Definicoes iniciais

De inicio, vamos considerar que uma bola fechada n-dimensional é descrita como
E'={zxeR":|z|<1}
e uma bola aberta n-dimensional é dada pelo conjunto
Ur={zeR":|z|<1}.
Desta forma, temos que S" ' C E". Como um exemplo destes conjunto, se n = 3, a esfera

S? é a casca da bola fechada E3.

Definicao 4.1.1. Dado um espago topologico Y e mapas fy : Sy — Y com A € A, podemos
construir um espago topologico dado como o quociente

X =Y, Ey*/ ~
onde a relagio de equivaléncia é definida como b ~ fy(b) para todo b € SY. Neste caso,
dizemos que X € obtido por Y pela adjuncao de n-células €y (que sao homeomorfas a UY)

dando a topologia quociente. Os mapas fy sao chamados de mapas de adjuncao.

Com esta defini¢ao, podemos ver que os mapas de adjuncao funcionam como se fossem uma,
“cola”, “grudando”as n-células ao conjunto Y para, desta forma, gerar o espaco X.

A partir dos mapas de adjuncao, pode-se definir a funcao caracteristica como sendo a sua
extensao. Entao, para cada f), temos uma funcao caracteristica Fy : EY — X, onde F)
restrito a Uy ¢ homeomorfo a e} para todo A € A. Com isso, temos o seguinte diagrama que

expressa a ideia de anexacao das n-células a Y:

0, Sy ' e—— T ER (8)

bl

Ye——X

Agora, vamos enunciar um teorema que nos auxiliard a calcular a homologia singular de

espagos topoldgicos formados por n-células. Para isso, usaremos o par (X,Y).

Teorema 4.1.1. Seja X um espaco topologico e Y C X, onde X € formado pela unido disjunta
de 'Y com n-células €5, A € A. Entdo, Hy(X,Y) =0 seq#n e o mapa f\: EY — €} induz o
monomorfismo f. de H, (E",S"™') em H, (X,Y), sendo que a base de H,(X,Y) possui uma

relacao 1 — 1 com o conjunto das n-células.

Demonstragao. Para esta demonstracdo, definiremos o conjunto J* = {z € R": |z |< 1/2},
que claramente ¢ um subconjunto de E". Com isso, temos Dy = fy(J") e D = (J,c Da.
Definiremos também ay = f5 (0), A =U,cpar € Y’ = X — A. Desta forma, Y C Y.
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Com isso, temos que fy (J" —{0}) = fo (D") — fa ({0}), pois D™ C U™ e U™ é homeomorfo
a e}. Além disso, como as n-células sao disjuntas, entao D, também o sao.

Sejam g, : H, (D, D —A) — H,(X,Y') e h, : H,(X,Y) — H, (X,Y’) transformacoes
lineares. Vamos mostrar que g, e h, sao isomorfismos.

Para mostrar que h, é um isomorfismo, considere o diagrama comutativo formado pelas

sequéncias exatas na homologia dos pares (X,Y) e (X,Y”’) e a transformacao linear induzida
da inclusado k, : H, (Y) — H, (Y'):

1 (V) =" Hy oy (X)) —— -

k*l Id*l h*l k*l ]d*l
. . 9 -/

o —— H,(Y)—— H, (X)L H, (X,Y)—>H, , (Y)——= Hy, 1 (X) — -

Z‘* ‘* 8*
(V)= H, (X)L~ H,(X,Y)—==H,

Neste diagrama, temos que o mapa Id é o mapa identidade, sendo portanto um isomor-
fismo. Temos também que Y é uma retrato por deformacao de Y’ e, pelo Teorema 3.2.2, k,
¢ um isomorfismo. Usando o Lema dos Cinco (Lema 2.2.5) podemos concluir que h, é um
isomorfismo.

Agora, para mostrar que g, ¢ um isomorfismo, note que

D—X— (YUfA (J"C>>

AEA

D-A=(X—A)— (YUfA<J”B>>

AEA
com o fecho do conjunto (Y Jyc, fr (J”E)) estando em (X — A). Entao, pelo Teorema da

Excisao (Teorema 3.4.2), temos que g, é um isomorfismo.

Sendo assim, pelo diagrama

H,(D,D — A) -2~ H,(X,Y') < H,(X,Y)

podemos concluir que H, (D, D — A) é isomorfo a H, (X,Y).

Vamos mostrar agora que H, (D, D — A) = 0 para ¢ # n. De fato, sabemos que os conjuntos
D), sao disjuntos para todo A € A, que implica que cada componente conexa por caminhos de
D sao os conjuntos D). Pelo que foi feito na demonstragao da Proposicao 3.1.4, temos que
H,(D,D— A) = @, H,(Dx, Dy — ay) e, portanto, a base de H,(X,Y) tem uma relagao
biunivoca com o conjunto das n-células. Considere agora a sequéncia exata longa da homologia

reduzida do par (Dy, Dy — a,):
-~—>f{q (D)\ —CL)\)L)ﬁq(D)\)L)ﬁq (D)\,D)\ —a,\)LI{Iq_l (D)\ —CL/\)—>~~'

Como Dy é contritil (pois este conjunto ¢ homeomorfo a E™), temos que H, (Dy) = 0. Além

disso, como D), — ay se retraem em esferas, temos que a homologia destes conjuntos é igual a
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homologia da esfera feita no Lema 3.4.3. Sendo assim, ﬁq_l (D) —ay) =0 para ¢ # n . Com
isso, temos que ker (9,) = H, (Dy, Dy — ay). Porém, como a sequéncia é exata e I'm (j,) = 0,
temos que ﬁq (Dy, Dy —ay) =0.

Com isso, concluimos que H, (X,Y) =0se ¢ #n. O

4.2 Definicao e exemplos de complexos CW

Definicao 4.2.1. Considere a sequinte sequéncia ascendente de subespagos fechados do espago
denotado por X, onde X é Hausdorff:

=X'tcX'cX'c.--

Além disso, considere que esta sequéncia satisfaz as sequintes condigoes:

1. O conjunto X" € obtido pela adjungio de X" ' a n-células ey, X € A;
2. O espago X € obtido pela uniao dos espagos X", ¥n € {0,1,2,...}

3. Temos que A C X ¢€ fechado se, e somente se, AN X™ € fechado, para todo n inteiro,

sendo essa chamada de topologia fraca.

A estrutura descrita € chamada de complexo CW do espaco X.

Cada X" do complexo CW é chamado de n-esqueleto. Sendo assim, um complexo CW de
um espac¢o X é uma estrutura na qual acrescenta-se n-esqueletos sobre (n-1)-esqueletos até que
seja formado o espago X. Se existe n tal que X = X", dizemos que o complexo CW possui
dimensao finita cujo valor é o menor n que satisfaz esta condicao.

Com o que que foi descrito, pelo diagrama 8, se substituirmos ¥ por X" ! e X por X", ao

anexar as n-células a X”~ ! obtemos X™.

Exemplo 4.2.1. Grafos nao-orientados: Um exemplo de estrutura CW pode ser vista em
um grafo G, onde o 0-esqueleto (X°) é formado pelos vértices do grafo e o 1-esqueleto (X1) é
dado pela uniao dos vértices com suas respectivas arestas. Neste caso, o complexo CW possui

dimensao 1.

Exemplo 4.2.2. Esferas: Para montar uma estrutura de complexo CW de um circulo, temos
que o conjunto X° é dado por um ponto p e o 1-esqueleto é formado pelo ponto p e um loop I,

no qual ambas as extremidades de | comecam e terminam no ponto p.

Outro exemplo possivel seria formar a estrutura do complexo CW da esfera S2. O conjunto
denotado por X° é formado por um ponto p. No caso da esfera, a estrutura de 1-esqueleto é
igual & de O-esqueleto, ou seja, o conjunto X! é formado também pelo ponto p (isto estd de
acordo com a definicao de complexos CW, pois X° C X! e o mapa de adjuncao ¢ dado por uma
funcao que leva todos os pontos de E' no ponto p). Por tltimo, tome o disco E? e considere

como mapa de adjuncao uma funcao que toma todos os pontos da fronteira do disco e os leva
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em p. Ou seja, a fronteira de E? é “colada” em p. O conjunto formado por este mapa de
adjuncao ¢ o 2-esqueleto (X?). Sendo assim, a esfera S? possui um complexo CW de dimensao
dois.

De maneira geral, uma estrutura CW da esfera S* pode ser construida por um ponto p que
forma o conjunto X°, e um mapa de adjuncao que leva a fronteira de E* no ponto p, formando

o conjunto (Xk) Os n-esqueletos, com 1 < n < k sao todos iguais a X°.

4.3 Homologia de complexos CW

Aqui, teremos que X sera um espago topolégico e K uma estrutura CW com os n-esqueletos
dados por K". Usando o Teorema 4.1.1, podemos obter algumas informagoes sobre a homologia
do par (K", K"'), onde H, (K", K"') = 0 para q # n.

Lema 4.3.1. Seja K" um n-esqueleto de um espago topolégico X. FEntdo, H,(K") = 0 se
q>n.

Demonstragao. A prova segue por inducao em n. Se n = 0, entdo temos que K é formado
apenas por pontos nao ligados entre si, ou seja, K é um conjunto disconexo. Logo, pelo que
foi feito na Se¢ao 3.1, na Proposigao 3.1.4, temos que se ¢ > 0, entdao H, (K°) = 0. Vamos
assumir que este resultado vale para n — 1 e mostraremos que vale para n.

Considere a sequéncia exata longa na homologia do par (K™, K" !):

Ox

oy Hyy (K K1) =2 (K=Y~ B (K™ =2 Hy (K" K1) ——
Pela hipGtese de indugao, temos que H, (K" ') = 0 e pelo Teorema 4.1.1, temos que

H, (K", K™') =0, pois ¢ # n. Sendo esta sequéncia exata, temos que I'm (i,) = ker (j.) =
H, (K™). Contudo, como H, (K" ') =0, entdao I'm (i,) =0, e H, (K™) = 0, provando o que se

queria. [

Vamos definir o conjunto C,, (K) = H, (K", K" ') e o operador d,, : C,, (K) — C,_1 (K),
onde d,, = Jun_1 © Oy, com J,, 1 sendo o mapa quociente induzido e d, o morfismo de conexao

induzido na homologia.
Proposicao 4.3.2. Seja d, : C, (K) — C,_1 (K), onde d,, = j,_1 0 Ox. Entdo d,_1od, =0.

Demonstragao. Basta notar que, usando a sequéncia exata longa na homologia do par (K™, K" 1),

temos que ker (0,) = I'm (jn—1). Sendo assim:

dn—l o dn = jn—2 (a* (jn—l (a*))) =0

Demonstrando o resultado. UJ

Desta forma, o conjunto C,, (K) junto com o operador d,, formam um complexo de cadeias,
(Cn (K),dy,). Assim, pelo que foi feito na Sec¢ao 2.3, podemos calcular a homologia do CW
dado por K, denotada por H, (K).
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Teorema 4.3.3. Sejam X um espaco topologico e K uma estrutura de complexo CW de di-
mensao finita, k, : H, (K") — H, (X) e j, : H,(K") — H, (K", K" ') transformacoes

mduzidas por mapas de inclusao. Entao, pelo diagrama

H, (X) ™ H, (K") -2 H, (K", K"1)
temos que 0,, = j, o k' induz um isomorfismo com a homologia do complexo de cadeias dado

pela estrutura CW.

Demonstracao. Sabemos pelo Teorema 4.1.1 e pelo Lema 4.3.1, que a sequéncia

0—— H, (K™) 2" 1, (K", K" 2 B (K = oy (K™) —— 0 9)

¢ o unico trecho da sequéncia exata longa que nao é nula. Disto, podemos concluir que a
transformagao linear induzida da inclusédo i, : H, (K" ') — H, (K™) é um isomorfismo para
todog#neq#n-—1.

Sabemos que K é de dimensao finita. Entao, deve existir m € N tal que X = K™. Tomando
n > q+ 1, com ¢ > 0, podemos escrever o seguinte diagrama comutativo, onde os mapas da

primeira linha sao todos isomorfismos:

H, (Ko 1042 g (Ko) 252, i ()

kq+1
\ J/qurQ/

Hy (X)

Como K™ = X, temos que k,,, é um isomorfismo e, sendo ¢; isomorfismos, concluimos que
k; é isomorfismo para todo [ > q.

Usando o trecho da sequéncia exata mostrada no diagrama 9, temos que implicando que j,
¢ um monomorfismo e i, ¢ um epimorfismo.

Usando que o diagrama

é comutativo e que k,1 é isomorfismo, podemos concluir que k, é epimorfismo e ker (k,) =
ker (in.1). Com este resultado e sabendo que os dominios dos mapas i, e k,_1 sdo 0s mesmo,

podemos reescrever o trecho da sequéncia nao-trivial como:

Ox

0—— H, (K™) " H, (K™, K" -2 B (K 25 H, (X)) ——0

Sendo j,—1 um monomorfismo, temos que ker (j,—1) = {0}. Ademais, sabemos também que
dy, = Jn—1 0 Oy €, desta forma, ker (d,) = ker (0x) = Im (jn).
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Temos também que ker (k,_1) = Im (0,) = j. 'y (Im (ju_100,)) = j. b (Im(d,)).

Sendo Z,, (K) = ker (d,) e B, (K) = Im (d,+1), entdo podemos dizer que Z,, (K) = Im (j,)
e ker (kn_1) = 7.1 (B,_1 (K)). Desta forma, se tomarmos o elemento nulo 0 de H,_; (X),
temos que j,_1 0 k,*; (0) = B,_1 (K) e, com isso, podemos concluir que H,, (X) é levado em
H, (K) por j, ok 1. Além disso, sabemos que 7, é um monomorfismo e um epimorfismo sobre
Zn (K).

Logo, a transformagao linear 0, : H, (X) — H, (K) dada por 6, = j, o k;' induz um

isomorfismo. [

Este importante teorema diz que se conhecermos uma estrutura de complexos CW de um
espaco X, e se quisermos calcular a homologia deste espaco, basta calcular a homologia do
complexo CW de X. Ou seja, a homologia de X é equivalente a homologia do complexo celular
associado a estrutura CW que o forma.

Como exemplo de aplicacao deste teorema, considere a figura apresentada a seguir:

Figura 4.3.1: Espago X

Nesta figura, considere como o 0-esqueleto o conjunto K° formado pelos vértices p;, com
I € {1,...,10}, o l-esqueleto o conjunto K' formado por K" adjuntado com as arestas [,
com q € {1,...,11}, e o 2-esqueleto sendo o conjunto K? formado por K' adjuntado com
os retangulo r; e o, onde r; que tem as suas bordas “coladas” nas arestas l5, lg e l7 e nos
vértices pg, pr € Pio, € 0 retangulo ry tem as suas bordas “coladas” no ponto pig. Além disso,
K™ = K2, para todo inteiro positivo n > 2. Desta forma, a estrutura CW montada é dada por
K = {K° K',K?}, onde K° possui dez 0-células, K' possui onze 1-células e K? possui duas
2-células.

I) Calculando H, (K)

Neste caso, Cy (K) = Hy (K% K~1). Mas como K~! = &, entao Hy (K°, K~') = Hy (KY).
Sendo K° um conjunto formado por dez pontos, tendo portanto dez componentes conexa por
caminhos, pela Proposicao 3.1.4 podemos afirmar que Hy (K°) = 1121 K. Sendo ker (0y) =
Hy (K° K1), temos que ker (do) = Cy (K) = @,2, K.

Para calcular I'm (d;), vamos considerar a sequéncia exata longa da homologia do par
(K', K%). Pelo Teorema 4.1.1 e pelo Lema 4.3.1, o tinico trecho nao trivial desta sequéncia
¢ dado por:

0—— Hy (K1) 25 Hy (K, K0) 25 Hy (K°) -2 Hy (K1) 2250
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Sabendo que K! tem onze 1-células, usando o Teorema 4.1.1 chegamos na conclusao de
que Hy (K', K% = llil K. Além disso, K' possui duas componentes conexa por cami-
nhos. Usando a Proposi¢io 3.1.4, temos que Hy(K') = @12:1 K. Sabemos também que
Hy (K°) = 1121 K. Desta forma, usando o fato da sequéncia ser exata e sabendo que dado
uma transformagao linear, a dimensao do seu dominio ¢ igual a dimensao do nicleo mais a
dimensao da imagem, temos que

ker (j.o) = @7, K = Im (i.0)
= ker (iv0) = @), K = Im (d.)
= ker () = B, K = Im (j)
= Hi(K') = @, K
pois j,1 € um monomorfismo.

Sendo d; = jl, 0 0.1, onde jl, : Hy (K°) — Hy(K° K~') é um monomorfismo (basta
considerar a sequéncia exata longa da homologia do par (K, K~') e observar que Hy (K') =
0), junto com o fato de que I'm (8,1) = @;_, K, conclufmos que I'm (d;) = @;_, K.

Logo,

Hy (K) = ker (do) /Im (dy) = @7, K.

IT) Calculando H, (K)

Pelo que foi feito no célculo de Hy (K), como I'm (dy) = @), K e H, (K', K°) = @,}, K,
temos que ker (dy) = @;_, K.

A sequéncia exata longa do par (K2, K') junto com o Teorema 4.1.1 e o Lema 4.3.1, ¢ dada

por:
0—— Hy (K?) 225 H, (K2, K1) 22 [, (K1) -5 1, (K?) 2250

Como K? possui duas 2-células anexadas a K, pelo Teorema 4.1.1, H; (K?, K') = @?:1 K.
Temos também que a 2-célula que é anexada a K' dada pelo retangulo 1, preenche a drea do
triangulo formado pelos vértices pg, pr € p1p. Sendo assim, essa regiao é contratil e, portanto,
“mata” o um l-ciclo que havia em K'. Logo, H, (K?) = @;_, K. Além disso, temos que
H, (K") = @;_, K. Entdo, pelo mesmo argumento usado no célculo de Hy (K), temos

ker (ju) = @, K = Im (i)
= ker (ix1) = K = Im (0.2)
= ker (0w2) = K= Im (ju)

= Hy, (K?) =K
pois j4o € um monomorfismo.
Usando a sequéncia exata longa do par (K', K°) e que Im(d,2) = K, concluimos que
Im(dy) =K.
Portanto,

H, (K) = ker (d) /Im (dy) = @}, K.
IT) Calculando H; (K)
Como Im(dy) = K e H, (K% K') = @7, K, temos que ker (dy) = K. Porém, como

K3 = K?, temos que nao acrescentamos nenhuma 3-célula a K2. Logo, pelo Teorema 4.1.1,
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temos que Hs (K3, K?) = 0, implicando que I'm (d3) = 0.
Com isso, temos que
Hy (K) = ker (dy) /Im (ds) = K.
Como nao temos estruturas de dimensao maior que 2, concluimos que H, (K) = 0 para
todo n > 2, com n sendo um nimero inteiro.
Por ultimo, pelo Teorema 4.3.3, temos que homologia celular equivale a homologia do espaco
X em cada nivel da homologia. Logo:
Hy(X)=KeoeK
H (X)=KekK
Hy (X)=K
H, (X) =0, para todo inteiro positivo n > 2
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5 Homologia persistente

Nesta secao pretende-se mostrar brevemente alguns desdobramentos da homologia com sua
aplicacao na ciéncia de dados, apresentando o conceito de homologia persistente e diagramas

de persisténcia. As principais referéncias usadas para esta secao foram [7], [8], [9], [10] e [11].

5.1 Motivagao para a homologia persistente

Uma importante caracteristica do mundo moderno é a quantidade de informacao sobre
diversos assuntos que obtemos e armazenamos. Frequentemente, essas informagoes aparecem
como um conjunto de dados que sao representados como uma sequéncia nao-ordenada de pontos
em um espago Euclidiano n-dimensional E". Esses dados podem ser provenientes de fontes
diversas, como experimentos da area da fisica, da neurociéncia, psicologia e até mesmo dados
sobre o perfil de consumo e comportamento de pessoas que sao utilizados para auxiliar empresas
e governos na tomada de decisoes. Ou seja, dois conjuntos de dados podem ter naturezas
completamente diferentes entre si, e isto deve ser levado em consideracao ao fazer a andlise
deles.

Devido a este fato, nota-se a importancia de se ter ferramentas e métodos que possam ser
considerados confiaveis para se realizar a analise de um certo conjunto de dados. A analise feita
deve oferecer informagoes qualitativas sobre como o conjunto se organiza em escalas maiores,
sempre se atentando em distinguir os pontos relevantes dos que sado apenas ruidos (o que
nem sempre é uma tarefa simples). Além disso, em alguns casos, é desejavel também que a
andlise feita seja capaz de inferir estruturas de dimensdes maiores (caso existam) do que as
representadas pelo conjunto de dados.

Temos que dados mostrados como uma nuvem de pontos (amostra de pontos do E" que
podem ser representados em um subconjunto de dimensao menor) provenientes do mapeamento
de objetos tridimensionais sao um bom exemplo de dados dos quais é possivel obter informagoes
sobre a estrutura global do objeto.

Uma ferramenta importante que pode ser usada para analisar este tipo de dados é a to-
pologia. Esta area da matemdtica pode ajudar nesta tarefa pois ela estuda as propriedades
geométricas do espaco que nao dependem da escolha de um sistema de coordenadas, mas das
propriedades intrinsecas do espaco, evitando que a analise dos dados seja enviesada. Ademais,
pode-se estudar como os dados de uma certa amostra se conectam, identificando “loops” e
superficies de dimensoes maiores. Para isso, o que foi estudado sobre homologia nas segoes
anteriores pode ser 1til para estas analises. Ou seja, a topologia algébrica pode ser aplicada
nestes casos para se extrair caracteristicas globais de um conjunto de dados. Sendo assim,
nas préoximas segoes, serd mostrado o ferramental matematico para aplicar estes conceitos na

andlise de um certo conjunto de dados.
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5.2 Complexo de Vietoris-Rips e persisténcia

Vamos considerar um espag¢o métrico finito X C E” com m pontos e seja X; um complexo
CW construido a partir de X da seguinte maneira: para um ¢; > 0, seja X o 0-esqueleto de X7,
enquanto que o 1-esqueleto é formado pelo seu 0-esqueleto adjuntado das arestas onde, dados
z;, x; € X, existe uma aresta ligando z; e z; se, e somente se, d(z;, ;) < €1, com d(x;, ;) sendo
a distancia entre os pontos z; e z;. Além disso, o 2-esqueleto de X é gerado pelo 1-esqueleto e
por 2-células que sao areas triangulares adjuntadas as arestas do 1-esqueleto sempre que essas
arestas pertencerem a um triangulo. Indutivamente, podemos construir os n-esqueletos para
n > 2 e, com isso, gerar o complexo CW Xj.

Mudando o parametro €; < €3 < €3 < --- < €, note que podemos construir uma sequéncia
de complexos CW X, onde sempre temos que X C X;,1. Cada complexo CW X, construido
como descrito no paragrafo anterior ¢ chamado de complexo de Vietoris-Rips. Temos também
que a sequéncia dos complexos X}, com as inclusoes ¥ : X, — X1 entre eles é chamada de
filtracao.

Um complexo de Vietoris-Rips pode ser observado na figura a seguir para € = 1:

N
Figura 5.2.1: Complexo de Vietoris-Rips para e = 1

Se tomarmos um espago métrico (X,d) dado pelo conjunto de vértice da Figura 5.2.1,
observe que podemos formar complexos de Vietoris-Rips para finitos valores do parametro ¢ > 0
e, assim, calcular a homologia de cada complexo. Contudo, suponha que esse espago métrico
represente uma nuvem de dados. Como as homologias de cada complexo formado nao sao
necessariamente iguais, a tarefa de inferir caracteristicas globais para essa nuvem é dificultada
se a analisarmos para cada valor de e individualmente. Vemos que para valores pequenos o
suficiente deste parametro, temos apenas um complexo discreto, enquanto que para valores
intermediarios de e, podemos observar a formacao e a extin¢ao de“loops” e outras estruturas
conforme ele é alterado.

Entretanto, é possivel obter esse tipo de informagao se considerarmos todo o espectro de
estruturas que sao descritas pelo calculo da homologia para todos os valores de ¢, identificando
quais os n-ciclos que podem ser considerados essenciais e quais podem ser descartados. Para
isso, vamos considerar as caracteristicas topoldgicas que persistem para uma sequéncia crescente
finita de valores do parametro e. Essas caracteristicas podem ser um indicio de estruturas,
enquanto que as que possuem uma vida curta (sobrevivem apenas para intervalos pequenos de

€) podem ser consideradas ruidos na nuvem de dados. Esta é a ideia da persisténcia.
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N
. . k:]-;
F 2 CF — CFY ) a (4, §)-homologia persistente de C, escrita como H77 (C), é definida como a

Definicao 5.2.1. Dados uma sequéncia finita de complexos CW C = (Ck) e mapas continuos

imagem da transformacao linear induzida v, : H, (C') — H,, (C?) parai < j.

Assim, uma sequéncia de complexos de Vietoris-Rips (descrita no inicio desta se¢ao) dada
N . P
por R = (R'),_, associada a uma nuvem de dados, onde cada elemento desta familia é um
. A N
complexo CW formado por um valor da sequéncia crescente de parametros (¢;);_,. Tomando

as filtragoes como mapas de inclusao, temos a seguinte sequéncia finita de complexos CW:

Rl L R2 L . L RN

Sendo assim, para visualizar as estruturas que persistem ao aumentar o valor do parametro,

basta usar a Defini¢ao 5.2.1 para calcular H 77 (R) a partir da sequéncia abaixo:
H,(R') ——H, (R*)——--—— H, (R")
Esta sequéncia de espagos vetoriais com transformacgoes lineares pode ser chamada de
modulo persistente finito e é representada por H, (R)
Definicao 5.2.2. Chamamos de intervalo K; ; uma estrutura representada pela sequéncia

f1

0 0 oo i KfiJrl_” i Kfj+10fj+2._‘ iy 0
onde o corpo K “nasce” na aplicacdo do mapa nulo f; da sequéncia e “morre” na aplicagao do

mapa nulo fj11 da sequéncia. Os mapas fiv1, five, ..., f; sao mapas identidade.

Teorema 5.2.1. [7] Seja uma sequéncia de complexos CW C e o médulo persistente H,, (C),
onde o espago vetorial da homologia é dado sobre um corpo K. Entao, H, (C) se decompéem

como a soma direta finita de intervalos K; ;. Ou seja,

H, (C) = @ Kim’z (10)

Se C representa um complexo persistente formado por complexos de Vietoris-Rips proveni-
entes de uma nuvem de dados, entao este teorema nos fornece as estruturas que persistem neste
conjunto. Ou seja, para cada estrutura n-dimensional que nasce no complexo C? e morre no
complexo CV, temos que ela seria representada pelo intervalo K; ; e o mddulo persistente deste

complexo seria dado pela soma de cada um destes intervalos.

5.3 Diagrama de persisténcia e estabilidade

Usando o Teorema 5.2.1, podemos inferir uma representagao grafica para o espago de homo-
logia H,, (X) chamada de “barcodes”. Nesta representacao, o eixo horizontal identifica o valor

do parametro € e o eixo vertical identifica o nivel da homologia que esta sendo considerado. As
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linhas horizontais mostram para quais valores de € uma estrutura se inicia e se encerra em um
determinado nivel da homologia. A Figura 5.3.1a mostra uma representagao de “barcodes”.

A representagao de “barcodes” tem como virtude mostrar visualmente quais estruturas que
sao relevantes para um dado espago X e quais sao apenas ruidos. Desta forma, dada uma
nuvem de dados, usando essas ideias é possivel identificar n-ciclos presentes nesta nuvem com

mais facilidade.

e g €
Hy ==
3 . o H
3 : € S oH]
L * H,
H, o .
-_ 6 )
H, - €
€

(b) Diagrama de persisténcia referente a Fi-

(a) Um “barcode” para uma certa nuvem de
gura 5.3.1a

dados

Figura 5.3.1: Diagramas de representacao da homologia persistente

Porém, existe outra maneira mais elegante de apresentar essas informacgoes, que é através
do diagrama de persisténcia DR que pode ser visto na Figura 5.3.1b. Neste diagrama, o eixo
horizontal representa os valores de € para os quais um n-ciclo se inicia e o eixo vertical os valores
de € para os quais esses ciclos se encerram. Logo, os pontos que aparecem mais proéximos a
diagonal representam n-ciclos que “nascem” e “morrem” mais rapidamente, sendo que os pontos
mais distantes da diagonal representam n-ciclos que persistem por mais tempo na nuvem de
dados. Desta forma, temos as mesmas informagoes fornecidas por um “barcode”, porém de

maneira mais concisa e precisa.

Exemplo 5.3.1. Considere o espaco dado pela Figura 5.3.2

P1e P2 D6+ +Ps5
P3e P4 Pge D7
P13 P14 Pioe <Po
Pis+ P16 P12+ P11

Figura 5.3.2: Espaco discreto considerado para o exemplo de homologia persistente

Nesta figura, os pares de pontos p; e pa, P2 € ps, P4 € P3, p3 € p1 distam uma unidade um do
outro, enquanto que os pares de pontos p, € ps, pa € pg distam 98 unidades. Usando a simetria

da figura, consideraremos que os pontos analogos a esses respeitam essas mesmas medidas.
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Com este espaco, vamos formar uma sequéncia de complexos de Vietoris-Rips com até o
2-esqueleto, onde o parametro ¢ € {0,1,v/2,58,98v/9605, 981/2}. E importante lembrar que
sempre que houver arestas ligando trés pontos uns aos outros de tal forma que eles formem um
triangulo, podemos acrescentar um 2-esqueleto preenchendo a regiao formada pelo triangulo.

Assim, os complexos de Vietoris-Rips formados podem ser vistos nas figuras a seguir:

[ [

[ [

C! com € igual a 0 C? com € igual a 1

T | T |

1 T 1 T

C? com € igual a /2 C* com e igual a 58

C® com ¢ igual a 98 C% com e igual a /9605

C™ com € igual a 98v/2
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Para e = 0, temos apenas o 0-esqueleto com 16 componentes conexas por caminho. Logo,
Hy(C') =K' e H,(C') = 0 para n > 0. Para ¢ = 1 foi acrescentado o l-esqueleto formando
quatro ciclos e quatro componentes conexas por caminho e, portanto, temos que H (CQ) =K*,
H (C?) = K'e H,(C?) = 0 paran > 1. Com e = V2, as diagonais dos quadrados de
lado 1 se formam, gerando o 2-esqueleto. Assim, ndao temos nenhum ciclo mas temos quatro
componentes conexas por caminho, ou seja, Hy (C3) = K* e Hy (C?) = 0. O mesmo vale para
¢ = 58, implicando que Hy(C*) = K* e Hy(C*) = 0. No caso de ¢ = 98, sao formados
retangulos entre os vértices que distam 98 unidades um do outro e, assim, sao acrescentadas
novas arestas ao l-esqueleto formando 5 ciclos, fazendo com que o complexo C® tenha apenas
um componente conexa por caminhos. Entao, Hy (C?) = K, H; (C°) = K® e H,, (C?) = 0 para
n > 1. Se € = v/9605 entdo sao formadas as diagonais dos retangulos presentes em C°. Logo,
¢ gerado um novo 2-esqueleto, formando um espago com apenas um ciclo e uma componente
conexa por caminhos. Sendo assim, Hy (C%) =K, H; (C®) =K e H, (C%) = 0 paran > 1. Por
tltimo, temos o complexo formado usando € = 98v/2. Neste complexo se forma a diagonal do
quadrado de lado 98 e, desta forma, é gerado um novo 2-esqueleto, fazendo com que todo o
espaco seja preenchido, sendo ele isento de ciclos e com uma componente conexa por caminhos.
Logo, Hy (C") =K e H, (C") = 0 para n > 0.

Com o que foi descrito, podemos fazer o seguinte diagrama de persisténcia para esta

sequéncia de complexos de Vietoris-Rips:
€

98+/2 e H,
98 ° H,

\/? .

1 98

Figura 5.3.3: Diagrama de persisténcia do espago mostrado na Figura 5.3.2

Note que alguns pontos estao sobrepostos uns aos outros e, por isso, o diagrama aparenta

ter menos pontos do que deveria.

Agora, considere uma situacao na qual temos duas filtracoes tx e 1y nos espacos métricos
(X,dx) e (Y, dy) respectivamente. Neste caso, a pergunta que emerge é se os n-ciclos encontra-
dos usando a filtracao ¢x no espago métrico (X, d) também existiriam se fosse usada a filtracao
ty. Ou seja, essas estruturas independem das filtragoes utilizadas, sendo portanto estaveis?

Para responder esta pergunta, considere os espagos métricos compactos (X,dx) e (Y,dy) e
a bijecao ¢ : X — Y, onde para todo z1,xe € X, temos que dy (¢ (x1),¢ (z2)) = dy (z1, x2).
Tal bijecao é chamada de isometria e dizemos que os espagos métricos (X,dy) e (Y,dy) s@o

isométricos.
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Definicao 5.3.1. Dados dois diagramas de persistéencia DR, e DRs, e o conjunto

I'={¢: DRy — DRs|¢ é uma isometria}, temos que a distancia “bottleneck” é dada por

dy (DRy, DR,) = min max llp— ()| (11)

sendo || * ||o @ morma do supremo.

Esta distancia pode ser entendida da seguinte maneira: primeiro, para cada p € DR,
tomamos as maiores normas do supremo para p — ¢ (p) dentre todos as isometrias ¢ e, depois
disso, escolhemos a isometria ¢ que nos fornece o menor valor da norma dentre as maiores

normas encontradas no passo anterior.

Defini¢ao 5.3.2. Dados X e Y subconjuntos compactos de um espago métrico (Z,d), entio a

distancia de Hausdorff entre X eY € dada por

dy (X,Y) = max{glea}?uynelil}d (x,y) ,rélez%;(gg(ld (x,y)} (12)

Definigao 5.3.3. Dados os espagos métricos compactos (X,dx) e (Y,dy), e os conjuntos de
todas as isometrias de (X,dx) e (Y,dy) no espa¢o métrico (Z,dz) denotados por Ix e Iy

respectivamente, entdo a distancia de Gromov-Hausdorff entre estes espacos € definida como

don (X, dx), (Y,dy)) = @i(lgx di (¢ox (X), ¢y (V) (13)
oy €ly

Teorema 5.3.1. [10] Para quaisquer espagos métricos (X, dx) e (Y,dy), e diagramas de per-

sisténcia dados nestes espacos denotados por DRx e DRy, temos que

dy (DRx, DRy) < day (X, dy), (Y, dy)) (14)

Neste caso, o Teorema 5.3.1 nos diz que dados dois espagos métricos X e Y, a distancia entre
os diagramas de persisténcia do espaco X e do espago Y ¢é controlada pela distancia entre os
espagos métricos (X, dx) e (Y, dy). Assim, dadas duas nuvens de dados obtidas de um mesmo
objeto, se a distancia entre os espagos formados por essas nuvens é pequena, entao a distancia
entre os diagramas destes espacgos também serd pequena e, desta forma, podemos encontrar

caracteristicas que se mantem em ambos os espagos.
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6

Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos o conceito de homologia do ponto de vista algébrico e depois

o aplicamos a um espaco topoldgico X para obter o seu espaco de homologia singular e o seu

espago de homologia de complexos CW (no caso de X possuir um estrutura do género). De

acordo com o Teorema 4.3.3, vimos que dado um espaco topologico X que admite uma estrutura

de complexo CW, as homologias singular e de complexos CW para este espaco sao equivalentes.

Por tultimo, vimos que esses conceitos podem ser aplicados em uma nuvem de dados gerada

por um mapeamento de objetos n-dimensionais para inferir algumas caracteristicas estruturais

deles, sendo uma possivel ferramenta de andlise para a ciéncia de dados.
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