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REsuMO

Estudamos a teoria de transformadas de Fourier no espacgo de Hilbert das fung¢oes

de quadrado integravel e, a partir delas, introduzimos a teoria de wavelets.

Partindo de um conceito chamado Andlise Multiresolu¢do, mostramos uma forma

de obter wavelets e esse é o tema deste trabalho.

Palavras Chaves: Wavelets, Fourier, Anélise Multiresolucdo



ABSTRACT

We study the theory of Fourier transform in the Hilbert space of square-integrable

functions and from them we introduce the wavelet theory.

Starting from a concept named Multiresolution Analysis, we show a way to obtain

wavelets, which is the main focus of this work.

Keywords: Wavelets, Fourier, Multiresolution Analysis



1 INTRODUCGCAO

”No fim sereis sempre 0 que Sois.

Por mais que os pés sobre altas solas coloqueis,
E useis perucas de milhoes de anéis,

Haveis de ser sempre o que sois.”

Goethe

Analise Wavelet é uma subdrea da Andlise Harmonica. Aqui, o objeto de estudo
sao familias ortonormais densas em LQ(Q). Isto é, é estudado um tipo de base de
Schauder no espaco vetorial composto das fungdes f : (2 - C (ou f : Q - R), cujoa

integral de seu médulo ao quadrado ¢ finita.

O termo wavelet esta associado a funcdo que gera uma base ortonormal a partir de
dilatagoes e translagdes, ao passo que o termo wavelets estd associado a uma base de

fungbes com essa propriedade.

A origem do termo wavelet, em traducdo livre, onda pequena, remete ao traba-
lho de A. Grossman e J. Morlet [Grossl], de 1984. L4, a ideia é analizar fun¢ées em
H? C L*(R,dy), o conjunto das funcdes analiticas tais que a integral do quadrado
da funcao avaliada no circulo centrado na origem de raio r quando r tende a 1 é
finita, ou espaco de Hardy, que é fechado em L?(R,dy), a partir das agdes de G,, o
grupo de dilatagdes e translagoes, em H?, onde dy ¢ invariante por G,. Devido a
sua profundidade, ndo abordaremos as ideias 1a empregadas, pois fogem ao escopo
deste trabalho.

Ainda que nas¢a num ambiente muito restrito e abstrato, como em , wave-
lets se expandem para diversas areas, sendo usadas substancialmente nas ciéncias
da computacdo, em particular, em compressao de dados. Nesse drea, seu uso se
da principalmente no tratamento de imagens, ao passo que para o tratamento de

dudios, seja melhor o uso da teoria de transformadas de Fourier [Strang].



1 Introdugao

Devido a dificuldade de conseguir tais familias de fun¢des em L%(R), em 1989,
Stephane G. Mallat introduziu o conceito de Analise Multiresolugdo [Mallat] e a
partir dai conseguiu uma forma ainda mais fécil de obter wavelets. E é sobre o

Teorema de Mallat, introduzido nesse artigo, que se trata este trabalho.



2 NOCOES PRELIMINARES

E necessario um background de Teoria da Medida para adentrar na teoria das trans-

formadas de Fourier, imprescindivel para o trabalho.

Todos os resultados deste capitulo sdo encontrados em [ADM), Baratal.

2.1 Teoria da Medida e Integracao
Comecamos definindo a estrutura primordial para o estudo da Teoria da Medida.

Definicao 2.1 Dado um conjunto X, dizemos que uma o-algebra de X é uma subcolegio
do conjunto das partes de X € € P(X) tal que:

1. Xe&
2. VE,FeE=E\Feé&

3. Para toda sequéncia {E,},cn C € resulta U E, €&
neN

Observagao 2.2 Sejam X um conjunto, E€e P(X)e E:={£ CP(X)|] Ec€& Eéo-
algebra de X}. Entdo ﬂ E:=0(E) é uma o-algebra.

EecE
Diremos que o(E) é a o-algebra gerada por E.

Uma o-dlgebra relevante é aquela que se relaciona com outra grande estrutura

matematica, a topologia, ambas definidas abaixo.

Definicdo 2.3 Seja um conjunto X e t uma familia de conjuntos de X. Diremos que T

define uma topologia em X se valem:
1. 0,X e
2. Dados U,Ver,UNVer

3. Dada qualquer familia de indices A tal que {V)} ca C T, entdo U cp V) € T.



2 Nogoes Preliminares

O par (X, T) é dito espago topolbgico.

Definicao 2.4 Seja (X, T) um espago topoldégico. Diremos que o(t) é a o-algebra de Borel

de (X, t). Nos casos em que a topologia do conjunto X é explicita, denota-se B(X) := o (7).

Agora introduzimos o conceito de medida, que é literalmente a forma como medi-

mos no nosso espacgo.

Definig¢do 2.5 Seja X um conjunto, £ uma o-algebra de X e p: € — [0,00]. Dizemos

que p é uma medida em (X, E) se:
1. u@)=0
2. Se{E }peny CE em = nresulta E,,NE, =0, entdo u(\J,exy En) = 2 nen H(Er)

Como a propriedade de medir um espago é tao importante quanto a prépria nogao
de espaco, diremos que o par (X, ) composto por um conjunto X e uma o-algebra

& é um espago mensuravel.

Definicao 2.6 Sejam X um conjunto, £ o-algebra de X e y uma medida de (X,E). Dize-
mos que A € £ tem medida nula se u(A) = 0.

Definicdo 2.7 Dados um conjunto X, £ uma o-algebra de X e y uma medida em (X, E),

diremos que (X, &, p) é um espago de medida.

Agora podemos observar como se relacionam dois espagos de medida, por meio de

funcoes.

Defini¢do 2.8 Seja f : X — Y, X e Y dois conjuntos ndo-vazios, N o-algebra de Y.
Denotamos por o(f,N):=o({MeP(X)] AINeN :YmeM,Ane N : f(m)=n})a o-
algebra pullback de N via f.

Defini¢ao 2.9 Sejam (X, M) e (Y, N') dois espagos mensuraveis e f : X — Y. Dizemos
que f é (M, N)-mensuravel se o(f, N') C M.

Definicdo 2.10 Sejam f : X — Y e g: X — Y fungdes mensuraveis em espagos de me-
dida. Diremos que f = g em quase todo ponto, se u{x € X|f(x) = g(x)} = 0. Denotamos
duas fungdes iguais em quase todo ponto por f(x)=g(x) g.t.p. x€ X

A partir daqui, construimos a integral no sentido de Lebesgue.

Definicao 2.11 Seja f : X — Y. Dizemos que f é simples se a imagem de f é um

conjunto finito.

10



2 Nogoes Preliminares

Um dos exemplos mais simples de fungdo simples é a func¢do indicadora do con-
1, x€A

junto A C X, x4 : X —{0,1}, dada por x4(x) := .
0, x¢A

n
Defini¢ao 2.12 Sejas: X — [0, oo uma fungio simples e mensuravel, com s = ZSiXAi'
i=1
onde (X, &, u) é um espago de medida. Denotamos YA C X

d = S; (AﬂAl)
| an Y s

Chamamos JA sdy de integral (de Lebesgue) de s com respeito a p sobre A.

Definicao 2.13 Seja f : X — [0, oo[ mensuravel. Denotaremos para todo A € £

dey:: sup{J- sduy | 0<s<f, s fungio simples} €[0,00]
A A

Chamamos IAfdy de integral de f com respeito a y sobre A.

Generalizamos entdo o conceito para fungdes ndo-necessariamente positivas:

Defini¢ao 2.14 Seja f : X — R fungdo mensuravel e tome ¥Yx € X f*(x) :=sup{0, f(x)}
e f~(x) := sup{0,—f(x)}. Denotaremos para todo A € &, JAfd/u = fAf+d;4 - fAf‘dy,
quando no maximo uma das duas integrais for infinita. Chamamos fAfd,u de integral de

f com respeito a y sobre A.

Os trés resultados abaixo sdo imprescindiveis para o estudo da Teoria da Medida e,
por conseguinte, explicita ou implicitamente sdo usados no desenvolvimento deste
trabalho.

Teorema 2.15 (Convergéncia Mono6tona de Lebesgue) Seja (f,,),en uma sequéncia de

fungoes mensuraveis f, : X — [0,400] com f,.1 > f, VneNe f(x)=lim f,(x) Vxe
n—00

X, f: X —[0,+00]. Entdo Ixfndy /! fody quando n — +oo

Lema 2.16 (Fatou) Sejam f,,: X — [0, +o0] mensuraveis Vn € N. Entdo IX (liminffn)dy <

n—+o0o
lim inff fodp
X

n—+oo

Teorema 2.17 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam f, : X — R fungoes
mensuraveis Vn € N, tais que 3¢ : X — [0,00] cujo g € L(X,u) e Vx € X e Vn e N
resulta que |f,(x)| < g(x). Se existe f : X — R tal que f(x) = lirP fu(x). Entdo:

n—+oo

11



2 Nogoes Preliminares

1. fxlfn—fldy—>0quand0 n — +00

2. Em particular, JX fodpu — fodpt

2.2 Espacgos L?

Defini¢ao 2.18 Seja (X, &, u) um espago de medida. Definimos, para p > 0

LP(X,E p):= {f:X —-C | J |f|pdy<+oo}
X
Definigao 2.19 Sejam f,g € LP(X,E, u). Dizemos que f ~ g < pu({x € X|f(x) =
g2(x)}) = 0. Ainda, definimos, para p > 0:

s LP(X,E ) :=LP(X,E pn)/ ~

1
 Wfllxegop = ([ fPdn)?
Por conveniéncia do contexto, salvo quando mencionado, se f € LP(X,&, u), deno-

1/
taremos |[|f]|, := (JX |f|pd,u) P ¢ escreveremos apenas LP(X).

Abaixo, introduzimos o conceito de métrica para entdo definir as sequéncias de

Cauchy em espagos métricos.

Defini¢do 2.20 Diremos que uma fungio d : X x X — [0,00) é uma métrica se, para

quaisquer x,7v,z € X:
1. d(x,9) =0 & x=y;
2. d(x,v) =d(y,x);
3. d(x,y) <d(x,z)+d(z,p)

Definicao 2.21 Diremos que uma sequéncia {x,},en C X é de Cauchy se e somente se
dado € >0, AN e N tal que n,m > N = d(x,, x,,) < €.

Admitindo o conceito de norma de um nimero, definimos norma em um espago

vetorial.

Definig¢do 2.22 Seja X um espago vetorial sobre K e ||.|| : X — [0, 00) tal que para todos
xy,zeXeack:

12



2 Nogoes Preliminares

1. ||x]|=0 & x=0;
2. [lax|l = lel|x]l;
3. llx+yll < [lxll + Il
Entao ||.|| é dita norma. Ainda, o par (X,||.]|) é dito espago normado.

Note que todo espago normado (X, ||.|[) é métrico se induzimos a métrica d(x,y) =

[l = ll.

Aqui, nos restringiremos novamente, jd4 que o conceito de completeza se estende
para espagos topoldgicos, mas o definimos para espagos métricos, ja que nossa defini¢do

de sequéncia de Cauchy é restrita a espagos métricos.

Defini¢ao 2.23 Um espago métrico é dito completo se toda sequéncia de Cauchy é con-

vergente.

Definicao 2.24 Um espago vetorial normado completo é dito espago de Banach.

A ultima nogdo que precisamos é a de produto interno, onde nos restringiremos

mais uma vez, tomando um corpo que trabalharemos.

Defini¢ao 2.25 Seja X um espago vetorial sobre K=R ou K=Cetome<.,.> XxX —
K aplicagdo tal que para quaisquer a, f €K, x,y,z € X:

1. <x,x>>0;
2. <ax+by,z>=a<x,y>+b<y,z>;

3. <x,y>=<y,x>, ondea é o conjugado complexo de a, que atua como identidade

em nimeros reais.

Diremos que < .,.> é um produto interno em X.

Definicdo 2.26 Um espaco de Banach com norma induzida por um produto interno é

dito espago de Hilbert.

Por fim, caracterizamos o espaco que estudamos com a ultima estrutura necessdaria.

Teorema 2.27 Os espagos (LP(R),|L.||,), com p > 1 sdo espagos de Banach.

13



2 Nogoes Preliminares

A partir daqui, salvo quando dito, o produto interno que consideramos é:

(fg) = JRf(x)de

Teorema 2.28 O espaco L*(R) é um espaco de Hilbert.

14



3 TEORIA DE FOURIER

O estudo de wavelets envolve primordialmente o uso da teoria das transformadas
de Fourier. Para tanto, revisamos brevemente o conceito de série de Fourier possi-
velmente visto num curso de Equagoes Diferenciais Parciais ou Analise de Sinais e

introduzimos a transformada de Fourier.

3.1 Transformada de Fourier

Em geral, quando tomamos uma fung¢do nao necessariamente periddica de qua-
drado integravel, isto é, uma funcao f : R — C tal que JR |f|?dx < oo, sua série de

Fourier associada pode nem mesmo convergir.

Face a esse problema, dispomos de outros artificios, como observar o comporta-
mento dos coeficientes da série de Fourier reduzindo-os a uma ideia infinitesimal de
variacdo, podendo, em algum sentido, mapear a fun¢do numa outra com dominio
também em R, que é a ideia da transformada de Fourier. Em Classical Fourier Analy-
sis, L. Grafakos, é possivel encontrar uma generaliza¢do natural da série para a trans-

formada de Fourier.

Abaixo introduzimos as defini¢des supracitadas de série e transformada de Fourier,

onde esclarecemos a ideia.

Definigdo 3.1 Seja f : R — R 1-periddicae f € L'([0,1]) . Entdo, definimos sua série de
Fourier como:
S(f) — Zane27’£inx

nez

onde cada a,, é dado por:

1
a, = J f(x)e ™ g x VYnezZ
0

15



3 Teoria de Fourier

Definigdo 3.2 Seja f : R — R, f € L'(R). Definimos sua transformada de Fourier como:
fleyi= | sl
R
Note que nesta notagao, a,, = f(n).
Analogamente, definimos a transformada de Fourier inversa como f (&) := f(=&).

Com o artificio da transformada de Fourier, temos entdo uma ferramenta vali-
osa, dentre outras utilidades, para o estudo de equagdes diferenciais, uma vez que
podemos nos restringir a solu¢des em um espago de fung¢des como LP(R), p > 1,
onde a transformada de Fourier funciona bem, conforme veremos no decorrer deste

capitulo.

3.2 O espacgo de Schwartz

Por ser um espaco de Hilbert, L?(R) tem um papel de destaque dentre os demais
espacos de fungdes LP(R), pois produto interno é uma forma eficaz de comparar
elementos do mesmo espago. Contudo, para entender a estrutura desse espaco, to-

mamos um caso particular, mas suficiente: o espago de Schwartz.

Defini¢ao 3.3 O espago de Schwartz S(R) é o conjunto das fungdes de classe C*™ tais que

elas e suas derivadas tém decrescimento rapido, isto é:

lim |x|*[f™(x)|=0 Vk,neN (3.1)

|x|—>00

Proposi¢ao 3.4 Vale a equagio (3.1) se e somente se vale:

sup [x[F|f ™ (x)| < oo Yk,neN (3.2)
xeR

Demonstragdo: Primeiro mostremos que[3.2/implica [3.1| Fixe k,n € N.
Seja My ,, := sup g |x|*|f " (x)| € R. Temos:

o F M (x) < Myyy,, YxeR

My
= 1l < =

= lim |x[*|f"(x)| =0 (3.3)

|x|—>c>o

16



3 Teoria de Fourier
Mostremos entdo que [3.1]implica Fixe k,n € N. Temos:

lim |x[*f"(x)| = 0

|x]—c0
= |1|im If™(x) =0 (3.4)
X|—00
De e do fato de f € C®, segue que AM,, € R, tal que |f")(x)| < M,,. Suponha, por
absurdo, que supxeRlxlklf(”)(x)l = o0, entdo da € R tal que lim,_,,|x[*|f"(x)| = co.
Entretanto, temos que:

lim [x[*|f " (x)| < (Ja] + 1)*M,, < o0 (3.5)
X—a
O que é um absurdo. Logo, sup, g |[x[|f " (x)| < co O

Como corolario direto da proposi¢do anterior, temos uma nog¢ao de imensidao do

espaco S(R), explicitada abaixo.

Corolario 3.5 Se f,g € S(R), entdo o produto fg € S(R), a translagio i f (x) := f(x—k)
para k € R é tal que 1 f € S(R) para todo k € R, a multiplicagdo por uma exponencial
complexa M, f(x) = ™" f(x) € S(R) para todo h € R ou por um mondmio x*f(x) e
S(R).

Uma classe importante de fungdes de Schwartz sao as de suporte compacto.

Defini¢do 3.6 Uma fungio f com dominio em R é dita de suporte compacto se existe
intervalo fechado [a,b] C R tal que f(x) = 0 se x € [a, b].

Observe que, da defini¢ao anterior, toda fungao f € C* de suporte compacto per-

tence a S(R).

Proposicao 3.7 Se f € S(R), entdo

T
J f(x)dx:=lim | f(x)dx<oo
R T—oo ) T

Demonstragao: Por (3.2)), Como |x°f(x)| = |f(x)| < Mg < oo e |x% f (x)| < M, < oo, vale:

J;R{f(x)dx

1
< J |f (x)|dx < J |M0|dx+J IMyx~2|dx = 2(|My| + |M,]) < oo
R -1 R\[—l,l]

O

17



3 Teoria de Fourier

Definicao 3.8 A convolugdo de duas fungoes f,g € S(R) é a fungdo definida por:

Frgto)i= | fls=pgr)dy.
Note que a defini¢do anterior estd bem-definida por[3.5]e

A fim de corroborar com a notag¢do usada em [Pereyral, definimos a dilatagao
D, f(x):=sf(sx), a reflexdo f(x) := f(—x) e aja conhecida conjugacao f(x):= f(x).

Denotaremos também por f := (f)" a transformada de Fourier e f = (f)" a trans-

formada inversa de Fourier.

3.3 Transformada de Fourier em S(R)

Enunciamos algumas das propriedades mais importantes do espago de Schwartz

na Otica da transformada de Fourier.

Para ndo sobrecarregar este trabalho, omitiremos a demonstragdo do teorema
que tem um caminho em [Pereyra]] e também se encontra no relatdrio final do projeto
de inicia¢do cientifica que suscitou este trabalho. Assim faremos com os demais

teoremas desta secdo.
Teorema 3.9 Sejam f,g € S(R), a, p € C, h,s € R. Entdo valem:
(@) (af +BHIME) = af(E)+BE(E)
(b) Tuf(£)=M_f (&)
() Myf(£)=1f (&)
(d) Dof (&) = sDs1 f (&)

—

(e) F(&)=f(&)

—

() F(&) = F=&) = (FE)

(g) f(&)=2mitf()

(h) [-2mi&xf (x)]"(&) = £ (€)
(i) f+g(&)=fF(£)8(&)

18



3 Teoria de Fourier

() fg(&)=f+8(&)

A seguir, enunciamos de forma construtiva alguns lemas para mostrar que a ima-
gem da transformada de Fourier no espago de Schwartz S(R) estd contida no espago

de Schwartz.

Lema 3.10 (Riemman-Lebesgue) Se f € S(R), entdo

lim f(&)=0.

|&]—00

Lema 3.11 Se f € S(R), entdo f tem decrescimento rapido, tal qual na deﬁniga“o

O teorema abaixo, consequéncia dos lemas anteriores, é o resultado que enuncia-

mos acima.

Teorema 3.12 Se f € S(R), entdo f e S(R).

O resultado do teorema nos diz que a transformada de Fourier é um isomor-

fismo em S(R).

Teorema 3.13 Se f € S(R), entdo para todo x € R,

flx) = L@f(é)ezm"fxda - () ().

Os dois resultados a seguir sdo fundamentais para o desenvolvimento deste traba-

lho nas segdes posteriores.

Teorema 3.14 (Identidade de Plancherel) Se f € S(R), entio

IF1, = 1£1,

Corolario 3.15 (Identidade de Polarizagao) Se f,g € S(R), entdo

(f,8)=(f.8

Naturalmente, tudo o que fizemos é valido para S(R), entretanto, o tltimo resul-
tado, Teorema é a peca que nos permite utilizar todas as ferramentas aqui
desenvolvidas para L*(R). A ideia de sua demonstragao é simples e encontra-se em
[Baratal).

Teorema 3.16 Para todo p € [1,0), 0 espago S(R) é denso em LP(R).

19



3 Teoria de Fourier

Por meio do Lema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, usando a densidade
de S(R) em L?(R), temos que todas as propriedades do teoremae teoremas pos-

teriores se aplicam a L*(R).

20



4 WAVELETS

A ideia de wavelets comeca em 1909 num apéndice da tese de doutorado de Al-
fred Haar [Haar], onde ele constréi uma base ortonormal em L?(R), que hoje leva o
nome de base de Haar. Tamanha simplicidade na defini¢cdo das fun¢des dessa base
se contrasta com a vastiddo de aplicagdes suas que percorrem desde tratamento de

imagens [SiKol] a decomposi¢do do movimento browniano [Steelel.

Neste capitulo introduzimos wavelets e uma sequéncia de subespacos de L?(R) que
foi crucial para o desenvolvimento da teoria, pois possibilita obter wavelets de uma
maneira simples. Por meio do Teorema de Mallat, no préximo capitulo, faremos a

conexao dos dois conceitos.

4.1 Bases Wavelet

A definigao de wavelet, no nosso caso em L%(R), é simples, sobretudo quando pen-

sada em termos de transla¢éoes e dilatagoes.
Definigdo 4.1 Uma funcio i € L*(R) é dita wavelet se a familia

¥ r(x) =222 x—k) parajkeZ (4.1)
forma uma base ortonormal de L>(R). Esta é chamada base wavelet.

Observacao 4.2 Dado o Teorema temos que a transformada de Fourier em cada

termo de uma base wavelet {1); }i rez é:
Pik(&) = e ERIT2P(27T ) = KD ()

Da definicio de base e de L?(R) ser espaco de Hilbert, temos uma férmula de
reconstrucao de funcodes f € L?(R) a partir de uma wavelet ¢ € L?(R), apresentada

na proposi¢ao abaixo.
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4 Wavelets

Proposi¢io 4.3 Se i € L*(R) é uma wavelet, entdo vale

fx)= ) (fvpx)  VfeL’®R)

jkeZ

Exemplo 4.4 A fungdo (x) = X[o,%[(x) - X[%’l[(x) gera uma base wavelet. Ela é conhe-

cida como wavelet de Haar.

Observando que ;. = 2%)([2_]-](’2_]-(“2,1)[ - 2%)([2,1(]{_'_2,1)’2_]’(k+1)[, a ortonormalidade
da familia {{; 1}; kez em L?(R) segue de um simples calculo.

Para mostrar que essa familia ortonormal é, de fato, uma base para L*(R), basta obser-
var que para toda fungio indicadora, existe uma sequéncia de combinagdes lineares de
wavelets de Haar convergindo para ela. O raciocinio se estende de forma imediata para
funcoes simples e, da definicio de integral, segue que para toda funcio f € L*(R), existe
sequéncia de combinagdes lineares de wavelets de Haar convergindo para f.

Uma vez que temos a reconstru¢do de uma func¢do de quadrado integrével por meio
de alguns coeficientes obtidos no produto interno, introduzimos a transformada wa-

velet ortogonal.

Definigdo 4.5 A transformada wavelet ortogonal W : L>(R) — €?(Z?), que associa a

cada funcio f € L*(R) a sequéncia de seus coeficientes wavelet, é dada por:

WFGR = (a0 = [ Fxijao

Podemos, ainda, tomar a transformada wavelet continua, que foge ao escopo deste
trabalho, mas a ideia é que os pardmetros j e k na defini¢ao ndo se restrinjam

mais aos inteiros. E cada f € L?(R) podera ser escrita como:

L (™1 duds
fo=g | [ wrsnp.m T,

uma vez que ¥ satisfaca a condi¢do de admissibilidade de Calderén [[Calderdn|:

0o |1 2
0
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4 Wavelets

Essa formula de reconstruc¢do nos remete a férmula de reproducdo de Calderén:

flx)= C%,Jo (P50 *fo*f)(x)g

4.2 Analise Multiresolucao

Pensemos numa sequéncia de subespacos encaixantes de L%(R) tais que entre di-
ferentes subespacos, exista uma propriedade de dilatacdo em poténcias de dois, e
cada subespago seja fechado para translagdes inteiras. Entdo observamos que tal

sequéncia de espagos tem um indicio de fortes similaridades com uma base wavelet.

Abaixo definimos Analise Multiresolu¢ao Ortogonal, uma sequéncia de subespagos
encaixantes que goza de propriedades que tém forte similaridade com bases wave-

let.

Definigdo 4.6 Uma sequéncia de subespacos fechados {Vi}rez, de L*(R) com funcdo de

escala @ é dita Analise Multiresolugcdo Ortogonal se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Vi C Viyq para todo k € Z
ecVycVycVyc...;

2. ﬂ Vi = {0);

3. U Vi = LA(R);

keZ
4. f(x)eVy &= f(2x) € Viy1;

5. ¢ e Vyelp(x—k)lkey formam uma base ortonormal para V.

Tais subespagos Vi sdo chamados subespagos de aproximagio.
Devido as propriedades|[I]e[5] estamos em condi¢bes de anunciar a seguinte proposigéo.
Exemplo 4.7 A sequéncia de espagos Vi, := {f €eL’(R)| VjeZ: FX[2kj,2k(j+1) € constante}

forma uma analise de multiresolugdo, com @ = x[o,1[ fungdo de escala. Tal fungdo ¢ é dita

fungdo de escala de Haar.

Nao a toa, a fungdo de escala de Haar tem grande relacdo com a wavelet de Haar.

E essa relacdo é exatamente uma consequéncia imediata do Teorema de Mallat.
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4 Wavelets

Proposicao 4.8 Seja ¢ a fungio de escala de uma Analise Multiresolug¢do Ortogonal,
entdo {gy ik, jez, onde @y j(x) := 2K2 (2K x — j) para todo x € R, forma uma base ortonor-
mal para V.

Demonstragdao: Observemos primeiro que da propriedade |4, temos a equivaléncia
f(2kx) e Vi = f(x)eVyou f(x) eV, &= f(277x)e V.

Seja g(x) € V4, entdo g(27/x) € V. Por

3(27x)=) gp(x—j) ondegieC
keZ

Logo, g(x) = ) _gp(2"x~ ) 0
keZ

Definigdo 4.9 Dada uma funcio f € L*(R), seja P.f a projecdo ortogonal de f em V.
Ainda, do fato de {¢y, i}rez ser base ortonormal de Vi, temos:

Pef(x):= ) (fr e dpnj(x) (4.2)

=4
Proposicdo 4.10 (P o P, 1)f = P.f Yf € L>(R). Ainda, (P, o P,)f = P.f sempre que
n>j.

Demonstracao: Note que Vi C Vi, entdo Vi, = Vi @ Wy, para algum Wy C Vi, ;.
Seja Py, f a projecdo de f no subespago W.
Da definigdo de projecdo, B, f = P f + P, f. Logo,

P (Peerf) = P (Pef + Py, f)

= P (Bef) + P (P, f )

={0}
=P f

Para mostrar que (P, o P,)f = P.f sempre que n > j, suponha que vale até m € N,
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4 Wavelets
(P o Beom)f = P f, para todo j € Z. Entdo:

(Px © Pesms1)f = (P o Peym) © Peymar) f
(Pk © Perm © Peyme1)f

(Px © (Pesm © Pesme1)f

(Px o (Peym) f

=B f

O
Aqui, apresentamos um espago, de forma conveniente, chamando-o de Wj. Explo-

raremos algumas de suas propriedades.

Defini¢do 4.11 Dada uma Analise Multiresolugdo, definimos o operador diferenga Q;
por:

Qcf =Puif-PBf  VfeL*(R)

Defini¢ao 4.12 Seja uma Analise Multiresolugdo com subespagos de aproximagao { Vi }kez,

denote por Wy, o complemento ortogonal de Vi em Vi, isto é:

Wi :=A{f € Visal(f,g) = 0,Yg € Vi}

O espacgos W, sdo ditos espacos de detalhe na escala 27%¥. Uma consequéncia da
defini¢do dos espagos Wy e do operador Q; é dada pelo lema seguinte, que admiti-
remos sem prova, uma vez que sua sustentacdo esta estabelecida anteriormente e é

uma demonstragado cldssica em um curso de algebra linear.

Lema 4.13 O operador diferenca Q. é a projegdo ortogonal de f € L*(R) em W.

Ainda, temos que dada f € Vi1, d!lg € Vi, Alh € Wy, tais que f = g+h, onde g = P f
e h = Qi f, o que nos permite estabelecer formalmente que Vy,; = V, @ W;.
Outro resultado conveniente acerca do entendimento da relagao entre Analise Multiresolucao

e Wavelet segue da proposigao:

Proposicdo 4.14 Se n <k, vale:
Vi = Vn@Wn@Wn+1®"'@W]’_2®Wj_1 (4.3)

Donde segue que j #k = W; L W;.
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4 Wavelets
Demonstrag¢do: Como V; = V,_; @ W,_; VI € Z, temos:
Vi=ViieW, 1 =(ViseW)eW, 1=V, oW, 0 W, (4.4)
Recursivamente, temos:
Vi=V,eW, oW, 18- Wi ,8W, 4 (4.5)

Para mostrar que n # k = W, 1 W, basta tomar, sem perda de generalidade n <k,
como na decomposi¢do acima o espaco Vi, 1 =V, @ W, ®--- @ W,. U
Agora estamos aptos a dar uma caracterizagdo ao espago L*(R) por meio dos espagos

de detalhe de uma dada Analise Multiresolugao:

L2(R) = P W (4.6)

keZ

Nao por acaso definimos os espacos de detalhe utilizando a letra W. Isso se deve
porque, como veremos no proéximo capitulo, obteremos bases wavelet para cada um

deles.

Proposi¢io 4.15 Vale que f(x) e Wy = f(2Fx) e W,.

Demonstragio: Temos que f(x) € W, implica f(x) € V;, logo f(25x) € Vi = Vi ®
W;. Como f(x) & V,, f(25x) ¢ Vi, portanto f(2k € W,. Analogamente, f(2kx) e Wy
implica f(25x) € Vi1, logo f(x) € V;. Como f(2%x) & Vi, f(x) & V,, logo f(x) € W,.
O
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5 TEOREMA DE MALLAT

Encontrar uma fungao de escala para construir uma Analise Multiresolu¢ao pode
ser menos trabalhoso que encontrar diretamente uma wavelet. Entretanto, algu-
mas das propriedades desejadas das wavelets, como boa localizagao no tempo e na

frequéncia, ndo sao vistas nas fungdes de escala.

Todavia, a no¢ao de Analise Multiresolucao surge em 1989 em Multiresolution Ap-
proximation and Wavelet Orthonormal bases of LZ(R), MALLAT, Stephane, como uma
alternativa para encontrar wavelets. E esta se d4 por meio do teorema central deste
trabalho.

Teorema 5.1 (Mallat) Dada uma Analise Multiresolugdo ortogonal com fungdo de es-
cala @, existe uma wavelet 1 € L*>(R) tal que para cada j € Z, a familia {¥jklkez € uma

base ortonormal para W;. Ainda, a familia {({); 1} rez € uma base ortonormal para L*(R).

Para demonstrar o teorema de Mallat, provamos antes uma série de lemas.

5.1 Resultados auxiliares

Lema 5.2 Seja f € L*(R). A familia {fy = tif }rez de translagdes inteiras de f forma um

sistema ortonormal se e somente se vale:

Y If+mlP=1 qtp Eer (5.1)

nez

Demonstragao: Note que (7 f, T, f ) =Tk f, f)-
De fato,

(T f T f ) = ij(x W= mydx = fRf(y - F DAY = (tGnf f) (5.2)
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5 Teorema de Mallat
A condigao de ortonormalidade do lema é equivalente a

(tef, f) = Ok (5.3)

onde oy, =1sek=0e 6, =0sek=0.

Mostramos que a transformada de Fourier é uma isometria em L2(]R), portanto, te-

mos:
o= (af )= [ e (5.4
Da construgdo que fizemos para integrais, segue da propriedade o-aditiva da me-
dida que:
5k—ZJ —2mkn5|f zdcf ZJ 27'czkn7/|f )/+I”l | d)/
nez nez
— —2miky ]?( 2 d
e y+n)| dy
[ o)

nez

. . , . . - s q- 2 2
Essaidentidade é equivalente a dizer que a fungao 1-periddica F(y) =) 7 |f(7/ + n)l
de L?(R) tem os coeficientes de Fourier na k-ésima fase iguais a 1. Como a transfor-
mada de Fourier é um automorfismo em L*(R) e a fun¢do constante 1 tem os mesmos

coeficientes de Fourier, F(y) =1 q.t.p., o que conclui a demonstra¢do do lema. [J

Teorema 5.3 Seja ¢ uma fungio escala de uma analise multiresolugdo ortogonal. Para
quase todo ponto & € R, vale:

Y g +mP =1. (5.5)
Ainda, existem {hy)iey, tais que Y,y |hi|> < oo e:
) =V2) Ip(2x—k) (5.6)
keZ

Demonstracdo: Pelo Lema vale a equagéo (5.9).
Ainda, p e Vy C V] eas fungoes @1r(x = V2¢(2x - k), com k € Z formam uma base
ortonormal para V;, pela proposicao E Portanto, ¢ deve ser uma combinagao

linear (eventualmente infinita) das fung¢des da base:

¢ =) (LX) =V2) Io(2x-k) (5.7)

keZ keZ
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5 Teorema de Mallat

onde hy := (@, Py k).
Ainda, vale que Y ;; |hx|> = ||(p||iz(R) < 00 O

Defini¢ao 5.4 Chamamos a equagdo (5.6|) de equagdo de dilatacdo ou equagdo de escala.
Reescrevemos a equagdo de dilatagdo no lado de Fourier como:

$(&) = H(E/2)P(E/2) (5.8)

onde H(E) = (1/V2) Y jep e 2™kE 6 uma funcao de L*(R) 1-periodica, chamada filtro

passa-baixo. Os coeficientes {hy}rcz sdo ditos coeficientes de filtro.

Outra propriedade importante que esse filtro satisfaz é conhecida como filtro de

espelho quadratura ou quadrature mirror filter (QMF), como no lema abaixo.

Lema 5.5 Dada uma analise multiresolucdo ortogonal com fungdo de escala ¢ e filtro
passa baixo correspondente H, que assumimos ser um polindmio trigonométrico, temos
para todo & € R:

H(E)P +H(E+1/2)P =1 (5.9)

Demonstragdo: Substituindo a equagdo[5.8na equagéo obtemos:

L=) @ +mP =) [H((E+n/2P [p((&+mn)/2)f (5.10)

nez nez

Agora, separamos o somatoério em inteiros impares e inteiros pares, usamos o fato
de H ter periodo 1 para colocd-lo em evidéncia no somatdrio e usamos novamente a

equagao que vale para quase todo ponto £ € R:

HE/2P Y 192+ k)P + [HE2+1/2)P Y g +1)/2+ k)P

kez kez
= |H(&/2)) +|H(&/2+1/2)) =1
Como assumimos H polindmio trigonométrico, H é continua e temos que a igual-
dade é valida em todo & e R. O

5.2 Caracterizacao de W,

Podemos caracterizar as fun¢des em Wy, o complemento ortogonal de Vy em Vj,
onde todos os subespacos correspondentes a analise multiresolu¢do ortogonal com

funcao de escala ¢ e filtro passa baixo H, um polinémio trigonométrico.
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5 Teorema de Mallat

Mostramos, usando o mesmo argumento para construir H, que para f € Vj, existe
fungdo 1-periddica, my € L2([0,1)), tal que:

F(E)=mp(E/2)P(E/2) (5.11)

Nesta notacdo, temos que H = m,,.

As duas proposi¢des seguintes serdao usadas no decorrer da demonstra¢do do lema

.8l

Proposicao 5.6 Se G e H sdo fungdes periddicas de periodo 1, entdo a fungdo F definida

abaixo também tem periodo 1.

F(&) = G(£/2)H(E/2) + G(£/2 + 1/2)H(E/2 + 1/2)

Demonstracao: Note que

FE+1)=G(E+1)/2)H(E+1)/2)+ G((E+1)/2+1/2)H((E +1)/2+1/2)
=G(E/2+1/2)H(E/2+1/2)+ G(E/2+ 1)H(E/2+ 1)
=G(&/2+1/2)H(&/2+1/2)+ G(E/2)H(E/2) = F(&)

U

Proposicao 5.7 Seja A(&) fungdo periddica de periodo 1. Entdo A(E +1/2) = -A(&) se e
somente se M(&) = e*™¢ o (&) onde o (&) é periddica de periodo 1/2.

Demonstragio: Note que e>™¢ = 0 para todo &£ € R e, portanto, o (&) estd bem-

definida. Basta toma-la como o(&) = e~2™¢ A(&). Agora temos:

ME+1/2) = 2™ 25(8 1+1/2
_ enie2rciéo(£ + 1/2) = _627'(1'50(5 +1/2

Agora estamos em condigdes de enunciar e provar o lema seguinte.
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5 Teorema de Mallat

Lema 5.8 Vale que uma fungio f pertence a W se e somente se existe uma fungio v(&)

de periodo 1 tal que:

A

F(&) =™ v(EH(E/2+1/2)P(E/2) (5.12)

Demonstragdo: Da construcdode Wy, f e Wy < f e Ve f 1L V,. Como obser-
vado em f € Vi nos reduz a mostrar que:

ms(&) = ¥ (E)H(E +1/2) (5.13)

onde ¢(§) é uma fungdo de periodo 1/2. Portanto v(§) = 6(&/2) tem periodo 1.
Ainda, a ortogonalidade f L V| é equivalente a (f, ¢ ) = 0 para todo k € Z. Usando

o fato da transformada de Fourier ser isometria, temos:
0= (.o = [ flewregEas (5.14)

Usando e temos que:

0 - JR62””“5mf(5/2)@(E/Z)H(é/Z)(ﬁ(é/Z)dé

Jeznikémf(g/2)M|(p(5/2)|2d5
R

Novamente, usamos a propriedade o-aditiva da integral e obtemos:

n+1 —_—
ZJ eznikémf(g/z)H(5/2)|(ﬁ(5/2)|2d5

nez ="

1 —
f KN g (& +n)/2) H((E+m)/2)p(E +m)/2PdE
0

nez

(e}
Il

Agora, usando o fato de my e H terem periddo 1, separamos o somatdrio em pares

e impares, como fizemos anteriormente:

1
0 = Jezﬂiké[mf(g/z)H(g/z)Z|¢(5/2+k>|2
0

keZ

+ mp(E/2+1/DH(E2+172) ) 1@ ((E +1)/2+ k) Jdx
kez

1
= f &2 [mp (£/2)H(E/2) + mp(E/2+1/2)H(E/2+ 1/2) | dx
0
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5 Teorema de Mallat

Obtemos que a fungdo 1-periddica F(&) = mg(E/2)H(E/2)+mg(E/2+1/2)H(E/2+1/2)
tem todos coeficientes de Fourier nulos. Portanto, F(£) =0 q.t.p. £ € R. Isto é,

mp(E/2)H(E/2)+ms(E/2+1/2)H(E/2+1/2)=0 qt.p. E€R (5.15)

Esta equacdo é equivalente a dizer que os vetores if(&) = (me(&/2),mp(E/2+1/2)) e
V(&) = (H(&/2),H(E/2 +1/2)) pertencentes a C? sdo ortogonais q.t.p & € R.

Do lemal5.5} temos que a equagao vale para todo & € R, uma vez que |[7(&)|| = 1
para todo & € R.

Como dim¢ C? = 2, temos que o complemento ortogonal do espaco gerado por (&)
tem dimensao 1. Entdo para caracterizar o espago gerado por (&), basta encontrar

um vetor ndo-nulo ortogonal a 7(&).

Em particular w(&) = (-H(&/2+1/2),H(&/2)) é ortogonal a ¥(&). Portanto, vale que
it = M&)W(E), para algum A : R — C.

Assim, concluimos que

me(&) =-MEH(E+1/2), mp(E+1/2) = ME)H(E). (5.16)

Portanto, a funcdo A() é de periodo 1 e é tal que —A(& +1/2) = A(E). De maneira
equivalente, A() = ezni‘za(é), onde o(&) tem periodo 1/2. Assim, f € W, se e so-
mente se

ms(&) = e o (E)H(E +1/2),

onde o (&) é fungao de periodo 1/2, como requerido no inicio da demonstragao. [
Agora usamos todo o ferramentdrio desenvolvido até aqui para provar o teorema

que nomeia esta monografia.
Demonstragdo do Teorema 5.1

A funcao 1 desejada pertence ao subespaco W,. Portanto, pelo lema no lado de

Fourier, esta deve satisfazer a equagdo

B(&) = my(E/2)P(E/2),
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5 Teorema de Mallat

onde
my(&) = e (E)H(E +1/2) (5.17)

e 0(&) é funcdo de periodo 1/2. Ainda, do fato das translagdes inteiras de i forma-
rem um sistema ortonormal, aplicamos o Lema a ¢ e verificamos a propriedade
QMF da fungdo 1-periddica my. Isto é, para quase todo ponto £ € R,

|y () + [my (& +1/2)) =1,

Substituindo a equacgdo (5.17)) acima, temos, para quase todo & € R,

o ()PIH(E +1/2) +o(& + 1/2)PH(E)P = 1.
Note que o(&) tem periddo 1/2 e H(&) também goza da propriedade QMF, o que

nos faz concluir que |0(&)| = 1 em quase todo ponto.

Tome uma fungdo de periodo 1/2 e norma 1, por exemplo, o(§) = 1. Defina a

wavelet no lado de Fourier por

(&) == G(E/2)P(E/2),

onde G é a fungdo 1-peridédica dada por

G(&) = e*™MEH(E +1/2).

Pelo Lema 1 € Wy. Da mesma forma, suas translagdes inteiras também estdo

em W, pois no lado de Fourier

Dox(&) = e 2R G(£/2)p(E/2),

onde ndés podemos usar novamente o lema em v(§) = e~ 2kE  uma funcao
de periodo 1. Além disso, G satisfaz a propriedade QMF e portanto a familia de

translagdes inteiras de ¢ é um sistema ortonormal em W,,.

Portanto, nos basta mostrar que essa familia gera W,. Pelo Lema se f € W,

existe fungao de quadrado integravel v(&) de periodo 1 tal que

A

F(E) = v(&)e™ H(E/2 + 1/2)p(£/2) = v(E) (&),

Mas v(E) = ¥ yep axe 2™ ¢, onde Y o5 |ax|?> < co. Inserindo a expansao trigonométrica
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5 Teorema de Mallat

de v e usando o fato das modulag¢oes no lado de Fourier virem de translagoes, obte-

mos

f=) ae™ ) =) aor().

keZ keZ

E, por fim, tomando a transformada de Fourier inversa, temos

f)=) axppor(x).

kez
Isto é, f pertence ao fecho do espaco gerado pelas transla¢des inteiras de 1. As
translagoes inteiras de ¢ formam uma base ortonormal em W. Pela invaridncia da
escala, as fungdes {1); i }kez formam uma base ortonormal de W;. Portanto a familia

{j k}; kez forma uma base ortonormal para L?*(R), como queriamos.

U

5.3 Um exemplo conhecido: Haar

No capitulo anterior, vimos que a fungdo ¢ = x|o;| é funcdo de escala de uma

Analise Multiresolugao Ortogonal e é chamada de func¢ao de escala de Haar.

Observe que x[o,1[(2x—k) = X[

N>

[(x). Aplicando na equacao de dilatagdo, temos:

(S

A+
Xioar=V2) hexpe ki (5.18)
keZ

Como a maior parte dos coeficientes se anula (pois sao fungdes indicadoras), temos
X[o,1[=\/§(ho)([0,%[+h1)([%,1[), (5.19)

obtendo que hy = h; = % Logo, ¢(x) = ¢(2x) + p(2x—1). Como no Exemplo vi-
mos que a wavelet de Haar é dada por ¢(x) = x[0,1/2((%)=x[1/2,1[(%) = @(2x)-p(2x-1).

De forma geral, ¢(x —k) = @(2x — 2k) + @(2x — 2k — 1) ou Qo = @12k + P1,2k+1 ©

analogamente, Po,j = P1,2j — P1,2j+1-
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5 Teorema de Mallat

Desenvolvendo:

(P00} = P12k + P1,2k+15 P1,2] — P1,2j+1)
= (@126 P1,2j) +{P1,20 P1,2j4+1) H{P 12641, P1,2j) = {P1,2k41, P1,2j41)
=5k j—8;=0.  (5.20)

Ou seja, mostramos a ortogonalidade das translagdes inteiras da wavelet de Haar
com as translagdes inteiras da funcdo de escala de Haar. Ou seja, mostramos que a
wavelet de Haar de fato gera o espago wavelet em relacdo a analise multiresolucgao

ortogonal gerada pela funcdo de escala de Haar.
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