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Resumo

Estudamos a teoria de transformadas de Fourier no espaço de Hilbert das funções

de quadrado integrável e, a partir delas, introduzimos a teoria de wavelets.

Partindo de um conceito chamado Análise Multiresolução, mostramos uma forma

de obter wavelets e esse é o tema deste trabalho.

Palavras Chaves: Wavelets, Fourier, Análise Multiresolução
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Abstract

We study the theory of Fourier transform in the Hilbert space of square-integrable

functions and from them we introduce the wavelet theory.

Starting from a concept named Multiresolution Analysis, we show a way to obtain

wavelets, which is the main focus of this work.

Keywords: Wavelets, Fourier, Multiresolution Analysis
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1 Introdução

”No fim sereis sempre o que sois.
Por mais que os pés sobre altas solas coloqueis,

E useis perucas de milhões de anéis,
Haveis de ser sempre o que sois.”

Goethe

Análise Wavelet é uma subárea da Análise Harmônica. Aqui, o objeto de estudo

são famı́lias ortonormais densas em L2(Ω). Isto é, é estudado um tipo de base de

Schauder no espaço vetorial composto das funções f : Ω→ C (ou f : Ω→ R), cujo a

integral de seu módulo ao quadrado é finita.

O termo wavelet está associado à função que gera uma base ortonormal a partir de

dilatações e translações, ao passo que o termo wavelets está associado a uma base de

funções com essa propriedade.

A origem do termo wavelet, em tradução livre, onda pequena, remete ao traba-

lho de A. Grossman e J. Morlet [Gross], de 1984. Lá, a ideia é analizar funções em

H2 ⊂ L2(R,dγ), o conjunto das funções analı́ticas tais que a integral do quadrado

da função avaliada no cı́rculo centrado na origem de raio r quando r tende a 1 é

finita, ou espaço de Hardy, que é fechado em L2(R,dγ), a partir das ações de G2, o

grupo de dilatações e translações, em H2, onde dγ é invariante por G2. Devido à

sua profundidade, não abordaremos as ideias lá empregadas, pois fogem ao escopo

deste trabalho.

Ainda que nasça num ambiente muito restrito e abstrato, como em [Gross], wave-
lets se expandem para diversas áreas, sendo usadas substancialmente nas ciências

da computação, em particular, em compressão de dados. Nesse área, seu uso se

dá principalmente no tratamento de imagens, ao passo que para o tratamento de

áudios, seja melhor o uso da teoria de transformadas de Fourier [Strang].
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1 Introdução

Devido à dificuldade de conseguir tais famı́lias de funções em L2(R), em 1989,

Stephane G. Mallat introduziu o conceito de Análise Multiresolução [Mallat] e a

partir daı́ conseguiu uma forma ainda mais fácil de obter wavelets. E é sobre o

Teorema de Mallat, introduzido nesse artigo, que se trata este trabalho.
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2 Noções Preliminares

É necessário um background de Teoria da Medida para adentrar na teoria das trans-

formadas de Fourier, imprescindı́vel para o trabalho.

Todos os resultados deste capı́tulo são encontrados em [ADM, Barata].

2.1 Teoria da Medida e Integração

Começamos definindo a estrutura primordial para o estudo da Teoria da Medida.

Definição 2.1 Dado um conjunto X, dizemos que uma σ -álgebra de X é uma subcoleção
do conjunto das partes de X E ∈ P (X) tal que:

1. X ∈ E

2. ∀E,F ∈ E ⇒ E \F ∈ E

3. Para toda sequência {En}n∈N ⊂ E resulta
⋃
n∈N

En ∈ E

Observação 2.2 Sejam X um conjunto, E ∈ P (X) e E := {E ⊂ P (X)| E ∈ E , E é σ -
álgebra de X}. Então

⋂
E∈E
E := σ (E) é uma σ -álgebra.

Diremos que σ (E) é a σ -álgebra gerada por E.

Uma σ -álgebra relevante é aquela que se relaciona com outra grande estrutura

matemática, a topologia, ambas definidas abaixo.

Definição 2.3 Seja um conjunto X e τ uma famı́lia de conjuntos de X. Diremos que τ
define uma topologia em X se valem:

1. ∅,X ∈ τ ;

2. Dados U,V ∈ τ , U ∩V ∈ τ

3. Dada qualquer famı́lia de ı́ndices Λ tal que {Vλ}λ∈Λ ⊂ τ , então ∪λ∈ΛVλ ∈ τ .
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2 Noções Preliminares

O par (X,τ) é dito espaço topológico.

Definição 2.4 Seja (X,τ) um espaço topológico. Diremos que σ (τ) é a σ -álgebra de Borel
de (X,τ). Nos casos em que a topologia do conjunto X é explı́cita, denota-se B(X) := σ (τ).

Agora introduzimos o conceito de medida, que é literalmente a forma como medi-

mos no nosso espaço.

Definição 2.5 Seja X um conjunto, E uma σ -álgebra de X e µ : E → [0,∞]. Dizemos
que µ é uma medida em (X,E) se:

1. µ(∅) = 0

2. Se {En}n∈N ⊂ E e m , n resulta Em ∩En = ∅, então µ(
⋃
n∈NEn) =

∑
n∈Nµ(En)

Como a propriedade de medir um espaço é tão importante quanto a própria noção

de espaço, diremos que o par (X,E) composto por um conjunto X e uma σ -álgebra

E é um espaço mensurável.

Definição 2.6 Sejam X um conjunto, E σ -álgebra de X e µ uma medida de (X,E). Dize-
mos que A ∈ E tem medida nula se µ(A) = 0.

Definição 2.7 Dados um conjunto X, E uma σ -álgebra de X e µ uma medida em (X,E),
diremos que (X,E ,µ) é um espaço de medida.

Agora podemos observar como se relacionam dois espaços de medida, por meio de

funções.

Definição 2.8 Seja f : X → Y , X e Y dois conjuntos não-vazios, N σ -álgebra de Y .
Denotamos por σ (f ,N ) := σ ({M ∈ P (X)| ∃N ∈ N : ∀m ∈M,∃n ∈N : f (m) = n}) a σ -
álgebra pullback deN via f .

Definição 2.9 Sejam (X,M) e (Y ,N ) dois espaços mensuráveis e f : X → Y . Dizemos
que f é (M,N )-mensurável se σ (f ,N ) ⊂M.

Definição 2.10 Sejam f : X → Y e g : X → Y funções mensuráveis em espaços de me-
dida. Diremos que f = g em quase todo ponto, se µ {x ∈ X |f (x) , g(x)} = 0. Denotamos
duas funções iguais em quase todo ponto por f (x) = g(x) q.t.p. x ∈ X

A partir daqui, construı́mos a integral no sentido de Lebesgue.

Definição 2.11 Seja f : X → Y . Dizemos que f é simples se a imagem de f é um
conjunto finito.
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2 Noções Preliminares

Um dos exemplos mais simples de função simples é a função indicadora do con-

junto A ⊂ X, χA : X→ {0,1}, dada por χA(x) :=

 1, x ∈ A
0, x < A

.

Definição 2.12 Seja s : X→ [0,∞[ uma função simples e mensurável, com s =
n∑
i=1

siχAi ,

onde (X,E ,µ) é um espaço de medida. Denotamos ∀A ⊂ X∫
A
dµ =

n∑
i

siµ(A∩Ai)

Chamamos
∫
A
sdµ de integral (de Lebesgue) de s com respeito a µ sobre A.

Definição 2.13 Seja f : X→ [0,∞[ mensurável. Denotaremos para todo A ∈ E∫
A
f dµ := sup

{∫
A
sdµ | 0 ≤ s ≤ f , s função simples

}
∈ [0,∞]

Chamamos
∫
A
f dµ de integral de f com respeito a µ sobre A.

Generalizamos então o conceito para funções não-necessariamente positivas:

Definição 2.14 Seja f : X→ R função mensurável e tome ∀x ∈ X f +(x) := sup{0, f (x)}
e f −(x) := sup{0,−f (x)}. Denotaremos para todo A ∈ E,

∫
A
f dµ :=

∫
A
f +dµ −

∫
A
f −dµ,

quando no máximo uma das duas integrais for infinita. Chamamos
∫
A
f dµ de integral de

f com respeito a µ sobre A.

Os três resultados abaixo são imprescindı́veis para o estudo da Teoria da Medida e,

por conseguinte, explı́cita ou implicitamente são usados no desenvolvimento deste

trabalho.

Teorema 2.15 (Convergência Monótona de Lebesgue) Seja (fn)n∈N uma sequência de
funções mensuráveis fn : X → [0,+∞] com fn+1 ≥ fn ∀n ∈ N e f (x) = lim

n→∞
fn(x) ∀x ∈

X, f : X→ [0,+∞]. Então
∫
X
fndµ↗

∫
X
f dµ quando n→ +∞

Lema 2.16 (Fatou) Sejam fn : X→ [0,+∞] mensuráveis ∀n ∈ N. Então
∫
X

(
liminf
n→+∞

fn

)
dµ ≤

liminf
n→+∞

∫
X
fndµ

Teorema 2.17 (Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam fn : X → R funções
mensuráveis ∀n ∈ N, tais que ∃g : X → [0,∞] cujo g ∈ L(X,µ) e ∀x ∈ X e ∀n ∈ N
resulta que |fn(x)| ≤ g(x). Se existe f : X→ R tal que f (x) = lim

n→+∞
fn(x). Então:
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2 Noções Preliminares

1.
∫
X
|fn − f |dµ→ 0 quando n→ +∞

2. Em particular,
∫
X
fndµ→

∫
X
f dµ

2.2 Espaços Lp

Definição 2.18 Seja (X,E ,µ) um espaço de medida. Definimos, para p > 0

Lp(X,E ,µ) :=
{
f : X→ C |

∫
X
|f |pdµ < +∞

}
Definição 2.19 Sejam f ,g ∈ Lp(X,E ,µ). Dizemos que f ∼ g ⇐⇒ µ({x ∈ X |f (x) ,

g(x)}) = 0. Ainda, definimos, para p > 0:

• Lp(X,E ,µ) := Lp(X,E ,µ)/ ∼

• ‖f ‖X,E ,µ,p :=
(∫
X
|f |pdµ

) 1
p

Por conveniência do contexto, salvo quando mencionado, se f ∈ Lp(X,E ,µ), deno-

taremos ‖f ‖p :=
(∫
X
|f |pdµ

)1/p
e escreveremos apenas Lp(X).

Abaixo, introduzimos o conceito de métrica para então definir as sequências de

Cauchy em espaços métricos.

Definição 2.20 Diremos que uma função d : X × X → [0,∞) é uma métrica se, para
quaisquer x,y,z ∈ X:

1. d(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y;

2. d(x,y) = d(y,x);

3. d(x,y) ≤ d(x,z) + d(z,y)

Definição 2.21 Diremos que uma sequência {xn}n∈N ⊂ X é de Cauchy se e somente se
dado ε > 0, ∃N ∈ N tal que n,m ≥N ⇒ d(xn,xm) < ε.

Admitindo o conceito de norma de um número, definimos norma em um espaço

vetorial.

Definição 2.22 Seja X um espaço vetorial sobre K e ‖.‖ : X → [0,∞) tal que para todos
x,y,z ∈ X e α ∈K:
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2 Noções Preliminares

1. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0;

2. ‖αx‖ = |α|‖x‖;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Então ‖.‖ é dita norma. Ainda, o par (X,‖.‖) é dito espaço normado.

Note que todo espaço normado (X,‖.‖) é métrico se induzimos a métrica d(x,y) =

‖x − y‖.

Aqui, nos restringiremos novamente, já que o conceito de completeza se estende

para espaços topológicos, mas o definimos para espaços métricos, já que nossa definição

de sequência de Cauchy é restrita a espaços métricos.

Definição 2.23 Um espaço métrico é dito completo se toda sequência de Cauchy é con-
vergente.

Definição 2.24 Um espaço vetorial normado completo é dito espaço de Banach.

A última noção que precisamos é a de produto interno, onde nos restringiremos

mais uma vez, tomando um corpo que trabalharemos.

Definição 2.25 Seja X um espaço vetorial sobre K = R ou K = C e tome < ., . >: X×X→
K aplicação tal que para quaisquer α,β ∈K, x,y,z ∈ X:

1. < x,x >≥ 0;

2. < ax+ by,z >= a < x,y > +b < y,z >;

3. < x,y >= < y,x >, onde a é o conjugado complexo de a, que atua como identidade
em números reais.

Diremos que < ., . > é um produto interno em X.

Definição 2.26 Um espaço de Banach com norma induzida por um produto interno é
dito espaço de Hilbert.

Por fim, caracterizamos o espaço que estudamos com a última estrutura necessária.

Teorema 2.27 Os espaços (Lp(R),‖.‖p), com p ≥ 1 são espaços de Banach.
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2 Noções Preliminares

A partir daqui, salvo quando dito, o produto interno que consideramos é:

〈f ,g〉 :=
∫
R
f (x)g(x)dx (2.1)

Teorema 2.28 O espaço L2(R) é um espaço de Hilbert.
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3 Teoria de Fourier

O estudo de wavelets envolve primordialmente o uso da teoria das transformadas

de Fourier. Para tanto, revisamos brevemente o conceito de série de Fourier possi-

velmente visto num curso de Equações Diferenciais Parciais ou Análise de Sinais e

introduzimos a transformada de Fourier.

3.1 Transformada de Fourier

Em geral, quando tomamos uma função não necessariamente periódica de qua-

drado integrável, isto é, uma função f : R → C tal que
∫
R |f |

2dx < ∞, sua série de

Fourier associada pode nem mesmo convergir.

Face a esse problema, dispomos de outros artifı́cios, como observar o comporta-

mento dos coeficientes da série de Fourier reduzindo-os a uma ideia infinitesimal de

variação, podendo, em algum sentido, mapear a função numa outra com domı́nio

também em R, que é a ideia da transformada de Fourier. Em Classical Fourier Analy-
sis, L. Grafakos, é possı́vel encontrar uma generalização natural da série para a trans-

formada de Fourier.

Abaixo introduzimos as definições supracitadas de série e transformada de Fourier,

onde esclarecemos a ideia.

Definição 3.1 Seja f : R→ R 1-periódica e f ∈ L1([0,1]) . Então, definimos sua série de
Fourier como:

S(f ) :=
∑
n∈Z

ane
2πinx

onde cada an é dado por:

an :=
∫ 1

0
f (x)e−2πinxdx ∀n ∈ Z

15



3 Teoria de Fourier

Definição 3.2 Seja f : R→ R, f ∈ L1(R). Definimos sua transformada de Fourier como:

f̂ (ξ) :=
∫
R
f (x)e−2πixξdx

Note que nesta notação, an = f̂ (n).

Analogamente, definimos a transformada de Fourier inversa como f̌ (ξ) := f̂ (−ξ).

Com o artifı́cio da transformada de Fourier, temos então uma ferramenta vali-

osa, dentre outras utilidades, para o estudo de equações diferenciais, uma vez que

podemos nos restringir a soluções em um espaço de funções como Lp(R), p ≥ 1,

onde a transformada de Fourier funciona bem, conforme veremos no decorrer deste

capı́tulo.

3.2 O espaço de Schwartz

Por ser um espaço de Hilbert, L2(R) tem um papel de destaque dentre os demais

espaços de funções Lp(R), pois produto interno é uma forma eficaz de comparar

elementos do mesmo espaço. Contudo, para entender a estrutura desse espaço, to-

mamos um caso particular, mas suficiente: o espaço de Schwartz.

Definição 3.3 O espaço de Schwartz S(R) é o conjunto das funções de classe C∞ tais que
elas e suas derivadas têm decrescimento rápido, isto é:

lim
|x|→∞

|x|k |f (n)(x)| = 0 ∀k,n ∈ N (3.1)

Proposição 3.4 Vale a equação (3.1) se e somente se vale:

sup
x∈R
|x|k |f (n)(x)| <∞ ∀k,n ∈ N (3.2)

Demonstração: Primeiro mostremos que 3.2 implica 3.1 Fixe k,n ∈ N.

Seja Mk,n := supx∈R |x|k |f (n)(x)| ∈ R. Temos:

|x|k+1|f (n)(x)| ≤Mk+1,n ∀x ∈ R

⇒ |x|k |f (n)(x)| ≤
Mk,n

|x|
⇒ lim
|x|→∞

|x|k |f (n)(x)| = 0 (3.3)
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3 Teoria de Fourier

Mostremos então que 3.1 implica 3.2. Fixe k,n ∈ N. Temos:

lim
|x|→∞

|x|k |f (n)(x)| = 0

⇒ lim
|x|→∞

|f (n)(x)| = 0 (3.4)

De 3.4 e do fato de f ∈ C∞, segue que ∃Mn ∈ R+ tal que |f (n)(x)| ≤Mn. Suponha, por

absurdo, que supx∈R |x|k |f (n)(x)| = ∞, então ∃a ∈ R tal que limx→a |x|k |f (n)(x)| = ∞.

Entretanto, temos que:

lim
x→a
|x|k |f (n)(x)| ≤ (|a|+ 1)kMn <∞ (3.5)

O que é um absurdo. Logo, supx∈R |x|k |f (n)(x)| <∞ �

Como corolário direto da proposição anterior, temos uma noção de imensidão do

espaço S(R), explicitada abaixo.

Corolário 3.5 Se f ,g ∈ S(R), então o produto f g ∈ S(R), a translação τkf (x) := f (x−k)

para k ∈ R é tal que τkf ∈ S(R) para todo k ∈ R, a multiplicação por uma exponencial
complexa Mhf (x) = e2πihxf (x) ∈ S(R) para todo h ∈ R ou por um monômio xkf (x) ∈
S(R).

Uma classe importante de funções de Schwartz são as de suporte compacto.

Definição 3.6 Uma função f com domı́nio em R é dita de suporte compacto se existe
intervalo fechado [a,b] ⊂ R tal que f (x) = 0 se x < [a,b].

Observe que, da definição anterior, toda função f ∈ C∞ de suporte compacto per-

tence a S(R).

Proposição 3.7 Se f ∈ S(R), então∫
R
f (x)dx := lim

T→∞

∫ T

−T
f (x)dx <∞

Demonstração: Por (3.2), Como |x0f (x)| = |f (x)| ≤M0 <∞ e |x2f (x)| ≤M2 <∞, vale:∣∣∣∣∣∫
R
f (x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|f (x)|dx ≤

∫ 1

−1
|M0|dx+

∫
R\[−1,1]

|M2x
−2|dx = 2(|M0|+ |M2|) <∞

�
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3 Teoria de Fourier

Definição 3.8 A convolução de duas funções f ,g ∈ S(R) é a função definida por:

f ∗ g(x) :=
∫
R
f (x − y)g(y)dy.

Note que a definição anterior está bem-definida por 3.5 e 3.7.

A fim de corroborar com a notação usada em [Pereyra], definimos a dilatação

Dsf (x) := sf (sx), a reflexão f̃ (x) := f (−x) e a já conhecida conjugação f (x) := f (x).

Denotaremos também por f̂ := (f )∧ a transformada de Fourier e f̌ = (f )∨ a trans-

formada inversa de Fourier.

3.3 Transformada de Fourier em S(R)

Enunciamos algumas das propriedades mais importantes do espaço de Schwartz

na ótica da transformada de Fourier.

Para não sobrecarregar este trabalho, omitiremos a demonstração do teorema 3.9,

que tem um caminho em [Pereyra] e também se encontra no relatório final do projeto

de iniciação cientı́fica que suscitou este trabalho. Assim faremos com os demais

teoremas desta seção.

Teorema 3.9 Sejam f ,g ∈ S(R), α,β ∈ C, h,s ∈ R. Então valem:

(a) (αf + βf )∧(ξ) = αf̂ (ξ) + βĝ(ξ)

(b) τ̂hf (ξ) =M−hf̂ (ξ)

(c) M̂hf (ξ) = τhf̂ (ξ)

(d) D̂sf (ξ) = sDs−1 f̂ (ξ)

(e) ̂̃f (ξ) = ˜̂
f (ξ)

(f) f̂ (ξ) = f̂ (−ξ) = (f ∨)(ξ)

(g) f̂ ′(ξ) = 2πiξf̂ (ξ)

(h) [−2πiξxf (x)]∧(ξ) = d
dξ f̂ (ξ)

(i) f̂ ∗ g(ξ) = f̂ (ξ)ĝ(ξ)

18



3 Teoria de Fourier

(j) f̂ g(ξ) = f̂ ∗ ĝ(ξ)

A seguir, enunciamos de forma construtiva alguns lemas para mostrar que a ima-

gem da transformada de Fourier no espaço de Schwartz S(R) está contida no espaço

de Schwartz.

Lema 3.10 (Riemman-Lebesgue) Se f ∈ S(R), então

lim
|ξ |→∞

f̂ (ξ) = 0.

Lema 3.11 Se f ∈ S(R), então f̂ tem decrescimento rápido, tal qual na definição 3.3.

O teorema abaixo, consequência dos lemas anteriores, é o resultado que enuncia-

mos acima.

Teorema 3.12 Se f ∈ S(R), então f̂ ∈ S(R).

O resultado do teorema 3.13 nos diz que a transformada de Fourier é um isomor-

fismo em S(R).

Teorema 3.13 Se f ∈ S(R), então para todo x ∈ R,

f (x) =
∫
R
f̂ (ξ)e2πiξxdξ = (f̂ )∨(x).

Os dois resultados a seguir são fundamentais para o desenvolvimento deste traba-

lho nas seções posteriores.

Teorema 3.14 (Identidade de Plancherel) Se f ∈ S(R), então

‖f ‖2 = ‖f̂ ‖2

Corolário 3.15 (Identidade de Polarização) Se f ,g ∈ S(R), então

〈f ,g〉 = 〈f̂ , ĝ〉

Naturalmente, tudo o que fizemos é válido para S(R), entretanto, o último resul-

tado, Teorema 3.16, é a peça que nos permite utilizar todas as ferramentas aqui

desenvolvidas para L2(R). A ideia de sua demonstração é simples e encontra-se em

[Barata].

Teorema 3.16 Para todo p ∈ [1,∞), o espaço S(R) é denso em Lp(R).
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3 Teoria de Fourier

Por meio do Lema da Convergência Dominada de Lebesgue, usando a densidade

de S(R) em L2(R), temos que todas as propriedades do teorema 3.9 e teoremas pos-

teriores se aplicam a L2(R).
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4 Wavelets

A ideia de wavelets começa em 1909 num apêndice da tese de doutorado de Al-

fred Haar [Haar], onde ele constrói uma base ortonormal em L2(R), que hoje leva o

nome de base de Haar. Tamanha simplicidade na definição das funções dessa base

se contrasta com a vastidão de aplicações suas que percorrem desde tratamento de

imagens [SiKo] a decomposição do movimento browniano [Steele].

Neste capı́tulo introduzimos wavelets e uma sequência de subespaços de L2(R) que

foi crucial para o desenvolvimento da teoria, pois possibilita obter wavelets de uma

maneira simples. Por meio do Teorema de Mallat, no próximo capı́tulo, faremos a

conexão dos dois conceitos.

4.1 Bases Wavelet

A definição de wavelet, no nosso caso em L2(R), é simples, sobretudo quando pen-

sada em termos de translações e dilatações.

Definição 4.1 Uma função ψ ∈ L2(R) é dita wavelet se a famı́lia

ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx − k) para j,k ∈ Z (4.1)

forma uma base ortonormal de L2(R). Esta é chamada base wavelet.

Observação 4.2 Dado o Teorema 3.9, temos que a transformada de Fourier em cada
termo de uma base wavelet {ψj,k}j,k∈Z é:

ψ̂j,k(ξ) = e−2πiξk2−j/2ψ̂(2−jξ) = e−2πiξkψ̂−j,0(ξ)

Da definição de base e de L2(R) ser espaço de Hilbert, temos uma fórmula de

reconstrução de funções f ∈ L2(R) a partir de uma wavelet ψ ∈ L2(R), apresentada

na proposição abaixo.
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Proposição 4.3 Se ψ ∈ L2(R) é uma wavelet, então vale

f (x) =
∑
j,k∈Z
〈f ,ψj,k〉ψj,k(x) ∀f ∈ L2(R)

Exemplo 4.4 A função ψ(x) = χ[0, 12 [(x)−χ[ 1
2 ,1[(x) gera uma base wavelet. Ela é conhe-

cida como wavelet de Haar.

Observando que ψj,k = 2
j
2χ[2−jk,2−j (k+2−1)[ − 2

j
2χ[2−1(k+2−1),2−j (k+1)[, a ortonormalidade

da famı́lia {ψj,k}j,k∈Z em L2(R) segue de um simples cálculo.

Para mostrar que essa famı́lia ortonormal é, de fato, uma base para L2(R), basta obser-
var que para toda função indicadora, existe uma sequência de combinações lineares de
wavelets de Haar convergindo para ela. O raciocı́nio se estende de forma imediata para
funções simples e, da definição de integral, segue que para toda função f ∈ L2(R), existe
sequência de combinações lineares de wavelets de Haar convergindo para f .

Uma vez que temos a reconstrução de uma função de quadrado integrável por meio

de alguns coeficientes obtidos no produto interno, introduzimos a transformada wa-

velet ortogonal.

Definição 4.5 A transformada wavelet ortogonal W : L2(R) → `2(Z2), que associa a
cada função f ∈ L2(R) a sequência de seus coeficientes wavelet, é dada por:

Wf (j,k) := 〈f ,ψj,k〉 =
∫
R
f (x)ψj,k(x)dx.

Podemos, ainda, tomar a transformada wavelet contı́nua, que foge ao escopo deste

trabalho, mas a ideia é que os parâmetros j e k na definição 4.5 não se restrinjam

mais aos inteiros. E cada f ∈ L2(R) poderá ser escrita como:

f (x) =
1
Cψ

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞
Wf (s,u)ψs,u(x)

duds

s2
,

uma vez que ψ satisfaça a condição de admissibilidade de Calderón [Calderón]:

Cψ :=
∫ ∞

0

|ψ̂(ξ)|2

ξ
dξ <∞.
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Essa formula de reconstrução nos remete à fórmula de reprodução de Calderón:

f (x) =
1
Cψ

∫ ∞
0

(ψs,0 ∗ ψ̃s,0 ∗ f )(x)
ds

s2

4.2 Análise Multiresolução

Pensemos numa sequência de subespaços encaixantes de L2(R) tais que entre di-

ferentes subespaços, exista uma propriedade de dilatação em potências de dois, e

cada subespaço seja fechado para translações inteiras. Então observamos que tal

sequência de espaços tem um indı́cio de fortes similaridades com uma base wavelet.

Abaixo definimos Análise Multiresolução Ortogonal, uma sequência de subespaços

encaixantes que goza de propriedades que têm forte similaridade com bases wave-

let.

Definição 4.6 Uma sequência de subespaços fechados {Vk}k∈Z de L2(R) com função de
escala ϕ é dita Análise Multiresolução Ortogonal se satisfaz as seguintes propriedades:

1. Vk ⊂ Vk+1 para todo k ∈ Z
· · · ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ;

2.
⋂
k∈Z

Vk = {0};

3.
⋃
k∈Z

Vk = L2(R);

4. f (x) ∈ Vk ⇐⇒ f (2x) ∈ Vk+1;

5. ϕ ∈ V0 e {ϕ(x − k)}k∈Z formam uma base ortonormal para V0.

Tais subespaços Vk são chamados subespaços de aproximação.

Devido às propriedades 1 e 5, estamos em condições de anunciar a seguinte proposição.

Exemplo 4.7 A sequência de espaços Vk :=
{
f ∈ L2(R)| ∀j ∈ Z : f χ[2kj,2k(j+1)[ é constante

}
forma uma análise de multiresolução, com ϕ = χ[0,1[ função de escala. Tal função ϕ é dita
função de escala de Haar.

Não à toa, a função de escala de Haar tem grande relação com a wavelet de Haar.

E essa relação é exatamente uma consequência imediata do Teorema de Mallat.
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Proposição 4.8 Seja ϕ a função de escala de uma Análise Multiresolução Ortogonal,
então {ϕk,j}k,j∈Z, onde ϕk,j(x) := 2k/2ϕ(2kx− j) para todo x ∈ R, forma uma base ortonor-
mal para Vk.

Demonstração: Observemos primeiro que da propriedade 4, temos a equivalência

f (2kx) ∈ Vk ⇐⇒ f (x) ∈ V0 ou f (x) ∈ Vk ⇐⇒ f (2−jx) ∈ V0.

Seja g(x) ∈ Vk, então g(2−jx) ∈ V0. Por 5,

g(2−jx) =
∑
k∈Z

gkϕ(x − j) onde gk ∈ C

Logo, g(x) =
∑
k∈Z

gkϕ(2kx − j) �

Definição 4.9 Dada uma função f ∈ L2(R), seja Pkf a projeção ortogonal de f em Vk.
Ainda, do fato de {ϕk,j}k∈Z ser base ortonormal de Vk, temos:

Pkf (x) :=
∑
j∈Z
〈f ,ϕk,j〉ϕk,j(x) (4.2)

Proposição 4.10 (Pk ◦ Pk+1)f = Pkf ∀f ∈ L2(R). Ainda, (Pk ◦ Pn)f = Pkf sempre que
n ≥ j.

Demonstração: Note que Vk ⊂ Vk+1, então Vk+1 = Vk
⊕

Wk, para algum Wk ⊂ Vk+1.

Seja PWk
f a projeção de f no subespaço Wk.

Da definição de projeção, Pk+1f = Pkf + PWk
f . Logo,

Pk (Pk+1f ) = Pk
(
Pkf + PWk

f
)

= Pk (Pkf ) + Pk
(
PWk

f
)

︸     ︷︷     ︸
={0}

= P 2
k f

= Pkf

Para mostrar que (Pk ◦ Pn)f = Pkf sempre que n ≥ j, suponha que vale até m ∈ N,
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(Pk ◦ Pk+m)f = Pkf , para todo j ∈ Z. Então:

(Pk ◦ Pk+m+1)f = ((Pk ◦ Pk+m) ◦ Pk+m+1)f

(Pk ◦ Pk+m ◦ Pk+m+1)f

(Pk ◦ (Pk+m ◦ Pk+m+1))f

(Pk ◦ (Pk+m)f

= Pkf

�

Aqui, apresentamos um espaço, de forma conveniente, chamando-o de Wk. Explo-

raremos algumas de suas propriedades.

Definição 4.11 Dada uma Análise Multiresolução, definimos o operador diferença Qj
por:

Qkf = Pk+1f − Pkf ∀f ∈ L2(R)

Definição 4.12 Seja uma Análise Multiresolução com subespaços de aproximação {Vk}k∈Z,
denote por Wk o complemento ortogonal de Vk em Vk+1, isto é:

Wk := {f ∈ Vk+1|〈f ,g〉 = 0,∀g ∈ Vk}

O espaços Wk são ditos espaços de detalhe na escala 2−k. Uma consequência da

definição dos espaços Wk e do operador Qk é dada pelo lema seguinte, que admiti-

remos sem prova, uma vez que sua sustentação está estabelecida anteriormente e é

uma demonstração clássica em um curso de álgebra linear.

Lema 4.13 O operador diferença Qk é a projeção ortogonal de f ∈ L2(R) em Wk.

Ainda, temos que dada f ∈ Vk+1, ∃!g ∈ Vk, ∃!h ∈Wk, tais que f = g + h, onde g = Pkf

e h =Qkf , o que nos permite estabelecer formalmente que Vk+1 = Vk ⊕Wk.

Outro resultado conveniente acerca do entendimento da relação entre Análise Multiresolução

e Wavelet segue da proposição:

Proposição 4.14 Se n < k, vale:

Vk = Vn ⊕Wn ⊕Wn+1 ⊕ · · · ⊕Wj−2 ⊕Wj−1 (4.3)

Donde segue que j , k⇒Wj ⊥Wk.
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Demonstração: Como Vl = Vl−1 ⊕Wl−1 ∀l ∈ Z, temos:

Vj = Vj−1 ⊕Wj−1 = (Vj−2 ⊕Wj−2)⊕Wj−1 = Vj−2 ⊕Wj−2 ⊕Wj−1 (4.4)

Recursivamente, temos:

Vj = Vn ⊕Wn ⊕Wn+1 ⊕ · · ·Wj−2 ⊕Wj−1 (4.5)

Para mostrar que n , k ⇒Wn ⊥Wk, basta tomar, sem perda de generalidade n < k,

como na decomposição acima o espaço Vk+1 = Vn ⊕Wn ⊕ · · · ⊕Wk. �

Agora estamos aptos a dar uma caracterização ao espaço L2(R) por meio dos espaços

de detalhe de uma dada Análise Multiresolução:

L2(R) =
⊕
k∈Z

Wk (4.6)

Não por acaso definimos os espaços de detalhe utilizando a letra W. Isso se deve

porque, como veremos no próximo capı́tulo, obteremos bases wavelet para cada um

deles.

Proposição 4.15 Vale que f (x) ∈W0 ⇐⇒ f (2kx) ∈Wk.

Demonstração: Temos que f (x) ∈ W0 implica f (x) ∈ V1, logo f (2kx) ∈ Vk+1 = Vk ⊕
Wk. Como f (x) < V0, f (2kx) < Vk, portanto f (2k ∈ Wk. Analogamente, f (2kx) ∈ Wk

implica f (2kx) ∈ Vk+1, logo f (x) ∈ V1. Como f (2kx) < Vk, f (x) < V0, logo f (x) ∈W0.

�

26



5 Teorema de Mallat

Encontrar uma função de escala para construir uma Análise Multiresolução pode

ser menos trabalhoso que encontrar diretamente uma wavelet. Entretanto, algu-

mas das propriedades desejadas das wavelets, como boa localização no tempo e na

frequência, não são vistas nas funções de escala.

Todavia, a noção de Análise Multiresolução surge em 1989 em Multiresolution Ap-
proximation and Wavelet Orthonormal bases of L2(R), MALLAT, Stephane, como uma

alternativa para encontrar wavelets. E esta se dá por meio do teorema central deste

trabalho.

Teorema 5.1 (Mallat) Dada uma Análise Multiresolução ortogonal com função de es-
cala ϕ, existe uma wavelet ψ ∈ L2(R) tal que para cada j ∈ Z, a famı́lia {ψj,k}k∈Z é uma
base ortonormal para Wj . Ainda, a famı́lia {ψj,k}j,k∈Z é uma base ortonormal para L2(R).

Para demonstrar o teorema de Mallat, provamos antes uma série de lemas.

5.1 Resultados auxiliares

Lema 5.2 Seja f ∈ L2(R). A famı́lia {f0,k = τkf }k∈Z de translações inteiras de f forma um
sistema ortonormal se e somente se vale:∑

n∈Z
|f̂ (ξ +n)|2 = 1 q.t.p. ξ ∈ R (5.1)

Demonstração: Note que 〈τkf ,τmf 〉 = 〈τk−mf , f 〉.
De fato,

〈τkf ,τmf 〉 =
∫
R
f (x − k)f (x −m)dx =

∫
R
f (y +m− k)f (y)dy = 〈τk−mf , f 〉 (5.2)
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5 Teorema de Mallat

A condição de ortonormalidade do lema é equivalente a

〈τkf , f 〉 = δk (5.3)

onde δk = 1 se k = 0 e δk = 0 se k , 0.

Mostramos que a transformada de Fourier é uma isometria em L2(R), portanto, te-

mos:

δk = 〈τ̂kf , f̂ 〉 =
∫
R
e−2πikξ |f̂ (ξ)|2dξ (5.4)

Da construção que fizemos para integrais, segue da propriedade σ -aditiva da me-

dida que:

δk =
∑
n∈Z

∫ n+1

n
e−2πiknξ |f̂ (ξ)|2dξ =

∑
n∈Z

∫ 1

0
e−2πiknγ

∣∣∣f̂ (γ +n)
∣∣∣2dγ

=
∫ 1

0
e−2πikγ

∑
n∈Z

∣∣∣f̂ (γ +n)
∣∣∣2dγ

Essa identidade é equivalente a dizer que a função 1-periódica F(γ) =
∑
n∈Z

∣∣∣f̂ (γ +n)
∣∣∣2

de L2(R) tem os coeficientes de Fourier na k-ésima fase iguais a 1. Como a transfor-

mada de Fourier é um automorfismo em L2(R) e a função constante 1 tem os mesmos

coeficientes de Fourier, F(γ) = 1 q.t.p., o que conclui a demonstração do lema. �

Teorema 5.3 Seja ϕ uma função escala de uma análise multiresolução ortogonal. Para
quase todo ponto ξ ∈ R, vale: ∑

n∈Z
|ϕ̂(ξ +n)|2 = 1. (5.5)

Ainda, existem {hk}k∈Z tais que
∑
n∈Z |hk |2 <∞ e:

ϕ(x) =
√

2
∑
k∈Z

hkϕ(2x − k) (5.6)

Demonstração: Pelo Lema 5.2, vale a equação (5.5).

Ainda, ϕ ∈ V0 ⊂ V1 e as funções ϕ1,k(x) =
√

2ϕ(2x − k), com k ∈ Z formam uma base

ortonormal para V1, pela proposição 4.8. Portanto, ϕ deve ser uma combinação

linear (eventualmente infinita) das funções da base:

ϕ =
∑
k∈Z
〈ϕ,ϕ1,k〉ϕ1,k(x) =

√
2
∑
k∈Z

hkϕ(2x − k) (5.7)
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5 Teorema de Mallat

onde hk := 〈ϕ,ϕ1,k〉.
Ainda, vale que

∑
k∈Z |hk |2 = ‖ϕ‖2

L2(R) <∞ �

Definição 5.4 Chamamos a equação (5.6) de equação de dilatação ou equação de escala.
Reescrevemos a equação de dilatação no lado de Fourier como:

ϕ̂(ξ) =H(ξ/2)ϕ̂(ξ/2) (5.8)

onde H(ξ) = (1/
√

2)
∑
k∈Zhke

−2πikξ é uma função de L2(R) 1-periódica, chamada filtro
passa-baixo. Os coeficientes {hk}k∈Z são ditos coeficientes de filtro.

Outra propriedade importante que esse filtro satisfaz é conhecida como filtro de

espelho quadratura ou quadrature mirror filter (QMF), como no lema abaixo.

Lema 5.5 Dada uma análise multiresolução ortogonal com função de escala ϕ e filtro
passa baixo correspondente H , que assumimos ser um polinômio trigonométrico, temos
para todo ξ ∈ R:

|H(ξ)|2 + |H(ξ + 1/2)|2 = 1 (5.9)

Demonstração: Substituindo a equação 5.8 na equação 5.5, obtemos:

1 =
∑
n∈Z
|ϕ̂(ξ +n)|2 =

∑
n∈Z
|H ((ξ +n)/2)|2 |ϕ̂ ((ξ +n)/2)|2 (5.10)

Agora, separamos o somatório em inteiros ı́mpares e inteiros pares, usamos o fato

de H ter perı́odo 1 para colocá-lo em evidência no somatório e usamos novamente a

equação 5.5, que vale para quase todo ponto ξ ∈ R:

|H(ξ/2)|2
∑
k∈Z
|ϕ̂(ξ/2 + k)|2 + |H(ξ/2 + 1/2)|2

∑
k∈Z
|ϕ̂ ((ξ + 1)/2 + k)|2

= |H(ξ/2)|2 + |H(ξ/2 + 1/2)|2 = 1

Como assumimos H polinômio trigonométrico, H é contı́nua e temos que a igual-

dade é válida em todo ξ ∈ R. �

5.2 Caracterização deW0

Podemos caracterizar as funções em W0, o complemento ortogonal de V0 em V1,

onde todos os subespaços correspondentes à análise multiresolução ortogonal com

função de escala ϕ e filtro passa baixo H , um polinômio trigonométrico.
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5 Teorema de Mallat

Mostramos, usando o mesmo argumento para construir H , que para f ∈ V1, existe

função 1-periódica, mf ∈ L2([0,1)), tal que:

f̂ (ξ) =mf (ξ/2)ϕ̂(ξ/2) (5.11)

Nesta notação, temos que H =mϕ.

As duas proposições seguintes serão usadas no decorrer da demonstração do lema

5.8.

Proposição 5.6 Se G e H são funções periódicas de perı́odo 1, então a função F definida
abaixo também tem perı́odo 1.

F(ξ) = G(ξ/2)H(ξ/2) +G(ξ/2 + 1/2)H(ξ/2 + 1/2)

Demonstração: Note que

F(ξ + 1) = G((ξ + 1)/2)H((ξ + 1)/2) +G((ξ + 1)/2 + 1/2)H((ξ + 1)/2 + 1/2)

= G(ξ/2 + 1/2)H(ξ/2 + 1/2) +G(ξ/2 + 1)H(ξ/2 + 1)

= G(ξ/2 + 1/2)H(ξ/2 + 1/2) +G(ξ/2)H(ξ/2) = F(ξ)

�

Proposição 5.7 Seja λ(ξ) função periódica de perı́odo 1. Então λ(ξ + 1/2) = −λ(ξ) se e
somente se λ(ξ) = e2πiξσ (ξ) onde σ (ξ) é periódica de perı́odo 1/2.

Demonstração: Note que e2πiξ , 0 para todo ξ ∈ R e, portanto, σ (ξ) está bem-

definida. Basta tomá-la como σ (ξ) = e−2πiξλ(ξ). Agora temos:

λ(ξ + 1/2) = e2πi(ξ+1/2)σ (ξ + 1/2)

= eπie2πiξσ (ξ + 1/2) = −e2πiξσ (ξ + 1/2)

= −λ(ξ)

⇐⇒ λ(ξ) = e2πiξσ (ξ + 1/2)

⇐⇒ σ (ξ) = σ (ξ + 1/2)

�

Agora estamos em condições de enunciar e provar o lema seguinte.
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Lema 5.8 Vale que uma função f pertence a W0 se e somente se existe uma função v(ξ)

de perı́odo 1 tal que:
f̂ (ξ) = eπiξv(ξ)H(ξ/2 + 1/2)ϕ̂(ξ/2) (5.12)

Demonstração: Da construção de W0, f ∈ W0 ⇐⇒ f ∈ V1 e f ⊥ V0. Como obser-

vado em 5.11, f ∈ V1 nos reduz a mostrar que:

mf (ξ) = e2πiξσ (ξ)H(ξ + 1/2) (5.13)

onde σ (ξ) é uma função de perı́odo 1/2. Portanto v(ξ) = σ (ξ/2) tem perı́odo 1.

Ainda, a ortogonalidade f ⊥ V0 é equivalente a 〈f ,ϕ0,k〉 = 0 para todo k ∈ Z. Usando

o fato da transformada de Fourier ser isometria, temos:

0 = 〈f̂ , ϕ̂0,k〉 =
∫
R
f̂ (ξ)e2πikξϕ̂(ξ)dξ (5.14)

Usando 5.11 e 5.8, temos que:

0 =
∫
R
e2πikξmf (ξ/2)ϕ̂(ξ/2)H(ξ/2)ϕ̂(ξ/2)dξ

=
∫
R
e2πikξmf (ξ/2)H(ξ/2)|ϕ̂(ξ/2)|2dξ

Novamente, usamos a propriedade σ -aditiva da integral e obtemos:

0 =
∑
n∈Z

∫ n+1

n
e2πikξmf (ξ/2)H(ξ/2)|ϕ̂(ξ/2)|2dξ

=
∫ 1

0
e2πikξ

∑
n∈Z

mf ((ξ +n)/2)H ((ξ +n)/2)|ϕ̂(ξ +n)/2|2dξ

Agora, usando o fato de mf e H terem periódo 1, separamos o somatório em pares

e ı́mpares, como fizemos anteriormente:

0 =
∫ 1

0
e2πikξ[mf (ξ/2)H(ξ/2)

∑
k∈Z
|ϕ̂(ξ/2 + k)|2

+ mf (ξ/2 + 1/2)H(ξ/2 + 1/2)
∑
k∈Z
|ϕ̂ ((ξ + 1)/2 + k) |2]dx

=
∫ 1

0
e2πikξ

[
mf (ξ/2)H(ξ/2) +mf (ξ/2 + 1/2)H(ξ/2 + 1/2)

]
dx
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Obtemos que a função 1-periódica F(ξ) =mf (ξ/2)H(ξ/2)+mf (ξ/2+1/2)H(ξ/2 + 1/2)

tem todos coeficientes de Fourier nulos. Portanto, F(ξ) ≡ 0 q.t.p. ξ ∈ R. Isto é,

mf (ξ/2)H(ξ/2) +mf (ξ/2 + 1/2)H(ξ/2 + 1/2) = 0 q.t.p. ξ ∈ R (5.15)

Esta equação é equivalente a dizer que os vetores ~u(ξ) = (mf (ξ/2),mf (ξ/2 + 1/2)) e

~v(ξ) = (H(ξ/2),H(ξ/2 + 1/2)) pertencentes a C2 são ortogonais q.t.p ξ ∈ R.

Do lema 5.5, temos que a equação 5.15 vale para todo ξ ∈ R, uma vez que ‖~v(ξ)‖ = 1

para todo ξ ∈ R.

Como dimCC2 = 2, temos que o complemento ortogonal do espaço gerado por ~u(ξ)

tem dimensão 1. Então para caracterizar o espaço gerado por ~u(ξ), basta encontrar

um vetor não-nulo ortogonal a ~v(ξ).

Em particular ~w(ξ) = (−H(ξ/2 + 1/2),H(ξ/2)) é ortogonal a ~v(ξ). Portanto, vale que

~u = λ(ξ)~w(ξ), para algum λ : R→ C.

Assim, concluı́mos que

mf (ξ) = −λ(ξ)H(ξ + 1/2), mf (ξ + 1/2) = λ(ξ)H(ξ). (5.16)

Portanto, a função λ(ξ) é de perı́odo 1 e é tal que −λ(ξ + 1/2) = λ(ξ). De maneira

equivalente, λ(ξ) = e2πiξσ (ξ), onde σ (ξ) tem perı́odo 1/2. Assim, f ∈ W0 se e so-

mente se

mf (ξ) = e2πξσ (ξ)H(ξ + 1/2),

onde σ (ξ) é função de perı́odo 1/2, como requerido no inı́cio da demonstração. �

Agora usamos todo o ferramentário desenvolvido até aqui para provar o teorema

que nomeia esta monografia.

Demonstração do Teorema 5.1:
A função ψ desejada pertence ao subespaço W0. Portanto, pelo lema 5.8, no lado de

Fourier, esta deve satisfazer a equação

ψ̂(ξ) =mψ(ξ/2)ψ̂(ξ/2),
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onde

mψ(ξ) = e2πiξσ (ξ)H(ξ + 1/2) (5.17)

e σ (ξ) é função de perı́odo 1/2. Ainda, do fato das translações inteiras de ψ forma-

rem um sistema ortonormal, aplicamos o Lema 5.2 a ψ e verificamos a propriedade

QMF da função 1-periódica mψ. Isto é, para quase todo ponto ξ ∈ R,

|mψ(ξ)|2 + |mψ(ξ + 1/2)|2 = 1.

Substituindo a equação (5.17) acima, temos, para quase todo ξ ∈ R,

|σ (ξ)|2|H(ξ + 1/2)|2 + |σ (ξ + 1/2)|2|H(ξ)|2 = 1.

Note que σ (ξ) tem periódo 1/2 e H(ξ) também goza da propriedade QMF, o que

nos faz concluir que |σ (ξ)| = 1 em quase todo ponto.

Tome uma função de perı́odo 1/2 e norma 1, por exemplo, σ (ξ) ≡ 1. Defina a

wavelet no lado de Fourier por

ψ̂(ξ) := G(ξ/2)ϕ̂(ξ/2),

onde G é a função 1-periódica dada por

G(ξ) := e2πiξH(ξ + 1/2).

Pelo Lema 5.8, ψ ∈ W0. Da mesma forma, suas translações inteiras também estão

em W0, pois no lado de Fourier

ψ̂0,k(ξ) = e−2πikξG(ξ/2)ϕ̂(ξ/2),

onde nós podemos usar novamente o lema 5.8 em v(ξ) = e−2πikξ , uma função

de perı́odo 1. Além disso, G satisfaz a propriedade QMF e portanto a famı́lia de

translações inteiras de ψ é um sistema ortonormal em W0.

Portanto, nos basta mostrar que essa famı́lia gera W0. Pelo Lema 5.8, se f ∈ W0,

existe função de quadrado integrável v(ξ) de perı́odo 1 tal que

f̂ (ξ) = v(ξ)eπiξH(ξ/2 + 1/2)ϕ̂(ξ/2) = v(ξ)ψ̂(ξ).

Mas v(ξ) =
∑
k∈Z ake

−2πikξ , onde
∑
k∈Z |ak |2 <∞. Inserindo a expansão trigonométrica
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de v e usando o fato das modulações no lado de Fourier virem de translações, obte-

mos

f̂ =
∑
k∈Z

ake
−2πikξψ̂(ξ) =

∑
k∈Z

akψ̂0,k(ξ).

E, por fim, tomando a transformada de Fourier inversa, temos

f (x) =
∑
k∈Z

akψ0,k(x).

Isto é, f pertence ao fecho do espaço gerado pelas translações inteiras de ψ. As

translações inteiras de ψ formam uma base ortonormal em W0. Pela invariância da

escala, as funções {ψj,k}k∈Z formam uma base ortonormal de Wj . Portanto a famı́lia

{ψj,k}j,k∈Z forma uma base ortonormal para L2(R), como querı́amos.

�

5.3 Um exemplo conhecido: Haar

No capı́tulo anterior, vimos que a função ϕ = χ[0,1[ é função de escala de uma

Análise Multiresolução Ortogonal e é chamada de função de escala de Haar.

Observe que χ[0,1[(2x−k) = χ[ k2 , k2 + 1
2 [(x). Aplicando na equação de dilatação, temos:

χ[0,1[ =
√

2
∑
k∈Z

hkχ[ k2 , k2 + 1
2 [. (5.18)

Como a maior parte dos coeficientes se anula (pois são funções indicadoras), temos

χ[0,1[ =
√

2
(
h0χ[0, 12 [ + h1χ[ 1

2 ,1[
)
, (5.19)

obtendo que h0 = h1 = 1√
2
. Logo, ϕ(x) = ϕ(2x) +ϕ(2x−1). Como no Exemplo 4.4, vi-

mos que a wavelet de Haar é dada por ψ(x) = χ[0,1/2[(x)−χ[1/2,1[(x) = ϕ(2x)−ϕ(2x−1).

De forma geral, ϕ(x − k) = ϕ(2x − 2k) + ϕ(2x − 2k − 1) ou ϕ0,k = ϕ1,2k + ϕ1,2k+1 e,

analogamente, ψ0,j = ϕ1,2j −ϕ1,2j+1.
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Desenvolvendo:

〈ϕ0,k ,ψ0,j〉 = 〈ϕ1,2k +ϕ1,2k+1,ϕ1,2j −ϕ1,2j+1〉

= 〈ϕ1,2k ,ϕ1,2j〉+ 〈ϕ1,2k ,ϕ1,2j+1〉+ 〈ϕ1,2k+1,ϕ1,2j〉 − 〈ϕ1,2k+1,ϕ1,2j+1〉

= δk−j − δk−j = 0. (5.20)

Ou seja, mostramos a ortogonalidade das translações inteiras da wavelet de Haar

com as translações inteiras da função de escala de Haar. Ou seja, mostramos que a

wavelet de Haar de fato gera o espaço wavelet em relação à análise multiresolução

ortogonal gerada pela função de escala de Haar.
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