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Um espaco topoldgico X é dito de Toronto se para todo subespago Y de X tal que
Y| = |X]| tem-se que Y é homeomorfo a X. E consistente com ZFC que todo espaco de
Toronto de Hausdorff infinito é discreto. A seguinte questdo, contudo, permanece
em aberto: a existéncia de um espago de Toronto de Hausdorff infinito e ndo-discreto
é consistente com ZFC? Neste trabalho, apresentaremos a classificacdo dos espagos
de Toronto infinitos que ndo sdo T; e a utilizaremos para mostrar que existem (a me-
nos de homeomorfismo) exatamente cinco espagos de Toronto de cardinalidade N,
sendo que o tinico de Hausdorff é o discreto. Por fim, apresentaremos algumas pro-
priedades que um espaco de Toronto de Hausdorff e cardinalidade 8; ndo-discreto
deve possuir.

Palavras-chave: espago de Toronto, problema de Toronto
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ABSTRACT

A Toronto space is a topological space X which is homeomorphic to all of its subspa-
ces of the same cardinality as X. It is consistent with ZFC that every infinite Haus-
dorff Toronto space is discrete. The following question, however, remains open:
is the existence of an infinite non-discrete Hausdorff Toronto space consistent with
ZFC? In this work, we will present the classification of infinite Toronto spaces that
are not T and use it to show that there are (up to homeomorphism) exactly five
Toronto spaces of size N, where all but the discrete one are not Hausdorff. Finally,
we will present some properties that a non-discrete Hausdorff Toronto space of size
N1 must have.

Keywords: Toronto space, Toronto problem
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INTRODUCAO

Um espaco topoldgico X é dito de Toronto se para todo subespago Y de X tal que
Y| =|X]| tem-se que Y é homeomorfo a X.

Note que todo conjunto X munido da topologia discreta é um espaco de Toronto.
Contudo, nem todo espaco de Toronto é discreto: um conjunto com pelo menos
dois pontos munido da topologia cadtica, um conjunto infinito munido da topolo-
gia cofinita e um conjunto ndo enumeravel munido da topologia coenumerével sdo
exemplos de espagos de Toronto que ndo sao discretos. Uma vez que esses ndo sao
espacos de Hausdorff, é natural perguntar se existe um espaco de Toronto que seja
de Hausdorff e ndo discreto.

Sabemos que, se X é um espaco de Hausdorff infinito, entdo X possui um subcon-
junto discreto infinito e enumerédvel. Assim, todo espaco de Toronto de Hausdorff
infinito e enumeravel deve ser discreto. O Problema de Toronto, proposto por J.
Steprans [8] em 1990, pergunta se todo espaco de Toronto de Hausdorff de cardina-
lidade N, é discreto. Este problema continua em aberto nos dias atuais e o artigo [1]
de W. Brian, nossa principal referéncia, é um dos mais recentes sobre o assunto.

Um dos propésitos deste TCC é ser uma fonte que retine boa parte dos resultados
conhecidos acerca dos espagos de Toronto, oferecendo aqueles que venham a se
interessar pelo assunto um panorama geral dos avangos obtidos até entao.

Os conceitos de Topologia Geral e Teoria dos Conjuntos necessarios para a com-
preensdo deste texto sdo apresentados no primeiro capitulo, e qualquer abordagem
mais detalhada dos mesmos pode ser encontrada em [3], [9], [5] e [6].

No segundo capitulo exploraremos alguns resultados iniciais a respeito dos espagos
de Toronto, incluindo uma demonstracdo de que é consistente com ZFC que todo
espaco de Toronto de Hausdorff infinito é discreto.

No terceiro capitulo apresentaremos a classificacdo dos espacos de Toronto infini-
tos que ndo sdo T; e veremos que existem exatamente cinco espagos de Toronto de
cardinalidade X, sendo que o tnico de Hausdorff é o discreto. Além disso, mos-
traremos a existéncia de pelo menos oito espagos de Toronto de cardinalidade N,

sendo que, novamente, o tinico de Hausdorff é o discreto.



Sumadrio

Por fim, no quarto capitulo exibiremos algumas propriedades que um espaco de
Toronto de Hausdorff ndo discreto de cardinalidade N, deve possuir.



1 PRELIMINARES

Neste capitulo iremos introduzir os principais conceitos ligados ao texto. Ndo ire-
mos desenvolver toda a teoria que envolve esses conceitos; nosso intuito tdo so-
mente serd firmar algumas notacdes, apresentar algumas defini¢des necessdrias para
a leitura do texto e enunciar alguns resultados que serdo usados adiante. Como

um complemento do que serd desenvolvido no presente capitulo, sugerimos as re-

feréncias [9], [3], [5] e [6].

1.1 Teoria dos Conjuntos

Assumiremos ZFC durante todo o texto; e resultados que necessitem de hipdteses
adicionais vado ser enunciados de maneira a explicitar esse fato.

Dados dois conjuntos A e B, escrevemos A\ B={xe€ A: x ¢ B}.

Sendo X um conjunto, denotaremos por p(X) o conjunto de todos os subconjuntos
de X.

Sempre que nos referirmos a um conjunto totalmente ordenado, estamos nos refe-

rindo a defini¢édo abaixo.

Definicao 1.1 Sejam X um conjunto e R C X x X uma relagido. Dizemos que R é uma
ordem total (ou que (X, R) é totalmente ordenado) se valem:

* R é reflexiva;

® R éantissimétrica;

® R ¢ transitiva;

* Vx,v € X((xRy) ou (yRx)).

Dizemos ainda que uma relacdo R é uma boa ordem sobre um conjunto X se (X, R) é
totalmente ordenado e todo subconjunto ndo vazio de X possui elemento minimo.
Ainda, se (X, R) é parcialmente ordenado e todo subconjunto ndo vazio de X possui

elemento minimo dizemos que R é uma boa ordem estrita.



1 Preliminares

Um segmento inicial de um conjunto totalmente ordenado (X, <) é um subconjunto
S de X tal que se x pertence a S e y < x, entdo y pertence a S.
Um segmento final de um conjunto totalmente ordenado (X, <) é um subconjunto S

de X tal que se x pertence a S e x <y, entdo y pertencea S.

Definicdo 1.2 Sejam (X, <) e (Y, <) conjuntos totalmente ordenados. Dizemos que eles sdo
isomorfos se existe f : X — Y bijetora tal que:

(@a<beo f(a)< f(b)VabeX
Neste caso, dizemos que f é um isomorfismo (de ordem) entre X e Y, e denotamos este
fatopor X = Y.

A seguir iremos definir o que sdo os ntimeros ordinais, e comegaremos definindo o

que é conjunto transitivo.

Definicdo 1.3 Dizemos que um conjunto X é transitivo se qualquer elemento de X é sub-
conjunto de X, isto ¢, se para todo x € X temos que x C X.

Definicao 1.4 Um conjunto a é dito um ordinal se « é transitivo e bem ordenado pela
relacdo €.

Um ordinal «a é dito:

* um ordinal sucessor se, e somente se, existe um ordinal § tal que a = p+1, onde

p+1=pU{B}
e um ordinal limite se, e somente se, @ ndo é um ordinal sucessor.

Ndo é dificil demonstrar que, se a e  sdo ordinais distintos, entdo a e  ndo sdo

isomorfos; o leitor pode encontrar esta demonstracao em [5]].

Observacdo 1.5 Todo conjunto bem ordenado X é isomorfo a um tinico ordinal, ao qual
chamaremos de order type de X.

Todas as vezes que invocarmos indugdo e recursdo transfinita, estaremos nos refe-

rindo ao que estd enunciado abaixo.

Teorema 1.6 (Principio da Indugdo Transfinita): Seja P(x) uma propriedade que um
ordinal x pode ou ndo satisfazer. Assuma que:

(i) P(0) vale;
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(ii) Se P(«) vale, entdo vale P(a + 1);

(iii) Para todo ordinal limite o # 0, se P(B) vale para todo p € a, entdo P(«) vale.

Entdo P(a) vale para todo ordinal a.

Teorema 1.7 (Teorema da Recursdo): Sejam a um ordinal e X um conjunto nio-vazio.

Considere P = g, FX eF:P — X. Entio existe uma tinica f : « — X tal que para todo

B € a vale que f(B) = F(f Tp).

Note que com a recursdo transfinita podemos construir objetos matematicos, como
fungdes e sequéncias, enquanto a inducdo nos permite demonstrar propriedades.
Sempre que nos referirmos a cardinalidade de um conjunto, ou seja, o tamanho

desse conjunto, estaremos nos atendo a defini¢do abaixo.

Definicao 1.8 Seja X um conjunto. Definimos a cardinalidade de X como o menor ordinal
a tal que X =~ a. Notagdo: |X|.

Observacao 1.9 Se X é um conjunto, entdo |X| < |p(X)|. Este resultado é conhecido como
Teorema de Cantor.

Defini¢ao 1.10 Um ordinal « é dito um cardinal se x = |X| para algum conjunto X.

Note que, sendo « um cardinal e Y C « tal que |Y| = «, entdo Y possui 0 mesmo
order type de k. Note que o order type de Y é k. Como « é bem ordenado, j& que é um
cardinal, temos que o order type de Y é menor ou igual ao order type de k. Por sua
vez, o inico ordinal ao qual x é isomorfo é x, ou seja, o order type de k é x, donde
temos o resultado.

A proposigdo abaixo foi utilizada, embora implicitamente, na demonstragdo de
muitos resultados deste trabalho. Ela é muito importante pois muitas vezes foi res-
ponsavel por nos fornecer subespacos de mesma cardinalidade de um espaco de To-

ronto X e, consequentemente, homeomorfismos que permitiram demonstrar muitas
propriedades dos HATS.

Proposicao 1.11 Sejam X um conjuntoe Y C X. Se |[X| =« e |Y| <k, entdo | X\ Y| = «.

Podemos mostrar que, se X é um conjunto infinito, entdo | XxX| = |X|. A demonstragdo
deste resultado, apesar de suprimida neste trabalho, pode ser encontrada pelo leitor
em [5], ou em qualquer outra referéncia de Teoria dos Conjuntos.

Lembre-se de que a cardinalidade do conjunto dos ntimeros naturais é 8, e nds

dizemos que um conjunto C é enumerdvel se existe uma fungdo injetora f : C — IN.
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O conjunto do ntimeros reais é ndo enumerdvel, ou seja, ndo existe f : R — IN injetora.
Isto se d4 como consequéncia do Teorema de Cantor, pois |R| = [p(IN)| = 280, Neste
contexto, surgiu a Hip6tese do Continuo, que foi invocada em alguns resultados ao

longo do Capitulo 2.

Definicao 1.12 Dizemos que x é um cardinal sucessor se, e somente se, k = a* para
algum a, onde a™ é o menor cardinal maior que . E x é um cardinal limite se, e somente
se, k > w e ndo é um cardinal sucessor.

Definicao 1.13 N, = w,, é definida por indugdo transfinita em a por:

(1) wy=w.

(2) wai1 = (wa)"

(3) Para y limite, w, = sup{w, : a <y}.
Hipétese 1.14 (Hip6tese do Continuo) 280 = N;.

O enunciado acima é um caso especial da Hipétese Generalizada do Continuo, que diz

que para cada ordinal «, 2Ra =N, 1.

1.2 Topologia

Denotaremos um espaco topoldgico por (X, 7), e quando ndo houver riscos a interpretagdo
iremos suprimir a topologia representando um espaco topolégico apenas por X.

Lembre-se de que os conjuntos abertos de um espago topoldgico X sdo aqueles que
pertencem a .

Sempre que dissermos que uma topologia 7; sobre um conjunto X é menos fina que
uma topologia 1, sobre o mesmo conjunto X, entenda que 7; C 15.

Dizemos que um espaco topolégico (X, ) é metrizivel se existe uma métrica d sobre
X tal que T = 14, onde 7; = {U € X : Vx € Ude > 0 tal que By(x,e) € U}, onde
Bi(x,e) ={y € X :d(x,v) < €} é uma bola aberta com centro x e raio e.

Definimos a topologia da ordem como a topologia associada a relacdo de ordem em

um conjunto.

Definicao 1.15 Seja (X, <) um conjunto ordenado, em que a relagio de ordem ndo precisa
ser total. Podemos associar trés topologias a essa ordem parcial, definidas por suas sub-bases:

* A topologia da ordem a esquerda, em que a sub-base é formada pelos conjuntos da
forma (a,+o00) ={x € X :a<x}.
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* A topologia da ordem a direita, em que a sub-base é formada pelos conjuntos da
forma (—o0,b) = {x € X : x < b}.

* Atopologia da ordem, em que a sub-base é formada pelos conjuntos da forma (a, +oco)
{xeX:a<x}e(—oo,b)={xeX:x<b}

Dessa forma, como todo nimero ordinal é bem ordenado pela relacdo €, sempre
que mencionarmos a topologia da ordem sobre algum ordinal estamos assumindo
a definicdo acima, isto é, a topologia associada a relagao €.

Sendo (X, T) um espaco topolégico e Y C X, dizemos que Y é relativamente discreto
se quando munido com a topologia de subespago Y é um espago discreto, ou seja,
para cada y € Y temos que {y} é um aberto na topologia de subespago .

Um conjunto F é fechado se X \ F é aberto.

Um subconjunto V' de um espaco topolégico X diz-se uma vizinhan¢a do ponto
x € X se existir um aberto U talquexe U C V.

Definimos o fecho de um subconjunto A de um espago topolégico X como o con-
junto N{F C X : F é fechado em X e A C F}. Denotamos o fecho de A por A. Um ponto
X pertence a A se, e somente se, x é aderente a A, ou seja, se para toda vizinhanca U
de x em X vale que U N A = 0. Se F é um conjunto fechado de X, entdo F = F.

Chamaremos os conjuntos de um espago topolégico que sdo tanto abertos quanto
techados de clopens.

Um subconjunto D de X é denso em X se D = X.

Observagao 1.16 Nio é dificil demonstrar a sequinte equivaléncia: D é denso em X se, e

somente se, U N D = () para todo U = () aberto em X.

O lema a seguir é utilizado durante algumas demonstra¢ées de alguns resultados
da Secédo 4.2.

Lema 1.17 Se Y é um espago topoldgico e D é denso em Y, entdo D N U ¢é denso em U para
qualquer subconjunto aberto U de Y.

Demonstrac¢do: Para todo x € U e para toda vizinhanga W de x a interseccio W N U
é aberta e ndo vazia. Como D é denso em Y, temos que WN U ND = (), assim temos

que x € U N D. Dessa maneira, vale a inclusdo U € U N D. E como a outra inclusdo

é imediata, temos que U = U N D. O
Durante o desenvolvimento deste trabalho, sempre que nos referirmos a um ponto

de acumulacdo estamos nos atendo a definigdo abaixo.
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Definicao 1.18 Sejam X um espaco topologico e A C X. Dizemos que x € X éum ponto de

acumulacdo de A se x € A\ {x}, ou seja, se toda vizinhanga U de x é tal que UN(A\{x}) = 0.

Note que, sendo X um espago topoldgico e A C X, se x é um ponto de acumulagao

de A, entdo x é um ponto aderente de A, isto é, x € A.

Definigao 1.19 Seja X um espago topolégico. Dizemos que x € X é um ponto isolado de

X se {x} é aberto em X.

A seguir definiremos alguns axiomas de separagdo, que foram utilizados ao longo

do trabalho, além de alguns resultados envolvendo esses axiomas.

Definicao 1.20 Dizemos que um espago topolégico X é Ty se, para quaisquer x € X ey € X
distintos, existem U C X e V C X abertos taisquexe U, yeV,x¢ Veye U.

Muitas pessoas conhecem a proposi¢do abaixo como a defini¢do de um espago ser
Ty, por este motivo e também pelo fato dela nos permitir uma nova maneira de

trabalhar com espagos que satisfazem esta propriedade resolvemos adiciona-la.

Proposicao 1.21 Seja X um espago topologico. Entido X é T se, e somente se, {x} é fechado
em X, Vx e X.

Demonstrac¢do: Seja x € X. Vamos mostrar que {x} é fechado em X. Para isto, basta
mostrar que X \ {x} é aberto em X. Como X é T}, para cada y € X \ {x} é possivel
encontrar V, C X aberto tal que y € V, e x ¢ V.. Logo, X \ {x} = Uyex\(x) Vy- Assim,
X\ {x} é aberto em X. Portanto, {x} é fechado em X.

Reciprocamente, sejam x € X ey € X taisque x #y. Tome U = X \ {p} e V = X\ {x}.
Temos que U e V sdo abertos em X taisquex e U,y € V,x ¢ V ey ¢ U. Portanto,
como x e y sdo pontos arbitrdrios de X, temos que X é T;. O

Coroldrio 1.22 Seja X um espago topoldégico T,. Entdo, todo subconjunto cofinito de X é
aberto em X.

Definicao 1.23 Dizemos que um espago topologico X é de Hausdorff, ou T, se para quais-
quer x € X e y € X distintos é possivel encontrar U C X e V C X abertos tais que x € U,
veVelUNV =0.

Definicao 1.24 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é T se, para cada x € X e
para cada F C X fechado tais que x ¢ F, existem U C X e V C X abertos disjuntos tais que
xeUeFCV.
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Definic¢do 1.25 Dizemos que um espago topolégico X é regular se X é Ty e Ts.
Observacao 1.26 Nao é dificil mostrar que: regular — T, — T;.

Proposicao 1.27 Seja X um espago topolégico. Entdo X é Tj se, e somente se, para todo
x € X e para toda vizinhanga aberta U de x, existe V vizinhanga aberta de x tal que x € V C
VcUu.

Demonstra¢do: Sejam x € X e U vizinhanga de x. Considere G = X \ U. Temos que
G=X\U éfechadoem X e x ¢ G. Como X é T3, existem V C X e W C X abertos
em X taisquexe V,GCWeVNW=0. Afirmo que V C U. De fato, suponha que
isto ndo ocorra. Entédo existe y € VN G. Logo, W é vizinhanca de y (pois y € G). Mas
como y € V, temos que W NV =0, o que é absurdo. Portanto, xe V CV C U.
Reciprocamente, sejam x € X e G C X fechado tal que x ¢ G. Considere U = X \ G.
Temos que U é uma vizinhancga de x. Por hipétese, existe V vizinhanga de x tal que
x€VCVcU. Tome W =X\V. Temos que Wé abertoem X, GCWe WNV =0.
Portanto, X é T5. O

Definiremos a seguir o que é uma base para um espaco topolégico.

Definicdo 1.28 Seja (X, T) um espago topolégico, e seja 1> C ©. Dizemos que 15 é uma base
para X se para todo U € 7\ {0} existe B C B tal que U = | Jpp B.

Proposic¢do 1.29 Sejam (X, t) um espaco topolégico e > uma base para (X, t). Valem:
(B1) : Para cada x € X existe B, € 13 tal que x € B,;

(B2) : Dados By,B, € 3 e x € B N By, existe Be 1 tal que x € BC B; N B,.

Proposicdo 1.30 Seja X um conjunto e seja 1 C p(X) satisfazendo (B1) e (B,). Temos que
©={U C X :3dBC B tal que U = Ug 3B} é uma topologia sobre X denominada a topologia
gerada pela base 1. Note que, 1> é uma base para t.

A seguir definiremos alguns axiomas de enumerabilidade, que foram utilizados ao

longo do trabalho, além de alguns resultados envolvendo esses axiomas.

Definicao 1.31 Seja X um espaco topolégico e seja x € X. Uma familia Vg de vizinhangas
de x é denominada um sistema fundamental de vizinhangas (SFV) de x se, para toda
vizinhanga U de x, existe V € Vg tal que x e V C U.

Defini¢ao 1.32 Seja X um espago topoldgico. Entdo:
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* Dizemos que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (E;) se todo ponto

x € X possui um SFV enumerdvel.

* Dizemos que X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (E;) se X possui

uma base enumerduvel.

* Dizemos que X é separavel, ou que X satisfaz o terceiro axioma de enumerabili-
dade (E3), se X possui um subconjunto denso enumerdvel.

No que segue iremos definir o que sdo propriedades topolédgicas e hereditérias,
e iremos explicitar quais dos axiomas, definidos anteriormente, sdo propriedades

hereditarias e/ou topoldgicas.

Definicdo 1.33 Seja X um espago topoldgico. Se P é uma propriedade de X tal que todo
subespago S de X também a possui, dizemos que P é uma propriedade hereditaria.

Nao é dificil mostrar que Ti, T,, T, E; e E, sdo propriedades hereditarias.

Exemplo 1.34 Existe um espaco topdlogico X separdvel que possui um subespago S
que ndo é separdvel. De fato, seja X ndo enumeravel e seja x; € X. Consideremos
T ={0}U{U C X : xy € U}. Temos que 7 é uma topologia sobre X e (X, 1) é E; pois
{xo} € um denso enumerdvel. Mas se considerarmos S = X \ {x;} subespaco de X,
temos que a topologia relativa de S coincide com a topologia discreta e como X era
ndo enumeravel, S também o é, donde temos que S ndo é E;.

Definicao 1.35 Sejam X e Y espacos topoldgicos, f : X — Y uma fungio e x, € X. Dizemos
que f é continua em x se para cada vizinhanga V de f(xq) em Y, existe uma vizinhan¢a U
de xq em X tal que f[U] C V. Dizemos que f é continua se f é continua em todos os pontos
de seu dominio.

Definicao 1.36 Sejam X e Y espagos topoldgicos e f : X — Y uma fungdo bijetora. Se f é
continua e sua inversa também é continua, dizemos que f é um homeomorfismo, e que X
e Y sio homeomorfos.

Definicdo 1.37 Seja P uma propriedade que um espago topolégico pode ou nio satisfazer.
Dizemos que P é uma propriedade topolégica se, para quaisquer espagos topoldgicos X e
Y que sdo homeomorfos, tem-se que X satisfaz P se, e somente se, Y satisfaz P.

Agora, iremos definir o que sdo espagos compactos e conexos, explorar alguns re-
sultados envolvendo essas propriedades e discutir se estas sdo hereditérias e/ou
topoldgicas.
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Primeiramente, apresentaremos resultados envolvendo compacidade, e o que for
apresentado serd utilizado majoritariamente no Capitulo 4 deste trabalho.

Definicdo 1.38 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é compacto se X é de Haus-
dorff e toda cobertura por abertos de X possui uma subcobertura finita, onde por cobertura
de X por abertos deve-se entender uma colegio {U, : a € A} de subconjuntos abertos de
X tais que X = \Jyeq Uy € por subcobertura deve-se entender que existe A C A tal que

X = UaeA U,.

Definicao 1.39 Seja X um espago topologico. Dizemos que X é de Lindelof, ou que X
satisfaz a propriedade de Lindeldf, se X é reqular e toda cobertura aberta de X possui uma

subcobertura enumerdvel.

Definicao 1.40 Uma familia de subconjuntos de um espago topolégico é localmente finita
se todo ponto do espago admite uma vizinhanga aberta que intersecta apenas um niimero
finito de elementos da cobertura.

Lema 1.41 Se X é um espaco de Lindeldf, entdo toda familia localmente finita de subcon-
juntos ndo vazios de X é enumerdvel.

Demonstragdo: Seja A uma familia localmente finita de subconjuntos ndo vazios
de X. Para cada x € X escolha uma vizinhanca U, de x em X que encontra apenas
finitos elementos de A. Note que {U,},cx é uma cobertura aberta de X; como X é de
Lindelof, existe &/ uma subcobertura enumeravel de {U,},cx. Como cada elemento
de A encontra algum U € U, segue que A = Jy{A € A: ANU =0}, donde |A| < N,.
O

Defini¢ao 1.42 Seja X um espago topolégico. Dizemos que X é enumeravelmente com-
pacto se X é de Hausdorff e toda cobertura aberta e enumerdvel de X possui uma subcober-

tura finita.

Um refinamento de uma cobertura de um espago X é uma nova cobertura do
mesmo espaco tal que cada conjunto da nova cobertura é um subconjunto de al-

gum elemento da antiga cobertura.

Definicdo 1.43 Seja X um espago topoldégico. Dizemos que X é paracompacto se X é de
Hausdorff e toda cobertura aberta de X possui um refinamento aberto localmente finito.

Observacao 1.44 O Lema 5.1.6 de [3|] nos permite concluir que, para toda cobertura aberta
{Us}ses de um espago paracompacto existe uma cobertura aberta localmente finita {V}scs tal
que V, C U, para todo s € S.
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1 Preliminares

Lema 1.45 Todo espago paracompacto com um subespaco denso de Lindeldf é de Lindeldf.

Demonstra¢io: Sejam X um espago paracompacto e A um subespaco denso de Lin-
delof. Seja U = {U,}scs uma cobertura aberta de X. Como X é paracompacto existe
uma cobertura localmente finita {V,},cs de X tal que V, C U, para todo s € S. Pelo
Lema o conjunto Sp ={s € S : AN V; # 0} € enumerdvel. Como A = ;5 ANV,

temos que
x=4=|Junvy=| Janvic| Jv.c| Ju.
seSy seSy seSy seSy
Assim, U possui uma subcobertura enumeravel. O

Definicdo 1.46 Seja X um espago topolégico. Dizemos que um subconjunto A C X é quase
denso se A é coenumerdoel.

Definicao 1.47 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é localmente compacto se
X é de Hausdorff e todo ponto de X possui um SFV composto de conjuntos compactos.

Apresentaremos a seguir dois resultados referentes a outra importante proprie-

dade topoldgica, a conexidade. Esses resultados foram utilizados ao longo do Capitulo
2.

Definicao 1.48 Seja X um espago topolégico. Dizemos que X é desconexo se existem
UC X eV C X abertos que satisfazem U =0, V=0, UNV =0e X =UUV. Caso

contrdrio, dizemos que X é conexo.

Lema 1.49 Seja X um espaco topoldgico. Entdo X é conexo se, e somente se 0s 1inicos

clopens (conjuntos abertos e fechados) de X sdo 0 e X.
Proposi¢ao 1.50 Compacidade é uma propriedade topoldgica.
Proposicao 1.51 Conexidade é uma propriedade topolégica.

Observagido 1.52

» Compacidade ndo é hereditiria. Note que [0,1] munido da topologia de subespago de
IR é compacto, mas ]0,1[C [0, 1] ndo é compacto.

* Conexidade ndo é hereditdria. Note que IR munido da topologia usual é conexo, mas
Q C R é desconexo.
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2 ESPACOS DE TORONTO

Neste capitulo, exploraremos alguns resultados iniciais a respeito dos espagos de

Toronto. As principais referéncias utilizadas foram [7], [4] e, principalmente, [1]].

Definicao 2.1 Dizemos que um espago topolégico X é um espago de Toronto se para todo
subespago Y de X tal que |Y| = |X| tem-se que Y é homeomorfo a X.

Nao é dificil notar que qualquer conjunto X munido da topologia discreta é de To-
ronto: de fato, para cada Y C X, as topologias de subespago e discreta sobre Y coin-
cidem; assim, se |Y| = |X|, entdo qualquer bijecdo entre X e Y é um homeomorfismo.
Porém nem todo espago de Toronto é discreto: um conjunto infinito munido da to-
pologia cofinita (CF) é um exemplo disto: de fato, para cada Y C X, as topologias
de subespaco e cofinita sobre Y coincidem; dessa forma, se |Y| = |X]|, entdo qualquer
bijecdo entre X e Y é um homeomorfismo. De maneira andloga, podemos mostrar
que qualquer conjunto ndo enumeravel X munido da topologia coenumeravel (CC)
é de Toronto.

Considerando X um conjunto totalmente ordenado de cardinalidade x, chamamos
de topologia lower (LT) e topologia upper (UT) sobre X as topologias que posuem como
base os conjuntos {(—co,x] : x € X} e {[x,0) : x € X}, respectivamente, onde (—o0, x| =
veX:y<xje[x,c0)={peX:x<yp}

Exemplo 2.2 Se ¥ é um cardinal entdo LT sobre x e UT sobre x sdo exemplos de
espacos de Toronto. De fato, se Y C « é tal que |Y| = «, entdo Y possui 0 mesmo
order type de k. J4 que um subconjunto de Y sera aberto em Y se, e somente se, é um
segmento inicial ou final, respectivamente, o isomorfismo de ordem natural entre Y

e k¥ é um homeomorfismo.

Uma vez que os exemplos anteriores ndo sdo de Hausdorff, a excegdo do discreto,
é natural perguntar se existe um espaco de Toronto que seja de Hausdorff e nado

discreto.

Proposicdo 2.3 Se X é um espago topologico infinito e de Hausdorff, entdo X possui um
subconjunto discreto infinito e enumerduvel.
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2 Espacos de Toronto

Demonstrac¢io: Sejam x e y pontos distintos de X. Como X é de Hausdorff, existem
U eV abertos de X taisque xe U,ye Ve UNV = 0. Note que y ¢ U.

Afirmamos que U ou X \ U ¢ infinito. De fato, suponhamos que ambos sejam
tinitos. Dessa maneira, U serd fechado pois X é de Hausdorff. Consequentemente,
U = U, e disso temos que U é finito. Concluimos entdo que X poderia ser escrito
como a unido disjunta de dois conjuntos finitos a saber, UeX\U,e, portanto, X
deveria ser finito, o que é uma contradigdo.

Dessa forma, existem x; € X e V; aberto infinito de X tais que x; ¢ V;. Por um
processo analogo ao descrito acima, conseguimos um aberto infinito V, C V; e x; €
V; tais que x, & V,, e assim por diante. Temos entdo que {x,, : n € N} é discreto pois
para cada m € IN, tem-se que U,, = (X \ V},;) é um aberto tal que U,, N {x,, : n € N} =
{x,,}, infinito e enumeravel. O

Corolario 2.4 Todo espago de Toronto de Hausdorff de cardinalidade N é discreto.

Demonstrac¢io: Seja X um espago de Toronto de Hausdorff de cardinalidade 8. Da
Proposicdo [2.3/ segue que X possui um subconjunto discreto, infinito e enumeravel
Y. Como |X| = N; e X é de Toronto, Y é homeomorfo a X. Disso, concluimos que X
é discreto. O

Mostramos que, se X é um espago de Hausdorff infinito, entdo X possui um sub-
conjunto discreto infinito e enumeravel, e disto seguiu que todo espago de Toronto
de Hausdorff de cardinalidade X, deve ser discreto. Nesse sentido, surge natural-

mente o Problema de Toronto, enunciado abaixo.

Problema 2.5 (de Toronto) Todo espaco de Toronto de Hausdorff de cardinalidade N, é
discreto?

Para qualquer espaco topolégico X, podemos definir simultaneamente, por indugao

transfinita, duas sequéncias de subconjuntos de X:
X=X

IX

5 ={x:xéisolado em X%}

XO(+1 — XO( \Ii(
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2 Espacos de Toronto

X% = ﬂXﬁ, para «a limite
pea

A sequéncia (X* : @ € Ord) é uma sequéncia decrescente de subconjuntos fechados
de X, bastando notar que IX é aberto em X¢ para cada a € Ord donde temos que
X%\ IX é fechado para cada a € Ord. Como X nao é uma classe prépria, 3 tal que
X7 = XP para todo y > f8, e 0o menor f8 para o qual isso ocorre é chamado de posto
de Cantor-Bendixson de X. Note que XF, onde p é o posto de Cantor-Bendixson de
X, é o maior subconjunto de X que ndo possui nenhum ponto isolado na topologia
de subespaco. De fato, suponha que exista x € I é( Como XAt = XP\ T /f temos que
x & XP*1. Por outro lado, f é o posto de Cantor-Bendixson de X e, assim, X P+l = X8,
e podemos concluir que Xf é o maior subconjunto de X que ndo possui pontos

isolados na topologia de subespaco.

Definic¢do 2.6 Um espago topologico X é dito disperso se todo subconjunto ndo-vazio de X
possui um ponto que é isolado naquele subconjunto considerado como um espago topolégico
quando munido da topologia de subespago induzida por X.

Para X disperso, o posto de Cantor-Bendixson de X serd chamado altura de X, e
seréd denotado por ht(X). O supremo das cardinalidades dos IX serd chamado de

largura de X, e serd denotado por wd(X).

Definigdo 2.7 Seja X disperso e x € X, o posto de x em X, denotado por rk* (x), é o menor
a tal que x & X+, ou, equivalentemente, o posto de x é o tinico « tal que x € IX.

Proposicao 2.8 Seja Y um subespaco de um espago disperso X. Entdo Y é disperso e, para
todo x € Y, rkY¥ (x) < rk*(x). Se Y é aberto em X, entio rkY (x) = rk*(x) para todox € Y.

Demonstra¢do: Seja S C Y. Como Y é subespaco de X, temos que S € X. Como X
é disperso, existe x € S tal que x é isolado em S. Como a topologia induzida por X
sobre S coincide com a induzida por Y sobre S concluimos que Y é disperso.
Suponha que nao é verdade que rk¥ (x) < rk*(x) para todo x € Y. Entdo existe ao
menos um ponto em Y tal que seu posto em Y é maior que seu posto em X. Con-
sideremos x € Y com o menor posto em X que satifaz rkY (x) > rk*(x), e denotemos
rk*(x) = @. Como x é isolado em X¢, entéo existe uma vizinhanca U de x em X que
contém somente pontos com posto em X estritamente menor que a. Mas UNY ¢é
uma vizinhanga de x em Y que, pela minimalidade de a, somente intersecta pontos
em Y com posto menor que a. Segue disso que x é isolado em Y® e rk” (x) < a, uma

contradicdo.
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2 Espacos de Toronto

Agora, suponhamos que Y é aberto em X e seja x € Y tal que a = rk” (x) < rk*(x).
Como rkY (x) = a, existe um aberto U C Y tal que UNY? = {x}. Pela minimalidade
de a, temos que U N X“ = {x}. Mas U também é aberto em X, e disto segue que x é
isolado em X?, isto é, rk*(x) = a. O

No que segue denotaremos por HATS (do inglés Hausdorff Aleph-one Toronto Space)
os espagos de Toronto de Hausdorff de cardinalidade N;.

Proposicao 2.9 Seja X um HATS ndo discreto. Entdo X é um espago disperso com ht(X) =

w1 ewd(X) = w.

Demonstragdo: O conjunto I dos pontos isolados de X é tal que |I| = 8. De fato,
sejam x e y pontos distintos de X. Existem U, e U, abertos em X tais que x € Uy,
y € Uy e U,NU, =0 pois X é de Hausdorff. Como X = X\0 = X\(U,NU,) = (X\Uy)U
(X\ Uy), temos que X \ U, ou X \ U, tem a mesma cardinalidade de X. Sem perda
de generalidade, suponha |X \ U,| = |X|. Entdo Y = (X \ U,) U {x} é ndo enumerével e
tem um ponto isolado. Como X é de Toronto, temos que X =~ Y. Consequentemente
X possui um ponto isolado. Mas o conjunto Iy de pontos isolados de X ndo pode
ser finito pois, neste caso, X \ I ndo possuiria pontos isolados e seria homeomorfo
a X. Além disso, I ndo pode ser ndo enumerdvel pois do contrério X seria discreto.
Portanto, |Ié( | = No.

Como X! = X\Ié(, temos que X! ~ X e, ainda, |le| = |I(§(1| = Ny. De maneira analoga,
X? ~ X e, portanto, |I§| = |18(2| = Ny. Em geral, segue por inducao transfinita que se
a < wy, entdo X* =~ X e |[X| = Ny: o passo sucessor desta inducio é similar ao caso
em que @ = 1, mostrado acima, e quando a é um ordinal limite, X% = X \ | p<a I é( é
ndo enumeravel e, consequentemente, homeomorfo a X.

Agora, como os IX sdo dois a dois disjuntos, Y = a<oy | X é um subespaco nido
enumerdvel de X e, consequentemente, homeomorfo a X. Como Y é um espaco
disperso com largura w e altura w;, segue que X também possui estas propriedades.
O

Observacao 2.10 Vimos na demonstragio da Proposi¢io|2.9|que um espaco de Toronto in-
finito e de Hausdorff possui um ponto isolado, ndo sendo, portanto, conexo. De fato, se X é
um espago nas condigdes acima, entdo para cada x isolado em X, temos que {x} é um clopen
ndo trivial de X.

Note que o conjunto dos pontos isolados de um HATS ndo discreto X é denso em
X. De fato, seja U um aberto de X. Queremos mostrar que U NI = 0. Como X é
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disperso e U é aberto em X temos que existe x € U tal que kX (x) = rkY (x) = 0, isto
é,xel 8( .
Mostraremos agora que é consistente com ZFC que todo HATS é discreto. Para

tanto, iremos precisar de um lema auxiliar, que serd demonstrado a seguir.

Lema 2.11 Se X é um conjunto infinito, entdo |Sym(X)| = 21, onde Sym(X) denota o
conjunto de todas as permutagoes de X, isto é, de todas as bijegdes de X em X.

Demonstra¢do: Primeiramente, note que |X x X| = |X]| e Sym(X) C (X x X). Disto
segue que |[Sym(X)| < [p(X x X)| = 21XXI = 2lX],

Temos ainda que |X x 2| = |X|. Logo, X pode ser escrito como a unido disjunta de
dois conjuntos X, e X; tais que |X| = |X| = [X;|. Consideremos entdo f : Xy — X;
uma bije¢do. Para cada A C X, defina 04 € Sym(X) como sendo a bijecdo que troca

a por f(a), para todo a € A, e fixa os outros elementos de X. Note que a aplicagdo

P p(Xg) = Sym(X)

AI—)UA

é injetora. De fato, como Xy, N X; =0, f ndo possui pontos fixos. Portanto, nenhum
elemento de A é fixo por o4. Assim, se A # B, tome sem perda de generalidade,
x € B\ A. Tem se que 04(x) = x, mas op(x) # x. Dessa maneira, 04 # op. E, portanto,
|Sym(X)| = |p(Xo)| = 2%l = 2X1, O

Teorema 2.12 Suponha que exista um HATS ndo discreto. Entdo, 20 = 281,

Demonstragido: Suponhamos que X seja um HATS néo discreto e consideremos
S={f:f:X— Y éumhomeomorfismo, YgXeléc CY}

onde I denota o conjunto dos pontos isolados de X. Seja Y um subconjunto néo
enumeravel de X que contém I, Nio é dificil perceber que existem 2™ tais conjun-
tos, bastando notar que Y = Ig UA onde A € {BC X :|B| =|X]|}. Para cada um desses
Y temos que |Y| = N; e como X é de Toronto, cada um desses 28 subconjuntos de
X é homeomorfo a X. Dessa maneira temos que a cardinalidade do conjunto S é ao
menos 21, ou seja, |S] > 281,

Cada f € S é um homeomorfismo e, portanto, leva pontos isolados em pontos
isolados e pontos nao isolados em pontos nao isolados. Dessa maneira, f[I}] =
Ié[ X If. Temos entdo que f age como uma permutagéo sobre I5. Além disso,

temos que I é denso em X e X é de Hausdorff, assim f é determinada unicamente
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pela sua agdo em I'. Em outras palavras, cada f € S é determinada unicamente por
permutacdes de Ig. Pelo Lema existem 2™ tais permutagdes. Dessa maneira,
S| < 2%0. Como Ry < N, temos que 280 < 281, E mostramos que 2™ < [S| < 280 g,
portanto, 280 = oR1, O

Corolario 2.13 E consistente com ZFC que todo HATS é discreto.

Demonstra¢ao: Da Hipoétese do Continuo (CH) segue que 280 < 281, Do Teorema
decorre que todo HATS é discreto. O

Embora o foco deste trabalho seja apresentar resultados, em sua maioria, sobre os
HATS, a proposicdo a seguir generaliza o Corolario mostrando que é consis-
tente com ZFC que todo espago de Toronto de Hausdorff infinito é discreto.

Proposicao 2.14 Se vale a Hipétese Generalizada do Continuo (GCH), entdo qualquer
espaco de Toronto de Hausdorff infinito é discreto.

Demonstragdo: Sejam «x e A cardinais infinitos tais que « < A. A demonstragdo de
que se existe um espacgo de Toronto de Hausdorff infinito e ndo discreto, entdo 2" =

2" utiliza argumentos analogos aos apresentados na Proposigdo e no Teorema
Mas GCH implica que 2¥ < 2. |
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3 ESPACOS DE TORONTO NAO HAUSDORFF

Neste capitulo, iremos abandonar a no¢do de HATS adotada anteriormente e consi-
deraremos também espagos de Toronto que ndo sdo de Hausdorff. O préximo teo-
rema classifica os espacos de Toronto infinitos que ndo sdo T;. Todos os resultados
apresentados neste capitulo foram retirados de [1]].

Teorema 3.1 Seja x um cardinal infinito. Entdo, a menos de homeomorfismo, existem exa-
tamente trés espacos de Toronto de cardinalidade x que ndo sdo T;: a topologia cadtica, UT e
LT sobre «x.

Demonstra¢do: Seja X um espaco de Toronto de cardinalidade x que ndo é T;. H4
trés casos a considerar: X é cadtico, ou X possui um subconjunto aberto de cardi-
nalidade « diferente de X, ou X possui um subconjunto fechado de cardinalidade x
diferente de X. De fato, se X ndo é cadtico, entdo existe U C X aberto tal que U = X
e U =0. Se |U| = x, temos o segundo caso. Se |U| < «, entdo |X \ U| = «, e temos o
terceiro caso, ja que X \ U é fechado.

Mostraremos, primeiramente, que se X possui um subconjunto aberto préprio de

cardinalidade «, entdo X é homeomorfo a (x, UT).

Afirmacdo 3.2 Existe x, € X tal que {xo} = {xo) e para qualquer x € X, x, € {x}.

De fato, seja U um subconjunto aberto de X tal que |U| =« e U = X. Consideremos
entdo x € X\U e definamos Y = {x}UU. Temos que |Y| = k e como X é de Toronto, Y ~
X. Temos ainda que {x} é fechado em Y, e por conta do homeomorfismo existente

entre os dois conjuntos, X também possui um subconjunto unitario e fechado. Seja

CX=(xeX:lx} =[x ).

Sabemos que CX # 0. Além disso, |C¥| < x pois X é um espago de Toronto de cardi-
nalidade « que nao é T;.

Agora, seja
{—X

CX={xeX:{x} NnCX=0).
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Afirmacio 3.3 X = CX,

De fato, consideremos Y = X\ CX e suponhamos que |Y| = x. Como X é de Toronto,
X =~ Y e, portanto, existe ao menos um fechado unitdrio em Y. Dessa forma, seja
peCl={xeY:|x= @Y}. Como CY C Y, temos que y ¢ CX. Em particular,
y e CX. ComoyeCXe @ =Y ﬂ@ , temos que {y_} N CX = 0. Disto segue que
{y_}X N CX # 0. E disso segue que y € CX, uma contradigdo que veio do fato de supor
que |Y| = k. Assim, |Y| < k e, consequentemente, |ICX| = «. Logo, CX~X.

Temos que X e CX sdo homeomorfos, porém para concluir que X = CX necessita-
mos demonstrar que CX = C C* e CX = CC". Esta tltima igualdade nos diz que todo
ponto do espaco CX tem em seu fecho algum ponto que é fechado em CX, e pelo
homeomorfismo existente entre os dois espagos, teremos que todo ponto de X tem
em seu fecho algum ponto que é fechado em X, ou seja, X = CX. Mostremos entdo

que valem essas igualdades:

o CX=CC"
) _ X _—x
—- CX c % Se x e CX, entdo {x}X = {x} e, portanto, {x} = {x}X NCX =

{x}n CX = {x}, ou seja, x € cc”.

- - _ —CX ~
—C cCX:SexeC, entdox e CX e (x} ={x}. De x € CX segue que
~X

—X
{x}" intersecta CX. Como {x} = {x}, temos que x € CX.
o CX=CC%,

- CX c ¢ SexeCX,entéoxeXemXﬂCX:t(/). MasCX:CCX,oque

__AX - e
implica que {x} NC C* 20, e assim, x € .
“oX X Xy x
- CY cCX: SexeCY,entio {x} NCY =0. Mas CX = C*", o que
X X B
implica que {x}] NCX # 0. Por fim, note que {x} = CXN{x}" e como

= —CX ~y —X —X
CX cCXtemos que {x} NCX=CXn{x} NnCX={x}" NCX %0, e segue
o resultado.

Isto conclui a demonstracdo da Afirmacgéao
Agora, para cada x € C%, seja

Kf:{yeX:xe@X}.

Suponhamos que exista xy € C* tal que |[KJ| = k. Entdo, X ~ K. Queremos mos-
trar que em CX ha um ponto que estd no fecho de todo subconjunto unitério de X.
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X X

Para tanto, mostraremos que {xg} = {xo} " e xy € {x} * para todo x € KX, e pelo
q p xpr €P

homeomorfismo existente entre K,ig e X temos o resultado. De fato, como x; € cX
X

X
temos que {xg} = {xg} . Tome x € Kﬁf}. Por definicdo, temos que x; € {x} . Mas

COmo x € K,)Cf) , temos que x, € K,gf) N @X = @Kﬁ), e neste caso a Afirmacéo esta
demonstrada.

Suponhamos que para cada x € C¥X, [KJ| < k. Assim, sejam x € CX e Y = (X \
KX)U {x}. Temos que |Y| = k e, consequentemente, X ~ Y. Além disso, K} = {x}.
Consideremos entdo

CX ={xeCX: KX =(x)).

Pelo argumento acima temos que C*X = (. Agora, seja Y = X \ C’X. Note que C'X C
CX, assim Y ~ X. E, ainda, C’Y = (. De fato, seja y € Y tal que {y} é fechado em Y.
Note que {y} j& deveria ser fechado em X, mas y ¢ C’*. Entdo y estd no fecho de
algum outro ponto de X e, consequentemente, esse ponto ndo pode ser fechado e
portanto ndo foi retirado quando formamos Y. Assim, y também estd no fecho de
algum outro ponto de Y, donde temos que y ¢ C’Y. Assim, C’Y =0, o que é uma
contradigdo ja que por hipétese X ~ Y e C’X # (. Dessa maneira, existe x, € CX tal
que |K£g| = x (de forma mais geral, para todo x € CX vale que |[K¥| = «), e assim
concluimos a demonstragao da Afirmacgéo 1.

Por fim, queremos mostrar que CX = {x;}. De fato, seja y € CX. Se y € C¥, entdo
{y_}X ={y}. Mas x € mx para todo x € X. Em particular, x, € EX, e isso implica que
v = xo, ou seja, CX = {x,}. E como X = CX temos que X = {x € X : x; € {x) .

Agora, usando recursdo transfinita, iremos encontrar uma sequéncia (x, : a < «)
de pontos de X tal que {x,,; : @ < x} é homeomorfo a (x,UT). Seja x; o tnico
ponto de X tal que {xo}" = {xo}. Assumimos que (xg : B < a) ja foi definido (para
a sucessor ou limite). Definimos x, como o tnico ponto de X, = X \ {x3 : g < a}

Xa _Xa .
tal que {x,} " = {x,} e x, € {x} " para todo x € X,. Note que um tal ponto existe

pois [{xg : B <a}| =|a| < @ <« e, portanto, |X,| = k, 0 que implica que X, ~ X. Seja
Y = {x, : a < x}. Temos que {x,) = {xg : B < a} para todo & < x. De fato, note que
@Y C {xg: p < a} pois @ C {xg : p < a}. Reciprocamente, {xz: f < a} C @ ,

seja f < a. Queremos mostrar que xg € {x,} . Note que x3 € {x,} f ou seja, toda
vizinhanga de xg em X contém x,. Logo, como x, € Y, toda vizinhanga de xg em Y
contém x,. Portanto, x € my. Considerando Z = {x,,; : a < x}, podemos concluir
que A C Z é fechado em Z se, e somente se, A é um segmento inicial de Z. De fato,

se A é fechado em Z, entdo {a} C A para todo a € A, e isso faz de A um segmento
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inicial de Z pelo que foi dito anteriormente. Reciprocamente, se A é um segmento
inicial de Z, entdo existe algum y € Y tal que A = {y} N Z, e entdo A é fechado em Z.
Entédo, Z é homeomorfoa (x,UT), e X = Z.

Suponhamos agora, que X possui um fechado ndo trivial de tamanho x. No caso
anterior, X continha um fechado unitério, e agora X deve conter um aberto unitério.
Para x € X, definimos x° como sendo a interseccdo de todos os abertos contendo
x; isto imita a ideia de {x} para conjuntos abertos, com excecio de que x° nio é,
em geral, aberto. Como antes, consideramos o conjunto CX = {x € X : x° = {x}}.
Temos que CX # () porque X possui um aberto unitdrio, e como subespagco de X, CX
é discreto. Consequentemente, |CX| < x pois do contrario, CX ~ X e X deveria ser
discreto (o que ndo ocorre pois X ndo é Ty).

Argumentando de maneira analoga ao caso anterior, é possivel mostrar que existe
um tnico x, € X tal que xj = {x¢} e x( € x° para todo x € X. Além disso, {xy} deve
ser aberto em X pois X possui um aberto unitdrio. Usando indugdo transfinita como
antes, obtemos um subconjunto Y = {x, : @ < x} de X tal que A C Y é aberto se, e

somente se, A é um segmento inicial de Y. Entdo, X é homeomorfo a (x,LT). O

Coroldrio 3.4 A menos de homeomorfismo, existem exatamente cinco espagos de Toronto de
cardinalidade Xy: w munido da topologia caética, da topologia discreta, da topologia cofinita,
daUT eda LT .

Demonstra¢io: Seja X um espago de Toronto de cardinalidade X, e suponhamos
que X é Ty, isto é, que todo subconjunto cofinito de X é aberto em X. Se X possui
também um aberto A tal que X \ A é infinito, isto é, se topologia sobre X é mais fina
(estritamente) que a topologia cofinita sobre X, entdo, tomando algum x € A, temos
que Y = {x} U X \ A é um subespaco infinito de X que contém um clopen unitério.
Como X é um espaco de Toronto de cardinalidade N, temos que Y é homeomorfo
a X. Logo, X possui um clopen unitério.

Seja I = {x € X : {x} é clopen em X}. Note que I é ndo vazio. Se I fosse finito, entdo
X \ I seria um espago sem clopens unitdrios homeomorfo a X, o que ndo ocorre.
Sendo I infinito, temos que I é homeomorfo a X e, portanto, X é discreto. Entéo, se
X é Ty, X possui a topologia cofinita ou a topologia discreta. E o resultado segue do
Teorema [3.11 O

Para o préximo resultado recordamos que as siglas CF e CC indicam, respectiva-
mente, a topologia cofinita e a topologia coenumerével sobre w;. As siglas LT e UT,
representam, respectivamente, a topologia lower e a topologia upper sobre w;. E,

por fim, sendo 7 e o duas topologias distintas sobre um conjunto X, (7, ') representa
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a topologia gerada por tUo.
Note ainda que se considerarmos w; munido da topologia (LT, CF) ou da topolo-
gia (UT, CF), temos que X é de Toronto.

Observacao 3.5 O leitor pode se perquntar o motivo de ndo termos considerado acima w,
munido de alguma das topologias sequintes: (LT,UT), (LT,CC), (UT,CC) e (CF,CC).
Basta notar que as duas primeiras da lista sdo a topologia discreta, e as duas tiltimas a
topologia coenumerdvel. E X munido de qualquer uma das duas é de Toronto, conforme
visto no Capitulo 2.

Proposic¢do 3.6 Existem ao menos oito espagos de Toronto de cardinalidade N,: w, munido
das topologias caética, discreta, LT, UT, CF, CC, (LT,CF) e (UT,CF). A topologia de
qualquer HATS é um refinamento de (LT, CF), e a topologia de qualquer outro espago de
Toronto de cardinalidade N, é um refinamento de (LT, CF) ou estd estritamente entre CF e
CC.

Demonstra¢ao: Como visto anteriormente, estes oito espagos sdo de Toronto.

Vimos que se X é um HATS ndo discreto, entdo X é um espaco disperso com
ht(X) = w; e wd(X) = w, e que X* = w; \ w - a. Temos que todo segmento inicial
de w; é aberto e todo subconjunto cofinito de X também é aberto pois X é de Haus-
dorff. Logo a topologia sobre X refina (LT, CF).

Examinando a demonstragdo da Proposigdo vemos que um espago de Toronto
ndo discreto X de cardinalidade §; é um espago disperso de ht(X) = w; e wd(X) =
w se X contém um clopen unitario. Entdo, pelo argumento do pardgrafo ante-
rior, a topologia de X seria um refinamento de (LT, CF). Entdo, para concluir esta
demonstracdo, é suficiente mostrar que qualquer espago de Toronto de cardinali-
dade N; que ndo esta na nossa lista contém um clopen unitdrio ou sua topologia
esta estritamente entre CF e CC.

Suponha que X seja um espago de Toronto de cardinalidade X; diferente dos lis-
tados acima. Pelo Teorema a topologia sobre X refina CF, isto é, X é T; (caso
contrério, X seria um dos espacos acima). Se a topologia sobre X ndo é estritamente
menos fina que CC, entdo X contém um subconjunto aberto A ndo vazio cujo com-
plementar é ndo enumeravel. Sendox e Ae Y = {x} U (X \ A), temos que {x} é um
clopen unitario em Y, e Y é homeomorfo a X pois X é de Toronto de cardinalidade
Ni. O
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No Capitulo 2, apresentamos importantes resultados sobre HATS ndo discretos,
ainda que a consisténcia de sua existéncia ndo tenha sido demonstrada. E nesse
sentido, este capitulo sera responsavel por explorar propriedades que estes espagos
devem apresentar caso existam. Mais uma vez, todos os resultados apresentados
neste capitulo foram retirados de [1].

No que se segue X denotard um HATS néao discreto.

4.1 Axiomas de enumerabilidade e compacidade

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados envolvendo axiomas de enumerabi-
lidade e compacidade. O Teorema4.2} principal resultado desta se¢do, mostrard que
w + 1 ndo pode ser mergulhado em X, o que nos permite concluir que X ndo possui

sequéncias ndo-triviais convergentes.

Proposicdo 4.1 X é hereditariamente separdvel, mas nio é de Lindeldf.

Demonstragdo: Note que X é hereditariamente separavel pois X é separavel (I é
denso em X e enumeréavel) e todo subconjunto de X é homeomorfo a X ou é enu-
meréavel.

Agora, mostraremos que a cobertura aberta {X \ X% : a < w;} de X ndo possui
subcobertura enumeravel, o que mostra que X nédo é de Lindeldf. De fato, considere
{X\X%:a <y}onde y < w;y. Da Proposigéosegue que X = Upgep IX onde g =
ht(X) = w;. Note que {X \ X% : a < w;} é equivalente a {IX : a < w;}, e portanto
{X\ X% :a <y}ndo cobre X pois y < w; =ht(X). Assim, X ndo é de Lindelof. O

Teorema 4.2 w + 1 ndo pode ser mergulhado em X.

Demonstra¢ao: Suponha que f : w + 1 — X seja um mergulho. Seja

a =supfrk(x):x € flw+ 1]}
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e considere Y = f[w+1]UX*!. Temos que f[w+1] é aberto em Y pois flw+1]=YN
Up<a Ié( e Up<a Ié( é aberto em X. E também f[w+1]é fechado em Y, pois é compacto
eY é de Hausdorff. Entdo f[w+1] é um subconjunto clopen de Y que é homeomorfo
aw+1e,ainda, f(n) e Ig para cada n € w. De fato, basta notar (a, +0) e (-0, b), com
a,b € w+ 1, formam uma subbase para o que definimos como topologia da ordem.
Dessa forma, {n} é aberto para cada n € w, ja que {n} = (n—1, 00)U(—o0,n+1). Como f
é homeomorfismo sobre sua imagem, f leva pontos isolados em pontos isolados. E
flw)el 1Y , pois f[w + 1] é uma vizinhanga de f(w) em Y que possui somente pontos
de Ig e f(w), donde temos que {f(w)} = flw+1]N Y, ou seja, f(w) € I}. Como
Y é homeomorfo a X, mostramos que algum x € I possui uma vizinhanga clopen
homeomorfa a w + 1.

Agora, iremos mostrar que todo x € I possui uma vizinhanga clopen homeomorfa
a w+1. Vamos chamar de P a propriedade de ter uma tal vizinhanga. Mostramos que
a0 menos um x € I possui a propriedade P. Para cada x € I* com a propriedade P,
escolha uma vizinhanga clopen U, de x tal que U, =~ w + 1.

Seja

A= {x eI : x possui a propriedade P}.

Suponha que A seja enumeréavel. Entdo Y = X \ A ~ X. Seja x € I} tal que x possui
uma vizinhanca clopen U em Y homeomorfa a w + 1. Pelo Lema 1/ cIf, as-
sim, x € I f< Vista como uma vizinhanga de x em X, U é aberta (uma vez que Y é
aberto em X) e fechada (pois U é compacta e X é de Hausdorff). Entdo, x possui a
propriedade P e portanto estd em A, o que é uma contradigao.

Dessa forma, temos que A é ndo enumeravel. Seja Y = I UA. Temos que I} = A.
De fato, Ig = 18( (note que cada x € 18( é isolado em Y pois {x} = {x} N'Y e nenhum
outro ponto é isolado em Y pois I é denso em X e, consequentemente, denso em Y)
e, ainda, Y! =Y \IV =Y\ I()f — A, assim os pontos de A sdo isolados em y! (pois sdo
isolados em X 1), e nenhum outro ponto é isolado em & pois A é denso em Yl. Se
x € A=1) e U, é uma vizinhanca clopen de x em X que ¢ homeomorfa a w+1, entdo
U,NY é uma vizinhanga clopen de x em Y que é homemorfa a w+ 1, bastando notar
que U,NY contém infinitos pontos de I = I pois caso contrério x seria isolado em
U, NY e, consequentemente, em X, o que ndo é verdade. Entdo todo ponto de I 1Y
possui a propriedade P em Y. Como Y ~ X, todo ponto de I;* possui a propriedade
p.

Seja x € IX. Como X ~ X!, temos que x € I¥ = I 1 possui uma vizinhanca clopen
(em X!) que é homeomorfa a w+ 1. Seja U uma vizinhanga aberta de x em X tal que

UnX! éclopenem X' e UNX! ~ w+1. Como I{ é relativamente discreto e toda
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V C U com x € V possui a propriedade que V N X! ~ w + 1, podemos assumir que
UnX?={x).

Escrevamos U N X! = {x, : n € w} U {x} com x,, # x, paramn € w distintos. Note
que a aplicagdo que leva n para x,, e w para x é um mergulho de w + 1. Para cada n,
seja U, uma vizinhanca clopen (em X) de x,, que isola x,, em X! e ¢ homeomorfa a
w+1.Seja V, = U, \ U, <, U Entdo cada V), é clopen e homeomorfo a w + 1 (ja que
é um subconjunto aberto de U,, que contém o ponto de acumulagdo) e, além disso,
os V, sdo dois a dois disjuntos.

Sendo Y = X'\ IIX ~ X, entdo x (€ [1Y ) possui uma vizinhanga V' (em Y) que é
homeomorfa a w+ 1. Seja V aberto em X tal que V' =V NY, e considere W=UNV.

Caso 1 Para algum n € w, W NV, é infinito.

Como V,, é clopen em X, W\ V, é uma vizinhanca aberta de x. Em Y, no
entanto, toda vizinhanca de x possui cofinitos pontos de V', e WNY C V’,

contrariando o fato de que WN Y \ V,, é uma vizinhanga aberta de x em Y.

Caso 2 W NV, éfinito para todo n € w.

Como W é uma vizinhanga de x, W deve conter algum x, (j& que x é ponto de
acumulagdo). Mas W também é uma vizinhanga de x,, e qualquer vizinhanga

de x,, contém cofinitos pontos de V,,, uma contradigéo.

O

Coroldrio 4.3 X ndo é E,. De fato, nenhum ponto de acumulagio de X possui um SFV

enumerduvel.

Demonstra¢do: Seja x um ponto de acumulacdo de X, e seja {U, : n € w} um SFV
enumeravel de x. Como X é ndo enumeravel, podemos escolher x; € X tal que
x1 = x. E, sendo X um espacgo de Hausdorff, existe V; uma vizinhanga de x tal
que x; € V. Nado podemos garantir que o aberto V; pertence ao SFV de x. Dessa
maneira, tomamos agora x, € U; NV} \ {x}. Novamente, como X é um espago de
Hausdorff, existe V, uma vizinhanca de x tal que x, ¢ V, e V, C U; NV,. Agora, seja
x3 € Up NV, \ {x}, e seguimos o processo de maneira andloga. Note que U, NV, C
U; N Vy, e assim sucessivamente. Por essa construgao, temos que {V, N U, : n € w} é
um SFV de x, e note ainda que este novo SFV foi construido com o intuito de isolar
cada x,,.

Definiremos agora o conjunto A = {x,, : n € w} U {x}. Temos que |A| = X, pois
para m # n temos que x,, # x,, € X, # X, para todo n € w. Agora, temos que {x,} =

26



4 Propriedades dos HATS

(V1 \ V,) N A, donde temos que {x,} é aberto em A pela topologia de subespaco.
Seja W uma vizinhanca de x, entdo existe n € w tal que U, NV, € W, e dessa forma
X411 € WNA, donde temos que {x} ndo é aberto em A, ou seja, x ndo é isolado em A.
Temos ainda que A é de Hausdorff (por hereditariedade), é compacto (ja que toda
vizinhanga de x em X contém um aberto da forma V,, N U, para algum n € w), e
Xp1 € ViyN U, para todo m > n. E, portanto, fora dessa vizinhanga sobra apenas um
nuamero finito de x,,. Assim, temos que A C X é homeomorfo a w + 1, contradizendo
o Teorema A contradicdo foi gerada pelo fato de supor que x possui um SFV
enumeravel. O

Observacao 4.4 Uma das consequéncias diretas do Coroldrio 4.3é que X ndo é E, ou me-
trizdvel.

Coroldrio 4.5 X é anti-compacto, isto é, todo subconjunto compacto de X é finito.

Demonstra¢do: Suponhamos que K seja um subconjunto compacto de X infinito.
Note que, por hereditariedade, K é um espago disperso e de Hausdorff. Se K = I,
entdo K seria um espaco discreto infinito, e portanto ndo seria compacto. Dessa
maneira, existem pontos em IX. Seja x € IX e seja H uma vizinhanga compacta de x
em K tal que HNK! = {x}. Uma tal vizinhanga existe, pois K é localmente compacto
(K é compacto e de Hausdorff). Note que H deve conter infinitos pontos de I
pois caso contrario x seria isolado em H e, consequentemente, em K. Além disso,
IX ¢ enumerével, j&4 que é um subconjunto discreto de X. Entdo, H é um espago
de Hausdorff, compacto e enumeravel, constituido somente por pontos isolados
com exce¢do de um tnico ponto de acumulagdo. Assim, H é homeomorfo a w + 1,
contradizendo o Teorema O

Corolario 4.6 X ndo é localmente compacto.

Demonstra¢ao: Como X é um HATS néo discreto, temos que |I(§(| = Ny e, portanto,
X! # 0. Fixe x € X!. Temos que toda vizinhanga de x em X é infinita. Logo, pelo
Coroléario 4.5, x ndo possui vizinhanga compacta. Portanto, X nado é localmente com-
pacto. O

Proposicdo 4.7 X ndo é paracompacto.

Demonstra¢do: Ja mostramos que X é separavel, mas ndo é de Lindelof. Assim,
basta aplicar o Lema acima, usando o fato de que todo conjunto enumerdvel é
de Lindelof. O
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Proposicdo 4.8 Se X é enumeravelmente compacto, entdo todo subconjunto infinito A de
X é quase denso, isto é, A é coenumerdvel.

Demonstra¢ao: Suponhamos que X seja enumeravelmente compacto e seja A C X
infinito. Temos que A é disperso e entdo possui um subespaco relativamente discreto
IOK. Temos que IOZ é denso em A e IOZ C A. De fato, seja x € IOZ. Entado existe um
subconjunto aberto U de X tal que U N A = {x}. Como x € A e U é uma vizinhanca
de x, temos que UNA = (. Se x ¢ A, entdo existe y # x tal que y € U N A. Logo,
v e UNA, o que é uma contradicdo visto que U N A = {x}. Dessa maneira, x € A.
Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que A é relativamente dis-
creto. Assim, se A ndo é coenumeravel, temos que Y = (X \ A)U A é homeomorfo a
X. Mas Y ndo é enumeravelmente compacto, ja que A é infinito e ndo possui ponto
de acumulagdoem Y. O

Coroldrio 4.9 Se X é enumeravelmente compacto, entdo todo subconjunto aberto de X é
enumerdvel ou cofinito.

Demonstrac¢do: Seja U um subconjunto aberto de X que ndo é cofinito. Dessa forma,
X\ U é infinito. Como X é enumeravelmente compacto, entdo X \ U é quase denso,

ouseja, X \ U = X \ U é coenumerével, o que mostra que U é enumeravel. |

Proposicao 4.10 Se X é reqular, entdo X ndo é enumeravelmente compacto.

Demonstragdo: Seja x € I e seja U uma vizinhanca de x em X que o isola em X!
(isto é, UNX! = {x}). Como X é regular existe V vizinhanga aberta de x em X tal que
V CU.SejaY =X\ {x}. Entdo Y é homeomorfo a X, mas Y ndo é enumeravelmente
compacto, ja que V NY é um subconjunto infinito de Y que ndo possui pontos de
acumulagdo. De fato, seja y € Y tal que y € V. Vamos mostrar que y € I]. Como Y

é aberto em X, temos que Ig

= I()f NY. Assim,sep ¢ I, entdo y ¢ 15(, logo y € X!.
Comoye VeV CU,entdop e U. Portanto, y € UN X' = {x}, 0 que é um absurdo ja
quey €Y = X\ {x}. Logo, v € I], o que é suficiente para concluir que y ndo é ponto

de acumulagdode VNY. O

4.2 Nao regularidade

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados envolvendo regularidade de um
HATS néo discreto. O Teorema que mostra que, se um HATS ndo discreto
ndo é regular, entdo ele deve estar em conformidade com um dos dois tipos bem
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especificos apresentados no enunciado, serd o principal resultado dessa se¢do. Con-
tudo, necessitamos de trés defini¢des, apresentadas a seguir, para conseguir enun-

ciar corretamente este teorema.
Definic¢ao 4.11 Seja X um espago topoldgico.

* Dizemos que x € X é um ponto regular de X se toda vizinhanga aberta de x contém
uma vizinhanga fechada de x; caso contrdrio, dizemos que x é um ponto irregular de
X.

* Dizemos que x € X é um ponto fortemente irregular de X se toda vizinhanga de x é

quase densa em X, ou seja, se U é uma vizinhanga de x em X, entdo U é coenumerduvel.

* Dizemos que x € X é um ponto fracamente irregular de X se x é um ponto irregular
de X, mas possui uma vizinhanga cujo fecho estd contido em Uy <pi(x) 1 X

Teorema 4.12 Se X é um HATS ndo discreto, entdo vale uma das sequintes afirmagoes:

(1) X éreqular.

(2) Existe um fechado infinito R C IX tal que todo x € R é um ponto reqular de X, e qualquer

outro ponto de acumulagdo de X é fracamente irregular.

(3) Todo ponto de acumulagdo de X é fortemente irreqular.

Chegaremos a demonstrac¢do deste resultado apds uma sequéncia de lemas. Os Le-

mas 4.14} 4.15| e 4.16| serdo responsaveis por provar quase todas as afirmagdes con-

tidas nos dois ultimos itens do enunciado acima, exceto o fato de que R é fechado,
que serda demonstrado no Lema e o fato de que R C I}, que serd demonstrado
no Lema

Lema 4.13 Sejam Y um espago topolégicoe Z C Y. Se x € Z C'Y é um ponto regular de
Y, entdo x é um ponto regular de Z. Em outras palavras, reqularidade em um ponto é uma
propriedade hereditdria.

Demonstra¢do: Seja x € Z C Y. Suponhamos que x seja um ponto regular de Y, e
vamos mostrar que x é um ponto regular de Z. Para isto, seja U uma vizinhanca
aberta de x em Z. Entdo U = U N Z, onde U é aberto em Y. Como x é um ponto
regular de Y existe V vizinhanga fechada de x em Y tal que V C U. Logo, VN Z é
uma vizinhanga fechada de x em Z tal que VNZ C UNZ = U. Portanto, x é um
ponto regular de Z. O
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Lema 4.14 Se X contém um ponto irregular que ndo é fracamente irreqular, entio todo
ponto de acumulagdo de X é fortemente irreqular.

Demonstra¢iao: Suponha que X possua um ponto irregular x que ndo é fracamente
irregular. Seja a = rk*(x) > 0 e considere Y = X \ (Ui<<a Ié() ~X. ComoIfCYe

I¥ é denso em X para qualquer vizinhanga U de x em X, segue que T =Un Ié(X,
ou seja, toda vizinhanga aberta de x em X intersecta U NI, o que também ¢é vélido
para Y. Dessa maneira temos que x continua um ponto irregular em Y. Note que x
continua ndo sendo fracamente irregular em Y. De fato, se x é um ponto de X que
ndo é fracamente irregular, para cada V vizinhanca de x em X existe algum ponto y
em V tal que rk(y) > rk(x). Como as vizinhancas de x em Y sdo da forma V NY para
alguma vizinhanca V de x em X, o ponto y permanece em V, e seu posto continuara
maior que o posto de x. Temos ainda que rk¥ (x) = 1, ja que x possui uma vizinhanca

em Y que possui somente ele e pontos de I

= 1J. Entdo, se X possui um ponto
irregular que ndo é fracamente irregular, entdo X possui um tal ponto em I 1X

Dentro do escopo desta demonstrac¢do, nés diremos que um ponto x de X é mode-
radamente irregular se toda vizinhanca de x possui fecho ndo enumerével.

Agora, iremos mostrar que algum ponto de I* deve ser moderadamente irregular.
Suponha que isto ndo ocorra. Logo, todo ponto x de I possui uma vizinhanga U,
tal que U, é enumerdvel. Seja Y = (X \ Uxellx U,) U Ié( U If<. Entdo X ~ Y e todo
ponto de I} = I)¥ é fracamente irregular. Isto contradiz o que haviamos mostrado
no paragrafo anterior. Logo I possui um ponto moderadamente irregular.

Vamos agora mostrar que todo ponto de I é moderadamente irregular. Seja A o
conjunto de pontos moderadamente irregulares de IX. Se A ndo é coenumerével,
entdo Y = X \ A ~ X ndo possui pontos moderadamente irregulares em I .

De fato, sejam x € I um ponto moderadamente irregular de Y e U uma vizinhanga
dexem Y, entdo U = VNY para algum V aberto em X, como x é moderadamente
irregular temos que U é ndo enumerdavel, ou seja, V NY é ndo enumeravel e como
VNY CV temos que V é ndo enumeravel.

Por fim, note que como Y é aberto em X, entdo rk*(x) = tk¥ (x) = 1, donde temos
que x € 1 1X Assim, x é moderadamente irregular em X e x € I 1X, isto é, x € A, uma
contradigdo pois x € Y = X \ A.

Logo, A é coenumeravel. Seja Y = [XUA. Uma vez que X\ Y é enumerévele IX C Y,
segue do Lema que todo ponto moderadamente irregular de X continua sendo
um ponto moderadamente regular de Y.

Finalmente, iremos mostrar que todo ponto de acumulagdo de X é fortemente ir-

regular. Suponha que isto ndo ocorra. Entdo, para algum x € [X, @ > 1, existe uma
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vizinhanga U de x que ndo é quase densa, isto é, tal que U nao é coenumerével. Seja
Y=(X\U)U 18( U {x}. Como U NY é uma vizinhanca de x em Y contendo somente
x e pontos de I, segue que rk” (x) = 1; Como TN Y C I} U{x}, temos que x nio é
moderadamente regular em Y. Mas Y = X, e isto contradiz o fato demonstrado no

paragrafo anterior. Entdo todo ponto de acumulagdo de X é fortemente irregular. O

Lema4.15 Se x € le, entdo x é um ponto regular de X se, e somente se, x possui uma
vizinhanga clopen U tal que U N X 1 — {x}. Além disso, isto vale se, e somente se, x possui
um SFV constituido de clopens.

Demonstracio: Se x € IX, entdo existe um conjunto aberto V tal que V N X! = {x}.
Usando a regularidade de x, seja U C V uma vizinhanca aberta de x tal que U C V.
Entdo U\ U C I, e todo subconjunto de [ 5( é aberto. Logo, U=U,istoé, Ué clopen.
Reciprocamente, suponha que U é clopen e UNX! = {x}. Assim x é regular em X pois
mx C U para toda vizinhanga aberta U de x em X. Por fim, qualquer subconjunto
aberto de U contendo x também é clopen, entdo x possui um SFV constituido de

clopens. O

Lema 4.16 Suponha que X ndo seja regular e que nem todo ponto de acumulagdo de X é
fortemente irreqular. Entdo o conjunto dos pontos requlares de X é enumerdvel, e todos os
outros pontos de X sdo fracamente irregulares. Além disso, o fecho do conjunto dos pontos de
acumulagdo regulares de X é enumerdvel, e estes pontos estio distribuidos em X da sequinte
maneira: existe algum 1 < a < wy tal que ndo existem pontos regulares de posto o ou
superior, e, para todo B < a, existem infinitos pontos regulares de posto p.

Demonstragdo: Como X nédo é regular e nem todo ponto de acumulagdo de X é
fortemente irregular, segue do Lema que todo ponto de acumulagdo de X é re-
gular ou fracamente irregular. Como regularidade em um ponto é uma propriedade
hereditaria, entdo o conjunto dos pontos regulares de X é um subespacgo regular de
X. Se este conjunto fosse ndo enumerével, entdo ele seria homeomorfo a X, o que
implicaria X regular. Assim, o conjunto dos pontos regulares de X é enumerével.
Seja
a= sup{rkX(x) +1:x é um ponto regular de X} < w;.

Claramente, X ndo possui pontos regulares de posto @ ou superior.

A seguir, iremos mostrar que a > 1, ou seja, que X possui pontos de acumulagao
regulares. Sabemos que X possui pontos fracamente irregulares: seja x um desses
pontos e seja U uma vizinhanca de x tal que U é enumerével. Seja Y = (X \U)U(UN
Ié<) U {x}. Temos que I X = Ig é denso em Y, entdo x ¢ I()f é um ponto de acumulagao
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de Y. Como U NY é uma vizinhanca de x em Y que contém apenas x e pontos de
I(}’, entdo rkY(x) = 1. Além disso, U—ﬂYY = ﬁx NY=UNY,entdo UNY é uma
vizinhanca clopen de x em Y. Segue do Lema[4.15/que x é um ponto de acumulagdo
regular de Y. E como Y ~ X, X possui pontos de acumulagao regulares.

Seja R o conjunto dos pontos de acumulagao regulares de X. Resta mostrar que
IR| =8, e que, paracadal <f<a, |Rﬂlé(| =Np.

Seja p < a e denote por Rg = RN I 2( o conjunto de pontos regulares de posto . Se
Ry € finito, entdo Y = X \ Ry ndo possui pontos regulares de posto ; como Y = X,
Rg = 0. Entéo Ry € vazio ou infinito. Como g < a, existe algum y tal que f <y <a
e Ry = 0. SejaY = Uy Ié{ U X7. Se um ponto possui posto y em X, entdo esse
mesmo ponto possui posto f em Y. Como a propriedade de ser um ponto regular é
hereditéria, Y possui pontos regulares de posto . Como Y =~ X, Rg = 0. E, como ja
haviamos argumentado, Rﬁ ndo pode ser finito e ndo vazio. Logo, |Rﬁ| =Ny, e isto
vale para qualquer f talque 1 < < a.

Para mostrar que R é enumeravel, nés primeiramente vamos mostrar que algum
ponto em I é irregular em X. Seja x um ponto irregular de X. Entdo existe uma
vizinhanga aberta U de x tal que, para toda vizinhanca V de x, V ¢ U. Considere-
mos Y = (X\U)U (Ié( NU)U{x}. Temos que Y ~ X e rk” (x) = 1. Portanto, é suficiente
mostrar que x é irregular em Y. Seja V N Y uma vizinhanga arbitrdria de x em Y
sendo V aberto em Y. Do Lema e do fato de I = I] ser denso em X e em Y
temos que V—OYY = VX NY. Consequentemente,

VAY \(UnY)=V nY)\(UNY)=(V\U)NY =V \U =0.

Como V NY era arbitraria, U NY testemunha que x ndo é um ponto regular em Y.
Portanto, X possui pontos irregulares em I,

Suponha que R seja ndo enumerdvel. Fazendo Y = RU I, temos que I C R.
Decorre do Lema que todo ponto de I é ponto regular de Y. Como Y ~ X, isto
contradiz a conclusio do paragrafo anterior, e segue que R é enumeréavel. O

Tudo o que resta para demonstrar o Teorema é mostrar que no caso (2) o con-
junto dos pontos regulares de X é um subconjunto fechado de I¥. Para os dois
resultados que se seguem, vamos assumir que X ndo é regular e ndo possui pontos
fortemente irregulares. Continuaremos usando R para denotar o conjunto dos pon-
tos de acumulacdo regulares de X, a para denotar o menor ordinal ndo nulo tal que

RNIX = 0 e Ry para denotarRﬂI/?.

Lema 4.17 Cada Ry, 0 < B < a, é fechado em X. Em particular, como Ry C 1%, temos que
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Ry é fechado e relativamente discreto.

Demonstracao: Temos que R_lx é enumerdvel pois R é enumerdvel. Seja Y = X'\
(R_lx \R;) ~ X. Afirmamos que R} = R¥. J4 sabemos que R{ C R} pois regularidade
em um ponto é uma propriedade hereditéria. Suponha que x € R} \ R¥. Temos que
X \Y € X2 De fato, note que R{ C X!; entdo qualquer ponto de acumulagio de
R¥ esta contido em X2 e, como todos os pontos de X \ Y sdo pontos de acumulagio
de RY, temos que X \ Y C X%. Assim, IS = I} e I = I] pois as vizinhancas que
testemunham que os pontos de I e I ¥ sdo isolados em X e em X!, respectivamente,
permanecem iguais em Y. Entdo x € RY \ R C I} = I}, ou seja, x € I¥. Como x é
fracamente irregular em X, x possui uma vizinhanc¢a U em X tal que T c Furk =
Iy UIY. Como x € R}, pelo Lema temos que x possui uma vizinhanca clopen
VcIlfUi{xfemY.ComoV CIfUIf eIl UIl =IFUI] é aberto em X, temos que

V é aberto em X e U NV é uma vizinhanca de x em X. Além disso,

UnvV cU NV cT NV ux\y)cv' =v.

A primeira inclusdo é imediata. Para a segunda inclusdo, note que, se x € " OVX,
entao x € ﬁX exe VX. Mas VY = VX NY, entdo temos dois casos: x € VX exeY ou
xeV" ex¢Y. Emambos os casos, temos que x € T n (VY U(X\Y)). Por fim, para
a altima inclusdo, note que T n (VY UX\Y)) = (ﬁX HVY) U (ﬁx NX\Y), mas (UX N
X\Y)=0pois ﬁx C Igi N le e X\Y C X2 Entdo, x € UX N VY e, consequentemente,
xeV .

Como V NI{ = {x}, Unv: ¢ I U {x}. Como todo subconjunto de I3 é aberto,

——=X
temos que U N V" é aberto e, consequentemente, clopen em X. Segue do Lema|4.15

que x é um ponto regular de X. Entdo x € R, e RX = R} .
Assim,
—Y —Y —X
Y' _pX _ pX _pX _pY
R/ =RY =RX¥ ny=R{=R].

Entao R%’ é fechadoem Y e, como Y ~ X, R{( é fechado em X.

Por fim, seja 0 < f <aeseja ¥ =X\ Upe,<p I;f. Temosque Y = X e Rg =R{. Entdo
ng( ¢ fechado em Y. Como Y é a unido de um subespaco fechado de X (a saber, X)
eléf,ecomo Ry 015( =0, Rg é fechado em X. O

Lema 4.18 & =2, ou seja, R C I\

Demonstra¢do: Suponha a > 2 e seja X = X. Tome X; = (Xq \leo) U Rfo. Temos que
X; é coenumeravel em X. Temos ainda que Rfo C Rfl (ja que regularidade em um
ponto é hereditaria), Ri(" C X; (por construgdo) e, como I())(  C X;, todo ponto com
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posto 1 em X, permanece com posto 1 em X;. Além disso, Rfo # Ri{l, ja que Rfo é
techado em X, o que implica que todo x € R§° se torna um ponto de posto 1 em X;
e, como regularidade em um ponto é hereditaria, um elemento de Rfl.

Usando recursdo transfinita, definimos agora uma sequéncia (Xg : f < ) de sub-

X X
conjuntos de X. Seja Xy = X. Dado Xz nos definimos Xg,1 = (X \ [} ) URlﬂ. Para
p limite, n6s tomamos Xz = (1,4 X,. Segue por indugdo transfinita e pelo argu-
mento do paragrafo anterior que, para todo f < w;, Xp € coenumerdvel em X, e
Xp o pXper e
consequentemente homeomorfoa X, e R;" CR;" #R,".
X X X
Seja Y = Ugpca, R,". Como R;" ¢ R;"™" para todo g, Y é ndo enumeravel e, por-
X
tanto, homeomorfo a X. Existe algum y < w, tal que I} € p<y Ry ?, isto segue do
Y 4 2 Xﬁ . z Xﬁ Xﬁ+1
fato que I; é enumeravel e dos R;" serem crescentes para f < w;,istoé, R;" C R;"" .
X _ . X

Entao U/3<7/ +1Rlﬁ ndo é relativamente discreto (como I(}/ cy <y Rlﬁ temos que

X . . P . . .
R,”"' nao possui pontos isolados de Y, o que é suficiente para concluir que as to-

. . . Xp . Xy

pologias de subespaco e discreta ndo coincidem em (Jz.) .1 R; ", isto €, Ug<, 11 Ry

. . X X N
ndo € relativamente discreto). Por outro lado, Ug, 41 Ry P C R,”"', entdo; pelo Lema

X
4.17/e o fato de que X, 11 ~ X, Up<) 41 R ? é relativamente discreto, ja que RY C IX é

fechado e relativamente discreto. E isto é uma contradicdo. Portanto, a = 2. O
Isto completa a demonstragdo do Teorema [4.12}
O método da demonstragdo do Lema[4.1§ pode ser abstraido em um resultado mais
geral:

Proposicao 4.19 Assuma que X satisfaz a condigio (2) do Teorema Se D é um sub-
conjunto enumerdvel de X que ndo contém pontos requlares, entio RX = RX\D,

Demonstragdo: Alterando nossa notacdo novamente, se Y C X eh: X — Y é um
homeomorfismo, nés usaremos DY para indicar h[D]. Quando um homeomorfismo
h ndo é explicitamente mencionado, é assumido que h foi escolhido arbitrariamente
e fixado.

Suponhamos que D nao contém pontos regulares e que RX = RX\P. Como todo
ponto isolado é também um ponto regular, D N I X = . Logo, se rk(x) = 1, entdo
rk*\P(x) = 1. Como regularidade é uma propriedade hereditaria, isto implica que
RX ¢ RX\P_ Entao RX ¢ R¥\P. Como na demonstracio do Lema noés definimos
uma sequeéncia transfinita de subespacos ndo enumeréveis de X tomando X, = X,
Xpi1 = Xp \ D*#, e, para um a limite, X, = (Np<a Xp- Paracada g <wy, Xg~Xe
R%# ¢ R%p+1,

Seja Y = Up<q, R*#. Como R*# ¢ R¥#*! para todo < w;, Y é ndo enumerével
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e, portanto, Y ~ X. Como na demonstra¢io do Lema existe algum y < w;
tal que I} ¢ U <y R*#. Entdo | p<y+l R*# nio é relativamente discreto. Por outro
lado, Up<y+1 R*# C R¥+1, entdo; pelo Lema4.17e o fato que Xy =X, Upeys1 R¥s ¢
relativamente discreto, o que é uma contradigdo. Dessa maneira, R = RX\P. O

Coroldrio 4.20 Assuma que X satisfaz a condigio (2) do Teorema Se U é um subcon-
junto aberto de X tal que R C U entdo X' C U. Em outras palavras, é impossivel separar
qualquer ponto de acumulagio de X de R por meio de conjuntos abertos.

Demonstra¢do: Seja U um aberto de X tal que R C U, e suponha que exista algum
xe X'\ U. Como I = Ié<1 é denso em X!, podemos assumir que x € I;. Seja V uma
vizinhanca aberta de x tal que V € X'\ U, tal que V C {x} U Iy, etal que V C [y U I;
(lembre que x é fracamente irregular). Temos que V N U = 0, entdo, em particular,
VAR =0. Seja dV = V\ V. Pela Proposicéo RX = RX\% entdo x é irregular
em X \ dV. Por outro lado, V é uma vizinhanca clopen de x em X \ dV, e segue pelo
Lema que x é regular em X \ dV. Uma contradigdo. O
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5 CONSIDERAGCOES FINAIS

O Problema de Toronto é provavelmente muito dificil, e para chegarmos a essa con-
clusdo basta olhar para o grupo de pesquisadores que vém tentando respondé-lo:
Shelah, Kunen, Steprans, Dow etc.

Embora o artigo de Brian [1]] tenha sido nossa principal referéncia, os resultados
iniciais deste trabalho tiveram grande influéncia dos artigos de Herndndez [4] e
Rivera [7]. A escolha em trabalhar inicialmente com estes artigos se deu em grande
parte pela forma didatica como eles estdo escritos, o que facilitou o contato inicial
com o problema.

Entender mais a fundo a linguagem da Topologia Geral e da Teoria dos Conjuntos
foi um processo natural ao longo do estudo do artigo [1], e a iniciativa para pesqui-
sar esse material foi, pessoalmente, um ponto muito importante. Ter contato com a
linguagem e com técnicas de demonstragao de areas tdo importantes é crucial para
a vida académica de um pesquisador em Matemaética.

O objetivo de Brian em [2] ndo era construir espagos de Toronto de Hausdorff e ndo
discretos em alguma extensdo genérica e mostrar que sua existéncia é consistente
com ZFC, mas sim mostrar que tais espagos ndo existem. Muitos resultados da
forma ”se existe um espaco de Toronto de Hausdorff e ndo discreto, entdo valem tais
propriedades”encontrados em [1] surgiram dessas tentativas. O Capitulo 4 deste
trabalho apresenta uma série de resultados deste tipo, incluindo um (Teorema (4.12)
que mostra que se um HATS ndo discreto ndo é regular, entdo ele deve estar em
conformidade com um dos dois tipos bem especificos apresentados no enunciado
do teorema.

O problema principal apresentado neste trabalho continua aberto, porém questdes
mais faceis de serem tratadas surgiram da andlise de Brian. Uma delas é que o
Teorema pode ser melhorado. O resultado apresenta dois tipos de HATS nao
discretos e ndo regulares, e o autor espera que ao menos um dos dois casos possa ser
eliminado. Se mostradssemos que os dois sdo impossiveis, isso significaria que todo
HATS ndo discreto é regular e, consequentemente, responderia parte das questdes
colocadas por Steprans em [8].
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5 Consideragoes finais

Esperamos que este trabalho forneca um bom panorama acerca do que é conhecido
sobre o Problema de Toronto.
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