Trabalho de Conclusao de Curso - Bacharelado em Matematica

Modelo do Votante e de Contato

Isabella Goncgalves de Alvarenga

&

Universidade Federal do ABC



Titulo: Modelo do Votante e de Contato

Autor: Isabella Gongalves de Alvarenga

Orientador: Prof. Dr. Daniel Miranda Machado

Trabalho de conclusdo de curso apresentado como requisito parcial para

obtencéo do titulo de Bacharel em Matemadtica pela Universidade Fed-

eral do ABC.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Cristian Flavio Coletti
Universidade Federal do ABC

Profa. Dra. Erika Alejandra Rada
Universidade Federal do ABC

Santo André, 24 de abril de 2019.

ii



iii



iv



Sumario

Resumao viii
[Abstract ix
(1. Introducao| 1
[2. Sistema de particulas interagentes| 3
[2.1. Modelodovotante] . . . . . . . . .. . ... .. e 4
2.2. Processodecontatol. . . . . . . . ... 5
[2.3. Contato em uma arvore homogenea| . .. .. ... ... .. .. ... ....... 6
[2.4. Construcdo de Harris| . . . . . . . . . . o o i i e e e e 10
R2.5. Medidas estaciondriasl . . . . . . .o i e e e e e e e 12
(3. Campo Medio| 17
[3.1. Estimativa £2 . . . . . . . e 17
[3.2. Equacoes Diferenciais| . . . . . . . . . . i it e e e e e e e 20
3.3. Modelodocontato] . . . . ... ... .. ... 21
[3.4. Modelodo Votante|. . . . . . . . . . . . . . . . e 23
[4. Coexistencia e Simulacoes| 25
[4.1. Grafos aleatorios| . . . . . . . . . . . . e e e e e e 27
[4.2. Simulacoes| . . . . . ... e e e e e 28
|A. Algoritmos| 30




Agradecimentos

Primeiramente, gostaria de agradecer a toda equipe do governo brasileiro dos anos de 2005 (em
especial ao presidente e ao secretdrio de educacao) até meados de 2016, que fizeram possivel
a existéncia dessa universidade e de varias outras institui¢des de altissima qualidade. Defender
a disseminacdo do conhecimento é um grande ato de coragem.

Caminhando agora para os agradecimentos mais pessoais, gostaria de agradecer a todos os
meus parentes. Aos meus pais, Luis e Célia, que sempre se importaram com os meus estudos
e fizeram de tudo para me dar as melhores oportunidades dentro das melhores escolas, e aos
meus avds, Oma e Ota, que me ensinaram tudo o que ndo se aprende dentro da sala de aula.
Junto com eles, gostaria de agradecer também aos meus primos e tios.

Obrigada também a todos os funciondrios dessa instituicdo que, de maneira indireta, con-
tribuiram para esse documento: seja limpando a salas de estudo, preparando a comida ou me
enviando varios e-mails para que eu nao perdesse os prazos de entrega (muito obrigada Felipe).
Agradeco também a todos os professores que em algum momento ministraram alguma maté-
ria para mim ou me ajudaram tirando duvidas no corredor. Em especial, o meu mais sincero
carinho por alguns deles que ficaram muito marcados para mim, sdo eles: Cristian, Sandra,
Marrocos, Jerénimo, Vilela, Mariana, Jeferson, Guéron, Grisi, Carol e Ana Ligia. Obrigada por
todo o carinho, levo comigo uma parte de todos vocés.

Naturalmente, de maneira ainda mais especial, gostaria de agradecer ao meu orientador,
professor, conselheiro, amigo e fiador (nessa ordem cronolégica), Daniel. Obrigada por todas
as quatro pesquisas, pelo TCC, pelo mestrado, pelas indicacées de prémio e pelas premiacoes
também. Obrigada por me aconselhar na vida pessoal e académica, por dividir sua sala comigo
e por ter paciéncia em todas as vezes que eu consegui um emprego num momento de desespero.
E, o mais importante, obrigada por todos os copos (de café e de cerveja) que bebemos juntos.

E claro que quem escreve na lousa é muito importante, mas eram aqueles que sentavam do
meu lado que me seguraram durante esses 4 anos. Agradeco a todos os amigos que fiz aqui.

Obrigada a todos os que integram a desordem: Carol, Higor, Bruno, Caio, Augusto, Ali, Betéo,

vi



Sumadrio

Caique, Burno e Carlo. Sem vocés, esse trabalho estaria pronto um quadrimestre atras, mas de
maneira infinitamente mais infeliz. Também minha gratiddo a Maria e ao Hec, obrigada por
todas as semanas (mal dormidas) de prova. A Pietra, minha amiga da vida: obrigada por toda
a seguranca que Vocé sempre me passou.

Obrigada, a todos os meus alunos, pela a confianca depositada no meu trabalho e por todos
os ensinamentos que vocés também me passaram.

Obrigada ao math.stackexchange.com por todas as discussoes. E obrigada a Livraria Génesis,
por sempre ter as melhores promogoes.

Obrigada ao Corinthians, por me ensinar a nunca desistir.

Como o mais especial sempre fica para o fim, gostaria de agradecer ao meu amor, minha com-
panheira, minha namorada e minha melhor amiga, Deborah (unido estavel dela aqui, otario).
Obrigada por me encher de coragem todos os dias para sair de casa e conquistar a liberdade
de ser quem eu sou. Obrigada por todo o carinho, por toda a preocupacdo, por dividir uma
cama e uma vida. Obrigada por fazer com que eu me sentisse em casa nesse mundo e por
aprender junto comigo o que significa (pelo menos pra gente) amar alguém. Eu te amo infinito

nao enumeravel.

vii



Resumo

Neste trabalho estudamos sistema de particulas interagentes em grafos, em especial o modelo
do votante e de contato. Apresentamos resultados sobre o fendmeno de sobrevivéncias global
para ambos os modelos e local para o modelo de contato. Estudamos propriedades das medi-
das invariantes para o modelo do votante em Z¢. Expomos resultados para a coexisténcia no
nesse mesmo modelo e também em grafos completos utilizando uma anélise de campo médio.
Finalmente apresentamos simulaces sobre o fendomeno de coexisténcia em grafos aleatdrios
de Bernoulli. As simulagdes indicam a existéncia de uma transicdo de fase na frequéncia de
coexisténcia com parametro critico % Esses resultados indicam a dificuldade de formacéo de
consenso de opinido em redes aleatérias conforme a conexidade diminui e ilustram, em um
contexto simplificado, o fendmeno sociolégico de formacgao de bolhas ideoldgicas.
Palavras-chave: Cadeias de Markov, Modelo do Votante, Processos Estocasticos, Construcdo

Gréfica, Grafos, Sistema de Particulas Interagentes
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Abstract

In this work we studied interacting particle system in graphs, especially the voter and contact
model. We present results on the global for both models and local survival phenomenon for
contact model. We study properties of invariant measures for the voter model in Z?. We
present results for coexistence in this same model and also in complete graphs using an analysis
of mean-field. Finally we present simulations about Bernoulli’s phenomenon of coexistence in
random graphs. The simulations indicate the existence of a phase transition in the frequency of
coexistence with critical parameter % These results indicate the difficulty of forming consensus
of opinion in random networks as the connectedness decreases and illustrate, in a simplified
context, the sociological phenomenon of ideological bubble formation.
Keyword: Markov Chains, Voters Model, Stochastic Processes, Graphical Construction, Graphs,

Interagent Particle System
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1. Introducao

O objetivo desse projeto é estudar sistemas de particulas interagentes em grafos, em especial o
modelo do votante e de contato.

O modelo do votante consiste em uma descri¢do simplificada do comportamento de uma
rede social, onde individuos (elementos da rede) tentam decidir sobre um determinado assunto
como, por exemplo, em quem votar em uma eleicao entre dois candidatos.

Nesse modelo consideraremos que hd um eleitor em cada vértice de um grafo, onde as co-
nexdes indicam que ha alguma forma de interacdo entre um par de eleitores. As opinides de
qualquer eleitor mudam em tempos aleatdérios com distribuicdo exponencial sob a influéncia de
opinides de seus vizinhos. A opinido de um eleitor em qualquer momento dado pode tomar um
de dois valores, etiquetados 0 e 1, tipicamente interpretados como dois candidatos.

Nesse sistema, estamos principalmente interessados no seu comportamento assintdtico. Uma
vez que as taxas de conversao de uma particula dependem de seus vizinhos, € ébvio que quando
todos as particulas tomam o mesmo valor, o sistema inteiro para de mudar para sempre.

Portanto, o modelo do votante tem duas distribui¢des invariantes extremas triviais, dg e 01,
que representam o consenso. A questao principal que vamos discutir € se existem ou ndo outras,
que entdo representariam a coexisténcia de diferentes opinides em equilibrio.

Por outro lado, o processo de contato é um processo estocastico usado para modelar o es-
palhamento de uma doenca no conjunto de vértices de um grafo. Nele, os vértices infectados
morrem a uma taxa constante, enquanto os locais saudédveis sdo ocupados em uma taxa \ pro-
porcional ao ntimero de vizinhos infectados.

Se definimos 67 (y) como ntimero de particulas doentes no vértice y no tempo ¢ e ]9? T =
>_yen U7 (y) o nimero total de particulas doentes do processo que tem como estado inicial
apenas a origem (denotada por O) infectada, temos que esse modelo admite dois parametros

criticos que correspondem aos valores de A que determinam as sobrevivéncias global (A1) e
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local (\2) da doenca deste processo:

A= inf{)\ . P99 > 1, vt > 0) > 0}

Ao = inf{)\  P(| lim sup 67(0) =1) > o}

isto é, A\; é o menor valor de A para o qual a probabilidade de que exista uma particula em
qualquer instante de tempo seja positiva, (ou seja, para o qual o processo ndo se extingue);
temos que \; é, considerando a sequéncia 9? ’/\(O), o menor valor de \ para o qual o supremo
dessa sequéncia seja 1 com probabilidade ndo nula (isto é, o processo admite sobrevivéncia

local).



2. Sistema de particulas interagentes

Seja E' um conjunto finito, denominado de espaco de estado local, e A um conjunto enumeravel,
denominado de reticulado. Seja E* o produto cartesiano de A cépias de E, isto é, os elementos
de E* sdo da forma n = (1 (z)),., com 7 (z) € EVz € A.

De maneira equivalente, £ ¢ o conjunto das funcdes que associam a cada elemento de A um
elemento de F, isto é, funcbes da forma ¢ : A — E (fungbes que geram configuracoes).

Se escolhermos A como o conjuntos dos vértices V' de um grafo, estamos associando a cada
v € V um elemento de E. Por exemplo, no modelo do votante, E representa os possiveis
candidatos de uma eleicdo, e v € V, os eleitores. Assim, quando consideramos E", estamos
atribuindo a cada eleitor a preferéncia por um candidato.

Um sistema de particulas interagentes € um processo de Markov a tempo continuo £ = (),
com espaco de estado S da forma E”, isto é, a cada tempo ¢t > 0, o estado ¢ é da forma
§ = (& (7)) yen, com & (z) € E' Vo € A. Chamamos & (x) de estado de espago de ¢ no tempo ¢
na posiciio x (note que, o que fizemos, foi atribuir a cada tempo ¢ > 0 um 7 € EM)

Em contraposi¢do as cadeias de Markov a tempo discreto, em que a evolucdo era dada por
uma matriz de transicdo P, o processo de Markov a tempo continuo temos a caracterizacdo da
evolucdo através de um gerador, que é um operador que age sobre funcoes f : S — R. Um

gerador em um sistema de particulas interagentes tem a forma

Lf(z) =Y rm{f(m(n) - f ()}
meg
em que G é um conjunto cujos elementos sio mapas m : E) — EA, e (Tm(N))meg € uma
colecdo de constantes ndo negativas, que dizem com qual taxa o mapa m deve ser aplicado
sobre a configuracdo n para ela ser levada para a configuracéo m(n).

De maneira equivalente, de maneira mas explicita, poderiamos definir o gerador por

Lf(n) =Y rm(m,mm){f(m®n) - fn)}

meg
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e fazendo m(n) =/, podemos escrever:

L) =Y rmn) { £ () = f ()}

meg
Como em [7], denotando por C(S) o conjunto das fun¢des f : S — R que atuam sobre uma
dada configuragdo ¢ em um dado tempo ¢ > 0. Assim, temos um semigrupo de operadores
lineares em C(S), que denotaremos por S(t).

Faca & o conjunto de todas as medidas de probabilidade sobre S. A medida

Py = /S Py p(dn)

descreve a distribuicdo de um processo markoviano com distribuicdo inicial ;. Para todo

f € C(S), podemos definir a medida p.S(t) por

[ i) = [ s sa

Assim, pS(t) descreve a distribuicdo no tempo ¢ do processo com distribuicéo inicial p. Natu-
ralmente, dizemos que p € & é invariante se ;S(t) = u. Denotaremos o conjunto de medidas
invariantes de & por £2°.

Por fim, fixado ¢, defina a funcdo 7, a funcdo drift de z, i.e., 7,&(y) = &(y + x) para todo
y € A. Quando uma medida u € & satisfaz u(7,&) = (&) para todo & € E™, ela é cha-
mada de invariante para transla¢des. Faca ' o conjunto de todas as medidas invariantes para

translacoes.

2.1. Modelo do votante

Vamos construir o modelo do votante com um numero finito de candidatos como em [8]. Seja
S ={1,...,L} o conjunto desses possiveis representantes e considere um grafo G = G(V, E),
em que cada elemento de V' é um eleitor e, naturalmente, £ C V x V. Para cada i,j € V,

temos o mapa vot; j : SV — SV definido por

n(i) sek=j
vot;; (n) (k) ==
n (k) caso contrario
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isto é, aplicar vot; ; para uma configuracdo 7 copia o estado de i para j. Para o modelo do
votante do vizinho mais préximo, temos o gerador, com f € C(SY), (i.e., f : S¥ — R) dado

por:

Guoaf (2) = 75 30 {S (ot ) =f )} (nes")

(4,5)€ed

em que |Dy| € a cardinalidade do conjunto dos vizinhos da origem e &%

é o conjunto de todos
os vizinhos, sendo dois vértices i, j vizinhos somente quando (7, j) € E.

O que esse modelo traduz é a seguinte dinamica: estabelecemos para cada vértice i € V do
grafo G um relégio, que é uma sequéncia de varidveis aleatdrias com distribuicdo de Poisson. A
cada momento que o relégio de um vértice ¢ € V' tocar, isto €, quando o valor do processo de
Poisson for igual ao tempo de evolugdo do processo, iremos atualizar a opinido de i escolhendo-

se uniformemente entre a opinido de algum de seus vizinhos.

2.2. Processo de contato

Novamente vamos nos basear em [8]] para descrever o processo de contato. Nele, buscamos
descrever a evolucdo de uma infeccdo sobre uma comunidade. Assim, dado um grafo G =
G(V, E), escolhemos o espaco de estado S = {0,1}. Se & (i) = 1, dizemos que o organismo
i € V estd doente; se & (i) = 0, entdo i € V' estd saudavel.

Com i, j € V, definimos um mapa de contaminagéo cont; ; : {0,1}" — {0,1}" dado por

max{n (i),n(j)} sek=j
cont; ; (n) (k) =
n (k) caso contrario

Assim, se antes da aplicacdo de cont; ; o vértice i € V estiver doente, entdo apds cont; ; o
vértice j também estard doente, independentemente do estado inicial; se i € V' estiver sauddvel,
nada acontece.

Também vamos definir um mapa de recuperacédo

0 sek =1
rec; (n) (k) =
n (k) caso contrdrio

Assim, quando o mapa rec; atua sobre um vértice i € V, este vértice, se estava doente, se

recupera; ja se estava saudavel, nada acontece.
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O gerador do processo de contato do vizinho mais préximo (isto €, apenas vértices vizinhos

podem transmitir a doenca) com taxa de contaminacdo A > 0 e taxa de recuperacdo 6 > 0 é

dado por:
Gcontf (77) =A Z {f (COntm' (77)) - f (77)} +
(i.j)eed
+5) {frecs(n) — F)} (e {0,1}Y)

eV
Logo, essa atualizacdo nos diz que cada vértice infectado contamina outro vértice com taxa A

e se recupera com taxa § = 1.

2.3. Contato em uma arvore homogénea

Vamos estudar uma variacdo do modelo apresentado em nos baseando por [11]. Agora, ao
invés do individuo se recuperar, ele pode morrer com a doenga, fazendo com que o respectivo
vértice ndo participe mais da dinamica.

Considere A como o conjunto dos vértices de um grafo de uma arvore homogénea de grau d,
denotada por I'y, isto é, um grafo conexo e aciclico tal que todos os seus vértices possuem grau
igual a d + 1 exceto por um vértice (denominado de raiz, e denotado por O) que possui grau
d, para algum d € Z, d > 3. Definimos o processo de contato no tempo ¢, denotado por 6;, da

seguinte maneira:

1. Se existe uma particula no vértice x € A, entdo para cada um dos d vizinhos y de z
esperamos um tempo com média exponencial de pardmetro % e temos o nascimento de

uma particula em y;
2. Uma particula espera um tempo com média exponencial de pardmetro 1 e morre;

3. Existe no maximo uma particula por vértice, i.e., nascimentos em vértices ja ocupados sdo

descartados;

. . A . N A ;. . A
A terceira exigéncia quebra a independéncia entre as descendéncias de cada vértice. Seja 6;"" o
processo de contato que comeca com apenas uma particula no tempo ¢ = 0 localizada no vértice
x € A e tem pardmetro \. Também definimos 67 (y) como nimero de particulas no vértice y e

07| = >_,ea 0F (y) o nimero total de particulas.
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Assim, temos dois parametros criticos que correspondem aos valores de A que determinam as

sobrevivéncias global (A1) e local (\2) do processo:

Alzdnf{A: PUH?A|2]4Vt>O)>(%

Ao = inf{)\ : P(| Jim sup 072(0) = 1) > o}

isto é, A\; é o menor valor de A para o qual a probabilidade de que o nimero total de particulas
seja ndo nulo em qualquer instante de tempo seja positiva, ou seja, para o qual o processo nao
se extingue; considerando a sequéncia Gto ”\(O), temos que Ay € o menor valor de A para o qual
o supremo dessa sequéncia seja 1 com probabilidade nao nula. O proximo teorema estabelece

limites para os valores de A\; e A2 dependendo de d.

Teorema 1. [[I1]/Sendo A\ e \o definidos como anteriormente, temos, para o processo de contato

em uma drvore homogénea de grau d, as seguintes desigualdades:

1 1
< —
d="1=4-2
1
— < A
Wd—1

Em particular, temos duas transigoes de fase (i.e., A1 < A2) sed > 7.

Demonstragdo. A estratégia para obtermos os limites inferiores de A\; e Ay é considerar o pro-
cesso de ramificacdo , que modela uma dinamica populacional em que cada individuo da gera-
¢do n produz um numero aleatério de individuos na geracdo n + 1 de maneira independente, e
usar os resultados ja conhecidos.

Vamos definir um outro processo de Markov b¢ sob o mesmo espaco de estado em que uma
particula = € A dd origem a uma particula y € A com taxa \dp(z,y), em que p(z,y) = é sey é
um dos vizinhos de x e p(x,y) = 0 caso contrdrio. De maneira idéntica ao item [2|do processo
originalmente considerado, a particula morre com taxa igual a 1.

Como em b¢ néo h4 restrigcdes sobre o ntimero de individuos por vértices, podemos construir
99 e b9 usando a técnica de acoplamento de modo que 7 (z) < b9 (x) para cada = € A.

Denotamos dois valores criticos para b por \1(b) e A2(b). Dado que bY possui mais particulas

que 7Y, temos que A1 (b) < A1 e A\2(b) < \o. Como usamos uma parametrizagio diferente, ja que



2. Sistema de particulas interagentes

d

a taxa que estamos considerando é d\ ao invés de \, obtemos que d\;(b) = 1 e d\y(b) = NS

i.e., os limites inferiores desejados.

Para o limite superior de A1, vamos considerar um processo 5? que opera da seguinte maneira:
Comecamos com uma unica particula localizada na origem. Vamos escolher d — 1 vértices
aleatoriamente dentre os d vizinhos mais proximos. A particula da raiz vai dar origem a uma
nova particula com taxa A em cada um dos d — 1 vértices previamente escolhidos. Assim,
cada particula pode dar origem a uma nova localizada em quaisquer um dos seus vizinhos com
excecdo do parente acima. Se um vértice for ocupado e a particula morrer, ele permanecera
vazio para sempre. Novamente, cada particula morre com taxa 1 e existe no maximo uma
particula por vértice.

Como usual, vamos definir a distancia entre dois vértices x,y € A como o tamanho do cami-
nho mais curto conectando x a y. Definimos Zy = 1 e Z; como o numero de vértices que tem
distancia k da raiz e que sio ocupados por uma uma particula de 9. Temos que cada particula

em 69 d4 origem a uma nova com probabilidade /\%1 em cada um dos d — 1 vértices permitidos,

A
A1

Note que uma arvore nao possui ciclos, logo cada par distinto de vértices de 6, tem pares

logo o tamanho esperado da descendéncia de cada particula é (d — 1)

distintos de descendéncias. Logo Z; é um processo de ramificacdo discreto e é supercritico (i.e.,

o processo sobrevive globalmente) se, e somente se,

A
d-1)-2 =1
(d=D377~>

A ultima desigualdade nos da que A > ﬁ. Mas Zjsobrevive se, e somente se, 0 processo
09 sobrevive globalmente. Entio, o primeiro valor critico de 69 é d—iQ. Como as regras de
nascimento de #%sdo mais restritivas que de #?, temos que #? (z) < 09(x) para cada = € A. Logo

1 .. .
-5 € um limite superior para ;. O

O préximo teorema apresentado em [[11]] visa propor uma solucdo analitica para estudar o

valor esperado de |6°].

Teorema 2. Para o processo de contato em uma drvore homogénea com grau d > 3, existem duas

constantes ¢ (A, d) e C (d) tais que
6c(/\,d)t <E (‘atO‘) <C (d) ec()\,d)t

e além disso, c(\, d) é uma fungdo continua em \.
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Além desse resultado, também temos os préximos dois teoremas também apresentados em

[111]:
Teorema 3. Se A\ > Ay, temos que c (A, d) > 0.
Teorema 4. Se c(\,d) > 0, entdo A > ;.

Com esses resultados em mente, vamos demonstrar o seguinte corolario como em [11]].

Corolario 5. Ndos temos que
A1 =sup{A : ¢(\,d) <0}

E além disso, c(\1,d) =0, i.e., \1 é o maior valor possivel para o qual nds temos c(\,d) = 0.

Demonstracdo. Dos teoremas 3 e 4, temos que

lim c(\d)<0e lim c(\d) >0
A=A

>\—>>\1+

Mas como X\ — ¢(\, d) é uma fung¢do continua obtemos que ¢(A1,d) = 0.
Do teorema 3, temos que \; é uma cota superior do conjunto {\ : ¢(\,d) < 0}. Mas

acabamos de mostrar que \; pertence a esse conjunto, portanto A; = sup{A : ¢(\,d) <0}. O
Temos também, como mostrado em [[11]], uma consequéncia desse coroldrio e do Teorema :

Corolario 6. Temos que se A\ = \;
1< E(160) < o)

em que C(d) é uma constante que depende apenas de d.

Isto é, o numero esperado de particulas do processo de contato permanece limitado para

qualquer ¢.

Valem também os seguintes dois resultados como mostrado em [11].

Corolario 7. Considere a fung¢do que relaciona \ a probabilidade de sobrevivéncia para o processo

de contato em uma drvore homogénea com d > 3
A= P(|09* > 1, vt > 0)

é continua em \y,i.e., a mudanga de fase € continua.
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Mas o préoximo teorema mostra que o mesmo resultado néo vale para As:

Teorema 8. Se \; < )9, entdo a fung¢do
A— P(tlim sup 0150”\(0) =1)
—00

ndo € continua em M.

2.4. Construcao de Harris

Facamos a construcido do modelo do votante em Z? usando estratégias um pouco diferentes
da definicdo explicita do gerador como na Sec¢édo usando as mesmas estratégias de [[7]. A
vantagem aqui € que teremos, de alguma maneira, mais controle sobre a realizacdo. Podemos
também implementar uma construgdo analoga para o processo de contato, como feito em [12].

Defina E = {0,1} e A = Z%. Sejan € E” uma configuracio possivel, e, sendo = € Z¢,
escrevemos 7)(x) para o valor de F atribuido a = na configuragdo n (i.e., n(z) = 1 ou n(z) = 0).
Iniciaremos o sistema atribuindo a cada elemento de A um elemento de F de maneira justa,
ou seja, para cada = € Z¢ atribuiremos uma varidvel aleatéria de Bernoulli com parametro %
Assim, no tempo t = 0, temos que P(n(z) = 0) = 3 = P(n(z) = 1)

Para cada = € Z%, vamos escolher um processo de Poisson independente, isto é, uma coleciio
de va. i.i.d N* com taxa 1. Escreva {77 },>1 para os tempos escolhidos, chamados de tempos
de realizacdo.

Vamos tomar uma cadeia de Markov a tempo continuo com probabilidade de transicdo p
que d& origem a uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d R} para cada estado x de modo
que P(x + RY = y) = p(y — x) para todo y € Z% (aqui, estamos garantindo a invariancia por
translacdo). Isto é, dado um n € N, cada vértice x muda de opinido nos tempos 7,F e adota a
opinido do vértice = + RE.

Poderiamos também ter construido o mesmo processo agora definindo como 2 muda para a
opinido do vértice y. Para isso, tomamos V (z,y) € Z% x Z¢, um processo de Poisson indepen-
dente N*¥ com taxa p(z — y) e definimos os {7,,"Y},,>1 correspondentes. As duas construgdes
sdo equivalentes, mas vamos adotar a segunda pela simplicidade da notacéao.

Podemos representar esse processo graficamente adicionando um eixo temporal a cada vér-
tice de Z% desenhamos uma seta entre (y,Tn") e (z,Th’) e um x em (x,T,") para todo

reZleneN.
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2. Sistema de particulas interagentes

Uma comparacdo para entender esse processo € a seguinte: imagine que existe dgua entrando
pelos vértices que estdo associados ao valor 1 na configuracdo inicial. O eixo temporal adicio-
nado a cada vértice é entendido como um cano pelo qual essa 4gua pode seguir, subindo por ele
até que ela encontre um x, o que representaria um tubo fechado, e assim a seta seria um canal
que conectaria dois tubos diferentes e a dgua passaria a seguir entdo por esse outro tubo (no
problema original, x representa o momento que um vértice muda para a opinido do outro).

Dizemos que hd um caminho entre (z,0) e (y, t) se existe uma sequéncia de tempos sy = 0 <

§1 <+ < 8m < Spm+1 = t e estados xy = x,x1,. .., T, =y tais que
1. parai =1,...,m existe uma seta de x;_; para x; nos tempos s;.
2. ndo existe x no estado x; entre as vezes s; € s; 1 para todoi =0,...,m.

Esse processo é definido por um processo de Markov a tempo continuo {& }+>o com £ como o
estado inicial (i.e., £ = & é uma configuragéo) e tal que Yz € Z, temos que & () == &(z,t) = 1

se, e somente se, existe um y € Z< tal que existe um caminho de (y,0) para (z,t) e £(y,0) = 1.

Figura 2.1.: Construcdo de Harris em Z

Da construgdo, se existe um caminho de (x,0) para (y,t), o valor do estado y no tempo ¢ é
o mesmo valor do estado = no tempo 0. Além disso, para todo vértice y, existe e € unico um
vértice z tal que existe um caminho de (z,0) para (y,t). Assim, vamos definir um processo
dual fazendo com que as setas tomem direcdes contrarias e olharemos o tempo do fim para o

comeco.
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2. Sistema de particulas interagentes

Figura 2.2.: Dual da construcdo de Harris em Z

A evolugdo dos antecessores de = no dual sdo passeios aleatdrios, denotados por (X*(t)):>o,
com probabilidade de transiciio p* definido por p*(y) = p(—y)Vy € Z?. A medida associada a

ele é denotada por P, e sua esperanca por E,. Temos:
E(z,t) =1 += §(X"(1),0) =1

Para dois diferentes vértices x e y, os passeios aleatérios (X*(t));>0 € (X¥(t)):>0 sdo inde-
pendentes até se atingirem, e a partir dali eles se acoplam.
Considere A C Z% qualquer. A familia dos antecessores

A é denotada por X4(t) = {X?(t) € Z¢ : 2 € A}. Temos que

Ez,t) =1Ve € A <= £(x,0) = 1Vz € XA(t)

2.5. Medidas estacionarias

Note que o conjunto de todas as configuracdes possiveis de Z? forma uma o-algebra. Assim,
consideremos Z! o conjunto das medidas invariantes por translagdes (como no Capitulo|2) nas
configuracdes possiveis agora em Z?. Trivialmente, existem duas medidas invariantes: §y e §;
(a todos os vértices de Z? sdo atribuidos quase certamente somente 0 ou somente 1, respecti-
vamente). E amplamente conhecido, como mostrado em [13]], que se o passeio é recorrente,
entdo estas sdo as unicas medidas estacionarias possiveis.

Assim, considere um passeio aleatdrio transiente. Sejam Z! o conjunto de medidas extre-
mais, isto é, daquelas que ndo podem ser escritas como combinacdes convexas dos elementos
de 2.

A proxima proposicdo de [[7] mostra que de fato existe uma medida invariante além daquelas

triviais.
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2. Sistema de particulas interagentes

Proposicdo 9. Considere j1, a medida produto de Bernoulli de pardmetro o em {0, 1}Zd, ie.,
pa(n(xz) = 1) = a de maneira independente para cada x € Z%. Existe uma medida limite fig =

limy— o0 1S ().

Demonstracdo. Para A C Z¢ finito e escrevendo A € X; para X;(a) = 1Va € A, temos que

HaS() (X - A€ Xp) = pa(X; - {XA()} € Xy)

7

Como os passeios aleatérios X? sdo coalescentes, o nimero de pontos distintos {X4(t)} é
decrescente e limitado inferiormente por 1, logo, o limite existe. Sejam z1,...,z, € Z% e

i1,...,0 € {0,1}Vr . Temos que pS(t)(§ : &(z1) = i1,...,&(zr) = i,) pode ser escrito em

termos da forma uS(t)(§ : A C &) com A C {zi,...,z,} usando o principio da inclusdo
exclusdo.
Como a colegdo {¢ : &(x1) = i1,...,&(x,) = i} é uma dalgebra (a algebra dos cilindros),

ela gera uma tnica menor o-algebra que contém todos esses conjuntos, que coincide com a
o-4lgebra com a qual equipamos Z?. Usando o teorema da extensdo de Carathéodory, existe

uma medida limite 7. O

A préxima Proposicdo também de [7]] mostra que medidas invariantes, neste caso, também

sdo medidas invariantes por translacgéo.
Proposicdo 10. Toda medida estaciondria € invariante por translagdo.

Demonstragdo. A estratégia é novamente usar a representacao dual e, portanto, o acoplamento
dos passeios aleatdrios. Vamos tomar um conjunto de passeios que coincidem s6 até o momento
R e depois se desenvolvem independentemente.

Considere o conjunto de todos os passeios aleatérios acoplantes {X“} partindo de pontos
de A. Seja ¢{*(k) a probabilidade de termos exatamente k passeios aleatérios distintos em t,
com k < |A|. Escreva ¢?(k) = lim o c{}(k), esse limite existe pois c{*(k) é decrescente e
limitado inferiormente por 1. Vamos definir processos acoplados dependendo de R > 0 tais
que o conjunto {X#} se desenvolvem como {X“} para ¢t < R mas param de coincidir e se
desenvolvem de maneira independente.

Podemos escolher R suficientemente grande tal que, para ¢ > 0 fixado, vale |c (k) — ¢ (k)| <
ﬁ V1 < k < |A|. Agora seja u pertencente ao conjunto das medidas estaciondrias de Z¢

denotado por 27%. E suficiente mostrar que u(€ : A€ &) = u(€ : A+ z € &) para todo z € Z4.
Como p é estaciondria, vale p(€ : A € &) = u(€ : XA(t) € €).
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2. Sistema de particulas interagentes

Escolha R tal que a desigualdade acima seja satisfeita A. Denotamos X7 a colecdo de pas-
seios aleatdrios distintos (i.e., que ndo se acoplaram) depois de R, comecando de pontos de
A. Seja XA+ E definido de maneira andloga. Podemos agora acoplar Xt e X4+%/ compo-
nente a componente (o primeiro passeio aleatério de X ¥ com o primeiro passeio aleatdrio de
XA+2R e assim por diante). Usando que dois passeios aleatérios com a mesma distribuicio se
acoplam apés um tempo suficientemente grande, temos que lim; o, P(X4f(t) = XAT21 (1)) =
1.

Mas, para R suficientemente grande, da desigualdade vale que lim;_,o, P(X4(t) = XAT2(1)) >

1 — e. Entdo, com exce¢do de uma probabilidade pequena ¢, temos que uS(t)(§ : A € &) =

O

uwS(t)(€ + A+ z € §) para t suficientemente grande.

Antes de apresentarmos o teorema sobre medidas invariantes por translacao diferentes das
duas triviais em um passeio aleatdrio transiente, precisamos dos dois seguintes lemas de [7].
Neles, u € &, x1,...,2, € Z% com r € N e R serd escolhido novamente a fim de satisfazer a

desigualdade anterior. Fixando € > 0, temos:

Lema 11. Seja
Dy(z1,...,2,R) =

@ P((X™ (1) = - =@ (1) = 1) —p@P((X™ (1) = - = n(XT (1)) = 1)]

para todo t > 0. Entdo D¢(x1,...,x,, R) < € para R suficientemente grande e t > R. Isto é, a

diferenca de comportamento entre esses dois conjuntos é pequena.

Demonstragdo. Seja
T(x1,...,2,, R) = inf{s > R : Ji # j tal que X"(R) # X" (R), X" (s) = X% (s)}

Isto é, o primeiro tempo de acoplamento depois de R. Condicionando no evento 7 < ¢, temos

Di(z1,...,2r, R) < P(7(21,...,2,, R) < t). Como P(7(z1,...,z,, R) < t) é ndo crescente em
R, temos o resultado. O
Lema 12. Sendo ¢} """ (k) a probabilidade de existirem k passeios aleatdrios distintos no tempo
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2. Sistema de particulas interagentes

R. Entdo
lim ,U®P( (Xazl,R( ) (XI“ o Zcxl, o 'r

t—00

Por fim, também enunciamos e demonstramos o Teorema Ergédico como em [7]:

Teorema 13. Se 1 € P, entdo temos

Jim pS(t) = g
em que
a:nh—>rgo 2n+1d||z< ) nege. ¢ Ha = tlg&uaS()
Z|loo<n

com p,, uma distribuicdo de Bernoulli com pardmetro .

Demonstragdo. Usando a decomposicdo ergddica, precisamos apenas mostrar que

lim S (t) = 7,

t—o00

se u é ergdédica. Além disso, como o conjunto dos cilindros é denso no conjunto das funcoes
continuas e limitadas (sendo que todas as fungdes continuas sdo limitadas pois o espacgo é

compacto), devemos entdo provar que

Pu(n(z1,t) = =n(ar,t) = 1) = Prz(n(z1) = - = nl(zr) = 1)
conforme t — oo, paratodor € Ne z1,...,x, € Vi
Temos que Pr-(n(z1) = -+ = n(z,) = 1) = S p_, g™ (k)ak. Mas, vimos que a dife-

renca de comportamento entre esses dois conjuntos € pequena, ou seja, |y @ P(n(X*(t)) =
C= (1) = 1) — p @ Pa(X*R®E) = - = gla®R(t)) = 1) < e para todo t > 0.
Mas, sabemos que |c(k) — (k)| < g e que limyyoo p ® P((X 705 (t) = (X F(t) = 1) =

he1 R (k)a. Logo,

| Jim o B(p(XR (1) = (X (1) = Zc ar(k)ak| < e+

l—«

Por fim, o proximo Teorema de [7] fornece a expressdo da medida limite:
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2. Sistema de particulas interagentes

Teorema 14. Seja fi, o limite da medida produto de Bernoulli.

1. Se o niicleo de transicdo € recorrente e i € %, entdo lim;_ o, uS(t) = ady + (1 — a)dy, em

que o = p{n : n(x) =1}

2. Se o niicleo de transicdo é transiente e i € P, entdo limy_,oo uS(t) = Tia, em que o = p{n :

n(x) = 1}.
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3. Campo Médio

Como estamos estudando o modelo do votante e o processo de contato sobre grafos aleatérios,
pode ser uma tarefa dificil decidir sobre propriedades desses processos de maneira mais geral,
como, por exemplo, decidir sobre a existéncia de parametros criticos e sobre seus valores ou
limites. Isso porque, como o grafo € aleatdrio, pode ser dificil inferir sobre suas particularidades
(no processo de Erd6s—Rényi ainda temos controle sobre o nimero de ligacoes de cada vértice,
ja pelo processo binomial, dependendo de p, ndo podemos ter nem essa certeza).

A principal ideia do campo médio € substituir o grafo aleatério em que o processo acontece
pelo grafo completo com N vértices, e assim estudar o comportamento dos modelos quando
N — o0, e, depois, quando ¢t — oo.

Mudaremos sutilmente a notagdo com o propoésito de simpatizar com a linguagem de equa-

cOes diferenciais ordindrias, ao invés do contexto probabilistico da Secao

3.1. Estimativa (2

Vamos construir o campo médio para os dois modelos de interagdo de particulas seguindo [8]].

Seja X = (X;):>0 uma cadeia de Markov a tempo continuo com estado de espaco enumeréavel
S. Vamos assumir que em cada configuracdo x € S, a taxa total de salto r,,(z) € finita e
denotaremos por r,,(z,2’) a taxa de salto de = para 2’ para cada par distinto de configuragoes
x e 2. Vamos assumir que X ndo explode adotando a condicéo de que r,,(x) é limitada para
todo z € S.

Como em [[14], vamos fazer uma escolha de fun¢des coordenadas z! : S — R para i =
1,...,d e sejax = (z',...,2%) : § — R?% Considere o processo que toma valores em R?
denominadoX = (X;);>o dado por X; = (X},...,X{) = x(X;). Ou seja, o que estamos
fazendo é criar funcoes coordenadas agindo nas configuragdes do sistema e levando-as para um

escalar de modo que elas transformem o processo de Markov a tempo continuo em um processo

d dimensional.
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3. Campo Médio

Defina, para cada configuragédo = € S, o vetor drift

Bla) = (x(z') = x(2))rm(w,a')
P

e f(x) = oo se a série ndo convergir absolutamente.

Nosso objetivo é derivar estimativas explicitas que permitam aproximar X pela solucédo de
uma equacao diferencial. Também vamos discutir como o calculo de certas probabilidades
associadas pode ser simplificado quando essas aproximacoes puderem ser feitas.

Seja U C R% e sejaxy € U. Sejab: U — R? uma funcdo Lipschitz. A equacio diferencial
% = b(x;) possui solu¢do maximal com respeito a ¢ Unica (x);<¢(i.e., ndo existe solucdo em U
definida num intervalo de tempo maior do que ¢ qualquer), comecando de x(, com z; € U Vt <
¢.

Nossa anélise consistird em comparar as equacoes

t
Xt=Xo+Mt+/ B(X)ds, 0<t<T
0

t
xt=x0+/ b(zs)ds, 0<t<(
0

em que 77 = inf{t > 0 : B(X;) = oo} e a primeira equacdo serve para definir o processo
(Mi)o<i<T, - Este processo é um martingal
Vamos usar duas desigualdades para conseguir uma estimativa. A primeira delas é a desi-

gualdade £2de Doob como mostrada em [16]], que afirma que dado um martingal (M;);<;,vale

E(sup [M;[*) < 4E(|My,*)

t<to

A segunda, é o lema de Gronwall como mostrado em [15], que afirma que para qualquer func¢éo

real f integrdvel em [0, ¢¢], vale que
t
fity<C+ D/ f(s)ds ¥Vt = f(tg) < CePl (3.1)
0

Seja K a constante de Lipschitz de b em U com relacio a norma euclideana | - |. Fixetgp < (e

e > 0eassuma que Vx € S et <ty vale que |[x(2') — x| < e = x(z) € U.
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3. Campo Médio

Defina § = 5673}“0 e fixe 2 > A > 0. Defina T = inf{t > 0: X; ¢ U} e também

() =Y [x(@) = x(@)Pro(,2)
' #x

comx € S.

Agora, sendo a A b := min{a, b}, considere os eventos

Qo = {|Xo — z| <6},
T Nto
0 = { /0 1B(X,) — bx(X))dt < 5},

T Ato
QQ = {/ Oé(Xt)dt < Ato}, e
0
Oy ={TAtg<Tie sup |M] <35}
t<TAto

considere a funcéo aleatdria f(t) = sup <, |Xs — x| no intervalo [0, T A to]. Entéo

S0 < [Xo — o] + sup || + /0 1B(X,) — b(x(X.))|ds + /0 B(X,) — bl ds

Logo, no evento 2y N N €Y, f satisfaz[3.1]com C' =36 e D = K, entdo f(T Aty) <€, 0 que

implica que T" > t( e entdo f(ty) < e. Considere agora o tempo de parada
B t
T =T AtoAinf{t >0 / a(X,)ds > Ato}

0

Por Cauchy-Schwartz, vale que |3()|? < rp(z)a(z) para todo z € S, logo T < Ty. Agora,
usando a desigualdade de Doob, vale que E(sup,<7 |M;|?) < 4At.

Em Q, temos que T = T Atg, logo 2\ C {sup;< | M| > &} e portanto, pela desigualdade
de Chebyschev, P(,\$2%) < 4Aty/52. Assim, vale o seguinte Teorema de [8]:

Teorema 15. Nas condigbes definidas, acima, vale:

P(sup |X; — x| > €) < 4Aty/6? + P(Q5 U Q5 U QS)
t<to
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3. Campo Médio
3.2. Equacoes Diferenciais

Para cada N > 1, seja XV = (X}V )t>0 um processo markoviano com estado de espaco finito Sy
e gerador Gy . Seja fn : Sy — R um conjunto de func¢des indexado por N € N.

O que queremos fazer é entender as condi¢des que fazem com que os processos fn (X{¥))i>0
se aproximem de solucdes (y;):>o de uma equacdo diferencial no limite N' — oc.

Definiremos duas funcées o = ay e § = By que descrevem respectivamente a variacdo

quadrética e o drift do processo f(X;), isto é, essas funcdes sdo dadas por:

a(z) =Y Ga,a)(f(z) - f(x))?

€S

Blx) =Y G(z,2)(f(x) — f(x))

€S
A ideia é que se « tende a zero e 3 se aproxima de f(X;) por uma funcdo bastante especial,
uma funcdo Lipschitz, entdo f(X;) deve estar, no limite, dado pela solucdo de uma equagéo
diferencial.
Vamos restringir a imagem das funcoes fx e, ao invés delas tomarem valores na reta real R,
elas vdo tomar valores num intervalo fechado I com fronteiras a esquerda e a direita dadas por
I_:=inf] e I, :=supl, que podem ser finitos ou ndo. Vamos assumir que existe uma funcao

b: I — R globalmente Lipschitz tal que

sup [ () = b(fal2))] — 0 (3.2)

TESN

Isto é, a funcdo de drift 5 é uniformemente aproximada por b o fy. Por fim, assumindo que
b(I_) >0sel_ > —ocoeb(l;) <0sel; < oo,aequagdo diferencial %yt = b(y;) comt > 0 tem

uma unica solugéo (y:)+>0 no intervalo I para cada estado inicial yo € I.

Teorema 16. Assuma que fn(X{) converge em probabilidade a yo e que, além da existéncia de
uma fungdo b como em vale que

sup ay(z) — 0
€SN N—o0

Entdo, para cada T' < oo e € > 0, vale que

PIfn(X)Y) —wl < ¥t e [0,T]] — 1

— 00
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3. Campo Médio

Demonstragdo. Vamos fixar T' > 0 e > 0 e também y, € I. Vamos denotar por L a constante de
Lipschitz da funcéo b. O Teorema [15|permite néo nos permite falar sobre f em todo o intervalo
I, mas sim com a condicdo adicional de que fy(z) ndo é maior do que ¢ de um valor possivel
da solucdo da equacao diferencial ordinaria. No nosso caso, essas hipoteses adicionais ja serdao
automaticamente satisfeitas dada a convergéncia em probabilidade e a finitude do espaco de

estado.
Defina § = Zee~LT. Vamos considerar os eventos Qo = {|f(Xo) — yo| < 6} e @ =

{fOT |B(X:) — b(f(X¢))|dt < 6}. Para K > 0 vamos definir

T
Qps = { / o(X)dt < KT}
0
Assim sendo, o Teorema|15|nos d4 que

P[ sup [f(X;) —ye| > e] <4KTs 2 +P(QF UQSQE,). (3.3)
te[0,T

Assumindo que fn(X{¥) — yo em probabilidade implica que P(Q§') — 0 conforme N — oo.
Defina Ay = sup,cg, an(z) € By = sup,cs, |8y () — b(fn(x))|. Entdo Ay — 0 da hipétese

do teorema e By — 0 da escolha de b. Como
T
/ a(X))dt < A,T
0

temos que P(Q§ = 0 para todo N. Fazendo K = Ay em 3.3} temos que o lado direito
q An,2 p

dessa desigualdade vai a zero quando N — cc. O

3.3. Modelo do contato

Assim, considere o processo de contato num grafo completo G = G(V, E) finito com gerador

dado por:

Geontf () = |N| Z{f (cont; ; (x)) — f ()} +

Y (S reci(@) ~ f@)}  (we{o,1}Y)

S%

emqueN; ={j : {i,j} € E}, isto é, N, é a vizinhanca do vértice i; temos que cada vértice se
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3. Campo Médio

recupera com taxa 1, e que agora a taxa de contaminacéo € a total entre todas as contaminagoes
de um dado vértice.

Seja V um conjunto com N elementos do conjunto de vértices de G = G(V, E). Temos que
Enx = {{i,j} : i, € Vn}. Assim, vamos estudar o comportamento do processo no grafo
G = G(Vn,Ey). Comecamos buscando entender a fracdo de vértices infectados dada por
X, =X, = L > icvy Xt(i), com ¢ > 0. Assim, temos que X; € {0, +,%,...,1} e, sendo T um
possivel valor de X;, temos as seguintes taxas:

1
T —7T+ N com taxa r4 (%) .= N(1 — T)\x

1
N

8|

T — com taxa r_(7) := NT

Como r (%) e r_(x) sdo apenas fun¢des de 7, temos que (X¢):>o € uma cadeia de Markov a
tempo continuo.
Queremos usar o Teorema [16|para concluir que X pode, para N suficientemente grande, ser

aproximado por uma solucdo de uma equacdo diferencial. Calculemos entédo « e f3:

Bn(z) = T+(f% + r-(f)% — 0\F(1-7) +7)

E pelo teorema segue que o limite do campo médio quando N — oo, a fracdo de individuos

infectados pode ser aproximada pelas solucoes da equacdo diferencial

0

5Yt = b)(X}) com (t > 0), em que by(T) == \T(1 — T)
t

a equacio by(T) = 0 tem solucdes T = 0 e ¥ = 1 — A\~ !, sendo que esta segunda est4 no
intervalo [0, 1] dos possiveis valores de X; se, e somente se, A > 1.
Ou seja, o ponto fixo T = 0 € estdvel para A\ < 1 mas instdvel para A > 1, para o caso em que

7 =1— A"! é o tinico ponto fixo para todas as solucdes que comecam com estado nfio nulo.
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3. Campo Médio

Figura 3.1.: Pontos fixos no campo médio no modelo do contato em fun¢do do parametro A[8]

Deixando Zypp(A) = 0V(1—A"1) denotar o ponto fixo estével, vemos que o campo médio para
o modelo do contato exibe uma transi¢do de fase de segunda ordem no ponto critico A, = 1.
Como Typp(A) o< (A — A¢) conforme A | \., o ponto critico associado é ¢ = 1 (coerente com o

que se sabe do processo de contato em dimensoes d > 4).

3.4. Modelo do Votante

Vamos considerar o modelo do votante em um grafo completo G = G(V, E) finito com apenas
dois partidos, isto é, o estado de espaco € dado por S = {0, 1}; de maneira andloga, considere
Vn um conjunto com N vértices de V. Considerando o grafo completo G = G(Vy, Exn) com 0s

vértices dados por Vi, temos o gerador

Gyorf (z ‘1 Z {f (ot (z)) — f(x)} com (z € {0,1}")

7] €e

em que ¢ é o conjunto de arestas orientadas de G = G(Vy, Fx). Queremos entender qual a
~ . . . .., = =N .
fracao de eleitores que votariam no partido 1, isto é, X; = X; = % Z,LEVN X¢(i), com t > 0.

Assim, temos que X; € {0, = 1} e, sendo T um possivel valor de X;, temos as seguintes

aNan"'?
taxas:
1
T—>T+ N com taxa r4(z) == N(1 — )T
-1 N -
ToT- comtaxar_(z) = N(1 —2)%

Note que N(1 — Z) é o numero de vértices atribuidos o valor 0, e cada um desses vértices

decidem-se por 1 com taxa Z. A derivacdo de r_ () é feita de maneira andloga. Calculando « e
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3. Campo Médio

(3, temos
1 1 2
ay(r) = r+(f)ﬁ + fr_(f)m = Nf(l —7)
BN = T+(f)% - T—(f)% =0

Usando novamente o Teorema[16}, vemos que o limite quando N — oo faz com que o processo
(X:)i>0 € bem aproximado pelas solucdes da equagdo diferencial 22X, = 0 para (t > 0), isto ¢,

t € bem aproximado por uma funcio constante de ¢.

0 } f 1 } >

20 40 60 80 100 !

Figura 3.2.: Consenso de opinides apds t suficientemente no modelo do votante num grafo com-
pleto. [8]

24



4. Coexistéencia e Simulacoes

No modelo do votante estamos principalmente interessados no seu comportamento assintotico.
Uma vez que as taxas de conversdo de um vértice depende de seus vizinhos, é ébvio que quando
todos os vértices tomam o mesmo valor, o sistema inteiro para de mudar para sempre.
Portanto, neste modelo temos duas distribuicdes estaciondrias extremas triviais, dy e d1, que
representam o consenso. A questdo principal que vamos discutir é se existem ou ndo outras,

que entdo representariam a coexisténcia de diferentes opinides em equilibrio.

Definicdo 17. Dizemos que ocorre coexisténcia se houver uma distribuicdo estacionéria com

densidades positivas de 0 e 1’s.

Definicdo 18. Se para todos z,y e todas as configuragdes iniciais € S := {0, 1}Zd, temos:

tlim Pl (z) #m(y)] =0
—00
dizemos que ocorre clusterizacio.

As questdes que estamos interessados versam sobre a existéncia de clusterizacdo e ou de
coexisténcia. E no caso de coexisténcia no tamanho de cada componente de uma configuracao.
Para ser mais preciso estamos interessados em determinar se temos percolacdo em cada uma
dessas componentes.

Um comportamento assintotico relevante é o fendmeno de percolacio, isto €, quando temos

a formacdo de componentes conexas infinitas.

Definicdo 19. Clusters sdo definidos como componentes conexas em {z : n(x) = 0} ou {z :
n(x) = 1}.

Dizemos que temos percolacdo {x : n(z) = 0} (ou {z : n(x) = 1}) se essa componente for
infinita com probabilidade positiva.
Nos teoremas seguintes apresentamos alguns dos resultados conhecidos para os modelos

linear e threshold nos baseando por [[17] e [18].
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4. Coexisténcia e Simulacgbes

Como desenvolvido em [[18], no modelo linear do votante, sendo p(-,-) as probabilidades

.~ . foe s ; d
) ) 5 ) —
de transicdo do passeio aleatdrio irredutivel em Z?, e, portanto, temos que p(z,y) > 0 e

Zyp(lU,Q) =1

Neste modelo, as taxas de transi¢do sdo func¢oes lineares na configuracio n dadas por:

>, P, y)n(y) para todo 7(z) = 0

>, P(x,y)(1—n(y)) paratodon(z) =1

C(%"?) =

O proximo Teorema apresentado em [[18]] nos d4 uma relacdo entre coexisténcia, clusteriza-

¢do e coexisténcia:

Teorema 20. Para o modelo linear do votante temos que

1. o processo clusterizase d =1e > |z[p(0,2) < oo, oused =2e Y |z|*p(0,z) < oo;

2. O processo coexiste se d > 3

Ja o modelo threshold é definido da seguinte forma seguindo a notacdo de [17]: seja A/ uma
vizinhanca de 0 € Z¢ obtida intersectando qualquer conjunto compacto, conexo e simétrico (por
exemplo, uma bola de raio r centrada 0 na métrica Euclidiana) de R¢ com Z%; vamos assumir
que A contém todos os vetores (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) (j& que, caso contrario, N' = {0}).

Para um inteiro positivo 7', o modelo threshold de vizinhanca A e thresold T possui as tacas

de transicoes dadas por:

1 sel{yex+N:in(y) #n(x)} =T

0 caso contrario

C(I777) =

De maneira mais simples, o modelo nos diz que a taxa de transicdo do vértice = é 1 se o
numero de vértices que ndo tem o mesmo valor de x é maior ou igual que o thresold T'; caso
contrario, o vértice x fica no mesmo estado e ndo muda.

O proximo teorema, apresentado em [17]], nos da resultados sobre coexisténcia, clusterizacdo

e convergéncia desse modelo em Z¢.

Teorema 21. Para o modelo threshold temos:

1. SeT > ¥ ‘2*1, entdo o processo fixa no sentido de que cada vértice muda de opinido apenas

finitas vezes.
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4. Coexisténcia e Simulacgbes

2. Sed=1eT = |M2_1, entdo o processo clusteriza.

3. SeT =1e R>1ed >1 entdo o processo em Z coexiste.

4.1. Grafos aleatorios

Um grafo G é um par G = G(V, E), em que V denota o conjunto dos vértices e F, o conjunto das
arestas. Se V = {v; : i € I}, entdo os elementos de E sdo pares ordenados da forma (v;, v;),
em que 4,j € I. Assim, podemos ver £ como um subconjunto de V' x V, em que (v;,v;) € E
se, e somente se, hd uma aresta que liga v; a v;. Aqui, vamos considerar apenas grafos nédo
direcionados, isto &, (v;,v;) e (vj,v;) referem-se & mesma aresta. Quando (v;,v;) € E'Vi,j € I,
dizemos que o grafo é completo. O conjunto dos vizinhos de um vértice v; é denotado por
D; = {v; : (vi,v;) € E}. O grau de um vértice v; é definido como |D;|, e é denotado por
deg(v;).

Quando dizemos que um grafo é aleatério, queremos dizer que ele foi escolhido com uma
certa distribuicdo de probabilidade entre um conjunto de grafos. O modo como essa escolha é
feita pode garantir (ou ndo) algum controle sobre as propriedades deste grafo. Os dois modelos
de grafos aleatdrios que serdo apresentados sdo variacoes do trabalho de Erdés—Rényi.

Uma maneira intuitiva de construir um grafo aleatdrio é comecar com um grafo completo de
n vértices e deletar suas arestas seguindo alguma regra. Podemos associar a cada elemento de
E uma variavel aleatéria de Bernoulli com pardmetro p. Assim, apds o sorteio, cara aresta fica
com probabilidade p e sai com 1 — p de maneira independente. Se p for préximo de 1, devemos
ter um grafo conexo; caso contrario, o grafo espera-se ser desconexo. Quando p = 0.5, temos
pouquissimo controle sobre as propriedades do grafo. Note que quando deletamos uma aresta
(vi,vj) € E, também deletamos (v;,v;), j4 que o grafo é ndo direcionado. Esse modelo de
construcdo é conhecido como binomial.

Um outro modelo de geracdo de grafos aleatdrios é escolher uniformemente um grafo entre
os grafos de n vértices com cada vértice tendo grau k. Note que aqui temos como condicio
necessdria que o produto vk seja par, jd que do lema do aperto de méo, }_ .y deg(v) = 2|E|.
Assim, dado um vértice v; € V, podemos construir k£ meias arestas e conectd-las escolhendo de
maneira uniforme entre cada meia aresta disponivel, isto €, que ainda ndo tenha sido ligada. A

relevancia desse método € que ele garante quantas ligacdes cada vértice realiza.

27



4. Coexisténcia e Simulacgbes

4.2. Simulacoes

Como vimos na secdo (3.4, o modelo do votante em grafos completos admite assintoticamente
apenas a existéncia de um tnico cluster, i.e., ndo admite coexisténcia. Utilizando os algoritmos
elaborados, simulamos a dindmica do modelo do votante para grafos aleatdrios de Bernoulli
G = (V,E) de parametro p = 1 — \. As simulacdes realizadas mostraram a possibilidade da
existéncia de um parametro critico relacionada a frequéncia de coexisténcia nesse modelo. Para

A< %, temos a formacdo de consenso, i.e., a existéncia de um unico cluster para N suficien-

1

temente grande. Para A\ > 5, observamos a coexisténcia de opinides divergentes. Também

observamos que a frequéncia de coexisténcia cresce rapidamente em funcao do parametro A do

grafo.

A | Frequéncia de Coexisténcia

0 0
0.45 0
0.5 0.025
0.55 0.05
0.6 0.05
0.65 0.075
0.7 0.1
0.75 0.175
0.8 0.3
0.85 0.575
0.9 0.975

Tabela 4.1.: Frequéncia de Coexisténcia para Grafos de Bernoulli N=50. Foram realizadas 40
simulacOes para cada \.
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0.4
0.3
0.2

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.1.: Frequéncia de Coexisténcia para Grafos de Bernoulli com N = 50. Foram realizadas
40 simulacdes para cada .
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A. Algoritmos

Foram construidos pacotes em Mathematica para a simulacdo de sistema de particulas intera-
gentes em grafos gerais.

O proximo cddigo tem por finalidade simular a dindmica do modelo de contato num grafo.
Ele parte atribuindo a cada vértice uma quadrupla, cuja primeira entrada é o nimero do vértice
no grafo, a segunda é o estado dele (saudavel, infectado, morto), a terceira é uma variavel
aleatdria de distribuicdo exponencial de pardmetro \ e a quarta é uma varidvel aleatdria expo-

nencial de parAmetro 1. A dinAmica segue a mesma descri¢io feita em

\[ Lambda] = 12; estados = {0, 1, 2};

(xsau=0 inf=1 morto=2x)

; Estadoinicial [graph_] := Join[{{1, 1, RandomVariate[ExponentialDistribution[\[Lambda]]], RandomVariate[

©

1(

3

=

ExponentialDistribution[1]1}}, Table[{i, O, Infinity, Infinity}, {i, 2, Length[VertexList[graph]]}]]
seed2 = Table[{RandomVariate[ExponentialDistribution[1]], 1}, 1700];
seed3 = Table[{RandomVariate[ExponentialDistribution[\[Lambdal]]], 0}, 1700];
est2 = Estadoinicial [teste]
Menorrelogio[lista_] := Block[{relinf, relmort},
relinf = Sort[lista, #1[[3]] < #2[[3]] &I[[1]]; relmort = Sort[lista, #1[[4]] < #2[[4]] &I[[11];
If [ relinf [[3]] < relmort [[4]], relinf, relmort] ]
Atualizar3[graph_, estado_] := Block[{vizinhos, estadosvizinhos, esta, numero, quematualiza, vertices, a
2
vertices = Sort[VertexList[graph]]; quematualiza = Menorrelogio[estado][[1]]; vizinhos = AdjacencyList[
graph, quematualiza];
estadosvizinhos = DeleteCases[Table[estado[[i]], {i, vizinhos}], (#1[[2]] = 0 &)]; quematualiza =
Menorrelogio[estado];
esta = estado;
If [quematualiza[[2]] < quematualiza[[3]],

If [ Length[estadosvizinhos] |= 0, numero = RandomChoice[estadosvizinhos][[1]];
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esta[[numero]] = {numero, 1, RandomVariate[ExponentialDistribution[\[Lambda]]] , RandomVariate[
ExponentialDistribution[1]1}];,
a = quematualiza[[1]]; esta = ReplacePart[esta, a —> {a, 2, Infinity , Infinity }];];

esta |

Dinamica3[graph_, passos_] := Block[{dim}, dim[0] = est2;

For[n = 1, n <= passos, n++, dim[n] = Atualizar3[graph, dim[n — 1]] 1;

> Table[dim[i], {i, 0, passos}] ]

Os proximos dois algoritmos geram grafos aleatérios a partir do método de Bernoulli ou a
partir dos parametros n (numero de vértices) e m (numero de ligacoes de cada vértice). Note

que, através do segundo método, temos um grafo homogéneo de grau m.

Grafos aleatérios

Bernoulli

GrafoAleatorio [n_, p_] =
Block([{i},
nedges = (nx(n — 1))/2;
Arestas = EdgeList[CompleteGraph[n]];
Moedas = RandomVariate[BernoulliDistribution[p],
nedges];

ArestasNovas = Table[0, {i, nedges}];
For[i = 1, i <=nedges, i++,
If [Moedas][[i]] == 0, ArestasNovas|[[i]] = 0, ArestasNovas|[[i]] = Arestas[[i ]]]];

Graph[DeleteCases|[ArestasNovas, 0], VertexLabels —> "Name"]]

GrafoAleatorio[12, 0.7]
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A. Algoritmos

Figure A.1.: Grafo aleatério gerado por Bernoulli

1 Pardmetros me n
> GrafoAleatorio2[n_, m_] := Block[{i, N, j, t, a, p}, Vertices = Table[i, {i, n}]; GrausDisponiveis = Table
[m, {i, n}]; N=2«nxm;

Arestas = Table[0, {i, N}]; j =1; Conexoes=Table[0,{i, m}]; t =1;
4 Forfa=1, a<=n, a++,
5 For[l =1, | <=m, l++,

6 If [GrausDisponiveis[[a]] > 0,

7 For[p =0, p <=n, p++,

8 If [GrausDisponiveis|[[p]] <= 0, Vertices[[p]] = 0, Vertices[[p]] = p];

9 Ligacao = RandomChoice[DeleteCases[Vertices, 0]];

10 Conexoes|[[t]] = Ligacao; t++; Arestas[[j]] = a <—> Ligacao; j++;

11 GrausDisponiveis[[Ligacao]] = GrausDisponiveis[[Ligacac]] — m; GrausDisponiveis[[a]] = GrausDisponiveis

(fal =1 1]

12 Forfr =1, r <=m, r++,

13 If [Conexoes[[r]] = a,

14 GrausDisponiveis[[Conexoes[[r]]]] = GrausDisponiveis[[Conexoes[[r]]]] + 1,

15 GrausDisponiveis[[a]] = GrausDisponiveis[[a]] + 1; t =1; ] ]
16 Conexoes = Table[0, {i, m}]; t =1; ]

17 Graph[DeleteCases|[Arestas, 0], VertexLabels —> "Name"] ]
18 GrafoAleatorio2[5, 2]

Figure A.2.: Grafo aleatdrio gerado exigindon =5 e m = 2
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O proximo cddigo gera um reldgio para cada vértice do grafo com distribuicdo exponencial
de parametro 1. A saida do programa da a sequéncia de chamada dos vértices, sendo que a

cada vértice foi atribuido um desse relégio.

1 Relogio
> seed = RandomVariate[ExponentialDistribution[1], 10000];
s relogio[graph_,numero_]:= Mod[Flatten[Table[Position[Ordering[Take[seed,numero]],i],{i, 1, numero}]],

4 Length[VertexList[graph]]] /. {0 —> Length[VertexList[graph]]}
5 Take[seed, 10] {0.609607, 1.75359, 0.506106, 0.956463, 0.704033, 0.084663, 2.23239, \ 0.555516, 2.7619,
0.229925}

¢ Ordering[Take[seed, 10]] {6, 10, 3, 8, 1, 5, 4, 2, 7, 9}
7 relogio[teste, 11] {5, 9, 3, 7, 6, 1, 10, 4, 11, 2, 8}

O seguinte programa escolhe uma configuragéo inicial aleatéria atribuindo a cada vértice um
valor entre 0, 1 de modo a simular, por exemplo, a escolha de um cidadéo sobre dois partidos

que disputam uma eleicao.

1 Estado inicial

> Estado Inicial estados = {0, 1};

3 Estadoinicial [graph_] :=

4+ RandomChoice[estados, Length[VertexList[graph]]] Plotaestado[graph_, state_] :=

5 Block[{G, table, edges, generator, i, cores, estadossubs}, colors = {Blue, Red};
6 subs = Table[i —> colors[[i + 1]], {i, 0, 1}]; estadossubs = state /. subs;
7 cores = Table[] —> estadossubs][[j]], {j, VertexList[graph]}]; = Graph[graph, VertexStyle —> cores,

VertexLabels —> "Name"]]
s est = Estadoinicial [grafoteste] Plotaestado[grafoteste, est]
9 {1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0, 1,0, 0, 1, 1}

Figure A.3.: Estado Inicial

A seguinte dinamica manipula o grafo da seguinte maneira: quando o relégio do vértice toca,
ele muda de opinido independente da configuracdo dos seus vizinhos. Pode-se notar que nao

ha uma convergéncia no estado final.
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Dinamica (Sempre muda)
seedestados = RandomChoice[estados, 10000];

3 Atualizar [estado_, numero_] := Block[{esta}, esta = estado;

esta[[numero]] = Mod[est[[numero]] + 1, Length[estados]]; esta]
Dinamicalgraph_, passos_] :=
Block[{rel, esta, dim}, rel = relogio[graph, passos];
esta = Estadoinicial [graph]; dim[0] = esta;
dim[n_] := Atualizar[dim[n — 1], relogio[graph, passos][[n ]I];
Table[dim[i], {i, 1, passos}] ]
a = Dinamica[grafoteste, 30]; Plotaestado[grafoteste, a [[1]]]
ListAnimate[Table[Plotaestado[grafoteste, a[[i ]I, {i, 1, 30}]]

Figure A.4.: Estado final da dindmica sempre muda

Ja a seguinte dindmica realiza o seguinte processo: quando o reldgio toca, o vértice escolhe
sua opinido de acordo com a opinido da maioria dos seus vizinhos; em caso de empate, a decisao
¢ aleatdria. Note que aqui existe a formagao de dois aglomerados que compartilham da mesma

opinido.

Dinémica (Vizinho)
Atualizar2[graph_, estado_, numero_] :=
Block[{vizinhos, estadosvizinhos, contafreq, esta}, vizinhos = AdjacencyList[graph, numero];
estadosvizinhos = Table[estado[[i ]], {i, vizinhos}]; contafreq = Commonest[estadosvizinhos];
esta = estado; esta[[numero]] = RandomChoice[contafreq]; esta]
Dinamica2[graph_, passos_] :=
Block[{rel, dim, relogiolocal },
relogiolocal := relogio[graph, passos]; dim[0] = est;
For[n = 1, n <= passos, n++,
dim[n] = Atualizar2[graph, dim[n — 1], relogiolocal [[n]]] I
Table[dim[i], {i, 0, passos}] ] est = Estadoinicial [grafoteste ];

> a = Dinamica2[grafoteste, 30];

ListAnimate[Table[Plotaestado[grafoteste, a[[i ]]l, {i, 1, 30}]];
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Figure A.5.: Estado final da dinamica do vizinho

O préximo algoritmo foi feito para contar a frequéncia de coexisténcia de opinides diferentes

no grafo de Bernoulli de parametro A com N vértices.

Atualizar2[graph_, estado_, numero_] := Block[{vizinhos, estadosvizinhos, contafreq, esta},
vizinhos = AdjacencyList[graph, numero];
estadosvizinhos = Table[estado[[i]], {i, vizinhos}];
contafreq = Commonest[estadosvizinhos];
esta = estado;
If [FreeQ[contafreq, esta[[numero]]], esta[[numero]] = RandomChoice[contafreq]];
esta

]

Dinamica2[graph_, passos_] := Block[{rel, dim, relogiolocal },
relogiolocal := relogio[graph, passos];
dim[0] = est;
For[n = 1, n <= passos, n++,
dim[n] = Atualizar2[graph, dim[n — 1], relogiolocal [[n]]]
I
Table[dim[i], {i, O, passos}]

Dinamica2final[graph_, passos_] := Block][{rel, dim, relogiolocal },
relogiolocal := relogio[graph, passos];
dim[0] = est;
For[n = 1, n <= passos, n++, dim[n] = Atualizar2[graph, dim[n — 1], relogiolocal [[n]]]
I;

dim[passos]
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27 dimf[\[ Lambda]_, n_] := Block[{}, teste = Aleatorio[CompleteGraph[n], \[Lambda]];
s est = Estadoinicial [teste ];
20 Total[Dinamica2finalteste, 100]]]

)

30

31 Coexistencia[\[Lambda]_, n_] := Block[{as},
32 as = dimf [\[ Lambda], n];

33 If[as==0]] as==n, 0, 1]

34 ]
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