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LiSTA DE SIMBOLOS

SimBoro  Dgscricio
14 funcao indicadora do conjunto A
Px fungao caracteristica de X
o(+) o-algebra gerada por
Q espaco amostral
Ber(p) distribuicdo de Bernoulli
E[X] média, esperanca, valor esperado, integral de Lebesgue de X
E[X|A] esperanca condicional de X a um evento A dado
E[X|F] esperanca condicional de X a uma o-algebra F dada
Fx funcao distribui¢do acumulada de X
LP(Q,F,P) espago das funcdes F-mensuraveis com norma L finita em (Q, F,P)
ii.d. independentes e identicamente distribuidas
L! classe das variaveis aleatérias com média finita
N(0,1) distribuicdo normal padrao
N(u,0%)  distribuigdo normal com média u e desvio padrdo o >0
o(g(n)) classe das fungdes com crescimento assintético estritamente menor que
g(n)
P probabilidade, medida de probabilidade
P(A|B) probabilidade condicional de A a um evento B dado
P(A|F) probabilidade condicional de A a uma o-dlgebra F dada
q.c. quase certamente, P—quase certamente
v.a. variavel aleatoria
(-,*) produto interno
~ relacdo de equivalécia entre distribui¢oes
5 converge em probabilidade para, converge em medida para
5 converge em distribuicdo para
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REsuMO

Esta monografia apresenta um estudo sobre condi¢des suficientes sob as quais é
possivel demonstrar a Lei Forte dos Grandes Numeros, o Teorema Central do Limite
e a Lei do Logaritmo Iterado para somas parciais de um determinado modelo de
varidveis aleatérias Bernoulli dependentes e, ao fim, apresenta-se uma aplicagao
dos resultados no passeio aleatério do elefante.

Palavras-chave: Varidveis aleatérias Bernoulli dependentes, Lei Forte dos Grandes
Numeros, Teorema Central do Limite, Lei do Logaritmo Iterado, Passeio aleatério
do elefante.
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ABSTRACT

This work presents a study of sufficient conditions under which it is possible to
proof the strong law of large numbers, the central limit theorem and the law of
iterated logarithm for a given partial sum of dependent Bernoulli random variables

and, at last, presents an application of the results to the elephant random walk.

Keywords: Dependent Bernoulli random variables, Strong law of large numbers,

Central limit theorem, Law of the iterated logarithm, Elephant random walk.
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1 INTRODUCGCAO

Teoremas limite podem ser considerados de grande interesse, em especial por des-
creverem propriedades de importancia aplicacional e tedrica, contudo os resultados
classicos desses teoremas requerem a independéncia de variaveis aleatérias. Trata-
remos de um caso onde hd uma relagao especial de dependéncia entre as varidveis
aleatérias que nos permite utilizar teoria limite de martingais para obtermos os re-
sultados desejados.

O modelo a ser estudado serd dado por uma sequéncia de varidveis aleatérias de

Bernoulli {X,},,>1 que satsifazem
Sn
P(Xm-l = 1|~E1) =0,+ dn?;

onde {0,},>1 e {d,},>1 sdo sequéncias de numeros reais tais que d, € |- 1,1],
(6, +d,x)€[0,1] paratodo x € [0,1] etodo n e N*, F, = 0(Xy,...,X,) e S, = Y1 X;.

Esse modelo é derivado de uma série de trabalhos. O modelo de distribui¢ao bino-
mial generalizada introduzido por Drezner e Farnum(1993) no artigo [2]] apresenta
a relacdo acima com 6, = p(1-d,), d, <1 e p €]0,1][ satisfazendo o Teorema Central
do Limite quando d, =d € [0, %], conforme apresentado por Heyde(2004) em [4]. Um
estudo mais recente realizado por James et al.(2008) em [6] mostra teoremas limites
para o mesmo modelo de Drezner e Farnum(1993) considerando d,, € [0, 1].

A versao a ser estudada neste texto é baseada num modelo presente na referéncia
principal desta monografia, o artigo [9)] Asymptotics for dependent Bernoulli random
variables por Qi et al.(2012), com a diferenca de que no artigo
d, €[0,1[. Sob determinadas condi¢des demonstra-se a Lei Forte dos Grandes Niimeros,
o Teorema Central do Limite e a Lei do Logaritmo Iterado para este modelo.

Os conceitos matematicos e probabilisticos necessarios e utilizados no texto sao
apresentados no segundo capitulo, uma abordagem mais fundamental ou detalhada
pode ser encontrada nas referéncias e [12].

Os métodos utilizados para demonstracao dos teoremas limite baseiam nas técnicas
e proposi¢des presentes no livro [3]] Martingale limit theory and its applications por
Hall e Heyde(1980) e no artigo [6]] Limit theorems for correlated Bernoulli random vari-



1 Introdugao

ables por James et al.(2008) e sdo apresentados em sua esséncia no terceiro capitulo,
o de resultados auxilares. O quarto capitulo apresenta o principal objeto de estudo
deste trabalho abordando o modelo e teoremas limite comentados acima.
Trataremos no quinto capitulo de uma aplicagdo no passeio aleatério do elefante
conforme apresentado no artigo [1l] Central limit theorem and related results for the
elephant random walk por Coletti et al.(2017) e destacamos ao fim do texto possiveis
aplicacoes dos resultados mostrados de outros modelos de interesse fisico e demais

4reas cientificas.



2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos algumas notagdes bdsicas e apresentaremos concei-
tos centrais para o desenvolvimento da teoria apresentada no trabalho. Diversas
propriedades e resultados fundamentais da teoria de probabilidades serao conside-

rados conhecidos e podem ser encontrados nas referéncias e [12]].

2.1 Conceitos fundamentais

As varidveis aleatdrias serdo definidas sobre um espaco de probabilidade (Q), F,P);
a esperanca, denotada por E[-], é a integral de Lebesgue. Dado A C ), a fun¢do
indicadora 1,4 é definida por

14() 1, seweA
w) =
A 0, sew¢gA.

Seja p(x) uma proposi¢ao aberta em x, dizemos que p é P—quase-certa quando o con-
junto B :={w € Q : p(w)} é F-mensuravel com P(B) =1, sendo abreviada por p q.c.

A fungao distribuigdo acumulada Fy : R — [0,1] de uma varidvel aleatéria X é dada
por Fx(t) = P(X <t). A fungdo caracteristica ¢x : R — C de uma varidvel aleatdria X

caracteriza unicamente a distribuicdo de X e é definida por

px(t) =E["X].

Uma varidvel aleatéria X possui distribuicdo de Bernoulli exatamente quando
P(X=1)=1-P(X =0) =p €[0,1], denotada por X ~ Ber(p). Em particular,
X =1(x=1) q.c. Por sua vez, dizemos que a varidvel aleatoria Y possui distribuigao
normal com média y e desvio padrao o > 0 se @y(t) = E[eit"_%tzaz], denotada por
Y ~ N(u,0?%). A distribuicdo normal padrdo é dada por N(0,1), em particular,
padroniza-se Y pela variavel aleatéria definida por Y = %

Dizemos que uma varidvel aleatéria X, que assume valores ndo negativos, apre-

senta perda de memoria se, para dados t,5 >0, P(X >t +s|X >s) =P(X > t).
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A fungdo gama I' : R,y — R definida por

e possui como propriedade I'(x + 1) = xI'(x) e, indutivamente, I'(n) = (n —1)! para
n € N*. Para x suficientemente grande, dados &, 8 € R, pode-se obter pela férmula

de Stirling a aproximacgao

I(x+a) :xa_ﬁ(1+(oc—ﬁ)(a+ﬁ—1)

[(x+p) 2x o).

com lim r(x) = 0.
X—00

Modos de convergécia. Considere {X,,},cy uma sequéncia de varidveis aleatorias

e uma variavel aleatdria X definidas sobre um espago de probabilidade (Q3, F,P).

* Se, paratodo ¢ >0, P(|X,—X| > ¢) — 0 quando n — oo, dizemos que X,, converge

em probabilidade para X, sendo denotado por X, 5x.

* Se, para todo x € R no qual Fx(x) é continua, P(X,, < x) - P(X < x) quando

. . D
n — oo, dizemos que X,, converge em distribui¢do para X, denotada por X, — X.

Notacdo assintética o(-). A classe o(g(n)) classifica as fun¢des com crescimento
assintdtico estritamente menor que g(n). Em particular, se g(n) # 0 para todo n € N;

f(n) € o(g(n)) se, e somente se,

f(n)
oo g(11)
De forma abreviada denotaremos f(n) € o(g(n)) por f(n) = o(g(n)) e 1é-se ”f(n)
é de ordem (de magnitude) menor que g(n)”. Ainda, f n) = h(n) + o(g(n)) indica
(f(n)—h(n)) € o(g(n)) e f(n) = h(n)-o(g(n)) indica f(n ) € o(g(n) As seguintes

propriedades serdo utilizadas sem demonstracao no texto:
» Para h(n) e g(n) ndo nulas para todo n e N, h(n)-o(g(n)) = o(h(n)g(n)).
* Se h(n) € [a,b] paraa e R, e todo neN, entao o(+h(n)g(n)) = o(g(n)).

Particularmente, em alguns momentos quando lim f(n) = 0, f(n) serd livremente
n—00

substituida por o(1) para simplificagao da notagao.
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2.2 Esperanca condicional

Considere inicialmente a construc¢do da esperanca condicional a um evento B dado
pela alteracao do espago de probabilidade de (Q, F,PP) para (B, F N B,P(:|B)). Com
isso, se P(B) # 0 define-se a esperanca condicional da variavel aleatéria X dado o

evento B como

E[X|B] = LXd]P(-|B) - L X15dP/P(B) = E[X1g]

P(B)
e se P(B) = 0, E[X|B] := 0. Esta defini¢do de esperanca condicional restrita a eventos
dados pode ser estendida para sub-o-dlgebras de F, a qual, em vez de um numero,

serd uma variavel aleatéria.

Caso discreto

Considerando o caso discreto, fixe uma familia de eventos disjuntos {E;};c; € F,
com | enumerdvel, tal que | J;c; E; = Q. Note que £ = {U]-e] Ei:JCl}=0(E,i€l)é
sub-o-algebra de F. Seja X € LY(Q, F,P), definimos a variavel aleatéria Y = E[X|€]
como

V(@)= ) EIXIELE (@)

i€l
Para cada E;, i € I, temos Y[E;] = E[X|E;] constante e podemos verificar que Y é

E-mensurdvel e integravel pois

E[IY]]= ) IEIXIE]I< ) E[X[1E]=E[|X]] < oo,

iel iel

Ainda temos para cada E €€,
E[Y1g] = j YdP =E[X|E]P(E) = E[X1g].
E

Note que a relacdo E[14] = P(A) pode ser estendida e define-se a probabilidade con-
dicional de A a uma c-algebra € dada por P(A|E) = E[14]€].
Buscamos generalizar a defini¢ao de E[X|£] para £ uma sub-o-dlgebra de F qual-

quer.
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Teorema fundamental e definicdo

Teorema 2.1 (Existéncia e unicidade quase certa) Seja X € ﬁl(Q,f, P) e £ uma sub-o-

algebra de F. Entdo existe variavel aleatoria Y tal que
(a) Y é E-mensuravel;
(b) Y éintegravel e E[Y1g]| =E[X1g], para todo E € £.

Neste caso, Y é denominada (uma versdo da) esperancga condicional de X dado &, a
qual escrevemos Y = E[X|€] quase certamente. Caso uma variavel aleatdria Z é tal
que £ = d(Z), escrevemos de forma alternativa Y = E[X|Z] q.c.

Demonstragdo do teorema: (Unicidade quase certa) Suponha que existam variaveis
aleatérias Y e Z que satisfacam (a) e (b), entdo existe um evento A = {Y > Z} e temos

E[(Y - Z)1,4] = E[Y14]-E[Z1,] = E[X14] - E[X14] = 0.

Portanto,Y < Z q.c. De forma andloga temos Y > Z q.c.,logo Y = Z q.c.

(Existéncia) Considere a demonstracgao feita em 2 partes:

(1) Existéncia de E[X|E] para X € £L?. Suponha X € L?(F) := L*(Q, F,P), entdo
(L2(F),{-)) com (U, V) :=E[UV] é um espaco de Hilbert e L>(£) = L*(Q),&,P)
é subespago fechado de £?(F) completo, logo existe Y projecdo ortogonal de
L?(F)em L*(E) (Teorema 6.1 de [12], a qual satisfaz o item (a)) tal que

IX - I3 =E[(X - Y)*| = inf(E[(X - W)2]: W e £(£),
(X-Y,Z)=0, para todo Z € L*(£).
Com isso,sendo E€ &, Z =1 € £2(8) e
(X=Y,1p) =E[X1:]-E[Y1z] =0 © E[X1;] = E[Y1[],

satisfazendo o item (b). Ou seja, a projegdo ortogonal Y de £2(F) é uma versao
da esperanca condicional de X dado £, quando X € £L?(F).

(2) Existéncia de E[X|E] para X € L!. Podemos decompor X em X = X* - X",
logo basta mostrar o caso quando X € (£!)" = (£L}(Q,F,P))* e considerar a
generalizagdo. Neste caso podemos escolher uma sequéncia de varidveis
aleatérias limitadas (X,,),so tal que 0 < X,, T X. X,,£?, logo podemos escolher
Y, uma versao de E[X,,|E].
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Dadoque 0<Y, TY q.c.,, temos Y(w) :=limsup Y, (w). Entaio Y e mEe Y, TY
g.c. Pelo teorema da convergéncia monétona considerando os resultados para
X, eY,, temos para cada E € £, E[X1g] = E[Y1g], satisfazendo o item (b). O

item (a) é satisfeito pois os Y,’s sdo E-mensuraveise Y, TY.

Para a generalizacdo considerando X € £!, X = X* - X" com 0< X,/ 1 XT e 0 <
X, 1 X5 Y, Y, versoes de E[X;[|€] e £(X;,|€), respectivamente; 0 < Y,F T YT e
0<Y,TY" . Com isso podemos observar que E[X1g] = E[X"1g]-E[X 1] =
E[Y*1g]|-E[Y 1g| =E[Y1g],paraEcfeY =Y -V .

Propriedades da esperancga condicional

Elencamos aqui algumas propriedades destacadas na secao 9.7 e demonstradas na
secdo 9.8 de [12], considerando E[|X]|] < oo

(a) Se Y é qualquer versdo de E[X|€], entdo E[Y] = E[X].

(b) Se X é £-mensuravel, entdo E[X|€] =X q.c.

(c) (linearidade) E[a1 X1 + a2 X5|E] = a1 E[ X4 |E] + ar E[X5|€] g.c.
(d) (positividade) Se X >0, entdao E[X|€] > 0.

(e) (convergécia mondtona) Se 0 < X, T X, entdao E[X,|E] T E[X|€]

(f) (convergéncia dominada) Se, paratodon > 1 e para todo w € Q, |X,,(w)| < X(w)
e X, —» X q.c., entdo E[X,,|6] — E[X|£] q.c.

(g) (lema de Fatou para eperanca condicional) Se X, > 0, entao
E[liminf X,|€] < liminfE[X,|£].

(h) Seja F sub-c-dlgebra de &, entdo E[(E[X|E])|F] = E[X|F].
(i) Seja Z variavel aleatéria £-mensuravel, entdo E[ZX|E] = ZE[X|£] q.c.

(j) (independéncia) Se F e independente de o(c(X),£), i.e., sedados E € o(0(X),E)
e F € F tem-se P(ENF) = P(E)P(F), entdo E[X|o (&, F)] = E[X|E].

Em particular, se X é independente de F, E[X|F] = E[X].
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2.3 Martingais em tempo discreto

Ao definir uma sequéncia de variaveis aleatérias X = {X,},>0, muitas vezes é util
identificar relagcoes entre seus elementos. Martingais sdo caracterizados por relagées
entre os elementos de X contudo, antes de definir um martingal, precisamos des-
crever o que é um espaco de probabilidade filtrado e um processo (estocdstico) a ele
adaptado. Como estamos no caso discreto, considere n € {1,2,..., T} no caso finito e
n € N* no caso infinito.

Seja (Q), F,P) um espago de probabilidade, denominamos {F, : n > 1} uma filtragio

quando é uma familia crescente de sub-o-dlgebras de F, i.e.
HCHhCHC---CF

e definimos
Foo = G[Uf]gf.
n>1
Com isso, define-se (Q, F,{F,},>1,[P) como o espago de probabilidade filtrado.
Ainda, dizemos que um processo estocdstico em tempo discreto X = {X,},>1 é
adaptado (a filtracdo {F,},>1) se, para cada n, X, é F,-mensuravel. Denominamos
também como filtragido natural de um processo X a menor filtracdo a qual X é pro-

cesso adaptado, i.e., {F,},>1 com F, = o(X, : u < n).

Definic¢do 2.2 (Martingal) Seja (QQ, F,{F,},>1,P) um espaco de probabilidade filtrado.
O processo estocastico X ={X,},>1 (em tempo discreto) é denominado um martingal se,

e somente se:
(a) X éadaptado a {F,},>1,
(b) E[|X,|] < oo, para todo n,
(c) E[X,|Fu] = X, g.c., para todo m < n.

Por vezes denota-se um martingal por {X,,, 7, n > 1} identificando a filtracdo adap-
tada.

Definigdo 2.3 (Diferen¢a martingal) Seja {X,,, F,, n > 1} um martingal e Fy := o(0) =
{0,Q}, define-se Y,, uma diferenca martingal por

Y, =X, - E[anﬁa—l]'
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Note que Y7 = X; —E[X;]e Y, =X,,— X,_; paran>1,logo X, = Z?:l Y; + E[X;].

Definic¢do 2.4 (Arranjo martingal) Seja {S,;, Fi,i € {1,2,...,k,}} um martingal para
cada n > 1. Denomina-se arranjo martingal uma sequéncia de sequéncias de martingais
{Spis Frii €{1,2,...,k,},n>1}.

Exemplo 2.5 Seja {X,,},,>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes com
E[X,] = p, e F, = 0(Xy,...,X,) a filtragdao natural. Entdo a sequéncia de variaveis

aleatérias {M,,},~; definida por

Mn = iXk - i//lk
k=1 k=1

¢ martingal adaptado a %, pois (X,, — y#,,) é independente de Xy,..., X, 1, (X,, —p,) é
independente de F,,_; e definindo M, = 0, tem-se

E[Mnlﬁi—l]

E[X;, = pn + M1 F1]

= E[X, — palFa |+ E[M; 1| F 1]
= E[X,—pn]+ M,

= M,

Em paticular, o passeio aleatorio simples é um exemplo desse modelo onde E[X,,] =0
paratodon>1.

Exemplo 2.6 Seja {X,,},,>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes com

E[X,]=1e F, =0(Xy,...,X,). Defina a a sequéncia de varidveis aleatérias {M,,},>1

M, = ka,

entdo {M,,[F,,n> 1} é martingal, pois definindo M, = 1 e pela independéncia de X,

por

em F, | segue que

E[M,|Fia] = E[XuM, 1|F1]
= M, 1E[X;|F]
= M, E[X,]
= M,_;.
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Exemplo 2.7 O processo de ramificagdo de Galton-Watson descreve um processo de
reproducdo em geracdes. Considere {X,;,i > 1,n > 1} um arranjo de varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas com valores em Z* e
E[Xni] = p>0.

O processo de Galton-Watson simples {Z,},>¢ é definido por Z,=1e

Seja M,, = % e F, = 0(My,...,M,), note que E[M,,] < oo para todo n € N. Pela
independéncia de X,,; em F,_; e definindo My = Z;, =1, tem-se

—Zn—l
E[M,|Fq] = —E ZXnk Fn1

| k=1

"z -

= %E ) Xuk

| k=1

Com isso, {M,,,F,,n > 1} é um martingal.

Hé uma diversidade de resultados obtidos para martingais e por esse motivo eles
sdo um recurso pratico para demonstracdo de alguns teoremas para determinados
modelos, de forma que muitas vezes é mais simples obter martingal e utilizar resul-
tados conhecidos na demonstragao de algumas proposigoes.

Serdo obtidos martingais a partir dos modelos a serem apresentados neste traba-
lho e utilizaremos resultados para martingais na demonstragao dos teoremas limite.
Enunciamos abaixo algumas proposi¢des de teoria limite para martingais presentes

em [3] as quais utilizaremos no préximo capitulo.

Proposi¢ao 2.8 (Teorema 2.17 de [3]) Sejam {ZZZl Zi, Fopyl > 1} um martingal e
pel(l,2] Se ) 22 E[|1ZkPIF—1] < o0 q.c., entdo } 12, Zy converge quase certamente.

Proposi¢do 2.9 (Corolario 3.1 de [3]) Seja {Z;{:l Zokr Fnin1 <i<k,n> 1} um arranjo
martingal com Fi C Fuii Z;{:l Zyg € L% e E[Z};Zl an] = 0 para todo

10
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2

ief{l,2,...,k,}, n > 1. Seja também o~ uma variavel aleatoria finita quase-certamente.

Se
. ) P
(i) para todo € >0, E[Zni1(|zm|>€)|]-"n,i_1] -0
g ky P
(ii) Vi = L B[220 F i | = 02,
entdo
k, D
Zznk =z
k=1
tal que @y(t) = E[e_%gztz].

Proposi¢ao 2.10 (Teoremas 4.7 e 4.8 de [3]) Seja {ZZZl Yi, Fon > 1} um martingal com
meédia zero tal que |Yi| < ¢, € Ry para todo k > 1, e seja {W,},>1 uma sequéncia de

variaveis aleatorias com W,, F,_1-mensuravel, lim W, = co e lim W,/W, .4 = 1. Se
n—-oo

n—0o0

n [oe]
w2 ;E[Yk2|ﬁ_l] —>1lqc e k;w,;‘*E[Y,f[ﬁ_l] <ocog.c.

entdo

Zzzl Yk
2W2 In(In(W2))

n
_1 Y
limsup Zk‘l k

=1g.c. e liminf
o 2W2 In(In(W;)

n—-o0

=-1gq.c.

11



3 RESULTADOS AUXILIARES

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados a serem utilizados nos capitulos
posteriores. Em especial, parte das proposi¢des apresentadas referem-se a teoremas
limite para diferencas martingais e outra parte refere-se a resultados para sequéncias

e séries dos modelos a serem estudados. Diversos destes resultados estdo presentes

em [6] e [9].

Lema 3.1 (Lema de Kronecker) Sejam {a,},cn uma sequéncia de ntimeros reais com

Y req Ak < 00 e {by}pen uma sequéncia crescente de niimeros reais positivos com by, T oo,

hm b Zbkak =

Demonstragdo: Fixe S, := ) !, a;. Pelo método da soma por partes de Abel, tem-

entdo

se que ZZ:;; aiby = ZZ;II, Sk(bx = bgs1) = Sp-1bp + Syby,. Tomando p =1 e dividindo a
igualdade por b, obtem-se

=
:
,_.

1 1
b ;bkak =S5,- b, 1(bk+1 — by) Sk

=~
I

Seja s := ) 12, ax. Dado ¢ > 0 existe N € N* para n suficientemente grande tal que
|S,, —s| < e para m > N. Logo

1 N-1 1 n-1
Zbkak = Sy=7- ) (b =bSk—5- ) (b1 ~b)S
bn k=1 " k=1 " k=N
1 N-1 1 n-1 1 n-1
= Sy—=7= ) (bgs1—bi)Sk— b_Z(bkﬂ_bk)s_b_ (Dir1 = bie)(Sk = )
bn k=1 " k=N " k=N
N-1 n-1
1 b,—b 1
= Su=3- ) (bea —bSi=~ s = ) (bea = bi)(Se =)
" k=1 " " k=N

12



3 Resultados auxiliares

Note que,

n—

1

1
2 (b1 = bi)(Sk —9)| < (1 —bn/by)e < €
n

k=N

Ainda, S, — s, —bl ZkN:_ll(ka —b)Sy —>0e —b”;sz — —s quando n — co. Com isso,
n n

segue o resultado

lim b,' ) b,a,=0

n—o0
k=1
O
Lema 3.2 Sejam {d,},>1 e {a,},>1 sequéncias de niimeros reais tais que d,, €] —1,1] e

= [T (1 +k~tdy) pam todo n € N*. Seja também {A,},>1 uma sequéncia de ntimeros

reais tal que A2 = Y i ak . Com isso, tem-se:
(i) {a,/n},>1 decrescente ;

(ii) Se llm A, = oo, entdo lim a,/n =
n—00
(1ii) T}I_I)I.}O a,/n =0 se, e somente se, ) p- 1k+dlk = oo.

Demonstracao:

Il

—_
—
N
0
—_

(i) Noteque 2 =1-1-%... e ]_[Z: k+L1' logo, paran>1,

k+1 n—1 n T n-1 n

ay i k+de a,y n-1+d,; a,, (1_ 1—dn_1)
e como dy €] —1,1[ para todo k € N*, segue que (1 - MT’H) €]0,1[ paran > 1,
ou seja, a,/n<a,_1/(n—1) para todo n > 1.

(ii) Como {a,/n},>, é descrescente e a;/k €]0,1] para todo k € N*, entdo {a,/n},>;
converge para algum v € [0,1]. Considere a contrapositiva de (ii), entdo
lim a,/n = v > 0 e segue a,/n > v para todo n > 1, logo a,> < (vn)~? para

n—0o0

todon > 1.

. . 2 2 foe)
Com isso, nh_r)r;oA =) lak <vTTY 1k < o0. Portanto lim A,, < oo.

n—-oo

(iii) Note que

13



3 Resultados auxiliares

> 0, entdo, pela proposicao 4 do capitulo 7 de [8]], [];> 1( 1k+dlk) e R
1-d;

se, e somente se, } ;_; 751 < . Como a sequéncia {a,/n},>; é descrescente
L dk) € [0,1]. Portanto,

n+1

com a,/n €]0,1] para todo n € N*, r}g&% = ]‘[,;";1(

k+1
“n — 1-d —
nll—l;{)lo 2 =0 se, e somente se, XZZl Wlk =
O
Lema 3.3 Sejam p €]0,1] e {a,,},>1 uma sequéncia definida por a,, = ]_[,'z;%(l +(2p-1)/k).

2

Entdo a série mfmzta Zk 1 4,° converge se, e somente se, p > 3/4.

Demonstragdo: Note que a, >0 paratodon>1e

2 (2p-1)2
1’1(1— 1/an+1)_nan+1 _arzl _ 2(2[7_1)"'7

2 - 2(2p-1 2p-1)2’
1/an a1 1+ (i )+(Pn2)

_{jngl) = 4p — 2. Pelo método de Raabe, apresentado em [8§]

(capitulo IX §38 item 170); tem-se que ) {2, a,,° converge para R > 1 e diverge para
R<1.

Com isso, ) 12, a% <ocoparap>3/4e} 2, a% = oo para p < 3/4.

logo R = lim n(l

n—-o00

O

Lema 3.4 Sejam (Y,,F,n > 1} uma sequéncia de diferencas martingais.  Se

Y i E[Y2 B, 1] < o0 g.c., entdo Y 32 Yy < o0 g.c.

Demonstragao: Seja 7y = {0,Q} e {X,,, F,,n > 1} um martingal que defina a sequéncia
de diferengas martingais dada, i.e., Y, = X, - E[X,|F,_1], entdo ) ;_, Y = X,, + E[X;].
Note que ) ;_; Yy é F,-mesuravel pois é uma soma de X, com uma constante e
E[|z,’;:1 Yk|] <E[|X,|] + E[X,] < co. Ainda,

n+1

S

X1 +E[X ]|F]

- Xn + E[Xl]

Logo {Zzzl Y, Fon > 1} ¢ martingal e o resultado segue da proposi¢ao|2.8 O

14



3 Resultados auxiliares

Lema 3.5 Sejam {Y,, F,,n > 1} uma sequéncia de diferencas martingais e {B,},>; uma

. .. . _ P ~
sequéncia de constantes positivas com lim B, = co. Se B2Y !_, E[Ykzlﬂ_l] — 02, entdo
n—-o00

ZklykD

n

= N(0,52).

Demonstragao: Fixe Z,; = Y;/B,, com i € {1,2...,n}. Note que a condi¢do de Linde-
. . P, . . .
berg condicional E [Z§i1(|zm|>g)|.7-;l,i_1] — 0 é satisfeita para todo € > 0, pois para cada
i>1,Y; <o q.c. e {B,},>1 € uma sequéncia de constantes positivas com lim B,, = oo,
- n—oo0

logo existe N € N tal que para n > N tem-se |Z,;| < € q.c., ou seja, para n suficiente-

mente grande tem-se

P(‘E[Zﬁilﬁ,i—l] Liz,il>e)| > 8) =0

Zklk

Portanto, pela proposi¢ao — Z tal que @y (t) E[e_%aztz], como a fungdo

caracteristica define unicamente a fungao distribuigao, segue que Z ~ N(0,02). O

Lema 3.6 Sejam {Y,, F,,n > 1} uma sequéncia de diferencas martingais tal que |Yy| < c
para todo k > 1. Se existe de uma sequéncia ndo decrescente de constantes positivas
(W, },;>1 com lim W,, = oo, lim W,/W,,;=1¢e

- n—00 n—oo

n
w2 ZE[Y,Eer_l] —1gq.c.,
k=1

entdo Z”
_1 Y]
limsup + kel K

00 \/2w,3 In(In(W2))

=1gq.c.

Demonstragdo: Pela proposi¢ao (2.10)), basta mostrar que

Y W AE[YF] < o0 g,
k=1

Defina a sequéncia de varidveis aleatérias ndo negativas {Z,},>; por

15



3 Resultados auxiliares

Zz=Yyl_, ]E[Ykzl]-"k_l] e assumindo J = {0,Q} e Z7 = E[Y?] > 0 segue que

ZUEIYARAD < @) ZPEIVR)
k=2 k=2
2 ~4(72 _ 52
= c ZZk (Zi —Zi-1)
k=2
2 . Z,f—Z,fl 2 N 2 2 272
< c ZZ—Z_:C Z(Z,: —Z,5)=c"Z{" <0 q.c.
k=2 Zka—l k=2

Como W, 2Y [ | E[Y?|F_1] = 1 q.c., existe M > 0 tal que Y }_; E[Y?| ;] < MW?
a menos de um conjuto de medida nula. Com isso, segue da desigualdade anterior

que
co E Y4 2084
) WAEYVAA] < M* : 12] +) ZPE[VAA ] [< g
k=1 BVl 1=

16



4 TEOREMAS LIMITE

Os teoremas limite classicos geralmente requerem independéncia e/ou distribui¢do
idéntica entre as variaveis aleatdrias de uma sequéncia. Diversos destes teoremas fo-
ram generalizados e seus resultados obtidos sob outras hip6teses para determinados
modelos.

Neste capitulo apresentamos uma versao baseada e levemente mais abrangente de
resultados presentes no artigo [9]], com a diferenca que, no modelo a ser apresentado
abaixo, o artigo considera como hipdtese uma sequéncia de nimeros reais {d,},>;
onde d, € [0, 1] e neste texto tomamos d,, € | —1,1[ . Os resultados a serem obtidos
sdo os mesmos, porém a modificagdo aumenta a possibilidade de suas aplicagoes
em outros modelos, como no exemplo do passeio aleatério do elefante, o qual ndo
se adequa ao modelo proposto no artigo e apresentaremos uma aplicagdo para este
exemplo no capitulo 5

Com isso, exibiremos condi¢des para a Lei Forte dos Grandes Nitmeros, o Teorema
Central do Limite e a Lei do Logaritmo Iterado para um processo de Bernoulli depen-

dente dado pelo modelo a seguir.

Seja {X,,},>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias com X; ~ Ber(py) e p; € ]0,1]
satisfazendo S
P(X141 :1|‘E1):9n+dn7n (1)

onde {0,},>1 e {d,},>1 sdo sequéncias de numeros reais tais que d, € |- 1,1],
(0, +d,x) € [0,1] para todo x € [0,1] e todo n € N*; F, = 0(Xy,...,X,) a o-algebra
gerada por Xy,...,X,; S, é a soma parcial ) " ; X;. Defina a sequéncia {a,},>; por

n—1
[ (1 %)
k=
Sejam {A,},>1 e {B,},>1 sequéncias de nimeros reais positivos tais que

n

Aﬁ: Zpk (1- Pk

17



4 Teoremas Limite

Defina
— Sn - ]E[Sn]

an

T,

Note que T, é F,,—mensuravel pois F, é a menor o-algebra onde Xy, ..., X,, sdo men-
suraveis e E[|T,|] < co pois T, < a,,(|S,,| + IE[S,]|) < 2n. Ainda,

E[T,F1] = a3 B[Sy + X, ~E[S,1]-E[X,] | Fii]
— Sn—l + Qn—l + dn—l Sn—l(” - 1)_1 - ]E[Sn—l] - E[]E[Xn | f';a—l]]
ap
— 6n—l + (1 + dn—l/(” - 1))511—1 _E[Sn—l] - Gn—l - dn—lE[Sn—ll/(n - 1)
ap
— (1 + dn—l/(n - 1))(811—1 _E[Sn—l]) — Sn—l _E[Sn—l] - T .
ay an—1 n—-

Logo {T,, F,,,n > 1} é martingal e sua diferenca martingal associada é {Y,,, 7, n > 1}
com Y, =T, _E[(Xl —-E[X(]) | {@,Q}] =T -E[X{]+E[X1]=Ti e Y, =T, - T, para

n>1. Com isso, para n > 1, tem-se

Sn _E[Sn] _ Sn—l _]E[Sn—l]

Y, =
ay a1
— Sn _]E[Sn] - (1 + dn—l(n - 1)_1)(Sn—1 - E[Sn—l])
al’l
— Xn _]E[Xn] _dn—l Sn—l _E[Sn—l], (2)
ay (Tl— 1)“11
e portanto
X, —E[X,]| 1]S,-1-E[S,_ 2
|Y'n|S n [ n]+_ n—-1 [ﬂl] |dn|<_ (3)
" a, n-—1 a,
Note ainda que, como E[X,,] = p,,, tem-se para n > 1
Pn = E[Xn] = E[E[Xn | ]'71—1]]
d n-1 d n-1
= Ot ;E[Xu =01+ ;pk (4

4.1 Lei Forte dos Grandes Nimeros

Os primeiros resultados registrados de lei de grandes nimeros datam de registros
escritos por Jakob Bernoulli em 1689 mas os primeiros resultados da Lei Forte dos

Grandes Niimeros sao atribuidos a Borel em 1909 e uma versao generalizada a Can-

18



4 Teoremas Limite

telli em 1917.
O resultado classico considera uma sequéncia de v.a.’s {X,},>1 i.i.d. com E[X,,] = u
. n . .S, _ .S, .
e S, =) j-; Xk, assim tem-se que lim = = u qg.c., ou seja, =* aproxima-se a menos
n—-o00
de um conjunto de medida nula de p para n suficientemente grande. Apresentamos
abaixo a generalizacdo desta lei e, na sequécia, condi¢do sob a qual o modelo (1)) a

satisfaz.

Definicao 4.1 Dizemos que uma sequéncia de variaveis aleatorias integraveis {X,},>1
satisfaz a Lei Forte dos Grandes Numeros se, para S, := ) ;_, Xy, tem-se
Sy —E[Sx]

lim =2
n—-00

=0 g.c

Teorema 4.2 O modelo (1)) satisfaz a Lei Forte dos Grandes Numeros se, e somente se,
i
= Q.
k+1
k=1
1-d;

Demonstragao: Se } ;2 - < oo, entdo segue dos itens (i) e (iii) do lema que

a = r}l_{r.}o a,/n €10,1] e, pela negacdo do item (ii) do lema 111i—r>1<>loA” # 00, portanto
lim A2 < co.
n—oo

Como |Y,| < 2/a, por (3), tem-se

n—o00

iE[lYn|2|ﬁ_1] < 4ia;2 = lim 4A2 < w0 q.c.
k=1 k=1

Com isso, segue do lema que Y k-1 Yx = T, converge quase certamente para uma

variavel aleatoria T.
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4 Teoremas Limite

Buscamos mostrar que T é nao-degenerada, segue do lema de Fatou que

2
m
E liminf(Tn—Tm)Z] < liminfE[(T, - T,,)?] = liminfE [ Z Yk]
m—00 m—00 m—-00
k=n+1
.. 2
< 11mnl>1£fE ZY+2Z |, ,jeln+1,...,m}
k=n+1 i<j
m
.. )
< diminfl ) E[¥7]+2) E[vy]
k=n+1 i<j
m [oe] 4
.. )
< llmnl)lgf E[Yk]< Z 2
k=n+1 k=n+1 %k
pois para i < j, tem-se E[Y;Y ]—E[YE[YlF] 1]] E[Y [Ti|Fi1] - ] 0. Logo

E(T,-T)*]<Y¥$, ., = pois E[(T, - T)?] = E[llmmf(Tn -T,) ]
ay m—00

Com isso, segue que lim E|(T,, — T)z] = 0 e portanto Var(T) = lim Var(T,). Note
n—o00

n—oo

que, por T, ter média 0, tem-se paran>1ei,je{l,2,...,n}

Var(T,) = E[T?] ZE[Y2]+ZZE[YZY]] Z]E[Yz]>0

i<j

pois E[Y?] =E[T]=p1(1-p;)>0e E[YkZ] > 0 para todo k > 1. Portanto Var(T) > 0,
logo

n—o0 n n—oo 1

P(hmw:o):w(nm a—”Tn:O):]P’(aT:O)<1,

i.e., a lei forte dos grandes nimeros ndo é satisfeita.
Considere agora ) 7, lk_le" = o0, segue do lema iii) que ]}1_{20 a,/n=0
. a
Fixe Z,, = -*Y,. Note que

Z 12 | Fi- n—ZE

k=1

2| k|2

Af<ay
entdo pelo lema[3.4)) 2, Z; converge quase certamente e pelo lema

n n
k S, —E[S
lim 22 E —Z = lim fn Y, = lim a—”Tn = lim Su—ElSu] =0 q.c.
n—oco N ax n—oco N n—oco N n—o0 n
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4 Teoremas Limite

4.2 Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite certamente ¢ um dos resultados mais importantes em
probabilidade devido sua vasta aplicabilidade e diversas consequéncias. Os re-
sultados iniciais conhecidos sdo de de Moivre e Laplace descrevendo uma soma
de v.a’s Bernoulli i.i.d. Ao longo da histéria diversos matematicos contribuiram
com generalizagdes do teorema, em especial Lévy, Lyapunov, Chebyshev, Lindeberg
dentre outros contribuiram fortemente com diversos resultados correlatos ao Teo-
rema Central do Limite no inicio do século XX.

O resultado clédssico considera como hip6tese uma sequéncia de v.a.’s {X,,},,>; 1.i.d.
com E[X,] = p<ooe Var(X,)=0*>0, definindo S, = Y }_, X, entdo

S —
n " DN(0,1).

o\n

Ha versdes mais gerais e variantes do teorema, utilizaremos o Teorema Central
do Limite para diferencas martingais apresentado pelo lema para demonstrar o

resultado abaixo.

Teorema 4.3 Seja {X,,},>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias que satisfaz o modelo
. Se lim B, = 00 e {A,,/B,,},>1 ¢ limitada, entdo

n—-o0

S,—E[S
”—[”]gN(Oll).
aﬂBT’l
Demonstracdo: Note que de lim B, = oo segue limA, = oo, pois
n—00 n—00

B2 =Y}, L;pk) < Yi_,a,> =A% Com isso, dos itens (ii) e (iii) do lema [3.2]

a;
Sn_E Sn] —
- =

do teorema tem-se que a lei forte dos grandes niimeros é satisfeita, i.e.
0(1) g.c. Da decomposi¢do de Yy dada em (2) e por E[X] = px segue que

E[Y7] i ]

|
|
=

Sio ~ElSial '
k—1 k-1

(Xk -E[X;] -

fk—l]

i Sk_
= —E_(Xk—E[Xk])2|]'7<—1]+2(9k—1 +dk—1kk_i —Pk+ 1)0[

|

AN}
?v‘NlH

i 1
= —E _X,f —2p Xk +p,‘2‘|}'k_1] +0(a_2] q.c.
k
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4 Teoremas Limite

Em particular, por H e X,f = X} tem-se

E[S Si_1 —E[Si_
B[ X2 Aot | = EX ] = 0y + diy ooy S Bl o) g e,
logo
1 1- 1
E[Yk|]’7< 1]— 1 2pr)(pr +o(1 ))+p,§)+o[—2]:pk(—2pk)+o[—2] g.c.
k ak ak ak
Com isso,
p(1-pk) noo1
ercl:l]E[YkzLPk—l] Zk 1 ai Zk:l u,f
2 = 2 + 2 0(1)
BTl Bn BV[
B, An)2
—+|—=—] o(l)=1+0(1) q.c,,

pois, por hipétese, {A,/B,},>1 é limitada. Logo

lim Y i E[YA 1] _

n—00 B%

Portanto segue do lema [3.5|que

Lic Y _ Tu _ Su=E[Sul Dy,
Bn Bn aan

4.3 Lei do Logaritmo Iterado

A Lei do Logaritmo Iterado surgiu de esforgos para determinagdo da taxa de con-
vergéncia para leis de grandes nimeros. Khintchine demonstrou este resultado
para soma de varidveis aleatérias Bernoulli i.i.d. em 1924 e Kolmogorov mostrou
uma generalizagdo para outras distribui¢des em 1929.

Posteriormente, em 1941, Hartman e Wintner apresentaram uma versao mais de-
talhada para uma soma de varidveis aleatdrias Yj i.i.d. com média zero e varidncia

1 onde 0y
limsup+ Lict Yt

.
n—c0 2nIn(In(n))
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4 Teoremas Limite

Apresentamos aqui uma versdo mais generalizada conforme segue.

Teorema 4.4 Seja {X,},>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias que satisfaz o modelo
. Se lim B, = o0 e {A,,/B,,},>1 limitada, entdo

n—o0

limsup + SuBlS. ] _ V2 g.c.
n—oo a,By, ln(ln(Bn))

Demonstragdo: Note que, sendo By # 0 para k > 1, tem-se

. B, .. Bi : 1
lim = lim =lim |—— =1
n—00 Bn+l n—00 B% + Pk+1(1-Pr+1) n—00 1+ Prs1(1=ppi1)

2
Af+1 an11Bn

Como estamos sob as mesmas hipéteses do teorema também ¢ valido, entdo
segue do lema 3.6/ que

n_ Y - E In(1 2
limsup + Liz1 Yk = limsup+ Sp—E[S,] 1 [In(In(Bj))

H—00 \/23121111(111(3121)) —00 aan/ln(ln(Bn))$ In(In(B,,))

= Llimsup+ Su—E[S,] In(In(B,))  _ In(2)
V2 o a,B,/In(In(B,)) \ 1n(In(B,))  In(In(B,))
= Llimsupi Su—ElS]
V2 - a,B,4/In(In(B,))
= 1 qg.c

+0(1)

Portanto,
-E
limsup + Sn—ElS.] =V2 q.c.
n—co  a,B,+/In(In(B,,))
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5 APLICACAO NO PASSEIO ALEATORIO DO ELEFANTE

O passeio aleatdrio do elefante é um modelo de passeio aleatério unidimensional
apresentado em [10]]. Este modelo foi denominado dessa forma fazendo referéncia a
alegoria dos elefantes possuirem uma 6tima memoria, o que se relaciona ao fato de

nao ocorrer perda de memoria nesse modelo.

5.1 O modelo

No passeio aleatério do elefante, a posigdo inicial é dada por xy € Z e o elefante
move-se um passo a direita ou a esquerda em Z em tempo discreto, representamos

sua posicao no tempo n € N pela varidvel aleatéria x,, e define-se

Xn+l = Xn T n+1

onde 77,1 = 1 é uma varidvel aleatdria sujeita as regras abaixo:

(i) A partir da posicdo inicial x, o elefante move-se para a direita com probabi-

lidade g € [0,1] e para a esquerda com probabilidade 1 —g, i.e.,
Py =1)=q e P(p; =-1)=1-q¢.

(ii) no passo n+ 1 um namero n’ € {1,2,...,n} é escolhido com probabilidade 1/n.
(iii) Para um p € [0,1] dado, tem-se P(1},,,1 = 11,y) =p e P(1,41 = —11,v) = 1 —p.

Pelo item (ii) o elefante olha para todo seu passado a cada passo e escolhe de forma
equiprovavel algum de seus passos anteriores sendo que a probabilidade de replicar
o sentido do passo escolhido é dada pelo item (iii). Com isso, esse modelo apresenta
memdria infinita para p € |0,1[ , pois a escolha de cado passo depende das escolhas
anteriores.

Indutivamente tem-se

n
Xn=2Xot Zﬂk:
k=1

24



5 Aplicagao no passeio aleatério do elefante

a menos de uma translagao, sempre podemos considerar x, = 0. Seja, portanto,
Xo = 0; logo x, = Y t_; k- Note que uma varidvel aleatdria Bernoulli X,, = 1(y,=1)
pode ser associada a cada 7, pela relagdo 77, = 2X,, — 1 q.c. e, consequentemente,
Xn = 2S5, —n q.c. Note que, pela definicio de X,, F, = o(X,X,,...,X,) =
o (111250 1)

Pelos resultados apresentados em [1]] e [10], tem-se

n

P11 = nlF) = 2% ;(1 +(2p—1)mn) paran>1en = =1, (6)
Bliu] = Figr (1707 +o(1) ”)

B = 22 _rl()z(;)q_ = (2P +0(1)) e (8)
El1l ) = (20 - 1)28, (9)

substituindo 1, e x,, por 2X,,— 1 e 25, — n em (9), respectivamente, obtém-se

25’;1_”=2(1—p+(2p—1)5 )—1.

2P(Xr = 11R)—1=(2p-1) o
Com isso, P(X,,1 = 1|F)=(1-p)+(2p - 1)%, ao fixar pe 10,1[, tem-se 6, =1 —p,
d,=2p-1le]-1,1[e(0,+d,-x)€]0,1] para x € [0,1], o modelo (1) é satisfeito.
Ainda,
I'(2p+1) T(2p+2) I'(n+2p-1)

a —ﬁ(1+2p_1)—ﬂz;i(k+2p—l>_ [2p) TpD) "Tpin-2 _L(n+2p-1)
n= P (n—1)! - I'(n) - T(m)I(2p)

k=1

Em particular,
0= I(n+2p—-1) n?!
" T(mI(2p)  T(2p)

(I+0(1)) (10)

Definimos
M. = Xn_E[Xn] _ 2Sn_n_2E[Sn]+n _
b= = -
a, a,

27,

logo {M,,, F,,,n > 1} é martingal e sua diferenca martingal associada é {D,, F,,n > 1}
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5 Aplicagao no passeio aleatério do elefante

com D, =2Y,, e portanto |D,| < ai.

M= Eln]  Xuo1 —Elxua]
a, (n—1)a,

D, = (2p-1). (11)

Defina também a sequéncia {s,},,> de reais ndo negativos por

n
1
si=4q(l-q)+ ) =
k=2 %

e conforme apresentado em [1]]

2 _T(2p)? 54
sn—m(n P+o(1)) parap<3/de (12)
s2=T(3/2)*(In(n) + 0(1)) para p = 3/4. (13)

5.2 Teoremas limite

Considerando o modelo apresentado, podemos aplicar diretamente os resultados do
capitulo anterior para o passeio aleatdrio do elefante. Assim faremos abaixo com a
Lei Forte dos Grandes Niimeros e utilizaremos uma demonstragdo andloga do Teorema

Central do Limite neste caso.

Teorema 5.1 O passeio aleatério do elefante satisfaz a Lei Forte dos Grandes Nitmeros

para todo p €]0, 1].

Xn=Elxul _ ~Su—E[S,]
r =2

n n

Como } 2, = d" =2(1-p) Y, ﬁ = 00, segue do teorema [4.2/que M, — 0 q.c. O

com d,, = 2p — 1 no modelo H

Demonstragﬁo- Basta notar que

Teorema 5.2 Seja {x,},>1 0 passeio aleatério do elefante com p € ]O, %], entio

Snan ’ .

Demonstra¢do: Como s, # 2B,, ndo podemos usar diretamente teorema con-
tudo, pode-se demonstrar o teorema de forma andloga conforme segue abaixo.
Buscamos estimar E[lel]-"n_l]. Como o passeio aleatério do elefante satisfaz a Lei

Xk-1 ]E[Xk 1](

Forte dos Grandes Numeros para p € ]O,%], tem-se 2p—1) sendo F_4-

mensuravel e o(1). Ainda, por , tem-se que E[#,] = of ) parap € ]0, Z]'
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5 Aplicagao no passeio aleatério do elefante

Com isso, segue de que

2
1 Xi—1 — Elxx-
E[D| %] = SE ((ﬂk—E[nk])— . 1k_[1 . 1](219—1)) -7:I<—1]
n
Xk-
= _E[l_ZE[Uk]Wk+ (E[1x]) |-7'—k 1]+2( 2p—1)k —]E[iyk]+1) (az
k
2 (2p-1 (E
_ _2+ [’7k]2 p )Xk—1+ [T]2k] o iz
an ak(k—l) ak ak
1 1
= —+0( ) g.c. para todo k> 1,
a? ”k
pois “;%) Z(ZPTU);;{I ((21?— 1)%—E[nk]+ 1) sdo limitadas e ndo nulas; e 1 = +1.

Note ainda que pelo lema Y 1% = o , para p € ]0,%];
a
E[DFI7] =E[( ~Eli))?] = 1- (24 -1)> = 4q(1 - g) = 5%, logo

— n 1 no 1
Yo E[DIARo] 4q(1 q)+zk=2a,§ k=27

2
- + Fo(1
2 2 2
2
2 | 4qg(1-
n 1
Sn Zk:za_z
k
= 1+0(1) q.c,
ou seja,
D F
lim Lt [2 i 1]:1q.c. (14)
n—-o00 SI’Z

Portanto segue do lema [3.5|que

n
D -
Zk:l k — Mn — X}’l ]E[Xn] B)N(O,l).
sn STl Snan

O

Note que p = 3/4, limitante superior do intervalo de p para o qual demonstrou-se o
Teorema Central do Limite, é ponto critico onde o passeio aleatdrio torna-se superdi-
fusivo, conforme apresentado em [10]. Ainda, temos de forma especifica o corolario

a seguir.
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5 Aplicagao no passeio aleatério do elefante

Corolario 5.3 Seja {x,},>1 0 passeio aleatorio do elefante, entdo

_ 29-1 _2p-1
Xn— 171 3
S ) i3—>N(O,1)pampe]0,—[e
n/(3 —4p) 4
2q-1 172

Xn= 12" D
— N(0,1) para p = 3/4.
Vnlnn

Demonstragdo: Conforme apresentado em H CEXue] = %(qT—pl) (nz(P‘l) + 0(1)) e segue
de , e 1} que s,a, = \n/(3—4p)+o(l) parap e ]0, %[ es,a, = Vnlnn+o(1)
para p = 3/4. Portanto, o resultado segue diretamente do teorema O
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6 CONCLUSOES

Conforme o estudo apresentado neste texto, conclui-se que uma sequéncia de
varidveis aleatérias que se enquadra no modelo (1)) satisfaz a Lei Forte dos Grandes
Ntimeros, o Teorema Central do Limite e a Lei do Logaritmo Iterado sob as condigdes
apresentadas. Além disso, a aplicagdo no passeio aleatdério do elefante propicia
demonstragao para teoremas limite neste caso.

Destacamos a possibilidade de aplicacdo dos resultados estudados neste trabalho
em modelos que se adequam a (/1)) e que tais proposi¢des ainda nao foram estudadas,
ao exemplo dos modelos de interesse fisico apresentados nos artigos [5] Memory-
induced anomalous dynamics in a minimal random walk model por Harbola et al.(2014)

e 71| Anomalous diffusion induced by enhancement of memory por Kim(2014).
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