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Santo André, 15 de maio de 2018.

ii



Lista de sı́mbolos

Sı́mbolo Descrição

1A função indicadora do conjunto A

ϕX função caracterı́stica de X

σ (·) σ -álgebra gerada por

Ω espaço amostral

Ber(p) distribuição de Bernoulli

E[X] média, esperança, valor esperado, integral de Lebesgue de X

E[X |A] esperança condicional de X a um evento A dado

E[X |F ] esperança condicional de X a uma σ -álgebra F dada

FX função distribuição acumulada de X

Lp(Ω,F ,P) espaço das funções F -mensuráveis com norma LP finita em (Ω,F ,P)

i.i.d. independentes e identicamente distribuı́das

L1 classe das variáveis aleatórias com média finita

N (0,1) distribuição normal padrão

N (µ,σ2) distribuição normal com média µ e desvio padrão σ > 0

o(g(n)) classe das funções com crescimento assintótico estritamente menor que

g(n)

P probabilidade, medida de probabilidade

P(A|B) probabilidade condicional de A a um evento B dado

P(A|F ) probabilidade condicional de A a uma σ -álgebra F dada

q.c. quase certamente, P−quase certamente

v.a. variável aleatória

〈·, ·〉 produto interno

∼ relação de equivalêcia entre distribuições
P→ converge em probabilidade para, converge em medida para
D→ converge em distribuição para
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Resumo

Esta monografia apresenta um estudo sobre condições suficientes sob as quais é

possı́vel demonstrar a Lei Forte dos Grandes Números, o Teorema Central do Limite

e a Lei do Logaritmo Iterado para somas parciais de um determinado modelo de

variáveis aleatórias Bernoulli dependentes e, ao fim, apresenta-se uma aplicação

dos resultados no passeio aleatório do elefante.

Palavras-chave: Variáveis aleatórias Bernoulli dependentes, Lei Forte dos Grandes

Números, Teorema Central do Limite, Lei do Logaritmo Iterado, Passeio aleatório

do elefante.
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Abstract

This work presents a study of sufficient conditions under which it is possible to

proof the strong law of large numbers, the central limit theorem and the law of

iterated logarithm for a given partial sum of dependent Bernoulli random variables

and, at last, presents an application of the results to the elephant random walk.

Keywords: Dependent Bernoulli random variables, Strong law of large numbers,

Central limit theorem, Law of the iterated logarithm, Elephant random walk.
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1 Introdução

Teoremas limite podem ser considerados de grande interesse, em especial por des-

creverem propriedades de importância aplicacional e teórica, contudo os resultados

clássicos desses teoremas requerem a independência de variáveis aleatórias. Trata-

remos de um caso onde há uma relação especial de dependência entre as variáveis

aleatórias que nos permite utilizar teoria limite de martingais para obtermos os re-

sultados desejados.

O modelo a ser estudado será dado por uma sequência de variáveis aleatórias de

Bernoulli {Xn}n≥1 que satsifazem

P(Xn+1 = 1|Fn) = θn + dn
Sn
n
,

onde {θn}n≥1 e {dn}n≥1 são sequências de números reais tais que dn ∈ ] − 1,1[,

(θn + dnx) ∈ [0,1] para todo x ∈ [0,1] e todo n ∈ N∗, Fn = σ (X1, . . . ,Xn) e Sn =
∑n
i=1Xi .

Esse modelo é derivado de uma série de trabalhos. O modelo de distribuição bino-

mial generalizada introduzido por Drezner e Farnum(1993) no artigo [2] apresenta

a relação acima com θn = p(1− dn), dn ≤ 1 e p ∈ ]0,1[ satisfazendo o Teorema Central
do Limite quando dn = d ∈

[
0, 1

2

]
, conforme apresentado por Heyde(2004) em [4]. Um

estudo mais recente realizado por James et al.(2008) em [6] mostra teoremas limites

para o mesmo modelo de Drezner e Farnum(1993) considerando dn ∈ [0,1[.

A versão a ser estudada neste texto é baseada num modelo presente na referência

principal desta monografia, o artigo [9] Asymptotics for dependent Bernoulli random
variables por Qi et al.(2012), com a diferença de que no artigo

dn ∈ [0,1[. Sob determinadas condições demonstra-se a Lei Forte dos Grandes Números,
o Teorema Central do Limite e a Lei do Logaritmo Iterado para este modelo.

Os conceitos matemáticos e probabilı́sticos necessários e utilizados no texto são

apresentados no segundo capı́tulo, uma abordagem mais fundamental ou detalhada

pode ser encontrada nas referências [11] e [12].

Os métodos utilizados para demonstração dos teoremas limite baseiam nas técnicas

e proposições presentes no livro [3] Martingale limit theory and its applications por

Hall e Heyde(1980) e no artigo [6] Limit theorems for correlated Bernoulli random vari-
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1 Introdução

ables por James et al.(2008) e são apresentados em sua essência no terceiro capı́tulo,

o de resultados auxilares. O quarto capı́tulo apresenta o principal objeto de estudo

deste trabalho abordando o modelo e teoremas limite comentados acima.

Trataremos no quinto capı́tulo de uma aplicação no passeio aleatório do elefante

conforme apresentado no artigo [1] Central limit theorem and related results for the
elephant random walk por Coletti et al.(2017) e destacamos ao fim do texto possı́veis

aplicações dos resultados mostrados de outros modelos de interesse fı́sico e demais

áreas cientı́ficas.
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2 Conceitos preliminares

Neste capı́tulo introduziremos algumas notações básicas e apresentaremos concei-

tos centrais para o desenvolvimento da teoria apresentada no trabalho. Diversas

propriedades e resultados fundamentais da teoria de probabilidades serão conside-

rados conhecidos e podem ser encontrados nas referências [11] e [12].

2.1 Conceitos fundamentais

As variáveis aleatórias serão definidas sobre um espaço de probabilidade (Ω,F ,P);

a esperança, denotada por E[·], é a integral de Lebesgue. Dado A ⊆ Ω, a função

indicadora 1A é definida por

1A(ω) =

 1 , se ω ∈ A
0 , se ω < A.

Seja %(x) uma proposição aberta em x, dizemos que % é P−quase-certa quando o con-

junto BB {ω ∈Ω : %(ω)} é F -mensurável com P(B) = 1, sendo abreviada por % q.c.
A função distribuição acumulada FX : R→ [0,1] de uma variável aleatória X é dada

por FX(t) = P(X ≤ t). A função caracterı́stica ϕX : R→ C de uma variável aleatória X

caracteriza unicamente a distribuição de X e é definida por

ϕX(t) = E[eitX].

Uma variável aleatória X possui distribuição de Bernoulli exatamente quando

P(X = 1) = 1 − P(X = 0) = p ∈ [0,1], denotada por X ∼ Ber(p). Em particular,

X = 1(X=1) q.c. Por sua vez, dizemos que a variável aleatória Y possui distribuição

normal com média µ e desvio padrão σ > 0 se ϕY (t) = E
[
eitµ−

1
2 t

2σ2]
, denotada por

Y ∼ N (µ,σ2). A distribuição normal padrão é dada por N (0,1), em particular,

padroniza-se Y pela variável aleatória definida por Y = Y−µ
σ .

Dizemos que uma variável aleatória X, que assume valores não negativos, apre-

senta perda de memória se, para dados t, s > 0, P(X > t + s|X ≥ s) = P(X > t).

3



2 Conceitos preliminares

A função gama Γ : R>0→ R definida por

Γ (x)B
∫ ∞

0
tx−1e−tdt

e possui como propriedade Γ (x + 1) = xΓ (x) e, indutivamente, Γ (n) = (n − 1)! para

n ∈ N∗. Para x suficientemente grande, dados α,β ∈ R, pode-se obter pela fórmula

de Stirling a aproximação

Γ (x+α)
Γ (x+ β)

= xα−β
(
1 +

(α − β)(α + β − 1)
2x

+ r(x)
)
,

com lim
x→∞

r(x) = 0.

Modos de convergêcia. Considere {Xn}n∈N uma sequência de variáveis aleatórias

e uma variável aleatória X definidas sobre um espaço de probabilidade (Ω,F ,P).

• Se, para todo ε > 0, P(|Xn−X | > ε)→ 0 quando n→∞, dizemos queXn converge

em probabilidade para X, sendo denotado por Xn
P→ X.

• Se, para todo x ∈ R no qual FX(x) é contı́nua, P(Xn ≤ x) → P(X ≤ x) quando

n→∞, dizemos que Xn converge em distribuição para X, denotada por Xn
D→ X.

Notação assintótica o(·). A classe o(g(n)) classifica as funções com crescimento

assintótico estritamente menor que g(n). Em particular, se g(n) , 0 para todo n ∈ N;

f (n) ∈ o(g(n)) se, e somente se,

lim
n→∞

f (n)
g(n)

= 0.

De forma abreviada denotaremos f (n) ∈ o(g(n)) por f (n) = o(g(n)) e lê-se ”f (n)

é de ordem (de magnitude) menor que g(n)”. Ainda, f (n) = h(n) + o(g(n)) indica

(f (n) − h(n)) ∈ o(g(n)) e f (n) = h(n) · o(g(n)) indica f (n)/h(n) ∈ o(g(n)). As seguintes

propriedades serão utilizadas sem demonstração no texto:

• Para h(n) e g(n) não nulas para todo n ∈ N, h(n) · o(g(n)) ≡ o(h(n)g(n)).

• Se h(n) ∈ [a,b] para a ∈ R>0 e todo n ∈ N, então o(±h(n)g(n)) = o(g(n)).

Particularmente, em alguns momentos quando lim
n→∞

f (n) = 0, f (n) será livremente

substituı́da por o(1) para simplificação da notação.
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2 Conceitos preliminares

2.2 Esperança condicional

Considere inicialmente a construção da esperança condicional a um evento B dado

pela alteração do espaço de probabilidade de (Ω,F ,P) para (B,F ∩ B,P(·|B)). Com

isso, se P(B) , 0 define-se a esperanca condicional da variável aleatória X dado o

evento B como

E[X |B] =
∫
B
XdP(·|B) =

∫
Ω

X1BdP/P(B) =
E[X1B]
P(B)

e se P(B) = 0, E[X |B]B 0. Esta definição de esperança condicional restrita a eventos

dados pode ser estendida para sub-σ -álgebras de F , a qual, em vez de um número,

será uma variável aleatória.

Caso discreto

Considerando o caso discreto, fixe uma famı́lia de eventos disjuntos {Ei}i∈I ⊆ F ,

com I enumerável, tal que
⋃
i∈I Ei = Ω. Note que E = {

⋃
j∈J Ej : J ⊆ I} = σ (Ei , i ∈ I) é

sub-σ -álgebra de F . Seja X ∈ L1(Ω,F ,P), definimos a variável aleatória Y = E[X |E]

como

Y (ω) =
∑
i∈I

E[X |Ei]1Ei (ω).

Para cada Ei , i ∈ I , temos Y [Ei] ≡ E[X |Ei] constante e podemos verificar que Y é

E-mensurável e integrável pois

E[|Y |] =
∑
i∈I
|E[X |Ei]| ≤

∑
i∈I

E[|X |1Ei ] = E[|X |] <∞.

Ainda temos para cada E ∈ E,

E[Y 1E] =
∫
E
YdP = E[X |E]P(E) = E[X1E].

Note que a relação E[1A] = P(A) pode ser estendida e define-se a probabilidade con-
dicional de A a uma σ -álgebra E dada por P(A|E)B E[1A|E].

Buscamos generalizar a definição de E[X |E] para E uma sub-σ -álgebra de F qual-

quer.
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2 Conceitos preliminares

Teorema fundamental e definição

Teorema 2.1 (Existência e unicidade quase certa) Seja X ∈ L1(Ω,F ,P) e E uma sub-σ -
álgebra de F . Então existe variável aleatória Y tal que

(a) Y é E-mensurável;

(b) Y é integrável e E[Y 1E] = E[X1E], para todo E ∈ E.

Neste caso, Y é denominada (uma versão da) esperança condicional de X dado E, a

qual escrevemos Y = E[X |E] quase certamente. Caso uma variável aleatória Z é tal

que E = σ (Z), escrevemos de forma alternativa Y = E[X |Z] q.c.

Demonstração do teorema: (Unicidade quase certa) Suponha que existam variáveis

aleatórias Y e Z que satisfaçam (a) e (b), então existe um evento A = {Y > Z} e temos

E[(Y −Z)1A] = E[Y 1A]−E[Z1A] = E[X1A]−E[X1A] = 0.

Portanto,Y ≤ Z q.c. De forma análoga temos Y ≥ Z q.c., logo Y = Z q.c.

(Existência) Considere a demonstração feita em 2 partes:

(1) Existência de E[X |E] para X ∈ L2. Suponha X ∈ L2(F ) B L2(Ω,F ,P), então

(L2(F ),〈·, ·〉) com 〈U,V 〉B E[UV ] é um espaço de Hilbert e L2(E) = L2(Ω,E ,P)

é subespaço fechado de L2(F ) completo, logo existe Y projeção ortogonal de

L2(F ) em L2(E) (Teorema 6.1 de [12], a qual satisfaz o item (a)) tal que

||X −Y ||22 = E
[
(X −Y )2

]
= inf

{
E
[
(X −W )2

]
:W ∈ L2(E)

}
,

〈X −Y ,Z〉 = 0, para todo Z ∈ L2(E).

Com isso, sendo E ∈ E, Z B 1E ∈ L2(E) e

〈X −Y ,1E〉 = E[X1E]−E[Y 1E] = 0⇔ E[X1E] = E[Y 1E],

satisfazendo o item (b). Ou seja, a projeção ortogonal Y de L2(F ) é uma versão

da esperança condicional de X dado E, quando X ∈ L2(F ).

(2) Existência de E[X |E] para X ∈ L1. Podemos decompor X em X = X+ − X−,
logo basta mostrar o caso quando X ∈ (L1)+ = (L1(Ω,F ,P))+ e considerar a

generalização. Neste caso podemos escolher uma sequência de variáveis

aleatórias limitadas (Xn)n≥0 tal que 0 ≤ Xn ↑ X. XnL2, logo podemos escolher

Yn uma versão de E[Xn|E].

6



2 Conceitos preliminares

Dado que 0 ≤ Yn ↑ Y q.c., temos Y (ω)B limsupYn(ω). Então Y ∈ mE e Yn ↑ Y
q.c. Pelo teorema da convergência monótona considerando os resultados para

Xn e Yn, temos para cada E ∈ E, E[X1E] = E[Y 1E], satisfazendo o item (b). O

item (a) é satisfeito pois os Yn’s são E-mensuráveis e Yn ↑ Y .

Para a generalização considerando X ∈ L1, X = X+ −X− com 0 ≤ X+
n ↑ X+ e 0 ≤

X−n ↑ X−; Y +
n , Y +

n versões de E[X+
n |E] e E(X−n |E), respectivamente; 0 ≤ Y +

n ↑ Y + e

0 ≤ Y −n ↑ Y −. Com isso podemos observar que E[X1E] = E[X+1E] −E[X−1E] =

E[Y +1E]−E[Y −1E] = E[Y 1E], para E ∈ E e Y = Y + −Y −.

�

Propriedades da esperança condicional

Elencamos aqui algumas propriedades destacadas na seção 9.7 e demonstradas na

seção 9.8 de [12], considerando E[|X |] <∞

(a) Se Y é qualquer versão de E[X |E], então E[Y ] = E[X].

(b) Se X é E-mensurável, então E[X |E] = X q.c.

(c) (linearidade) E[α1X1 +α2X2|E] = α1E[X1|E] +α2E[X2|E] q.c.

(d) (positividade) Se X ≥ 0, então E[X |E] ≥ 0.

(e) (convergêcia monótona) Se 0 ≤ Xn ↑ X, então E[Xn|E] ↑ E[X |E]

(f) (convergência dominada) Se, para todo n ≥ 1 e para todoω ∈Ω, |Xn(ω)| ≤ X(ω)

e Xn→ X q.c., então E[Xn|E]→ E[X |E] q.c.

(g) (lema de Fatou para eperança condicional) Se Xn ≥ 0, então

E[liminfXn|E] ≤ liminfE[Xn|E].

(h) Seja F sub-σ -álgebra de E, então E[(E[X |E])|F ] = E[X |F ].

(i) Seja Z variável aleatória E-mensurável, então E[ZX |E] = ZE[X |E] q.c.

(j) (independência) Se F e independente de σ (σ (X),E), i.e., se dados E ∈ σ (σ (X),E)

e F ∈ F tem-se P(E ∩F) = P(E)P(F), então E[X |σ (E ,F )] = E[X |E].

Em particular, se X é independente de F , E[X |F ] = E[X].

7



2 Conceitos preliminares

2.3 Martingais em tempo discreto

Ao definir uma sequência de variáveis aleatórias X = {Xn}n≥0, muitas vezes é útil

identificar relações entre seus elementos. Martingais são caracterizados por relações

entre os elementos de X contudo, antes de definir um martingal, precisamos des-

crever o que é um espaço de probabilidade filtrado e um processo (estocástico) a ele

adaptado. Como estamos no caso discreto, considere n ∈ {1,2, . . . ,T } no caso finito e

n ∈ N∗ no caso infinito.

Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade, denominamos {Fn : n ≥ 1} uma filtração
quando é uma famı́lia crescente de sub-σ -álgebras de F , i.e.

F1 ⊆ F2 ⊆ F3 ⊆ · · · ⊆ F

e definimos

F∞B σ

⋃
n≥1

Fn

 ⊆ F .
Com isso, define-se (Ω,F , {Fn}n≥1,P) como o espaço de probabilidade filtrado.

Ainda, dizemos que um processo estocástico em tempo discreto X = {Xn}n≥1 é

adaptado (à filtração {Fn}n≥1) se, para cada n, Xn é Fn-mensurável. Denominamos

também como filtração natural de um processo X a menor filtração a qual X é pro-

cesso adaptado, i.e., {Fn}n≥1 com Fn = σ (Xu : u ≤ n).

Definição 2.2 (Martingal) Seja (Ω,F , {Fn}n≥1,P) um espaço de probabilidade filtrado.
O processo estocástico X = {Xn}n≥1 (em tempo discreto) é denominado um martingal se,
e somente se:

(a) X é adaptado a {Fn}n≥1,

(b) E[|Xn|] <∞, para todo n,

(c) E[Xn|Fm] = Xm q.c., para todo m ≤ n.

Por vezes denota-se um martingal por {Xn,Fn,n ≥ 1} identificando a filtração adap-

tada.

Definição 2.3 (Diferença martingal) Seja {Xn,Fn,n ≥ 1} um martingal e F0B σ (∅) =

{∅,Ω}, define-se Yn uma diferença martingal por

Yn = Xn −E[Xn|Fn−1].

8



2 Conceitos preliminares

Note que Y1 = X1 −E[X1] e Yn = Xn −Xn−1 para n > 1, logo Xn =
∑n
j=1Yj +E[X1].

Definição 2.4 (Arranjo martingal) Seja {Sni ,Fni , i ∈ {1,2, . . . , kn}} um martingal para
cada n ≥ 1. Denomina-se arranjo martingal uma sequência de sequências de martingais
{Sni ,Fni , i ∈ {1,2, . . . , kn},n ≥ 1}.

Exemplo 2.5 Seja {Xn}n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes com

E[Xn] = µn e Fn = σ (X1, . . . ,Xn) a filtração natural. Então a sequência de variáveis

aleatórias {Mn}n≥1 definida por

Mn =
n∑
k=1

Xk −
n∑
k=1

µk

é martingal adaptado a Fn, pois (Xn −µn) é independente de X1, . . . ,Xn−1, (Xn −µn) é

independente de Fn−1 e definindo M0 = 0, tem-se

E[Mn|Fn−1] = E[Xn −µn +Mn−1|Fn−1]

= E[Xn −µn|Fn−1] +E[Mn−1|Fn−1]

= E[Xn −µn] +Mn−1

= Mn−1.

Em paticular, o passeio aleatório simples é um exemplo desse modelo onde E[Xn] = 0

para todo n ≥ 1.

Exemplo 2.6 Seja {Xn}n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes com

E[Xn] = 1 e Fn = σ (X1, . . . ,Xn). Defina a a sequência de variáveis aleatórias {Mn}n≥1

por

Mn =
n∏
k=1

Xk ,

então {Mn,Fn,n ≥ 1} é martingal, pois definindo M0 = 1 e pela independência de Xn
em Fn−1 segue que

E[Mn|Fn−1] = E[XnMn−1|Fn−1]

= Mn−1E[Xn|Fn−1]

= Mn−1E[Xn]

= Mn−1.

9



2 Conceitos preliminares

Exemplo 2.7 O processo de ramificação de Galton-Watson descreve um processo de

reprodução em gerações. Considere {Xni , i ≥ 1,n ≥ 1} um arranjo de variáveis

aleatórias independentes e identicamente distribuidas com valores em Z+ e

E[Xni] = µ > 0.

O processo de Galton-Watson simples {Zn}n≥0 é definido por Z0 = 1 e

Zn =
Zn−1∑
k=1

Xnk .

Seja Mn = Zn
µn e Fn = σ (M1, . . . ,Mn), note que E[Mn] < ∞ para todo n ∈ N. Pela

independência de Xni em Fn−1 e definindo M0 = Z0 = 1, tem-se

E[Mn|Fn−1] =
1
µn

E

Zn−1∑
k=1

Xnk

∣∣∣∣∣∣∣Fn−1


=

1
µn

E

Zn−1∑
k=1

Xnk


=

1
µn
µZn−1

= Mn−1.

Com isso, {Mn,Fn,n ≥ 1} é um martingal.

Há uma diversidade de resultados obtidos para martingais e por esse motivo eles

são um recurso prático para demonstração de alguns teoremas para determinados

modelos, de forma que muitas vezes é mais simples obter martingal e utilizar resul-

tados conhecidos na demonstração de algumas proposições.

Serão obtidos martingais a partir dos modelos a serem apresentados neste traba-

lho e utilizaremos resultados para martingais na demonstração dos teoremas limite.

Enunciamos abaixo algumas proposições de teoria limite para martingais presentes

em [3] as quais utilizaremos no próximo capı́tulo.

Proposição 2.8 (Teorema 2.17 de [3]) Sejam
{∑n

k=1Zk ,Fn,n ≥ 1
}

um martingal e
p ∈ [1,2]. Se

∑∞
k=1E [|Zk |p|Fn−1] <∞ q.c., então

∑∞
k=1Zk converge quase certamente.

Proposição 2.9 (Corolário 3.1 de [3]) Seja
{∑i

k=1Znk ,Fni ,1 ≤ i ≤ kn,n ≥ 1
}

um arranjo

martingal com Fni ⊆ Fn+1,i ,
∑i
k=1Znk ∈ L2 e E

[∑i
k=1Znk

]
= 0 para todo

10



2 Conceitos preliminares

i ∈ {1,2, . . . , kn}, n ≥ 1. Seja também σ2 uma variável aleatória finita quase-certamente.
Se

(i) para todo ε > 0, E
[
Z2
ni1(|Zni |>ε)|Fn,i−1

] P→ 0

(ii) V 2
nkn

=
∑kn
i=1E

[
Z2
ni |Fn,i−1

] P→ σ2,

então
kn∑
k=1

Znk
D→ Z

tal que ϕZ(t) = E
[
e−

1
2σ

2t2
]
.

Proposição 2.10 (Teoremas 4.7 e 4.8 de [3]) Seja
{∑n

k=1Yk ,Fn,n ≥ 1
}

um martingal com
média zero tal que |Yk | ≤ ck ∈ R>0 para todo k ≥ 1, e seja {Wn}n≥1 uma sequência de
variáveis aleatórias com Wn Fn−1-mensurável, lim

n→∞
Wn =∞ e lim

n→∞
Wn/Wn+1 = 1. Se

W −2
n

n∑
k=1

E
[
Y 2
k

∣∣∣Fk−1

]
→ 1 q.c. e

∞∑
k=1

W −4
n E

[
Y 4
k

∣∣∣Fk−1

]
<∞ q.c.,

então

limsup
n→∞

∑n
k=1Yk√

2W 2
n ln(ln(W 2

n ))
= 1 q.c. e liminf

n→∞

∑n
k=1Yk√

2W 2
n ln(ln(W 2

n ))
= −1 q.c.

11



3 Resultados auxiliares

O objetivo deste capı́tulo é apresentar resultados a serem utilizados nos capı́tulos

posteriores. Em especial, parte das proposições apresentadas referem-se a teoremas

limite para diferenças martingais e outra parte refere-se a resultados para sequências

e séries dos modelos a serem estudados. Diversos destes resultados estão presentes

em [6] e [9].

Lema 3.1 (Lema de Kronecker) Sejam {an}n∈N uma sequência de números reais com∑∞
k=1 ak <∞ e {bn}n∈N uma sequência crescente de números reais positivos com bn ↑ ∞,

então

lim
n→∞

b−1
n

n∑
k=1

bkak = 0.

Demonstração: Fixe Sn B
∑n
i=1 ai . Pelo método da soma por partes de Abel, tem-

se que
∑n
k=p akbk =

∑n−1
k=p Sk(bk − bk+1) − Sp−1bp + Snbn. Tomando p = 1 e dividindo a

igualdade por bn obtem-se

1
bn

n∑
k=1

bkak = Sn −
1
bn

n−1∑
k=1

(bk+1 − bk)Sk .

Seja s B
∑∞
k=1 ak. Dado ε > 0 existe N ∈ N∗ para n suficientemente grande tal que

|Sm − s| < ε para m ≥N . Logo

1
bn

n∑
k=1

bkak = Sn −
1
bn

N−1∑
k=1

(bk+1 − bk)Sk −
1
bn

n−1∑
k=N

(bk+1 − bk)Sk

= Sn −
1
bn

N−1∑
k=1

(bk+1 − bk)Sk −
1
bn

n−1∑
k=N

(bk+1 − bk)s −
1
bn

n−1∑
k=N

(bk+1 − bk)(Sk − s)

= Sn −
1
bn

N−1∑
k=1

(bk+1 − bk)Sk −
bn − bN
bn

s − 1
bn

n−1∑
k=N

(bk+1 − bk)(Sk − s).

12
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Note que, ∣∣∣∣∣∣∣ 1
bn

n−1∑
k=N

(bk+1 − bk)(Sk − s)

∣∣∣∣∣∣∣ < (1− bN /bn)ε ≤ ε

Ainda, Sn→ s, − 1
bn

∑N−1
k=1 (bk+1 − bk)Sk → 0 e −bn−bNbn

s→−s quando n→∞. Com isso,

segue o resultado

lim
n→∞

b−1
n

n∑
k=1

bnan = 0

�

Lema 3.2 Sejam {dn}n≥1 e {an}n≥1 sequências de números reais tais que dn ∈] − 1,1[ e
anB

∏n−1
k=1(1 +k−1dk) para todo n ∈ N∗. Seja também {An}n≥1 uma sequência de números

reais tal que A2
n =

∑n
k=1 a

−2
k . Com isso, tem-se:

(i) {an/n}n≥1 decrescente ;

(ii) Se lim
n→∞

An =∞, então lim
n→∞

an/n = 0;

(iii) lim
n→∞

an/n = 0 se, e somente se,
∑∞
k=1

1−dk
k+1 =∞.

Demonstração:

(i) Note que 1
n = 1 · 1

2 ·
2
3 · · ·

n−1
(n−1)+1 =

∏n−1
k=1

k
k+1 , logo, para n > 1,

an
n

=
n−1∏
k=1

k + dk
k + 1

=
an−1

n− 1
· n− 1 + dn−1

n
=
an−1

n− 1
·
(
1− 1− dn−1

n

)

e como dk ∈] − 1,1[ para todo k ∈ N∗, segue que
(
1− 1−dn−1

n

)
∈ ]0,1[ para n > 1,

ou seja, an/n < an−1/(n− 1) para todo n > 1.

(ii) Como {an/n}n≥1 é descrescente e ak/k ∈]0,1] para todo k ∈ N∗, então {an/n}n≥1

converge para algum υ ∈ [0,1]. Considere a contrapositiva de (ii), então

lim
n→∞

an/n = υ > 0 e segue an/n ≥ υ para todo n ≥ 1, logo a−2
n ≤ (υn)−2 para

todo n ≥ 1.

Com isso, lim
n→∞

A2
n =

∑∞
k=1 a

−2
k ≤ υ

−2∑∞
k=1 k

−2 <∞. Portanto lim
n→∞

An <∞.

(iii) Note que

an
n

=
n−1∏
k=1

k + dk
k + 1

=
n−1∏
k=1

(
1− 1− dk

k + 1

)

13
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e 1−dn
n+1 > 0, então, pela proposição 4 do capı́tulo 7 de [8],

∏∞
k=1

(
1− 1−dk

k+1

)
∈ R∗

se, e somente se,
∑n
k=1

1−dk
k+1 < ∞. Como a sequência {an/n}n≥1 é descrescente

com an/n ∈]0,1] para todo n ∈ N∗, lim
n→∞

an
n =

∏∞
k=1

(
1− 1−dk

k+1

)
∈ [0,1]. Portanto,

lim
n→∞

an
n = 0 se, e somente se,

∑n
k=1

1−dk
k+1 =∞.

�

Lema 3.3 Sejam p ∈]0,1[ e {an}n≥1 uma sequência definida por an =
∏n−1
k=1(1+(2p−1)/k).

Então a série infinita
∑∞
k=1 a

−2
n converge se, e somente se, p > 3/4.

Demonstração: Note que an > 0 para todo n ≥ 1 e

n

(
1−

1/a2
n+1

1/a2
n

)
= n

a2
n+1 − a2

n

a2
n+1

=
2(2p − 1) + (2p−1)2

n

1 + 2(2p−1)
n + (2p−1)2

n2

,

logo R B lim
n→∞

n
(
1− 1/a2

n+1
1/a2

n

)
= 4p − 2. Pelo método de Raabe, apresentado em [8]

(capı́tulo IX §38 item 170); tem-se que
∑∞
k=1 a

−2
n converge para R > 1 e diverge para

R ≤ 1.

Com isso,
∑∞
k=1

1
a2
n
<∞ para p > 3/4 e

∑∞
k=1

1
a2
n

=∞ para p ≤ 3/4.

�

Lema 3.4 Sejam {Yn,Fn,n ≥ 1} uma sequência de diferenças martingais. Se∑∞
k=1E[Y 2

k |Fn−1] <∞ q.c., então
∑∞
k=1Yk <∞ q.c.

Demonstração: Seja F0 = {∅,Ω} e {Xn,Fn,n ≥ 1} um martingal que defina a sequência

de diferenças martingais dada, i.e., Yn = Xn−E[Xn|Fn−1], então
∑n
k=1Yk = Xn+E[X1].

Note que
∑n
k=1Yk é Fn-mesurável pois é uma soma de Xn com uma constante e

E
[
|
∑n
k=1Yk |

]
≤ E[|Xn|] +E[X1] <∞. Ainda,

E

 n+1∑
k=1

Yk

∣∣∣∣∣∣∣Fn
 = E[Xn+1 +E[X1]|Fn]

= Xn +E[X1]

=
∑n
k=1Yk .

Logo
{∑n

k=1Yk ,Fn,n ≥ 1
}

é martingal e o resultado segue da proposição 2.8. �
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Lema 3.5 Sejam {Yn,Fn,n ≥ 1} uma sequência de diferenças martingais e {Bn}n≥1 uma

sequência de constantes positivas com lim
n→∞

Bn =∞. Se B−2∑n
k=1E[Y 2

k |Fn−1]
P→ σ2, então

∑n
k=1Yk
Bn

D→N (0,σ2).

Demonstração: Fixe Zni = Yi/Bn com i ∈ {1,2 . . . ,n}. Note que a condição de Linde-

berg condicional E
[
Z2
ni1(|Zni |>ε)|Fn,i−1

] P→ 0 é satisfeita para todo ε > 0, pois para cada

i ≥ 1, Yi <∞ q.c. e {Bn}n≥1 é uma sequência de constantes positivas com lim
n→∞

Bn =∞,

logo existe N ∈ N tal que para n ≥ N tem-se |Zni | < ε q.c., ou seja, para n suficiente-

mente grande tem-se

P
(∣∣∣∣E [

Z2
ni |Fn,i−1

]
1(|Zni |>ε)

∣∣∣∣ > ε) = 0.

Portanto, pela proposição 2.9,
∑n
k=1Yk
Bn

D→ Z tal que ϕZ(t) = E
[
e−

1
2σ

2t2
]
, como a função

caracterı́stica define unicamente a função distribuição, segue que Z ∼N (0,σ2). �

Lema 3.6 Sejam {Yn,Fn,n ≥ 1} uma sequência de diferenças martingais tal que |Yk | ≤ c
para todo k ≥ 1. Se existe de uma sequência não decrescente de constantes positivas
{Wn}n≥1 com lim

n→∞
Wn =∞, lim

n→∞
Wn/Wn+1 = 1 e

W −2
n

n∑
k=1

E[Y 2
k |Fk−1]→ 1 q.c.,

então

limsup
n→∞

±
∑n
k=1Yk√

2W 2
n ln(ln(W 2

n ))
= 1 q.c.

Demonstração: Pela proposição (2.10), basta mostrar que

∞∑
k=1

W −4
n E[Y 4

k |Fk−1] <∞ q.c.

Defina a sequência de variáveis aleatórias não negativas {Zn}n≥1 por
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Z2
n =

∑n
k=1E[Y 2

k |Fk−1] e assumindo F0 = {∅,Ω} e Z2
1 = E[Y 2

1 ] > 0 segue que

∞∑
k=2

Z−4
k E[Y 4

k |Fk−1] ≤ c2
∞∑
k=2

Z−4
k E[Y 2

k |Fk−1]

≤ c2
∞∑
k=2

Z−4
k (Z2

k −Z
2
k−1)

≤ c2
∞∑
k=2

Z2
k −Z

2
k−1

Z2
kZ

2
k−1

= c2
∞∑
k=2

(Z−2
k −Z

−2
k−1) = c2Z−2

1 <∞ q.c.

Como W −2
n

∑n
k=1E[Y 2

k |Fk−1]→ 1 q.c., existe M > 0 tal que
∑n
k=1E[Y 2

k |Fk−1] ≤MW 2
n

a menos de um conjuto de medida nula. Com isso, segue da desigualdade anterior

que
∞∑
k=1

W −4
n E[Y 4

k |Fk−1] ≤M4

E[Y 4
1 ]

E[Y 2
1 ]

+
∞∑
k=2

Z−4
k E[Y 4

k |Fk−1]

 <∞ q.c.

�
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4 Teoremas Limite

Os teoremas limite clássicos geralmente requerem independência e/ou distribuição

idêntica entre as variáveis aleatórias de uma sequência. Diversos destes teoremas fo-

ram generalizados e seus resultados obtidos sob outras hipóteses para determinados

modelos.

Neste capı́tulo apresentamos uma versão baseada e levemente mais abrangente de

resultados presentes no artigo [9], com a diferença que, no modelo a ser apresentado

abaixo, o artigo considera como hipótese uma sequência de números reais {dn}n≥1

onde dn ∈ [0,1[ e neste texto tomamos dn ∈ ] − 1,1[ . Os resultados a serem obtidos

são os mesmos, porém a modificação aumenta a possibilidade de suas aplicações

em outros modelos, como no exemplo do passeio aleatório do elefante, o qual não

se adequa ao modelo proposto no artigo e apresentaremos uma aplicação para este

exemplo no capı́tulo 5.

Com isso, exibiremos condições para a Lei Forte dos Grandes Números, o Teorema
Central do Limite e a Lei do Logaritmo Iterado para um processo de Bernoulli depen-

dente dado pelo modelo a seguir.

Seja {Xn}n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias com Xk ∼ Ber(pk) e p1 ∈ ]0,1[

satisfazendo

P(Xn+1 = 1|Fn) = θn + dn
Sn
n

(1)

onde {θn}n≥1 e {dn}n≥1 são sequências de números reais tais que dn ∈ ] − 1,1[,

(θn + dnx) ∈ [0,1] para todo x ∈ [0,1] e todo n ∈ N∗; Fn = σ (X1, . . . ,Xn) a σ -álgebra

gerada por X1, . . . ,Xn; Sn é a soma parcial
∑n
i=1Xi . Defina a sequência {an}n≥1 por

anB
n−1∏
k=1

(
1 +

dk
k

)
.

Sejam {An}n≥1 e {Bn}n≥1 sequências de números reais positivos tais que

A2
n =

n∑
k=1

1

a2
k

e B2
n =

n∑
k=1

pk(1− pk)
a2
k

.
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Defina

Tn =
Sn −E[Sn]

an
.

Note que Tn é Fn−mensurável pois Fn é a menor σ -álgebra onde X1, . . . ,Xn são men-

suráveis e E [|Tn|] <∞ pois Tn ≤ a−1
n (|Sn|+ |E[Sn]|) ≤ 2n. Ainda,

E [Tn|Fn−1] = a−1
n E [Sn−1 +Xn −E[Sn−1]−E[Xn] | Fn+1]

=
Sn−1 +θn−1 + dn−1Sn−1(n− 1)−1 −E[Sn−1]−E[E[Xn | Fn−1]]

an

=
θn−1 + (1 + dn−1/(n− 1))Sn−1 −E[Sn−1]−θn−1 − dn−1E[Sn−1]/(n− 1)

an

=
(1 + dn−1/(n− 1))(Sn−1 −E[Sn−1])

an
=
Sn−1 −E[Sn−1]

an−1
= Tn−1.

Logo {Tn,Fn,n ≥ 1} é martingal e sua diferença martingal associada é {Yn,Fn,n ≥ 1}
com Y1 = T1 −E [(X1 −E[X1]) | {∅,Ω}] = T1 −E[X1] +E[X1] = T1 e Yn = Tn − Tn−1 para

n > 1. Com isso, para n > 1, tem-se

Yn =
Sn −E[Sn]

an
− Sn−1 −E[Sn−1]

an−1

=
Sn −E[Sn]− (1 + dn−1(n− 1)−1)(Sn−1 −E[Sn−1])

an

=
Xn −E[Xn]

an
− dn−1

Sn−1 −E[Sn−1]
(n− 1)an

, (2)

e portanto

|Yn| ≤
|Xn −E[Xn]|

an
+

1
an

∣∣∣∣∣Sn−1 −E[Sn−1]
n− 1

∣∣∣∣∣ |dn| < 2
an

(3)

Note ainda que, como E[Xn] = pn, tem-se para n > 1

pn = E[Xn] = E [E[Xn | Fn−1]]

= θn−1 +
dn−1

n− 1

n−1∑
k=1

E[Xk] = θn−1 +
dn−1

n− 1

n−1∑
k=1

pk (4)

4.1 Lei Forte dos Grandes Números

Os primeiros resultados registrados de lei de grandes números datam de registros

escritos por Jakob Bernoulli em 1689 mas os primeiros resultados da Lei Forte dos
Grandes Números são atribuı́dos a Borel em 1909 e uma versão generalizada a Can-
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telli em 1917.

O resultado clássico considera uma sequência de v.a.’s {Xn}n≥1 i.i.d. com E[Xn] = µ

e Sn B
∑n
k=1Xk, assim tem-se que lim

n→∞
Sn
n = µ q.c., ou seja, Snn aproxima-se a menos

de um conjunto de medida nula de µ para n suficientemente grande. Apresentamos

abaixo a generalização desta lei e, na sequêcia, condição sob a qual o modelo (1) a

satisfaz.

Definição 4.1 Dizemos que uma sequência de variáveis aleatórias integráveis {Xn}n≥1

satisfaz a Lei Forte dos Grandes Números se, para SnB
∑n
k=1Xk, tem-se

lim
n→∞

Sn −E[Sn]
n

= 0 q.c.

Teorema 4.2 O modelo (1) satisfaz a Lei Forte dos Grandes Números se, e somente se,

∞∑
k=1

1− dk
k + 1

=∞.

Demonstração: Se
∑∞
k=1

1−dk
k+1 < ∞, então segue dos itens (i) e (iii) do lema 3.2 que

α B lim
n→∞

an/n ∈ ]0,1] e, pela negação do item (ii) do lema 3.2, lim
n→∞

An ,∞, portanto

lim
n→∞

A2
n <∞.

Como |Yn| < 2/an por (3), tem-se

∞∑
k=1

E
[
|Yn|2

∣∣∣Fn−1

]
< 4

∞∑
k=1

a−2
k = lim

n→∞
4A2

n <∞ q.c.

Com isso, segue do lema 3.4 que
∑n
k=1Yk = Tn converge quase certamente para uma

variável aleatória T .
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Buscamos mostrar que T é não-degenerada, segue do lema de Fatou que

E
[
liminf
m→∞

(Tn − Tm)2
]
≤ liminf

m→∞
E[(Tn − Tm)2] = liminf

m→∞
E


 m∑
k=n+1

Yk

2
≤ liminf

m→∞
E

 m∑
k=n+1

Y 2
k + 2

∑
i<j

YiYj

 , i, j ∈ {n+ 1, . . . ,m}

≤ liminf
m→∞

 m∑
k=n+1

E
[
Y 2
k

]
+ 2

∑
i<j

E
[
YiYj

]
≤ liminf

m→∞

m∑
k=n+1

E
[
Y 2
k

]
<

∞∑
k=n+1

4

a2
k

,

pois para i < j, tem-se E[YiYj] = E
[
YiE[Yj |Fj−1]

]
= E

[
Yi

(
E[Tj |Fj−1]− Tj−1

)]
= 0. Logo

E[(Tn − T )2] <
∑∞
k=n+1

4
a2
k

pois E[(Tn − T )2] = E
[
liminf
m→∞

(Tn − Tm)2
]
.

Com isso, segue que lim
n→∞

E
[
(Tn − T )2

]
= 0 e portanto V ar(T ) = lim

n→∞
V ar(Tn). Note

que, por Tn ter média 0, tem-se para n ≥ 1 e i, j ∈ {1,2, . . . ,n}

V ar(Tn) = E[T 2
n ] =

n∑
k=1

E
[
Y 2
k

]
+ 2

∑
i<j

E
[
YiYj

]
=

n∑
k=1

E
[
Y 2
k

]
> 0,

pois E[Y 2
1 ] = E[T 2

1 ] = p1(1−p1) > 0 e E
[
Y 2
k

]
≥ 0 para todo k > 1. Portanto V ar(T ) > 0,

logo

P
(

lim
n→∞

Sn −E[Sn]
n

= 0
)

= P
(

lim
n→∞

an
n
Tn = 0

)
= P (αT = 0) < 1,

i.e., a lei forte dos grandes números não é satisfeita.

Considere agora
∑∞
k=1

1−dk
k+1 =∞, segue do lema 3.2(iii) que lim

n→∞
an/n = 0.

Fixe Zn = an
n Yn. Note que

∞∑
k=1

E[|Zk |2 | Fk−1] =
∞∑
k=1

E
 a2

k |Yk |
2

n2

∣∣∣∣∣∣ Fk
 < 4

∞∑
k=1

n−2 <∞,

então pelo lema 3.4
∑∞
k=1Zk converge quase certamente e pelo lema 3.1

lim
n→∞

an
n

n∑
k=1

k
ak
Zk = lim

n→∞

an
n

n∑
k=1

Yk = lim
n→∞

an
n
Tn = lim

n→∞

Sn −E[Sn]
n

= 0 q.c.

�
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4 Teoremas Limite

4.2 Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite certamente é um dos resultados mais importantes em

probabilidade devido sua vasta aplicabilidade e diversas consequências. Os re-

sultados iniciais conhecidos são de de Moivre e Laplace descrevendo uma soma

de v.a.’s Bernoulli i.i.d. Ao longo da história diversos matemáticos contribuiram

com generalizações do teorema, em especial Lévy, Lyapunov, Chebyshev, Lindeberg

dentre outros contribuiram fortemente com diversos resultados correlatos ao Teo-
rema Central do Limite no inı́cio do século XX.

O resultado clássico considera como hipótese uma sequência de v.a.’s {Xn}n≥1 i.i.d.

com E[Xn] = µ <∞ e V ar(Xn) = σ2 > 0, definindo Sn =
∑n
k=1Xk, então

Sn −nµ
σ
√
n

D→N (0,1).

Há versões mais gerais e variantes do teorema, utilizaremos o Teorema Central

do Limite para diferenças martingais apresentado pelo lema 3.5 para demonstrar o

resultado abaixo.

Teorema 4.3 Seja {Xn}n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias que satisfaz o modelo
(1). Se lim

n→∞
Bn =∞ e {An/Bn}n≥1 é limitada, então

Sn −E[Sn]
anBn

D→N (0,1).

Demonstração: Note que de lim
n→∞

Bn = ∞ segue lim
n→∞

An = ∞, pois

B2
n =

∑n
k=1

pk(1−pk)
a2
n

<
∑n
k=1 a

−2
n = A2

n. Com isso, dos itens (ii) e (iii) do lema 3.2 e

do teorema 4.2, tem-se que a lei forte dos grandes números é satisfeita, i.e. Sn−E[Sn]
n =

o(1) q.c. Da decomposição de Yk dada em (2) e por E[Xk] = pk segue que

E
[
Y 2
k

∣∣∣Fk−1

]
=

1

a2
n
E
(Xk −E[Xk]−

Sk−1 −E[Sk−1]
k − 1

dk−1

)2∣∣∣∣∣∣Fk−1


=

1

a2
n
E
[
(Xk −E[Xk])

2
∣∣∣Fk−1

]
+ 2

(
θk−1 + dk−1

Sk−1

k − 1
− pk + 1

)
o

 1

a2
k


=

1

a2
n
E
[
X2
k − 2pkXk + p2

k

∣∣∣Fk−1

]
+ o

 1

a2
k

 q.c.
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4 Teoremas Limite

Em particular, por (4) e X2
k = Xk tem-se

E
[
X2
k

∣∣∣Fk−1

]
= E [Xk |Fk−1] = θk−1 + dk−1

E[Sk−1]
k − 1

+ dk−1
Sk−1 −E[Sk−1]

k − 1
= pk + o(1) q.c.,

logo

E
[
Y 2
k

∣∣∣Fk−1

]
=

1

a2
k

(
(1− 2pk)(pk + o(1)) + p2

k

)
+ o

 1

a2
k

 =
pk(1− pk)

a2
k

+ o

 1

a2
k

 q.c.

Com isso,

∑n
k=1E[Y 2

k |Fk−1]

B2
n

=

∑n
k=1

pk(1−pk)
a2
k

B2
n

+

∑n
k=1

1
a2
k

B2
n

o(1)

=
B2
n

B2
n

+
(
An
Bn

)2

o(1) = 1 + o(1) q.c.,

pois, por hipótese, {An/Bn}n≥1 é limitada. Logo

lim
n→∞

∑n
k=1E[Y 2

k |Fk−1]

B2
n

= 1 q.c. (5)

Portanto segue do lema 3.5 que∑n
k=1Yk
Bn

=
Tn
Bn

=
Sn −E[Sn]
anBn

D→N (0,1).

�

4.3 Lei do Logaritmo Iterado

A Lei do Logaritmo Iterado surgiu de esforços para determinação da taxa de con-

vergência para leis de grandes números. Khintchine demonstrou este resultado

para soma de variáveis aleatórias Bernoulli i.i.d. em 1924 e Kolmogorov mostrou

uma generalização para outras distribuições em 1929.

Posteriormente, em 1941, Hartman e Wintner apresentaram uma versão mais de-

talhada para uma soma de variáveis aleatórias Yk i.i.d. com média zero e variância

1 onde

limsup
n→∞

±
∑n
k=1Yk√

2n ln(ln(n))
= 1 q.c.
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4 Teoremas Limite

Apresentamos aqui uma versão mais generalizada conforme segue.

Teorema 4.4 Seja {Xn}n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias que satisfaz o modelo
(1). Se lim

n→∞
Bn =∞ e {An/Bn}n≥1 limitada, então

limsup
n→∞

± Sn −E[Sn]

anBn
√

ln(ln(Bn))
=
√

2 q.c.

Demonstração: Note que, sendo Bk , 0 para k ≥ 1, tem-se

lim
n→∞

Bn
Bn+1

= lim
n→∞

√√
B2
n

B2
n + pk+1(1−pk+1)

ak+1

= lim
n→∞

√√
1

1 + pn+1(1−pn+1)
an+1B

2
n

= 1.

Como estamos sob as mesmas hipóteses do teorema 4.3, (5) também é válido, então

segue do lema 3.6 que

limsup
n→∞

±
∑n
k=1Yk√

2B2
n ln(ln(B2

n))
= limsup

n→∞
± Sn −E[Sn]

anBn
√

ln(ln(Bn))

1
√

2

√
ln(ln(B2

n))
ln(ln(Bn))

=
1
√

2
limsup
n→∞

± Sn −E[Sn]

anBn
√

ln(ln(Bn))

√
ln(ln(Bn))
ln(ln(Bn))

+
ln(2)

ln(ln(Bn))

=
1
√

2
limsup
n→∞

± Sn −E[Sn]

anBn
√

ln(ln(Bn))

√
1 + o(1)

= 1 q.c.

Portanto,

limsup
n→∞

± Sn −E[Sn]

anBn
√

ln(ln(Bn))
=
√

2 q.c.

�
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5 Aplicação no passeio aleatório do elefante

O passeio aleatório do elefante é um modelo de passeio aleatório unidimensional

apresentado em [10]. Este modelo foi denominado dessa forma fazendo referência a

alegoria dos elefantes possuirem uma ótima memória, o que se relaciona ao fato de

não ocorrer perda de memória nesse modelo.

5.1 O modelo

No passeio aleatório do elefante, a posição inicial é dada por χ0 ∈ Z e o elefante

move-se um passo à direita ou à esquerda em Z em tempo discreto, representamos

sua posição no tempo n ∈ N pela variável aleatória χn e define-se

χn+1 = χn + ηn+1

onde ηn+1 = ±1 é uma variável aleatória sujeita às regras abaixo:

(i) A partir da posição inicial χ0, o elefante move-se para a direita com probabi-

lidade q ∈ [0,1] e para a esquerda com probabilidade 1− q, i.e.,

P(η1 = 1) = q e P(η1 = −1) = 1− q.

(ii) no passo n+ 1 um número n′ ∈ {1,2, . . . ,n} é escolhido com probabilidade 1/n.

(iii) Para um p ∈ [0,1] dado, tem-se P(ηn+1 = ηn′ ) = p e P(ηn+1 = −ηn′ ) = 1− p.

Pelo item (ii) o elefante olha para todo seu passado a cada passo e escolhe de forma

equiprovável algum de seus passos anteriores sendo que a probabilidade de replicar

o sentido do passo escolhido é dada pelo item (iii). Com isso, esse modelo apresenta

memória infinita para p ∈ ]0,1[ , pois a escolha de cado passo depende das escolhas

anteriores.

Indutivamente tem-se

χn = χ0 +
n∑
k=1

ηk ,
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5 Aplicação no passeio aleatório do elefante

a menos de uma translação, sempre podemos considerar χ0 = 0. Seja, portanto,

χ0 = 0; logo χn =
∑n
k=1ηk. Note que uma variável aleatória Bernoulli Xn = 1(ηn=1)

pode ser associada a cada ηn pela relação ηn = 2Xn − 1 q.c. e, consequentemente,

χn = 2Sn − n q.c. Note que, pela definição de Xn, Fn = σ (X1,X2, . . . ,Xn) =

σ (η1,η2, . . . ,ηn).

Pelos resultados apresentados em [1] e [10], tem-se

P(ηn+1 = η|Fn) =
1

2n

n∑
k=1

(1 + (2p − 1)ηkη) para n ≥ 1 e η = ±1, (6)

E[χn+1] =
2q − 1
Γ (2p)

(
n2(p−1) + o(1)

)
, (7)

E[ηn+1] =
(2p − 1)(2q − 1)

Γ (2p)

(
n2(p−1) + o(1)

)
e (8)

E[ηn+1|Fn] = (2p − 1)
χn
n
, (9)

substituindo ηn e χn por 2Xn − 1 e 2Sn −n em (9), respectivamente, obtém-se

2P(Xn+1 = 1|Fn)− 1 = (2p − 1)
2Sn −n
n

= 2
(
1− p+ (2p − 1)

Sn
n

)
− 1.

Com isso, P(Xn+1 = 1|Fn) = (1− p) + (2p − 1)Snn , ao fixar p ∈ ]0,1[ , tem-se θn = 1− p,

dn = 2p − 1 ∈ ]− 1,1[ e (θn + dn · x) ∈]0,1[ para x ∈ [0,1], o modelo (1) é satisfeito.

Ainda,

an =
n−1∏
k=1

(
1 +

2p − 1
k

)
=

∏n−1
k=1(k + 2p − 1)

(n− 1)!
=

Γ (2p+1)
Γ (2p)

Γ (2p+2)
Γ (2p+1) · · ·

Γ (n+2p−1)
Γ (2p+n−2)

Γ (n)
=
Γ (n+ 2p − 1)
Γ (n)Γ (2p)

.

Em particular,

an =
Γ (n+ 2p − 1)
Γ (n)Γ (2p)

=
n2p−1

Γ (2p)
(1 + o(1)) (10)

Definimos

Mn =
χn −E[χn]

an
=

2Sn −n− 2E[Sn] +n
an

= 2Tn,

logo {Mn,Fn,n ≥ 1} é martingal e sua diferença martingal associada é {Dn,Fn,n ≥ 1}
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5 Aplicação no passeio aleatório do elefante

com Dn = 2Yn, e portanto |Dn| < 4
an

.

Dn =
ηn −E[ηn]

an
− χn−1 −E[χn−1]

(n− 1)an
(2p − 1). (11)

Defina também a sequência {sn}n≥1 de reais não negativos por

s2n = 4q(1− q) +
n∑
k=2

1

a2
k

e conforme apresentado em [1]

s2n =
Γ (2p)2

3− 4p
(n3−4p + o(1)) para p < 3/4 e (12)

s2n = Γ (3/2)2(ln(n) + o(1)) para p = 3/4. (13)

5.2 Teoremas limite

Considerando o modelo apresentado, podemos aplicar diretamente os resultados do

capı́tulo anterior para o passeio aleatório do elefante. Assim faremos abaixo com a

Lei Forte dos Grandes Números e utilizaremos uma demonstração análoga do Teorema
Central do Limite neste caso.

Teorema 5.1 O passeio aleatório do elefante satisfaz a Lei Forte dos Grandes Números
para todo p ∈]0,1[.

Demonstração: Basta notar que χn−E[χn]
an

= 2Sn−E[Sn]
an

com dn = 2p − 1 no modelo (1).

Como
∑∞
k=1

1−dk
k+1 = 2(1− p)

∑∞
k=1

1
k+1 =∞, segue do teorema 4.2 que an

nMn→ 0 q.c. �

Teorema 5.2 Seja {χn}n≥1 o passeio aleatório do elefante com p ∈
]
0, 3

4

]
, então

χn −E[χn]
snan

D−→N (0,1).

Demonstração: Como sn , 2Bn, não podemos usar diretamente teorema 4.3, con-

tudo, pode-se demonstrar o teorema de forma análoga conforme segue abaixo.

Buscamos estimar E[D2
k |Fn−1]. Como o passeio aleatório do elefante satisfaz a Lei

Forte dos Grandes Números para p ∈
]
0, 3

4

]
, tem-se χk−1−E[χk−1]

k−1 (2p − 1) sendo Fk−1-

mensurável e o(1). Ainda, por (8), tem-se que E[ηn] = o(1) para p ∈
]
0, 3

4

]
.
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5 Aplicação no passeio aleatório do elefante

Com isso, segue de (11) que

E
[
D2
k

∣∣∣Fk−1

]
=

1

a2
n
E
((ηk −E[ηk])−

χk−1 −E[χk−1]
k − 1

(2p − 1)
)2∣∣∣∣∣∣Fk−1


=

1

a2
n
E
[
1− 2E[ηk]ηk + (E[ηk])

2
∣∣∣Fk−1

]
+ 2

(
(2p − 1)

χk−1

k − 1
−E[ηk] + 1

)
o

 1

a2
k


=

1

a2
n

+
2E[ηk](2p − 1)χk−1

a2
k(k − 1)

+
(E[ηk])2

a2
k

+ o

 1

a2
k


=

1

a2
n

+ o

 1

a2
k

 q.c. para todo k > 1,

pois a2
k , 2(2p−1)χk−1

a2
k (k−1)

e
(
(2p − 1)χk−1

k−1 −E[ηk] + 1
)

são limitadas e não nulas; e ηk = ±1.

Note ainda que pelo lema 3.3,
∑∞
k=1

1
a2
k

= ∞ , para p ∈
]
0, 3

4

]
; e

E
[
D2

1 |F0

]
= E

[
(η1 −E[η1])2

]
= 1− (2q − 1)2 = 4q(1− q) = s21, logo

∑n
k=1E[D2

k |Fk−1]

s2n
=

4q(1− q) +
∑n
k=2

1
a2
k

s2n
+

∑n
k=2

1
a2
k

s2n
o(1)

=
s2n
s2n

+

4q(1− q)∑n
k=2

1
a2
k

+ 1


2

o(1)

= 1 + o(1) q.c.,

ou seja,

lim
n→∞

∑n
k=1E[D2

k |Fk−1]

s2n
= 1 q.c. (14)

Portanto segue do lema 3.5 que∑n
k=1Dk
sn

=
Mn

sn
=
χn −E[χn]
snan

D→N (0,1).

�

Note que p = 3/4, limitante superior do intervalo de p para o qual demonstrou-se o

Teorema Central do Limite, é ponto crı́tico onde o passeio aleatório torna-se superdi-

fusivo, conforme apresentado em [10]. Ainda, temos de forma especı́fica o corolário

a seguir.
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5 Aplicação no passeio aleatório do elefante

Corolário 5.3 Seja {χn}n≥1 o passeio aleatório do elefante, então

χn −
2q−1
Γ (2p)n

2p−1√
n/(3− 4p)

D−→N (0,1) para p ∈
]
0,

3
4

[
e

χn −
2q−1
Γ (3/2)n

1/2

√
n lnn

D−→N (0,1) para p = 3/4.

Demonstração: Conforme apresentado em (7), E[χn+1] = 2q−1
Γ (2p)

(
n2(p−1) + o(1)

)
e segue

de (10), (12) e (13) que snan =
√
n/(3− 4p) + o(1) para p ∈

]
0, 3

4

[
e snan =

√
n lnn+ o(1)

para p = 3/4. Portanto, o resultado segue diretamente do teorema 5.2. �
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6 Conclusões

Conforme o estudo apresentado neste texto, conclui-se que uma sequência de

variáveis aleatórias que se enquadra no modelo (1) satisfaz a Lei Forte dos Grandes
Números, o Teorema Central do Limite e a Lei do Logaritmo Iterado sob as condições

apresentadas. Além disso, a aplicação no passeio aleatório do elefante propicia

demonstração para teoremas limite neste caso.

Destacamos a possibilidade de aplicação dos resultados estudados neste trabalho

em modelos que se adequam a (1) e que tais proposições ainda não foram estudadas,

ao exemplo dos modelos de interesse fı́sico apresentados nos artigos [5] Memory-
induced anomalous dynamics in a minimal random walk model por Harbola et al.(2014)

e [7] Anomalous diffusion induced by enhancement of memory por Kim(2014).
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