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Este trabalho tem como objetivo demonstrar o teorema espectral para operadores
lineares auto-adjuntos ilimitados em um espaco de Hilbert. Inicialmente, estudare-
mos a solucdo do problema dos momentos trigonométricos, que permitird provar
o teorema espectral para operadores unitarios e, em seguida, estenderemos este re-
sultado para operadores auto-adjuntos ilimitados usando a transformada de Cay-
ley. Desta forma, o enunciado e demonstragdo do teorema tornam-se construtivas e
auto-contidas.

Palavras-Chave: Teorema Espectral, Operadores Auto-Adjuntos, Anélise Funcio-
nal



ABSTRACT

The goal of this work is to present a proof of the spectral theorem for unbounded
self-adjoint linear operators on a Hilbert space. Initially, we will study the solution
of the trigonometric moment problem which will allow a proof of the spectral the-
orem for unitary operators and after that, we will extend this result for unbounded
self-adjoint operators using the Cayley transform. This will allow the statement and

proof of the theorem to be constructive and self-contained.

Keywords: Spectral Theorem, Self-Adjoint Operators, Functional Analysis



1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracdo do teorema espectral
para operadores lineares auto-adjuntos fechados ndo necessariamente limitados em
um espago de Hilbert 7#. Para mostrar os resultados desejados, usaremos a solugao
do chamado problema dos momentos trigonométricos usando aspectos de anélise
real e andlise de Fourier; de maneira mais especifica, desejamos mostrar o teorema
de Féjer dual, que decorre de resultados elementares da teoria de séries de Fou-
rier. Além disso, estudaremos o teorema de representacdo de Riesz para o espago
C([a, b]), onde [a,b] é um intervalo real. Isto permitird representar funcionais li-
neares neste espago como integrais de Riemann-Stieltjes em relacdo a fungoes de
varia¢do limitada, o que nos fornece uma representacdo integral para operadores
lineares em um espaco de Hilbert, num sentido a ser explicitado mais a frente.
Com estas ferramentas, serd possivel provar o teorema espectral para operadores
unitarios e a partir daf, usar a transformada de Cayley para estender esta versao do
teorema espectral para operadores auto-adjuntos ilimitados.

Tal plano de demonstracdo busca reduzir a quantidade de pré-requisitos ne-
cessarios a um minimo, assumindo apenas uma base sélida de andlise real e
rudimentos de andlise funcional, tornando a demonstra¢do o mais elementar e

construtiva possivel.



2 ELEMENTOS DE ANALISE FUNCIONAL

Nesta secdo serdo apresentadas defini¢des e resultados elementares da teoria de
espacgos de Hilbert e espagos de Banach que serdo utilizados neste trabalho.

Espacos de Hilbert

Definicao 2.1 Um produto interno em um espago vetorial V sobre um corpo F (que no
nosso caso serd sempre R ou C) é uma fungio (-,-) : V x V — T satisfazendo as sequintes
propriedades:

1. (x,x) > Oparatodox € Ve (x,x) = 0seesomentesex =0;
2. (x,y+z) = (x,y) + (x,z) para todo x,y,z € V;
3. (x,ay) = a(x,y), para todo x,y € V e para todo a € F;

4. (x,y) = (y,x), para todo x,y € V, onde (x,y) denota o conjugado complexo do

escalar (x,y).

Neste caso, o par (V,(-,-)) é chamado espago com produto interno ou espago pré-
hilbertiano.

Deve-se observar que, usando as propriedades 2, B} e[ obtemos

(ax + by, z) = (z,ax +by) = a(z, x) + b(z,y) = a(x,z) + b(y, z)

paratodoa,b € Feparatodox,y,z € V. Também é comum na literatura adotar-se a
convencgdo de linearidade no primeiro argumento do produto interno, de modo que,
pela propriedaded, o produto interno torna-se antilinear no segundo argumento. Tal
convengdo alternativa ndo altera nenhum dos resultados apresentados abaixo.

Se (V, (-,+)) é um espago com produto interno, pode-se definir a fungdo || - || : V —
R por

€]l =/ {x,2)

para todo x € V.



2. Elementos de anélise funcional

Lema 2.2 (desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja (V, (-,-)) um espago com produto
interno. Entdo

[y < [l lyll

para todo x,y € V.

Usando o Lema 2.2 é imediato verificar que a funcdo || - || definida acima é uma

norma em V, ou seja, satisfaz as propriedades:
1. Se ||x|| = 0, entdo x = 0;
2. ||ax|| = |a| ||x|| ,Ya € F,x € V;

B llx+yll < llxll + Iyl , Ve, y € V.

Concluimos dai que todo espago com produto interno (V, (-, -)) é um espago nor-
mado e, de modo mais geral, um espago métrico!, onde a funcdo distancia é definida

a partir danorma || - || em V por
dey) = lx—yll Ve y e V.

Assim, as nog¢des de conjunto aberto, fechado, fun¢ées continuas e convergéncia de
sequéncias estdo definidas em um espago com produto interno. De maneira mais
precisa, um espago com produto interno é munido da topologia métrica herdada
pela funcdo distancia definida a partir do produto interno. Segue também das pro-
priedades basicas de normas que as operag¢des de adi¢do e multiplicagdo escalar em
V sdo continuas com respeito a essa topologia. A nogdo mais importante a ser usada

aqui é a de sequéncia de Cauchy:

Defini¢do 2.3 Uma sequéncia (x,),eN em um espaco métrico (X, d) é uma sequéncia de
Cauchy se, dado € > 0, existe N € N tal que d(xp, Xp,) < € para todos n,m € N tais que
n,m > N.

Definicao 2.4 Um espago métrico é dito completo se toda sequéncia de Cauchy é conver-
gente e possui limite neste espago; ou seja, se (xn)neN € uma sequéncia de Cauchy em um
espago métrico completo (X, d), entio existe x € X tal que x,, — x quando n — oco.

Defini¢do 2.5 Um espago de Hilbert é um espago com produto interno (€, (-,-)) que é

um espago métrico completo com relagdo a fungio distdncia induzida pelo produto interno.



2. Elementos de anélise funcional

Por simplicidade, denotaremos um espago de Hilbert por /# quando o produto
interno estiver subentendido. Denotaremos também os elementos de um espaco de
Hilbert por letras gregas 1, ¢, etc., ja que os espacos de Hilbert mais comumente
considerados sdo espagos de fungdes.

Posto que todo subconjunto fechado de um espago métrico completo é ele mesmo
um espago métrico completo quando imbuido da restrigdo da funcdo distancia, te-
mos que todo subespaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert é ele mesmo um

espaco de Hilbert quando imbuido da restri¢do do produto interno.

Definicdo 2.6 Seja ¢ um espago de Hilbert e seja M um subespago vetorial de 2. O

complemento ortogonal de M é definido como o conjunto
M- ={pe | (p,¢)=0,¥pe M}.

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que:
e M+ é um subespaco vetorial fechado de # (mesmo que M ndo o seja!);
« Mt=M".

Ainda mais, temos o seguinte resultado:

Proposicdo 2.7 Seja M um subespaco vetorial fechado do espago de Hlbert 7. Dado €
S, existe um tinico elemento ¢ € M cuja distdncia a P (dada pela funcio distancia em
) é minima.

Demonstrac¢io: Definamos
d= inf || —¢| .

Se tomarmos uma sequéncia (¢ ),eNn em M tal que || — ¢, || — d quando n — oo,
entdo usando a regra do paralelogramo

19+ @l>+ lp — o> =2[|9lI> + 2l9l>, Vi, ¢ € 7,
temos
1¢n — P> = [|(pn — ) — (¢ — 9) |7
=2lpu — PI* + 2/ pm — P11> — | — 29 + pu + Pl

1
=2/1gn = 911+ 2llpm — I* = 4llp = 5 (Pu + pu) I
< 2llgn = 9 I1* + 20w — ¢I* — 4d*;

10



2. Elementos de anélise funcional

dai, tomando o limite 1, m — oo na tltima linha, obtemos que ||¢, — ¢m| — 0, ou
seja, (¢n)neN € uma sequéncia de Cauchy em M e, como M é espago de Hilbert,
entdo existe ¢ € M tal que ¢, — @ e || — ¢|| = 4. O

Dado um subespaco vetorial fechado M C . do espago de Hilbert .77, posto que
M N M+ = {0}, segue da Proposigdo [2.7] que todo ¢ € # pode ser unicamente
escrito na forma

p=9+C, M, M. 2.1)

Ou seja, existe um isomorfismo natural entre os espacos de Hilbert 57 e M x M+,
dado por (¢, &) + ¢ + & onde M x M+ é munido do produto interno

((91,61), (92,62)) = (@1, P2) M + (81, G2) pqL

e (,)m e (-,*) . denotam os produtos internos em M e M, respectivamente.

Denota-se

%:M@MJ_/

com cada ¢ € # representado na forma (2.I). Como também temos que
H =Mt M, M =MmHEoMm,

concluimos que M = M1+, Mais em geral, se M é um subespago vetorial (ndo
necessariamente fechado) de 7, temos que M = M++.

Um subconjunto B de um espago de Hilbert M é uma base ortonormal para 7
se B é um conjunto ortonormal maximal, ou seja, se os elementos de 3 sdo mutu-
almente ortogonais com norma igual a 1 e, se 5’ é um conjunto ortonormal tal que
B C B, entdo B = B’. Por uma aplicagdo imediata do Lema de Zorn decorre que
todo espaco de Hilbert possui uma base ortonormal. Ainda, é possivel mostrar que,
se B = (¢;)ic; é uma base ortonormal para /¢, para algum conjunto ndo-vazio de

indices I, entdo para todo ¢ € 57

P =Y (i, )i

iel

com (¢;, ) = 0 para todoi € ]\ I, onde | C I é algum subconjunto enumeravel (a

soma converge na topologia de M se | for infinito), logo

[oll> =Y (i ) >

iel

11



2. Elementos de anélise funcional

E possivel mostrar que um espago de Hilbert possui base ortonormal enumerdvel se
e somente se é um espago métrico separavel , isto é, possui um subconjunto enu-
meravel denso (ver por exemplo [4]). Como quaisquer bases ortonormais de um
espacgo de Hilbert possuem a mesma cardinalidade, entdo, em um espaco de Hilbert
separdvel toda base ortonormal é enumeravel. Por este motivo, a partir de agora
serdo considerados apenas espagos de Hilbert separaveis a menos que haja mengéo
explicita do contrério.

Definicdo 2.8 Sejal : 5 — F um funcional linear em um espago de Hilbert 7. Dizemos
que | é limitado se existe uma constante K > 0 tal que

()| < K|y

para todo ¢ € J. Neste caso, definimos

12} = sup{|I(¥)| [ ¢ € 2, Iyl <1},

denominada norma operatorial do funcional limitado I.

Se [ e I, sdo funcionais lineares limitados em .77, entao

1+ Ll < Al + ]

lal] = [l ]|, Vo € F,

onde /1 + I e al sdo definidos pontualmente, entdo o espaco de todos os funcionais
lineares é um espaco vetorial normado com relagdo a norma operatorial.
Fixando um elemento 1y € 7 ndo-nulo, podemos definir um funcional linear
ly, : 7 — TF por
lyo (@) = (Yo, @)

para todo ¢ € JZ. Temos, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

lyo(@)| = [0, )| < ll9oll lell ,

de modo que Iy, é limitado e ||y, || < ||¢o]|. Além disso,

o )
to (22} = ol
L) <||¢0|| ||7~P0||

12



2. Elementos de anélise funcional

de modo que, na verdade, ||Iy,|| = [|¢ol|-
Mais interessante é a reciproca do que foi mostrado acima:

Teorema 2.9 (lema de representacdo de Riesz) Se ! : 5 — [ é um funcional linear
limitado em um espago de Hilbert 7, entdo existe um tinico ¢ € J tal que [(p) = (@, ),
para todop € A, e ||l|| = ||¢]-

Demonstracio: Seja N' = ker! = {¢ € 5# | I(y) = 0}. Como I é um funcional
linear limitado, entdo ! é continuo, e portanto A é um subespaco fechado de /7. Se
N = #,entdo () =0 = (0,y), para todo ¥ € S, 0 que mostra o resultado neste
caso. Se N é um subespaco proprio de #, entdo, pela Proposigéo existe um
o € N+ ndo-nulo. Definindo entao

_ 1(%o)¢o
7= Yol

temos que () = 0 = (¢, ) para todo ¢ € N, ou seja, [ () coincide com (¢, i) em

N. Ainda, se ¢ = ayy, entdo

1($0) o
[wol?

() = Lapo) = al(yo) = ago) = (@, ayo)

Como os funcionais lineares [ e (¢, ) coincidem em N e em ¢, entdo devem coin-
cidir nos espagos gerados por N e . Mas N e o espago gerado por ¢y geram 7,
o @)\ 1)
! /
o= (072 + 1 g
para todo ¢ € 2, de modo que [(¢) = (¢, y) para todo ¢ € . Para mostrar
unicidade, seja ¢’ tal que [(¢) = (¢, ) para todo i € . Entdo, usando a Regra

do Paralelogramo, temos que

¢’ — ol =1(¢' — @) —1(¢/ —9) =0,

de onde decorre ¢’ = ¢. Para mostrar que ||!|| = ||¢|| notamos que, por um lado,

11l = sup [I(p)| = sup [(g, )| < sup [lo|[[[¥]l = llol,
lplI<1 lpll<1 lpll<1

13



2. Elementos de anélise funcional

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e, por outro lado,

_ P _ P\ _
I = sup 1) = () [= o) =Tl

de modo que ||I|| = ||¢||- O

Proposicdo 2.10 Um subespago S (ndo necessariamente fechado) de um espaco de Hilbert
A é denso se e somente se S+ = {0}.

Demonstracdo: Se S é denso, entdo dado ¥ € S+, a funcao ly :+ A — TF definida
por ly(¢) = (i, ¢) é um funcional linear limitado que se anula em S. Como S é
denso, entdo Iy = 0 e, em particular, Iy(y) = |[[¢||*> = 0, o que implica ¥ = 0, ou
seja, ST = {0}. Reciprocamente, se S+ = {0}, entdo como S+ = S, tem-se que
S = 8+t = #, ou seja, S é denso. m

De modo andlogo a defini¢cdo de funcional linear limitado dada acima, podemos

definir:

Definicao 2.11 Um operador linear limitado em um espago de Hilbert 5# como um
operador linear T : S — J para o qual existe uma constante K > 0 tal que ||Ty| <
K||$|l, para todo ¢ € . O conjunto de todos os operadores lineares limitados definidos em
S ¢é denotado por B(H).

O conjunto B(.#) é um espago vetorial normado, com norma operatorial dada por

ITI = sup{lI Tyl | Iyl <1} (2.2)

pois, para todo T e S em B(#) e para todo a € F, tem-se |T+ S|| < ||T|| + ||S|| e
laT|| < |a[[[T]].

Definicao 2.12 Uma forma sesquilinear hermiteana em um espaco de Hilbert 7€ é uma
fungdo Q) : 7€ x 7 — F tal que, para todo ¢, ¢, € J e para todo a,b € F, tem-se:

1. Q(p,ap +b¢) = aQ(y, @) + bOU(Y, §);

2. Qy, 9) = Qe ¥).

Como consequéncia das propriedades|l|e 2, decorre a antilinearidade na primeira

varidvel de uma forma sesquilinear (), ou seja,

Q(ag + by, &) = aQ (e, ¢) + by, C)

14



2. Elementos de anélise funcional

para todoa,b € F e para todo ¢, ¢, € 7.
Dizemos que uma forma sesquilinear () é limitada se existe uma constante K > 0

tal que
W, @) < Kllwll o]l

para todo ¢, ¢ € .

Teorema 2.13 Se Q) é uma forma sesquilinear hermiteana limitada em um espago de Hilbert

S, entdo existe um tinico operador linear limitado A tal que

Qy, 9) = (Ap, ), Vi, 9 € 2.

Demonstragdo: Seja () uma forma sesquilinear hermiteana limitada em . Entdo

existe uma constante K > 0 tal que

Q. o)l < ¢l ol

para todo ¢, ¢ € J.
Fixado ¢ € 2 \ {0}, seja Iy : # — C definido por Iy(¢) = Q(¢, ¢). Entdo [, é
um operador linear em 7 tal que

(@) = 10, )| < Kl[¢[l lo],

de modo que [y é um operador linear limitado com cota superior Hl/JLH Pelo lema de
representacdo de Riesz, (teorema [2.9), existe um tnico § € 5 tal que Iy () = (¢, ¢)
para todo ¢ € . Seja entdo A : S — ¢ definido por Ay = ¢. Pela unicidade de

¢ o operador A é bem-definido e linear, pois

(A1 +12), 9) = QY1 + 12, ) = Q(P1, 9) + Q¥2, @) = (AP, @) + (A2, @),

o que implica que A(P1 + ¢n) = Ay + Ao, e

(Alay), @) = Q(ay, ) = aQ(y, 9) = a(Ap, 9),

o que implica que A(ayp) = aAyp, para todo ¢ € S e para todo escalar a. Final-
mente, A é limitado, pois

(A, )| = 1O, )| < K][¢]l- ||

15



2. Elementos de anélise funcional

O

Seja A um operador limitado em 7. Entdao Q(¢, ¢) = (¢, Ag) define uma forma

sesquilinear hermiteana em .7 de modo que, pelo teorema existe um tinico
operador linear limitado B tal que

(¥, Ap) = (By,9), Vo, pe . 23)
O operador limitado B é chamado adjunto do operador A e denotado por A*.

Definicao 2.14 Seja 7 um espago de Hilbert.

1. Um operador linear T : A — H é chamado uma isometria se (T, T) = (Y, )
para todo ¢ € .

2. Um operador linear U : A — F é chamado um operador unitdrio se é uma isome-

tria sobrejetora.

E imediato observar, pela definicdo acima, que se U é um operador unitario, entdo

U é limitado, inversivel e U~ = U*.

Defini¢ao 2.15 Um operador linear limitado P em um espago de Hilbert ¢ é uma
projecdo ortogonal se P2 = P e P* = P.

Pela defini¢do, podemos observar que se P é uma proje¢do ortogonal, entdo 1 — P
também é, onde 1 denota o operador identidade em 7. Como o subespaco vetorial

S dado pela imagem de P é da forma

S={pecA|Pp=1j,

segue que S coincide com o ntcleo de 1 — P. Em particular, S é um subespago
fechado de /#, e P = 0 em S*. Temos ainda que se = ¢ + w, com ¢ € S em
w € 8§t comona equagéo entdo Py = ¢.

Espacos de Banach

Defini¢do 2.16 Um espago de Banach é um espago vetorial normado (X, || - ||) completo,

ou seja, um espago em que toda sequéncia de Cauchy é convergente.

De maneira andloga a definicdo dada para espacos de Hilbert na se¢do anterior,

definimos um operador linear limitado entre espagos de Banach (X, || - [|x) e (Y, ]| -

16



2. Elementos de anélise funcional

ly) como um operador linear T : X — Y para o qual existe uma constante C > 0 tal
que
[Tx|ly <Cllx[lx, VxeX.

Esta definicdo na verdade generaliza para espagos normados que ndo sdo neces-
sariamente espacos com produto interno a definicdo dada para espagos de Hilbert
apresentada na secdo anterior. Em particular, podemos definir funcionais lineares
limitados como operadores lineares limitados / : X — I, onde FF é o corpo sobre o
qual X estd definido, que nosso caso sera sempre R ou C.

Definicdo 2.17 O espago dual de um espago de Banach X, denotado por X*, é o conjunto
de todos os funcionais lineares limitados | : X — IF.

Definimos a norma de um funcional / € X* da mesma forma que na definigdo
Esta fun¢do define uma norma em X* e é possivel mostrar que, se X é um espaco

completo, entdo X* é completo com relagdo a norma I — ||1]].

Definicao 2.18 Uma seminorma em um espago vetorial X (sobre um corpo F) é uma

fungdo p : X — R tal que:
1. p(x) >0, VxeX;
2. plax) = |a|lp(x), Vxe X, acF
3. px+y) <plx)+ply), VryeX

Defini¢do 2.19 Seja {p;}ic; uma familia de seminormas em um espaco vetorial X, onde I
é um conjunto de indices nio-vazio. A topologia gerada pela familia de seminormas

{pitier é a topologia gerada pela sub-base
F={Bi(r;x)|iel,xeX,r>0},

onde
Bi(r;x) ={y € X|pi(y —x) <r}

paracadai € lex € X, r > 0.

Definicdo 2.20 Seja X* o espago dual de um espago de Banach X. A topologia x-fraca
em X* é a topologia definida pela familia de seminormas py : X* — [0, 00) definidas por

17



2. Elementos de anélise funcional

para cada x € X.

Pela defini¢do 2.20} temos que uma sequéncia (I,,),cNn em X* converge paral € X*
na topologia *-fraca se e somente se I,(x) — I(x), para todo x € X.

Denotamos por B(X,Y) o espago de todos operadores lineares limitados T : X — Y
entre espacos de Banach (X, || - ||x) e (Y, ]| - ||y)- Tal conjunto é um espago de Banach
com relacdo a norma T — || T|| definida para todo T € B(X,Y) por[2.2|

De modo analogo a topologia x-fraca definida acima, podemos definir:

Defini¢do 2.21 A topologia forte em B(X,Y) é a topologia induzida pela familia de se-
minormas py : B(X,Y) — [0, c0) definidas por

px(T) = ||Tx|ly, VxeX.

Assim, uma sequéncia de operadores lineares (T,),cN em B(X,Y) converge para
T € B(X,Y) na topologia forte se e somente se T,x — Tx para todo x € X em
relagdo a norma || - ||y.

Finalizamos esta se¢cdo com o chamado Teorema BLT (do inglés bounded linear trans-
formation), que fornece uma extensdo tinica de um operador linear limitado definido

em um subespaco denso de um espago normado completo para o espago todo.

Teorema 2.22 (Teorema BLT) Seja T um operador linear limitado de um espago vetorial
normado (X, || - ||x) num espaco de Banach (Y, || - ||y). Entdo T pode ser unicamente es-
tendido a um operador linear limitado T definido no completamento de X.

Demonstra¢do: Seja X o completamento de X, ou seja, (X, || - ||x) é um espago nor-
mado completo e X é um subespago denso de X. Para cada x € X existe uma
sequéncia (x,)neN tal que x, — x quando n — oco. Como a sequéncia (X,)neN
acima converge, entdo é uma sequéncia de Cauchy, de modo que, dado € > 0, existe
um N tal que

nm>N = ||x, —xpm|x < -

Assim,
1Txn = Txmlly = [|T(xn = xm) Iy < T 20 —xmllx <€,

o que mostra que (Tx,),en € uma sequéncia de Cauchy em Y. Como Y é completo,
entdo existe y € Y tal que Tx, — y quando n — oo. Seja T : X — Y definido
por Tx = y, onde x e y sdo obtidos da maneira acima. Entdo tal operador é bem-
definido pois, se x,, x;, — x sdo duas sequéncias em X convergindo para x, entdo

a sequeéncia xl,xg,xz, xé, ... também converge para x, de modo que a sequéncia
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2. Elementos de anélise funcional

Tx1, Tx}, Txp, Tx), ... converge para algum § € Y pelo mesmo argumento acima.
Portanto
lim Tx), = § = lim Tx,,

n—oo n—o00

0 que mostra que T nao depende da sequéncia escolhida. Tal operador é linear, pois,

tomando sequéncias convergentes x, — x ez, — zCcomx,z € X, entao
T(ax + Bz) = nh_l}go T(axy, + Bzn) = ocnl1_1>1;o Txn + ,Bnlg%o Zn ,
e tomando y = Tx e w = Tz, entdo a equagdo acima d4 que
T(ax+Bz) = ay+ pw = aTx + BTz,
o que mostra que T é linear. O operador T ¢ limitado pois
ITxlly = lim [|Txally < Tim 7] [xallx = 171 ]
Finalmente, para mostrar unicidade, seja T’ uma outra extensao limitada de T para

X. Entdo

Tx = lim x, = lim T'x, = T'(lim x,) = T'x,
n—o00 n—o0 n—oo

e como T e T’ sdo limitados, entio T = T'. O
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3 O PROBLEMA DOS MOMENTOS TRIGONOMETRICOS

O primeiro passo na demonstracdo do teorema espectral para operadores auto-
adjuntos sera a obtencdo do teorema espectral para operadores unitarios. Para tal,
iniciamos com a solugdo do chamado problema dos momentos trigonométricos.

Durante todo este trabalho, C([a,b]) denotard o espago de Banach das fungdes
continuas f : [4,b] — C em um intervalo [a, b] munido da norma

Iflleo = sup{|f(x)[ [a < x < b}, (3.1)

Defini¢do 3.1 Uma medida de Radon em C([a,b]) é um funcional linear 1 : C([a, b]) —
C positivo, ou seja, [(f) > 0 para toda f € C([a, b]) tal que f > 0.

Lema3.2 Sel : C([a,b]) — R é uma medida de Radon, entio | é um funcional linear
limitado.

Demonstragio: Seja f € C([a,b]) uma fungdo continua e seja I : C([a,b]) — R
um funcional linear positivo. Aplicando / as fun¢des ndo-negativas || f||« + | f(x)| €

Il fllc — |f(x)], entdo obtemos, usando a linearidade de I, que

HOT < [ flleoEVT

ecomo /(1) > 0, entdo I é limitado e, em particular, ||I|| = I(1). O
O problema dos momentos trigonométricos consiste em, dados coeficientes complexos
cx para cada k € Z, obter uma medida de Radon p em C([0,27]) tal que

Ck = y(eik(')) , VkeZ. (3.2)
O seguinte teorema nos d4 uma condicao suficiente para a existéncia de tal medida:

Teorema 3.3 (teorema de Fejér dual) Se para todo x € R os coeficientes (cx)rez Satis-

fazem
n

Y <1 — @) e e >0, YneN, (3.3)

k=—n
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3. O problema dos momentos trigonométricos

entdo existe uma tinica medida de Radon p em C([0,27t]) satisfazendo a equagio (3.2).

A demonstracdo deste teorema serd feita usando os resultados apresentados a se-

guir.

Teorema 3.4 (principio de selecido de Helly) Seja (fy)neNn uma sequéncia de funcoes
a valores reais definidas num conjunto enumerdvel E para as quais existe uma constante
K > 0 tal que

Ifu(x)] <K, Vx€EVneN. (3.4)

Entio existe uma subsequéncia de (fn)neN que converge pontualmente para uma fungio
f: E— R. Ainda mais, |f(x)| < K para todo x € E.

Observagdo 3.5 Uma sequéncia de fungoes (fy)nen satisfazendo a condiio (3.4 dita uni-

formemente limitada.

Demonstragio: Seja {x; | k € IN} uma enumeragdo de E. Como a sequéncia de
numeros reais (f(x1)),en € limitada, entdo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
esta sequéncia possui uma subsequéncia convergente (f!(x1)),en - Como a sub-
sequéncia (f; (x1)),en obtida acima também é limitada, entdo pelo mesmo motivo,
existe uma subsequéncia (f2),c desta sequéncia tal que (f2(x1))nen € (f2(x2))nen
convergem. Aplicando este argumento indutivamente, obtemos subsequéncias

(f)nens (fdnens - o (ff)nens - -

de (fn)nen tais que, para cada j = 1,2,...,k, a sequéncia (f,li‘(x]-))neN é conver-
gente. Definindo g, = f}} para cada n € IN, entdo (g,)nenN €, por construgdo, uma
subsequéncia de (fy)qen tal que (gn(xk))nenN € convergente, para todo x; € E, ou

seja, (gn)neN converge pontualmente para a fungao f : E — R definida por

Fe) = lim gu(xe)

para cada xx € E. O
Para o préximo resultado, relembramos que um espago topolégico é sequencial-
mente compacto se toda sequéncia limitada neste espago possui uma subsequéncia

convergente.

Teorema 3.6 (teorema de Banach-Alaoglu sequencial) Se X é um espaco de Banach
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3. O problema dos momentos trigonométricos
separdvel, entdo a bola fechada de raio M > 0 em X*,
Bu = {ue X" |[u <M},

é sequencialmente compacta na topologia *-fraca.

Demonstragio: Seja (uy,),cNn uma sequéncia em Byy. Entdo para todon € IN
|tn ()] < [ [|x][ < M]x]]

para cada x € X; ou seja, a sequéncia de nameros reais (u,(x)),enN € limitada. Seja
E = {x¢ | k € N} um subconjunto enumeravel denso de X (que existe, pois X é
separavel). Entdo, por um argumento andlogo ao usado no Principio de Sele¢do
de Helly, existe uma subsequéncia (v,),en de (#n)neN que converge pontualmente
para um funcional linear v definido no subespaco (denso) gerado por E. Ainda, tal
funcional v é limitado em E, pois, dado € > 0, existe N(xy, €) € IN tal que

n>N = |v,(x;) —o(xp)| <€,
para cada x; € E, de modo que
[0(x6)| < [on(xic) | + [on (xic) — 0(xk) [,
dai, paran > N temos que
[0(x6)| < |on(xi)| + € < Jlunll [[xil] + € < M[xi]| +-€.

Como para todo € > 0 é possivel encontrar n tal que a desigualdade acima é sa-
tisfeita, entdo |v(x;)| < M| x| para todo x; € E, de modo que v é limitado em E.
Assim, pelo Teorema BLT (teorema [2.22), v pode unicamente extendido para uma
funcional linear (também denotado por v) definido em todo o espago X que possui
a mesma norma (e, em particular, a mesma cota superior acima) que v em E. Para
mostrar que v, (x) — v(x) para todo x € X, notamos que, dado € > 0, existe N € N
tal que, para cada x; € E,

n=N = [oa(x) —v(x)| < 3. (3.5)

Ainda, como E é denso, dados € > 0 como acima e x € X, existem § = ﬁ e um
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3. O problema dos momentos trigonométricos
x; € E tais que ||x — x¢|| < ¢. Dai,
[o(x) —o(x)| = Jo(x — x| < [loff ¥ — x| < Md < g (3.6)
e, similarmente,
|y (%) — op(xp)| < g ,VnelN. (3.7)

Finalmente, tomando x € X e € > 0 como acima, temos para todo n > N que

o () — ()| < Jou(x) = 0 ()| + on(x6) = 03] + [o(x) - 0(xe)
€ € €
< 3 + 3 + 3 =€,
ou seja, vy (x) — v(x) para todo x € X, o que mostra o resultado. O
De posse destes resultados, passamos agora para a demonstragdo do Teorema
Demonstrac¢do: Sejam definidas as fun¢des

¥ (x)—i f = Y g it (3.8)
n - 27Tk__n n k ’ .

para todo x € R e para todo n € IN. Entéo, por hipétese, ¥, (x) > 0 para todo x e

para todo n. Definindo a sequéncia de funcionais lineares (i, ),eN por
27
i (1) = /O w()¥u(dt, neN,ueC(0,2n]),

entdo y, é um funcional linear positivo (usando a positivdade de ¥,,) em C([0,271])
para cada n e portanto limitado. Ainda mais, temos que

n

)l < [ bty pea(yar < 1l 7 (1- 1) [ e

k=—n n

_ Julle
7T

- 27co = col|u]|oo ,

N

ou seja,
[pn ()| < collull , Y € N, Vu € C([0,27]),

e ¢o > 0 usando a positividade de ¥, no caso particular k = 0. Como C([0,27]) é
um espago de Banach separdvel temos, pelo teorema de Banach-Alaoglu sequencial
que existe uma subsequéncia (pin;)jeN de (pn)nen que converge na topologia *-
fraca para um funcional linear limitado i em C([0,271]), que é claramente positivo.



3. O problema dos momentos trigonométricos

A medida de Radon u obtida satisfaz

2 ikt ikt
/0 e™du(t) = lim e d;{n 27T]1m/ ey,

j—00 JO

. K|
=lim (1—— )¢y =,
j—oo 1’1]

0 que mostra a existéncia da medida desejada, ou seja, 1 (e*(")) = ¢ para todok € Z,

onde e*(") denota a funcdo t — e/ para 0 < t < 2.

Para mostrar a unicidade desta medida de Radon, usaremos que a convolugao de

uma fungdo continua com o niicleo de Fejér

Fu(x) = i: (1 _ |nﬁ|)ez‘kx

é dada por

7T

(1w E)(x) = [ u(y)Ea(x —y)dy

—7T
conforme detalhado no apéndice
Assim, temos que

(ux*Fy)(x) = i (1 — m)e"k" /n u(y)e ™dy,

k—— n -7

o que implica que

(% Ey) = f (1—'%');4((3%(-))/ y)e My = /nk_ (

k=—
= (u=Fo)(u),

(3.9)

(3.10)

| ) Cke—ikydy

(3.11)

onde F,(x) = F,(—x), para todo x € R e usamos que u(e*(")) = ¢,. Como pelo

Teorema de Fejér (teorema |A.5) u x F,, converge uniformemente para u, concluimos

que u * F,; converge para y na topologia *-fraca em C([0,27]). Por outro lado, se

v é outra medida de Radon tal que v(e*()) = ¢; para todo k € IN, entdo por um

célculo andlogo ao realizado na equagcéao (3.11), temos que ¥ * F,

=Y, e, como toda

subsequéncia de (v * F,),cN converge para v, temos que v = y, por unicidade do

limite. Isso conclui a prova da unicidade da medida .
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4 TEOREMA DE REPRESENTAGCAO DE RIESZ

O objetivo desta secdo é apresentar uma versdo do teorema da representacao de
Riesz para fungdes continuas num intervalo [a,b] C R. De maneira mais especifica,
mostraremos que o dual (topolégico) do espago de Banach C([a,b]) é (essencial-
mente) o espago das fungdes de variacdo limitada BV ([a,b]) com relacdo a norma
da variagdo limitada || - ||gy. Tal resultado serd importante a frente para a obtengdo
das resolucdes de unidade para um operador linear unitdrio. Para tal, serdo apresen-
tadas inicialmente algumas propriedades bésicas das funcdes de variacdo limitada

e da integral de Riemann-Stieltjes. Tal exposigado é baseada em [2]].

Funcoes de variacdo limitada

Definicdo 4.1 Seja f : [a,b] — R uma fungioesejaP = {a =1ty <t <--- <t, =b}
uma partigio de [a,b]. A variagdo de f na partigdo P é definida por

V(f,P) = Z |f (¢ 1) (4.1)

A variagdo total de f em [a, ] é definida por

Vif = sup V(f, P). (4.2)

Uma fungdo f : [a,b] — R é dita uma funcdo de variacdo limitada se VIf < oo.
Denota-se por BV ([a, b]) o conjunto das fungdes de variagdo limitada sobre [a, b).

Lema 4.2 Se f € BV ([a,b]), entdo f é limitada e satisfaz

1fllee < 1f(@)] + Vi'f - (4.3)

Demonstragio: Sejam a < x < b e a parti¢do P = {a, x,b} de [a, b]. Entdo

f(x) = f@)| S V(f,P) < Vi f,
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4. Teorema de representacdo de Riesz

de modo que
FI<If(@)]+ VS

Como a desigualdade acima vale para todo x € [a, b], entdo pode-se concluir que f
é limitada e
Iflleo < If(@)] + Vi'f -
O

Listamos a seguir algumas propriedades imediatas das fun¢des de variagdo limi-
tada:

Lema 4.3 Sejam f,g € BV([a, b]) e seja c € R. Entdo:
1. VIf = 0se e somente se f é constante.
2. V(cf) = |c|VPf.
3. Vi(f+8) < Vif+Vig
4. VOf = VEf+ Vi f paratodoa < c < b.

Decorre do lema[4.2] e dos items 2 e 3 do lema [4.3] que BV ([a,b]) é um subespago
vetorial do espago das fungdes limitadas em [a, b], denotado por B([a, b]).

Lema 4.4 Definindo
Ifllev = 1£(@)| + Vif, (4.4)

para f € BV ([a,b]), entdo || - ||y define uma norma no espaco BV ([a, b]).

Demonstra¢ao: Como pelo item 1 do lema VP f = 0seesomente se f é constante,
entdo || f||py = 0 se e somente se f é constante e f(a) = 0, ou seja, se e somente se
f =0.Dadas f,g € BV([a,b]) e usando o lema[4.3}

If +gllsvy = 1f(a) + ()| + VE(f + 8) < If(@)| + Vi f +Ig(a)| + Vig
= || fllsv + lIgllBv -

Finalmente, dado ¢ € R e dada f € BV([a, b]), tem-se

lefllsv = lel IfllBv

onde novamente usamos o lema O
A norma || - ||py definida pela equagdo (4.4) é chamada norma de variagio limi-
tada.
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4. Teorema de representacdo de Riesz

Proposic¢do 4.5 O espaco BV ([a,b]) é um espago de Banach com relagio a norma de va-
riagdo limitada || - || gy.

Demonstragio: Seja (fy,) e uma sequéncia de Cauchy em BV ([a, b]) com relagdo a

norma de variagdo limitada || - || gy. Entdo, dado € > 0 existe N € IN tal que

nm >N = | fu— fullsv = |fu(a) = fu(@)| + VI (fa = f) <e.

Em particular, pela desigualdade (fu)nenw € uma sequéncia de Cauchy em
B([a,b]) com relagdo & norma || - ||, de modo que, pela completude de B([a, b])
com respeito a esta norma, existe f € B([a,b]) tal que ||f» — f|l« — 0 quando
n — oo. Seja P uma particdo de [4,b] e seja dado € > 0. Tomando N € N tal que
| fn — fml||Bv < € para todo n,m > N, entdo, para todon > N,

|[fula) = f(a)| + V(fu = f,P) = lim [|fu(a) = f(a)| + V(fu = f, P)]

< sup ||fu — fullpv < €.
m>N

Como P é uma partigdo arbitraria de [a, b], entdo f,, — f € BV ([a,b]) e, em particular,
f=fao—(fu—f) € BV([a,b]), pois é a diferenga de fun¢des de variagdo limitada e
ainda

1fu = fllsv = |fu(a) = f(@)| + Vi(fa = f) <€, ¥n=N.

Portanto f, — f quando n — oo com relagdo a norma || - ||py em BV ([a, b]). O
Para o resultado a seguir, lembramos que uma fungéo g : [2,b] — R é dita crescente
se x < yimplica g(x) < g(y), para todo x,y € [a,]].

Proposi¢do 4.6 Dada f € BV([a,b]), existem funcdes crescentes g, h : [a,b] — R tais
que f =g —h.

Demonstragio: Seja g(x) = V) f paratodoa < x < be g(a) = 0. Entdo g é crescente

pois, se x,y € [a,b] sdo tais que x < y, entdo

) —gx)=VIif=Vif=Vif>|f(y)— f(x)| >0.

Por outro lado,
g(x)—gly) > fly) — f(x),

de modo que g — f também é crescente. Colocandoh = g — f,entdo f = g—héa
diferenca de duas fungdes crescentes. U
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4. Teorema de representacdo de Riesz

Como consequéncia, temos

Corolario 4.7 (Teorema de Jordan) Uma fungio f : [a,b] — R é de variagdo limitada se
e somente se é a diferenca de duas fungdes crescentes.

Integral de Riemann-Stieltjes

Nesta secdo definiremos a integral de Riemann-Stieltjes e estudaremos algumas
das suas propriedades basicas. Tal exposicdo é de interesse pois mais a frente serd
mostrado que a relagdo dual entre C([a,b]) e BV ([a,b]) é dada explicitamente pela
integral de Riemann-Stieltjes em relagdo a uma funcao de variacdo limitada.

SejaP ={a=t)y <ty <--- <t, =0} de|[ab]. Dizemos que P é uma parti¢io
pontilhada se tomarmos uma cole¢do de pontos fixados T = {7; | T; € [ti_1,ti],i =
1,...,n} nesta partigdo. Denotamos uma parti¢do pontilhada por um par (P, T), na

notacao acima.
Defini¢do 4.8 Seja f : [a,b] — R.

1. Fixada uma fungdo ¢ € BV|a,b], a soma de Riemann-Stieltjes de f com relagdo
a parti¢do pontilhada (P, T) e a fungido ¢ dada por
n

So(f, P, T) =Y f(m)le(ti) — p(ti=1)] - (4.5)

i=1

2. A fungdo f é dita Riemann-Stieltjes integrdvel com relacdo a funcgdo de

variagdo limitada ¢, se existe I € R tal que, dado € > 0, existe 6 > 0 para o qual

t,—t_ 1| <6 = |S,(f,P,A)—1I <e,
@%’2'1 i1 1S (f )—1Il<e

para toda particdo pontilhada (P, T) de [a, b]. Denota-se neste caso

1= [ fdg(),

e denomina-se I como a integral de Riemann-Stieltjes de f com relagdo a fungdo

de varia¢do limitada ¢.
E possivel mostrar as seguintes propriedades (ver e.g. ):

Proposi¢do 4.9 Se f € C([a,b]), entio f é Riemann-Stieltjes integrdvel com relagio a toda
¢ € BV([a,b]).
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4. Teorema de representacdo de Riesz

Proposi¢do 4.10 Seja ¢ € BV([a,b]) e seja  definida por p(x) = VX¢ para todo x €
la,b]. Entio toda f : [a,b] — R Riemann-Stieltjes integrdvel com relagdo a ¢ também o é
em relagdoa y, e

b b
[ rwip)| < [l < Vi,

Podemos concluir daif que a integral de Riemann-Stieltjes com relacdo a uma fungdo
de variagdo limitada define um funcional linear continuo no espago das fungdes

continuas no intervalo [a, b]:

Corolario 4.11 Se ¢ € BV(la,b]), entdo a aplicacio C([a,b]) > f fabf(x)dqo(x)
define um funcional linear continuo em C([a,b]).

Teoremas de Helly

O objetivo desta secdo é demonstrar o Primeiro e o Segundo Teorema de Helly,
que serdo utilizados na nossa demonstragdo do Teorema da Representacdo de Riesz.
Tais teoremas decorrem diretamente do Principio de Selecao de Helly (teorema
da secdo [3) que por comodidade serd relembrado abaixo:

Teorema 4.12 (principio de sele¢do de Helly) Seja (fu)neN uma sequéncia uniforme-
mente limitada de funcoes a valores reais definidas num conjunto enumerdvel E. Entdo existe
uma subsequéncia de (fn)ncN que converge pontualmente para uma fungio f : E — R.
Ainda mais, | f(x)| < K para todo x € E.

Como consequéncia deste teorema temos:

Teorema 4.13 (primeiro teorema de Helly) Seja (fy),en uma sequéncia uniforme-
mente limitada de fungdes f, : [a,b] — R. Se f, é crescente para cada n € N, entdo
existe uma subsequéncia (fu;)jeN de (fn)neN que converge pontualmente para uma fungio
f i [a,b] — R crescente e limitada.

Demonstragdo: Seja E = QN [a,b]. Como E é enumerdvel, entdo pelo Principio
de Selecdo de Helly, a sequéncia (fu)nen possui uma subsequéncia (fu;)jeN que
converge pontualmente para uma fungdo g em E. Tal funcdo é crescente em E e

pode ser extendida para uma fungéo crescente em [a, b] se definirmos

g(x) =sup{g(q) |9 € E,q <x}.
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4. Teorema de representacdo de Riesz

Seja x € [a,b] um ponto em que g é continua. Entdo, dado € > 0, existem p,q € E
tais que p < x < ge[g(p) — g(q)| < §. Para j suficientemente grande obtemos que

fuy () < () < g() +5 <)+,

usando que f,; e g sdo crescentes; por um argumento analogo, obtemos que
fnj(x) = g(x) — 5. Portanto concluimos disto que g(x) = lim; ;o fn,(x) para todo
x € [a,b] em que g é continua. Como g é crescente, entdo o conjunto D(g) das
suas descontinuidades é no maximo enumerdvel, e assim, aplicando novamente o
Principio de Selegdo de Helly para a sequéncia (f,),en neste conjunto, obtemos
uma subsequéncia (fu;)jeN que converge pontualmente para uma fungao limitada
e crescente 1 em D(g), pois a subsequéncia tomada a partir do Principio de Sele¢do
de Helly neste caso é exatamente a mesma subsequéncia usada para definir g no
conjunto dos seus pontos de continuidade. Assim, definindo f(x) = g(x) se g é
continua em x e f(x) = h(x) caso contrdrio, obtemos que f(x) = lim; ,« fu,(x) com

f crescente e limitada. O

Teorema 4.14 (segundo teorema de Helly) Seja (¢n)ncN uma sequéncia de fungdes de
variagdo limitada em um intervalo [a, b]. Se ¢, — ¢ pontualmente em [a, b], entdo ¢ é uma
fungdo de variacio limitada em [a, b] e, para toda f € Cla, b],

[ F@dgn) = [ o).

Demonstragio: Seja K > 0 tal que V(¢,) < K para todo n € IN. Como ¢, — ¢
pontualmente, entdo V (¢, P) = limy 0 V(¢u, P) para toda particio P de [a,b].
Assim, ¢ é uma funcdo de variagao limitada em [a,b] e V?(¢) < K. Seja f € Cla, b].
Entdo f é, em particular, uniformemente continua no compacto [4, b], de modo que,
dado € > 0, existe § > 0 tal que
€

vy €lab], [x -y <6 = [f(x) ~ fy)| < 5% - (4.6)
Afirmacdo 4.14.1 Para toda particdo pontilhada (P, T) de [a,b],onde P = {a =t <
h<--<tg=bleT={n|7m€[titl,i=1,...,n} comsup ., [xi —xi 1| <
J, e para toda f continua em [a, b] satisfazendo , tem-se

. (4.7)

Q| m

[ Fdg(x) — sy(,P, )| <
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Demonstrac¢io: De fato,

‘ /abf(x)d(,)(x) —So(f, P, T)’ = ‘ /abf(x)d(p(x) —~ _ff(r,-)((p(ti) - (p(ti_l))‘

£

onde, na dltima linha usamos e que fcdg(x)dqo(x) < |Igllo V¥ (¢), para toda g
continua e para todo [c,d] C [a, b]. Isto conclui a demonstragdo da afirmagédo acima.
O

Seja entdo (P, T) uma parti¢do pontilhada como na afirmagdo anterior. Temos que

[ rwden - [ gt < | [ fxdgns) - 5, 0,7, 7)
#| [ o) - sy0r, 2,7 +

<S+z+Sp-plf,PT))

2€
< 5 HlflleVign =, P) <e,

Spulf,P,T) = Solf, P, T)]

para n suficientemente grande tal que V(¢, — ¢, P) < 3\|J§|| ; mostrando assim o

resultado desejado. O]

Teorema de representagdo de Riesz

Pelo corolario temos que, dada uma funcdo de variacdo limitada ¢ &
BV([a,b]), a aplicagio f — [ ab f(x)de(x) define um funcional linear em
C([a,b]). Desejamos nesta se¢do mostrar a reciproca: dado um funcional li-
near ! : C([a,b]) — R, mostraremos que existe uma fung¢do de variagdo limitada ¢
em [a,b] tal que I(f f flx ), que sob certas condic¢des adicionais é tnica,
ou seja, 0 espago das fungoes de variacdo limitada BV ([a, b]) é (essencialmente) o
dual do espago de Banach C([a, b]). Para isso, usaremos os Teoremas de Helly apre-

sentados na se¢do anterior e os polindmios de Bernstein, introduzidos no apéndice
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4. Teorema de representacdo de Riesz
B!

Teorema 4.15 (teorema de representacdo de Riesz) Se ! : C([a,b]) — R é um funcio-
nal linear continuo em C([a, b)), entdo existe uma tinica ¢ € BV ([a,b]) tal que

b
()= | Fx)dg(x), ¥f €Cllab]),

e Vig = |lI]l.

Demonstra¢ao: Comegamos por notar que basta mostrar o teorema para o intervalo
[0,1]. De fato, se este caso for provado e definirmos y(t) = a + t(b —a) para 0 <
t < 1, entdo a aplicagio [ : C([0,1]) — R dada por I(g) = I(go ), para toda
¢ € C([0,1]), define um funcional linear continuo em C([0,1]), e portanto existe
Y € BV([0,1]) tal que T(g) = fol g(y)dyp(y), de modo que ¢ = oy € BV([a,b]) e

b
gom) = [ (oMo (),

para toda g € C([0,1]).
Para mostrar o teorema no intervalo [0, 1], escrevemos

P i(x) = (Z) K1-x)k, 0<k<mn,

de modo que, para cada f € C([0,1]), a sequéncia de polindmios de Bernstein de f
é dada por

Bn(f):ki;,)f (%) Py, nelN,

e, pela proposicao tal sequéncia converge uniformemente para f quando n —
co. Dado um funcional linear continuo / : C([0,1]) — R, temos por linearidade que

@)= L f () 1Pu) . meN,

e por continuidade de /, a sequéncia (I(B,(f)))neN converge para I(f) quando n —

Q.

32



4. Teorema de representacdo de Riesz

Seja (¢n)nen a sequéncia de fungdes definidas por

¢n(0) =0,
1
(Pn(x) _I(Pnl)/ 0<x< %,
(Pn(x)_l(Pnk)/ SSXSk:;l/ k:1/2/ /n_ll

Entdo cada ¢, é uma fungdo escada com salto de tamanho [(P, ;) em - para k =
0,1,...,n,de modo que, para toda f € C([0,1]),

[ fep) = 3£ () 1P

Ainda, cada ¢, é continua por baixo em (0,1) e ¢,(0) = 0. Como

n n
an,k = len,k| =1,
k=0 k=0

= |1 <Z iPn,k)
k=0

n
< ||l|| Z :IZPn,k

entao

n n
V()l(/)n = Z |Z(Pn,k)| = (Pn,k)
k=0 k=0

n

< 21| X2 1Pk
k=0

= I -

Como a sequéncia de fungdes (¢n),eN € de variagdo limitada em [0,1] e unifor-
memente limitada, entdo pelo segundo teorema de Helly, teorema temos que

¢n converge pontualmente para uma funcdo ¢ continua por baixo, satisfazendo
¢(0) = 0 e tal que

[ $edg() = tim [ fdgn(x) = 1(5),

para toda f € C([0,1]), com Vi < ||I]].
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4. Teorema de representacdo de Riesz

Para mostrar a unicidade de ¢ usaremos as seguintes afirmagdes:

Afirmagdo 4.15.1 Dada « € BV ([a,b]), seja B : [a,b] — R definida por B(a) = «(a),
B(x) = a(x™) paratodoa < x < be B(b) = a(b), onde zx( _) = limt/x ( ) Entdo
B é continua por baixo em (a,b), B € BV ([a, b)) f f(x f f(x)dB(x) para
toda f € C([a,b]).

Demonstra¢do: (afirmagdo 4.15.1) Assumindo inicialmente que a é decrescente.
Entdo  é decrescente e

B(x) >a(x), VYa<x<b. (4.8)

Dado € > 0 edada f € C([a,b]), tem-se (usando integracdo por partes) que

—a)(x)

b
== [ awarea)
de modo que a afirmacdo ficara provada se mostrarmos que

[ (8- 0@ ()] < elatt) ~ata)]. 49

Por continuidade de f no compacto [a,b], existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(y)| < €
sempre que |x — y| < J. Fixando uma parti¢gdo P = {a = xp < x1 < -+~ < x, = b}
com x; — x;_1 < ¢ entdo, para toda escolhade pontos T = {t; | x;_1 < t; < x;,1 =
1,---,n}, tem-se

‘Sf(ﬁ—lx,P,T ’

Z D))Afi

m:
H
~—

= 6\06( ) —a(a)],

usando que (4.8 e o fato de que B é monétona. Isso mostra 4.9\ no caso em que « é
decrescente. No caso geral em que & € BV ([a,b]) tem-se & = a1 — ap onde a7 e ap
sdo funcdes decrescentes, e portanto f = 1 — B2 com 1 e B2 também decrescentes,
onde cada ; é obtida a partir de a; como no enunciado, i = 1,2. Repetindo o

mesmo argumento para o caso decrescente a cada uma das fungdes f; a afirmacdo
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4. Teorema de representacdo de Riesz

fica mostrada. 0

Afirmacdo 4.15.2 Dada « € BV(|a, b]), existe uma tnica § € BV ([a,b]) com B(a) =
0 que é continua por baixo em (a,b) e satisfaz fabf(x)d‘B(x) = fabf(x)doc(x) para
toda f € C([a, b]).

Demonstrac¢do: (afirmacdo [4.15.2) Supondo que existam duas fung¢des de variagdo
limitada e continuas por baixo 71 e 7, tais que y1(a) = y2(a) =0e

b b
| f@dne) = [ f@an (@.10)

para toda f € C([a,b]). Devemos mostrar que v = 91 — 72 = 0. Supondo, por
contradigdo, que exista ¢ € (a,b) tal que y(c) # 0. Existem dois casos a considerar:

Caso 1: Nao existe outro d € [a,b) tal que y(d) # 0. Ou seja, y(x) = 0 para todo
x € (a,b) e y(b) = 0. Entdo y é uma fungdo escada com tnico salto em b e assim,

escolhendo f € C([a,b]) tal que f(b) # 0, obtém-se uma contradi¢do a igualdade
410

Caso 2: Existeum ¢ € (a,b) tal que y(c) # 0. Neste caso, observamos que é possivel
mostrar que a fun¢do v(x) = Vv é continua por baixo em todo ponto em que 7y é

continua por baixo. Assim, existe € > 0 tal que

o(c) — ofe — &) = Ve oy < U
Seja f uma fungdo continua definida por
0, sea<t<c—eg,
fit)=q1-%t, sec—e<t<c,
1, sec<t<b.
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4. Teorema de representacdo de Riesz

Entao
[ ware| = | [ aw+ [ feom
— =210+ [ 1@
> () - Ve
G
0 que novamente contradiz O

A partir das afirmagdes 4.15.1|e 4.15.2]e do fato que a fungdo de variagdo limitada

¢ obtida é continua por baixo e satisfaz «(0) = 0, concluimos a unicidade desta
funcgao. U
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5 TEOREMA ESPECTRAL: OPERADORES UNITARIOS

Representacdo integral de um operador unitario

Nesta secdo aplicaremos o teorema de Féjer dual obtido anteriormente na solugao
do problema dos momentos trigonométricos para obter a representacdo integral de
um operador unitario U em um espaco de Hilbert .7 no seguinte sentido: deseja-
mos um operador linear limitado f(U), onde f é uma fun¢do continua no circulo

unitdrio S! = {z € C | |z| = 1}, tal que

0. fWe) = [ ol gl(t), Vg€ 2

para uma fungédo de variacdo limitada o[y, ¢] € BV([0,27]). Tal fungdo serd obtida
usando o teorema de representacdo de Riesz demonstrado na secdo anterior.

Comecamos por relembrar que, se U : 5 — ¢ é um operador unitario, entdo U
é inversivel e U~! = U*, ou seja,

(p,Ug) = (U ', )

para todo ¢, ¢ € 7.
Seja ¢ € A fixado. Denotando U¥ como a k-ésima poténcia de U, seja

o= (p,Ury) VkeZ. (5.1)

Entédo
o = (p, Ukyp) = Uy, p) = (p, U ) = c_y

para todo k inteiro.

Teorema 5.1 Seja U um operador unitdrio em um espago de Hilbert 7. Entdo para cada
Y € A existe uma tinica medida de Radon u[¢p] em C([0,27]) tal que

ugl(e* ) =, VkezZ. (5.2)
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

Demonstragdo: Sejam ¢, definidos por (5.1) para todo k inteiro. Seja ainda
' KL ikt
D,(t) = ) 1= o™, (5.3)
k=—n

definida para todo t € IR e para todo n inteiro. Definindo
T, =1 +efitu4_672itu2 4idem (n—1) 1tun 1 _ Z efzrtur
entao

<n17~lJTn1¢ Zezsr urlpus Zezsr usr¢>

r,5=0 r,5s=0

= Y M- K, Uy,
k=—n
usando o fato que U é unitario e fazendo a mudanca de variavel k = r — s na soma

dupla acima. Do calculo acima concluimos que

1 1
q)n(t) = E<Tn—1¢’r Tn—1¢> = E”Tn—l'wb”z >0

para todo n inteiro e para todo t € IR, de modo que, pelo teorema de Féjer dual
(teorema 3.3), existe uma tinica medida de Radon u[yp] em C([0,27]) tal que

u[pl (™)) = ¢ (5.4)

para todo k inteiro. O
Relembremos brevemente a férmula de polarizagdo que permite obter uma forma
sesquilinear hermiteana () : 77 x 7 — C a partir de uma forma quadrética hermi-

teana g : 5 — C. De maneira explicita,

O 9) = 5 14+ 9) —q(p— ¢) +igp—ig) ~i(p+ig)]  (55)

para todo ¢, ¢ € . Ainda mais, Q) é tal que Q) (¢, ) = q(¢) para todo ¢ € .
Seja u[1p] a medida de Radon obtida no teorema anterior. Como ¢, = (¢, U*y) para

todo k inteiro e U é um operador unitdrio, entdo y[¢] define uma forma quadratica

hermiteana em .7, de modo que pela férmula de polarizacdo (5.5), podemos obter

uma forma sesquilinear hermiteana limitada (pois U é unitario) u[y, ¢] em . Por
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

construgdo, u[y, ¢] € uma medida de Radon em C([0,27]) e u[y, ¢] = u[p]. Como
consequéncia disso e do teorema temos:

Coroldrio 5.2 Seja U um operador unitirio em um espago de Hilbert 7¢. Entdo para cada
f € C(SY), existe um tinico operador linear limitado, denotado por f(U), tal que

u, ol(f) = (v, f(U)g), Yy, pe . (5.6)

Observamos que se f € C(S!), entdo t +— f(e't) é uma fungdo continua em [0, 271
com f(0) = f(27). Uma segunda consequéncia do teorema5.1|é:

Coroldrio 5.3 Seja U um operador unitirio em um espago de Hilbert 7¢. Entdo para cada
W, ¢ € S eparacada f € C(S') existe uma tinica fungio de variagio limitada o[, ¢] €
BV ([0,27t]) continua por baixo tal que

271 .
b f(Wg) = [ F)doly, gl(1). 57)

Demonstragdo: Dados i, ¢ € # e dada f € C(S!), o corolario anterior mostra que

existe um tinico operador linear limitado f(U) tal que

ul, ol(f) = (W, f(U)e) ,

onde u[p,¢] é uma medida de Radon em C([0,27]). Logo, o teorema de
representacdo de Riesz, teorema garante que existe uma tunica func¢do de
variagdo limitada continua por baixo, denotada por o[y, ¢], tal que

2r .
ule e () = [ Feaolip,gl(t),

como desejado. ]
Em particular, podemos concluir que para cada § € 2 existe uma funcdo de

variagdo limitada o[¢] = o[y, ] — na notagdo do teorema anterior — tal que

2w .
p uty) = [ Moyl (e, 9

para todo k inteiro.
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

Resolucdes de unidade

Definicao 5.4 Uma resolugdo de unidade em um espaco de Hilbert 7 é uma familia de
projecdes ortogonais (E¢)icr tal que:

1. EtEs = EsEy = E;, Vt <s.

2. Ses /'t entdo Esp — Eyp para todo p € .
3. Set — oo, entio Eyp — ¢ para todo ¢ € .
4. Set — —oo, entdo Eqtp — 0 para todo p € .

Seja (E¢)ter uma resolucgdo de unidade. A condigdo @nos dé4 que aaplicagdo t — E;
é fortemente continua por baixo e as condicdes 3| e 4] garantem que lim; 00 E; = 1

e lim;,_ E; = 0 no sentido da convergéncia forte de operadores lineares em .77

Denotamos
E((a,b]) = Ey — Ea,
E([a,)) = Ep+ — Ea,
E((a,b)) = Ep+ — Eg+,
E([a,b]) = Ey — Eq+ ,
E({a}) =E,—E,+,
com a convengao E(+o0) = 1 e E(—o0) = 0, E;+ = limp 4 Ef e E,- = limy », Ey.

Observamos que o limite operatorial E,+ sempre existe mas ndo necessariamente é
igual a E,.

Desejamos mostrar nesta se¢do, que é possivel construir uma resolucdo de unidade
em um espacgo de Hilbert .7 a partir de um operador unitdrio U em J#. No Teo-
rema [5.3|da se¢do anterior, obtivemos uma tinica fun¢éo de variagdo limitada o[y, ¢|
definida em [0, 277] tal que, para cada f € C(S!),

9 f(U)g) = [ fe)doly,g](1).

Em particular,
2w .
pUtg) = [ Mol g)(t), 59)

para cada k inteiro. Tal funcdo possui a seguinte propriedade:
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

Proposigdo 5.5 Seja o[y, ¢] a fungdo de variagdo limitada em [0, 27t] como no teoremal.3|
Entdo, para cada t € [0,27], a fungio o[, ¢|(t) define uma forma sesquilinear hermiteana
em .

Demonstra¢ao: Como
T ikt k k k
| ol g+ g2l (1) = (0, Ur (g1 + 92)) = (9, Up) + (9, Uga)
27 i 271 "
= | Mol gl + [ eMaoly, pal(),
entdo, por unicidade da fungdo o[y, ¢] na representago (5.7), temos que

o[, o1+ @2](t) = o[y, p1](t) + o[y, @2](t) (5.10)

para todo f € [0,27]. Ainda, para qualquer escalara € C,

[ Moty agl(e) = (p, Uag)) = alip Urg) =a [ Maol gl(o),

de modo que, novamente por unicidade da funcéo o[y, ¢|, temos que

ol,aq)(t) = acly, ] (t) (5.11)

para todo t € [0,271] e para todo a € C. Finalmente, como

[ ety qlt) = (o, Ubg) = To U] = [ eMiclp ), 612
entao
ole, ¥I(t) = o, @] (t) (5.13)

para todo t € [0,27t]. Assim, o[y, ¢](t) é uma forma sesquilinear em .7, para cada
t.

Para mostrar que esta forma sesquilinear é limitada, notamos que, como o[y, ¢] é
uma funcdo crescente (pois é uma funcdo de variagdo limitada) e o[y, ¢|(0) = O,

entdo para todo 0 < t < 27,

0 < ol yl(t) < ol )(2m) = | " dolp, () = (,U0p) = 9]

Dai, decorre que o[, ¢] é limitada pela seguinte observacao:
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

Afirmagdo 5.5.1 Se Q) : (¢, ¢) — w(¢, ¢) é uma forma sesquilinear em um espago
de Hilbert /7 tal que existe uma constante C > 0 para a qual

1Q(y, )| < Clly|? (5.14)

para todo ¢ € JZ, entdo w é limitada.

Demonstragio: (afirmagdo) Como

Q)+ y) =5+ Ly +0) —Qp — &y - 0]

N~

entao

O, &) +Q(y,0)| < %C(Htp +ElP+ly = 2l®) = Clgli* + 12117 -

Dai, tomando ¢ tal que ||¢|| < 1e =ap,ondea € Ce |a| =1, ||¢| <1, entdo

1A, a9) + Qag, )| = [aQ(y, ¢) +30 (¢, ¢)| < 2C,

ese Q(y, ¢) # 0, escrevendo

QY 9) =[Oy, 9)le™, a«€R

Qg ) =[Oy, 9)ef, BER,

entao
Q(y, 9)| |ae™ +aef| < 2C.

i ~
Tomando a = ¢/ 7, entdo
ae™ +Ge'P =267
de onde

Oy, 9) < C,

para todo ¢, ¢ € A tais que |||, | @] <1, e portanto Q) é limitada. O
Pela afirmagdo anterior aplicada a forma sesquilinear o[y, ¢](t), concluimos a
prova. l
Como o[y, ¢|(t) é uma forma sesquilinear hermiteana para cada ¢, obtemos entéo,
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

pelo teorema um tnico operador linear limitado E; em J# tal que

oly, 9l(t) = (b, Erp) , (5.15)

para cada t € [0,271].

Com isso, podemos mostrar:

Teorema 5.6 Se U é um operador linear unitdrio em um espago de Hilbert ¢, entio a
familia de operadores lineares (Et) (025 definida em é uma resolugio de unidade em
S tal que

27 .
(i, Urg) = / e"'d(p, Erp) (5.16)
0
para todo Y, ¢ € S e para todo k € Z.

Demonstragio: Pelo Teorema

(9. W) = [ Moty o]0

para cada k inteiro. Colocando i = U~ "¢, entdo

2,
g ute) = [ eMaolu g, ol(r),

0 que implica
21,
(@ usg) = [ eMdole, el(t), 517)
0

usando o fato que o[y, ¢|(t) é uma forma sesquilinear hermiteana para cada .
Por outro lado,

2w
oU™E gl(t) = (U'E,Eig) = (& UWEwg) = | *aoleEiglls),  (5:18)

e entao

o8, Erpl(s) = (, EsErg) (5.19)
para todos t,s € [0,271] com s < t. Mais ainda,

2,
et

(& ukrg) = [ ol o)), (520)

de modo que, usando a unicidade da fungdo ¢[¢, ¢}, concluimos das equagdes (5.17),
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

(5.19) e (5.20) que
(¢, Etg) = (G, EsEr)

para todos t,s € [0,27] tais que t < s. Em particular,
E?=F,

de modo que (E;); é uma familia de proje¢des ortogonais satisfazendo a propriedade
de uma resolugdo de unidade.

A partir de notamos de maneira imediata que Egy = 0 e Ep; = 1 e, como a
fungdo de variagdo limitada o[4, ¢] é continua por baixo — pelo coroldrio5.3- entdo,
para todo ¢, ¢ €

?;r}(gb, Esp) = (¢, Erg) ,

de modo que
s/t

no sentido da convergéncia forte de operadores em J#, o que conclui a
demonstragdo de que a familia (Et)icop, definida em é uma resolugio
de unidade. Ul

A representagdo espectral de um operador unitédrio

Nesta secdo desejamos definir a integral de Riemann-Stieltjes com relagdo a uma
resolugdo de unidade (E;);cr como um operador linear | ab f(t)dE; para todo inter-
valo [a,b] C R e para toda fungdo continua f : R — C. Este resultado permitira
obter a chamada resolugao espectral de um operador unitério.

Iniciamos por mostrar algumas propriedades elementares de uma resolugdo de

unidade:

Proposic¢do 5.7 Seja (E;)ier uma resolugio de unidade em um espago de Hilbert 7.

1. Set <, entdo E; — E; é uma projecdo ortogonal.

2. Sety <ty <tz <ty entio
(Et, — Et)(Ety — Et;) = (B, — Eiy)(E, — E;) = 0.
3. Set; <ty < tz < tyg, entdo

(¢, (Et, — En) ) = [|(Ety — En)@l* = || (Et; — En) 9|1 + || (Ev, — Er )| -
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

4. Para cada ¢ € A, a fungio t — (P, E4p) é crescente e limitada por ||1p||2

5. Para todo ¥, ¢ € J, a fungio o[p, ] : t — (@, Esp) é continua por baixo e de
variagio limitada em cada intervalo [a,b] C R com V! (c[e, ¢] la) < Il llll-

Demonstracao:

Dadas duas projec¢des ortogonais P e Q, tem-se que P — Q é uma projegao orto-
gonal se e somente se PQ = QP = Q. Logo, a propriedade desejada decorre da
propriedade (1| para resolugdes de unidade.

Decorre imediamente de aplicar sucessivamente

Como E;, — E;, é uma projegdo ortogonal por|l} entdo

1, = E)9ll® = (9, (Ex, — Ev)$) = (9, (Ex, — En)$) + (¢, (Er, — En)9)
= [I(Et, = Ex)¢l1* + I (Er, — En)9lI* -

Set < s, entdo
IEpl® = (, Ep) < (9, Esy) = IEsy|*, Ve,
pois E; e Es sdo proje¢des ortogonais e E;E; = E;. Ainda mais,
IEl> < IEPN¢l? < gl vy eor.

Sejam fixados ¢, ¢ € 7 e seja [a,b] C R. Entdo para cada parti¢ioa =ty < 1 <
- < 't, = bde [a,b] tem-se

flr olo, ¥)(t) — olo, 9] (1 \—D o, (Ey — Er )9)]
2

j=

= Z |<(Etj - Etj—l)q)’ (Etj - Etj_1)¢>|

\.

< XZH —Et )@l [[(Ey, — Er )9

<i (E, — Ei, <o||2) (Zn (Ey— i, ¢||2)
=1
— 1By — Ea)oll (Eo — EDwll < lloll 9],

usando 3| e a desigualdade de Cauchy-Schwarz. [
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

Defini¢do 5.8 Uma fungio escada é uma fungio f : [a,b] — C para a qual existem
a <ty <t < --- < t, < be constantes cj,j =1,---,n tais que f = 2}1:10]')(]'/
onde x; = X[t ) para todoj = 1,- =1, Xn = X, ] € XA denota a fungdo
caracteristica num conjunto A.

Denotamos por T([a,b]) o conjunto de todas as fun¢des escada em [a, b]. Tal con-
junto é um subespago de B([a,b]), o espago de Banach das fung¢des limitadas em
[a,b], com a norma || - ||«

O fecho de T([a,b]) em B([a,b]) em relacdo a esta norma é denotado por I([a,b]) e

é possivel mostrar que (ver e.g. o Teorema 12.3, pp. 191-192 de |2 para uma prova)

Proposic¢do 5.9 O fecho de T([a,b]) em B([a,b]) é o subespaco das fungdes f € B([a,b])
tais que f(x™) existe para todo a < x < be f(x7) existe para todo a < x < b. Em
particular, C([a, b]) C I([a,b]).

Se f = ¥jq¢jxj € uma funcdo escada em um intervalo [4,b] e (Et)icr € uma

resolucdo de unidade em um espaco de Hilbert .7, definimos

/ f(t)dE; = Zc] Ei ). (5.21)

Usando a propriedade [I] de resolugées de unidade é imediato mostrar que tal
definicdo ndo depende da representacdo escolhida para a fun¢do f, de modo que
fica bem definido um funcional linear f — [ ub f(t)dE; de T([a,b]) em C que é
limitado, pois para todo ¢ € 7

I/

2

n
< Z ’C]'|||(Efj - Etj71)¢||2

j=1
< 1 flleoll By — Bt )91
< flloll®l*-

n
Zl Cj(Etj - Etjq)lp
j=

Assim, pelo teorema BLT tal funcional possui uma tnica extensdo continua
para o fecho I([a,b]) de T([a, b]), denotada por

/bf(t)dEt, vf € I([a,b]) . (5.22)

Em particular, tal operador linear limitado em 7 é definido para toda fungdo
continua f : [4,b] C R — C.
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

Observacao 5.10 A construgio acima permite obter uma construgio alternativa da integral
de Riemann-Stieltjes em relagdo a uma fungdo de variagio limitada « € BV([a,b]): se

f= Z;’Zl cjx;j € uma fungio escada na notagdo acima, entdo podemos definir

/f t)da(t ZC] ati-1)],

ondea <ty <ty <--- <ty <b. Dai, por um argumento andlogo ao dado para resolugcoes
de unidade, o funcional linear limitado acima pode ser unicamente estendido para o fecho
de T([a, b)) que contém C([a, b)), permitindo assim definir alternativamente a integral de

Riemann-Stieltjes jd apresentada na segdo anterior.

Do fato que podemos definir o operador como o limite forte de aproxi-
mando f por func¢des escada, decorrem as seguintes propriedades:

Proposic¢do 5.11 Seja (E;); uma resolugio de unidade em um espago de Hilbert 7. Entdo
para toda f,g € I([a,b]), tem-se:

(¥, (fabf(f)d5t> = [P f(d(y, Erg), Vi 9 € 2.

2. Es [P F(t)dE; = [° f(t)dE:, Va<s<b.
3. (fff(t)dEt) <f 8(t dEt) Jy f(O8(H)dE; .
4. (fabf(f)dEt)* = [, F(D)dE:

! e = S 150 Rat, B

Demonstracao:

Como, fixado ¢ € 7, I(¢) = (P, Ap) é um funcional linear continuo em .77,
entdo basta mostrar o caso em que f é uma fungao escada e notar que | ab f(t)dEtéo
limite forte de na aproximacgdo por essas fung¢des. Mas se f = 2;7:1 cjxj € uma
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

funcao escada, entdo

=Y ¢j((,Er9) — (¢, Er,_,))

j=1

:=iqu@wfn—ﬂwww4»
L

= [ oty ol(®
—/f d{y, Erg) -

Pela continuidade por cima de uma resolu¢do de unidade, novamente basta
2 ~ o n .
mostrar o caso em que f € uma fungdo escada f = } i’ ¢jx;. Neste caso, para cada

p €,

b n
Es/ F(O)dEp = Es | ) cj(Ey; — By )9
: = i j
= i ¢j(Ey; — Et 0 )9
=1

= [ ey,

a

pois EsEy; = E; para todo s < ;.

Imediato para fungdes escada.

M Como a aplicacdo A — A* é continua (na topologia fraca) (ver Teorema VI.3 de
, entdo basta novamente mostrar o caso em que f = 2;1:1 ¢jxj € uma fungdo escada

e tomar o limite nas seminormas

ITllpp = (¢, Ag),
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

para todo A em . limitado. Para uma fungdo escada f tem-se entdo que

< (/ fle dE“P)> 610 (B — i1 9))

j=1

([ 7))

0 que mostra este caso, pela unicidade do adjunto de um operador limitado.
Combinando eld] temos

b 2
| FdEy

O
Usando os resultados desta se¢do, obtemos entdo a seguinte versao do teorema

Teorema 5.12 (teorema espectral para operadores unitarios) Seja U um operador
unitdrio em um espago de Hilbert 5#. Entdo existe uma tinica resolugido de unidade
(Et)tejoon] tal que, para toda f € C(S')

27 .
= [ feiry, vpeor, (5.23)
0
e em particular
2,
Uy = / FdE, Yy e A . (5.24)
0

Demonstracao: O teorema nos garante a existéncia de uma tnica resolugdo de
unidade (Et);c[o,0] para um operador unitdrio U tal que, para todo ¢, ¢ € 7 e para
toda f € C(S!)

. fWg) = [ F&dly, Eig),

de modo que o operador fo f(e*)dE; coincide, por construcdo, com f(U) e satisfaz
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5. Teorema espectral: operadores unitdrios

a representacao 5.23|
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6 OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

Até o momento tratamos apenas de operadores lineares limitados em um espaco
de Hilbert. Nesta secdo, estenderemos a defini¢do de adjunto de um operador linear
limitado para um operador ilimitado e analisaremos algumas propriedades do seu
espectro. O passo seguinte é aplicar o teorema espectral para operadores unitarios
obtido na se¢do anterior para provar o teorema espectral para operadores linear
auto-adjuntos, que é o objetivo central deste trabalho.

Dominio e gréfico

Conforme veremos ao longo desta seg¢do, operadores lineares em um espago de
Hilbert J# ndo necessariamente limitados podem néao ser definidos em todo .77,
de modo que é necessario explicitar um dominio para tal operador, que é definido
como um subespaco linear de 7.

Definicdo 6.1 Um operador linear T em um espago de Hilbert 7¢ é densamente definido
se 0 seu dominio é um subespago linear denso de .

Defini¢do 6.2 Seju T : D(T) — S um operador linear densamente definido em um espago
de Hilbert 7. O grifico de T é o subespago

I(T) ={(y,Ty) [p € D(T)} C A x A . (6.1)

Na defini¢do acima, s x 7 é identificado com o espaco de Hilbert .7 & # com

produto interno

(Y1, 01), (W2, 92)) = (Y1, 2) e + (@1, P2) 2 -

Os teoremas abaixo (apresentados sem demonstracdo) serdo usados ao longo das
préximas se¢des. Mais detalhes podem ser encontrados nas referéncias [A] e [].

Teorema 6.3 (Teorema do Grafico Fechado) Seja T um operador linear com dominio
D(T) em um espago de Hilbert 7. Entdo T é limitado se e somente se I'(T) é fechado e
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6. Operadores auto-adjuntos

D(T) = .
Como consequéncia, temos:

Teorema 6.4 (Hellinger-Toeplitz) Seja A : 7 — ¢ um operador linear em um espago
de Hilbert 7. Se

(§, Ag) = (AY, 9)
para todo ¢, ¢ € I, entdo A é limitado.

Este teorema deixa claro a necessidade de se considerar dominios especificos para
operadores ndo-limitados: se um operador ndo-limitado é auto-adjunto (num sen-
tido a ser definido de maneira explicita mais a frente), entdo ndo é possivel definir

este operador em todo o espago 7.

Proposicdo 6.5 Seja ¢ um espago de Hilbert. Um subconjunto G C € @ J€ é o grifico
de um operador linear se e somente se é um subespago linear de 7 & A ese (0,¢) € G
implica i = 0.

Demonstracdo: Se G é o gréafico de um operador linear, entdo as propriedades
enunciadas sdo imediatas. Reciprocamente, se G é um subespaco de JZ © J7 e
se (0,¢) € G implica ¢ = 0, seja entdo

D(T)={ype|3pc:(p¢) cG}.

Por hipétese, tal ¢ é tnico e D(T) é um subespaco de 77 & 7. Definindo Ty = ¢
paratodo ¢ € D(T), entdo T é linear e por construcdo, possui dominio D(T). Ainda
mais, G = T'(T). O

Defini¢do 6.6 Seja T : D(T) — 5 um operador linear em um espago de Hilbert 7. Um
operador linear S : D(S) — . é chamado uma extensido de T se T(T) C I'(S), o que é
denotado por T C S.

Equivalentemente, S é uma extensdo de T se
D(T) CD(S),eTe =S¢, YoeD(T).

Defini¢do 6.7 Um operador linear T : D(T) — S é dito fechado se T'(T) é um subespago
fechado de 7 © . Um operador linear T é dito fechdvel se existe uma extensdo fechada
SdeT.
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6. Operadores auto-adjuntos

Se 51 e S sdo extensdes fechadas de T, entdo o operador S definido em D(S1) N
D(S;) é uma extensdo fechada de T. Ordenando parcialmente a cole¢do de todas as
extensdes de T pela relacdo de ordem

S§<S§ < sc¢,

entdo as extensdes fechadas de T possuem um elemento minimo T que é a menor
extensdo fechada de T no sentido de que, dada uma extensao fechada S de T, entdo
T C T C S. O operador linear T é chamado fecho do operador T.

Proposicio 6.8 Se T é um operador linear fechdvel, entio T(T) = I'(T).

Demonstragio: Dada uma extensio fechada S de T, tem-se T'(T) C T'(S). Como
I(T) é um subespaco de % @ . e (0,¢) € T(T) implica ¢ = 0, entdo pela
proposicao T(T) é o grafico de um operador linear R. Mas, por definicdo, R é
uma extensdo fechada de T tal que R C S, para toda extensdo fechada S de T, de
modo que R =T. O

Adjunto

Seja T um operador linear densamente definido com dominio D(T) em um espago
de Hilbert .7#. Definimos D(T*) como o conjunto dos ¢ € ¢ tais que o funcional

linear

1:D(T)— C,
Ly (o, Ty)

é limitado. Como D(T) é um subespaco linear denso de 7, entdo pelo Teorema
pode-se estender tal funcional linear para um funcional linear limitado em 7.
Dai, pelo lema de representacdo de Riesz, teorema decorre que existe um tnico

operador linear com dominio D(T*), denotado por T*, tal que

() =(T"¢. ),
para todo ¢ € D(T*). Com isso mostramos:

Proposi¢do 6.9 Se T é um operador linear densamente definido com dominio D(T'), entdo
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6. Operadores auto-adjuntos

existe um tinico operador linear T* com dominio D(T*) e tal que

(o, Ty) = (T 9,9, 6.2)
para todo p € D(T) e para todo ¢ € D(T™).

O operador linear T* dado pela equagdo é denominado adjunto do operador
linear T.

Lema 6.10 Seja T um operador linear densamente definido com dominio D(T) em um
espago de Hilbert 7. Entio ker T* = (RanT)*.

Demonstracdo: Temos ¢ € (RanT)"! se e somente se

(¢, Ty) =0, Yy eD(T),

ou seja, se e somente se ¢ € D(T*) e T*¢p = 0, e portanto, se e somente se ¢ € ker T*.
O
Se D(T*) é denso, entdo de maneira idéntica ao que foi feito acima, podemos obter

o adjunto T** do operador adjunto T* de T. Nesta notagdo temos:

Proposi¢do 6.11 Se D(T*) é denso, entido T C T**.

Demonstragdo: De fato, Sejam ¢ € D(T) e ¢ € D(T*). Entdo

(@, T"¢) = (T, 9)

é uma aplicacdo continua em ¢, de modo que ¢ € D(T**), por definicdo deste
dominio, e T**¢ = T1p. ]

Proposic¢do 6.12 Seja T um operador linear densamente definido com dominio D(T) em
um espago de Hilbert 7¢. Entio:

1. T* é fechado.
2. T é fechivel se e somente se D(T*) é densoe T = T**.

Demonstracdo: Seja U : ¢ x H — 5 x s definido por

U(p,¥) = (-, 9) .
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Entdo U é unitario pois U*(¢p, ¢) = (¢, —¢), de modo que U* = U~!. Como con-
sequéncia, para todo subespago £ de J X J tem-se

uEH) =uE)t

u=(&4) = Uue)*.

Dai, temos que (¢, ) € U(T(T))" se e somente se

(9. 9),(=T¢,¢)) =0

para todo ¢ € D(T), ou seja,
($,¢) = (9, T¢)

para todo ¢ € T(T*). Isso mostra que I'(T*) = U(T(T))*. Em particular, T(T*) é
fechado e portanto T* é fechado, o que mostra

Para mostrar 2, notamos que se D(T*) é denso, entdo T** é bem-definido e fechado
por (1l Ainda, T** é uma extensdo fechada de T pela proposigdo de modo
que T é fechavel. Reciprocamente, se D(T*) ndo é denso, entdo existe ¢ # 0 tal
que ¢ € (D(T*))*. Isso implica entdo que (¢,0) € T(T*)*, e portanto (¢,0) =
U (—¢,0) e U1 (I(T*)*+) = U Y(T(T*))*. Por outro lado,

Como T'(T) contém (0, ) para algum ¢ # 0, entdo ndo é grafico de um operador

linear, de modo que T ndo é fechdvel. O

Defini¢do 6.13 Um operador linear T com dominio denso D(T) é dito simétrico se

(T, ) = (¢, To) (63)

para todo 1, ¢ € D(T).

Observamos que a condigdo (6.3)) é equivalente a condicdo T C T*. Pela proposigdo
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6.12, T* é uma extensdo fechada de T e por consequéncia,
T=T"CT"*.
Por outro lado, pela proposicdo temos que
TCT™.

Dizemos entdo que um operador T é:

1. Simétricose T C T** C T*;

2. Simétrico fechadose T = T** C T*;

3. Essencialmente auto-adjuntose T C T** = T*;
4. Auto-adjuntose T = T** = T*.

Em particular, se T é um operador linear simétrico limitado definido em todo o

espago 77, entdo T é auto-adjunto pois o tinico caso possivel é o caso 4 acima.

Concluimos esta se¢do com o critério basico de auto-adjuncgdo:

Teorema 6.14 (critério basico de auto-adjunc¢ao) Seja T um operador linear simétrico
com dominio D(T) em um espago de Hilbert 7. Entdo as sequintes afirmacdes sio equiva-
lentes:

1. T é auto-adjunto.
2. T é fechado e ker(T* +il) = {0}.
3. Ran(T £+ il) = 7.

Demonstragdo: [1| = 2} Se T é auto-adjunto, entédo é fechado. Ainda mais, se (T* +
il)p =0,entdo T*¢p = —ip e (Te,¢) = i(¢p, ¢) por um lado e, por outro, (¢, Ty) =
—i(¢, ¢), de modo que ¢ = 0. Um argumento similar mostra que ker(T* —il) =
{0}.

= [3t Como Ran(T £ il)+ = ker(T* £i1) = {0}, entdo Ran(T £ i1) é denso.
Basta agora mostrar que os subespagos Ran(T + il) e Ran(T — il) sdo fechados.
Para tal, seja (¢n)neNn uma sequéncia em D(T) tal que ((T + il) ¢y )neN converge a
P € 5. Como T é simétrico, entdo

(T + i) @ull® = [IT@nll* + [l pull?,
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e portanto ¢, converge para ¢ e T¢, também converge, pois as sequéncias sdo de
Cauchy. Como T é fechado, entdo ¢ € D(T) e Tp = limy 0 T, Assim, ((T +
il)@u)n converge para p = (T +il)¢p, de modo que P € Ran(T + il). O mesmo
argumento mostra o caso (T — i1).

— |1} Supondo T simétrico com Ran(T +il) = J#. Se ¢ € D(T*), entdo existe
¢ € D(T)talque (T* —il)p = (T —il)¢. Em particular, (T* —il1)( — ¢) = 0, pois T
e T* coincidem em D(T), de onde vem que & — ¢ € ker(T* —il) = Ran(T +il)* =
{0}, pelo lema e usando que Ran(T +i1) = JZ, por hip6tese. Assim, ¢ = ¢, de
onde decorre que D(T*) = D(T) e portanto T é auto-adjunto. O

Espectro

Defini¢do 6.15 Seja T um operador linear fechado com dominio D(T) em um espago de
Hilbert 7.

o O conjunto resolvente de T é definido como

p(T) = {z € C | z1 — T é uma bijeciio com inversa limitada} . (6.4)

e O operador resolvente de T é 0 operador R,(T) = (z1 — T) ! para z € p(T).

e O espectro de T é o conjunto
o(T)={zeClz¢p(T)}. (6.5)

o Um p # 0em D(T) é dito autovetor de T se existe z € C tal que TP = zip, que
é chamado autovalor correspondente ao autovetor 1. O conjunto dos autovalores de
T ¢é chamado espectro pontual de T, denotado por ¢,(T). Se z ndo é autovalor de
T e Ran(z1 — T) ndo é densa, entio z é dito pertencer ao espectro residual de T,
conjunto denotado por oyes(T).

Observamos que se ¢ é autovetor de T com autovalor z, entdo z1 — T ndo é injetor,
de modo que z € ¢(T). Ainda, se T ndo é fechado, entdo zI — T néo é fechado e

(z1 — T)~! também nao pode ser fechado, de modo que neste caso p(T) = &.

Proposic¢do 6.16 Seja T um operador linear fechado com dominio D(T). Entdo

o(T*)={z|zea(T)},
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o(T*) = {z|z € p(T)} .
Em particular, o espectro de um operador auto-adjunto é real.

Demonstragao: Seja

p(T) =1{Z|z€p(T)}.

Se mostrarmos que p(T) C p(T), entdo a proposigdo fica mostrada, pois como T é
fechado, entdao

o(T*) C p(T**) = p(T),

o que implica

p(T*) Cp(T) .

Seja entdo z € p(T). Como zI1 — T é injetor e z1 — T* é injetor, entdo (z1 — T*) =

R, (T)* é limitado, o que mostra que z € p(T*). Wl

Transformada de Cayley

Nesta segdo, definiremos a transformada de Cayley e estudaremos algumas das
suas propriedades. A motivagdo para as defini¢Ges a seguir decorrem do fato de

que a aplicagdo
t—i

t+1

estabelece uma bijecdo entre a reta real e o circulo unitario com o ponto 1 remo-

t—

vido. O objetivo da Transformada de Cayley é entdo obter uma relagdo anédloga
entre operadores simétricos e isometrias com interesse particular no caso de opera-
dores auto-adjuntos e unitarios. Com isso, teremos todas as ferramentas necessarias
para a demonstragdo do teorema espectral para operadores auto-adjuntos. Durante
toda esta secdo, .7 denotard um espaco de Hilbert complexo.

Proposi¢do 6.17 Seja S : D(S) C S —  um operador linear simétrico. Entio:
L [(S+iL)yll* = [lpl* + IS¢l vy € D(S).
2. S é fechado se e somente se Ran(S + i1) é fechado.

3. S +11 é injetor.
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Demonstragao: O item [1/decorre de

IS¢ + ipl|* = (S + iy, Sy + iy) = (S, SY) +i(Sy, ) — i(y, Sp) + (¥, ¥)
= [ISl|* + Il

para todo ¢ € D(S), pois S é simétrico. Assim, concluimos que a aplicacdo
(¢, Syp) — (S +il)y é uma isometria injetora de I'(S) em Ran(S + il) e portanto,
pelo Teorema do Grafico Fechado, decorre que S é fechado se e somente se

Ran(S +i1) é fechado, mostrando2] Ainda,[3|decorre diretamente de O
E imediato notar que a proposicéo vale de maneira andloga para S — i1.

Definicao 6.18 Seja ¢ um espago de Hilbert e seja A um operador linear simétrico densa-
mente definido com dominio D(A) C . A transformada de Cayley de A é o operador
Uy : Ran(A +il) — S definido por

Ug=(A—i1)(A+i1)" L. (6.6)
Pela proposicdo A +1i1 é inversivel com inversa limitada em Ran(A +i1) e
Ran((A+i1)"!) = D(A) = D(A —i1),
de modo que U4 é um operador linear bem-definido.

Proposic¢do 6.19 Seja Uy a transformada de Cayley de um operador simétrico A : D(A) C
J — . Entio:

1. Uy é uma isometria e D(Uy) = Ran(A — il). Ainda, se A é fechado, entio U 4 é
fechado.

2. Ran(1 — Uy) = D(A), logo é densa em 7,1 ¢ o,(U,) (ou seja, 1 ndo é autovalor
de Uy) e a aplicagio
(1—Uy) L:D(A) = D(Uy)

existe e é sobrejetora.

3. Aaplicagio A — U 4 é inversivel e
A=i(1+U)(1—-Uu)! (6.7)

em D(A).
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Demonstragao:
Como (A +i1) ! (Ran(A +i1)) = D(A), entdo Ran(U,) = Ran(A —il). Para

mostrar que U, € uma isometria, notamos que
I(A = i)gl* = [[(A+iL)y|*, V¢ e D(A),
pois A é simétrico, de modo que
IUAg]? = (A = i1)(A + i) Hl* = [[(A+ D) (A +i1) "'l = [l

para todo ¢ € D(U,), o que mostra que U,y é uma isometria. Ainda, se A é fe-
chado, entdo Ran(A — il) é fechada e, como Uy é uma isometria limitada, entdo
pelo teorema do gréfico fechado, U4 é fechado.

Seja p € D(A) tal que Uy = . Entédo

(A—il)(A+il) "ty = (A+i1)(A—i1) 1y,

de onde vem que
2i(A+i1)"ly =0,

e como A + il é inversivel em D(A), entdo ¢ = 0, de onde concluimos que 1 ¢
0p(U4) e portanto (1 — Uy) ! é bem-definido. Seja ¢ € Ran(A +il) = D(A).

Entao
(1 —Ux)p = [(A+i1) — (A—il)](A+il) 1y =2i(A+i1) Ly,

e assim, € D(A). Por outro lado, se ¢ € D(A), entdo ¢ = 5 (A +il)¢p € Ran(A +
il)e

¢ =2(A+i1)p=((A+il) — (A—il))(A+il) typ = (1 —Ua)yp,

de onde vem que ¢ € Ran(1 — Uy,). Dai, como Ran(1 — U,) = D(A) e Uy é injetor,
entdo Ran((1 — Ua)~1) = D(U,).
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Finalmente, para ¢ € D(A) = D((1 — Ux)~ 1),

(14 Ug) (1 —Ug) tp =i(1 4+ Uy) - %(A +ily
= %[1 + (A —i1)(A+i1) (A +i1)y
_ %(AJriIL—AJrill)lp
= Ay.

O

Teorema 6.20 Seja U uma isometria fechada tal que Ran(1 — U) é densa em . Entdo
existe um tinico operador linear simétrico e fechado A com D(A) = Ran(1 — U) tal que U
é a transformada de Cayley de A.

Demonstragido: Para mostrar a existéncia, seja € D(U) tal que Uy = 3. Entdo
para todo ¢ € JZ,

(1 =Uy) = (1 -U)p,¢) =0,
e como por hipdtese, Ran(1 — U) = ., decorre que i = 0 e portanto 1 & o, (U).

Assim, podemos definir
A:Ran(1—-U) C H# — H

por
Ap =i(1+U)(1—-U)'y, V¢ e Ran(l-U).

Dai, Ran(A) = Ran(1 + U) e, por defini¢do, A é densamente definido. Dados ¢, ¢ €

D(A), existem ¢, 7 € D(U) com ¢ = (1L —U){ e ¢ = (1 — U)ny, de onde vem

(9, Ap) = (,i(1+U)(L - U) ") = i{(1 — Uy, (1 + U)E)
= i((n, ug) — (Un,3)),

e por outro lado,

(Ap,p) = (¥, Ag) = i((Z, Un) — (UE, 1)) = (@, AY),

0 que mostra que A é simétrico.
Para mostrar que A é fechado, seja ({),en uma sequéncia em D(A) com ¢, — ¢
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6. Operadores auto-adjuntos
e A, — @ quando n — oo. Se &, = (1 — U) 4, entdo

17071 = (l_u)énr

_iAll)n — (]]_ + u)én ’
o que implica que

1 .
Cn = E(’Pn —iAuthy)

que converge para 3 (i — i¢) quando n — oo e

1 .
UGy = 5(_1Pn — iAntpn)
que converge para —( P —ip) quando n — co. Como U é fechado, entdo { =
lim, e &n € D(U), UE = 3(—9 — i) e, novamente pelo fato de que U ¢é fechado,

wzm—uxep<>

¢ = lim Ay, = lim i(1+U)gu = i(1 + U)Z = i(1+ U)(1 — u)~ty = Ay,

n—oo

e portanto A é fechado.

Para mostrar que Uy € a transformada de Cayley de A, sejam ¢p € D(A) e ¢ €
D(U) taisque ¢ = (1 — U)¢. Entdo Ay = i(1+ U)¢ e, por outro lado, se ¢ € D(U),
entdo A((1 —U)¢p) =i(1+ U)g e portanto,

(A+il)yp = 2ig

(A—il)y =2ily .
Assim, D(U) = Ran(A +il), Ran(U) = Ran(A —il)e U = (A —il)(A +il)!

Finalmente, a unicidade é clara: se B é simétrico e possui transformada de Cayley
U, entdo
B=i(1+U)(1-U)'=A.

0

Corolario 6.21 Seja A um operador simétrico e fechado com transformada de Cayley U.
Entdo A é auto-adjunto se e somente se U é unitdrio.
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6. Operadores auto-adjuntos

Demonstra¢do: Pelo critério basico de auto-adjuncdo, teorema A é auto-
adjunto se e somente se Ran(A £ il) = ., o que ocorre se e somente se U é uma
isometria e D(U) = Ran(U) = ., pelo teorema 6.20] o que por sua vez ocorre se e
somente se U é unitario. Ul

A resolugdo espectral de um operador auto-adjunto

Nesta secdo, desejamos generalizar os resultados apresentados na segdo 5.3/ e ana-
lisar em que condicdes é possivel definir um operador linear como a integral de
Riemann-Stieltjes | j;o f(t)dE; em relagdo a uma resolugdo de unidade (E;);cR para
uma funcéo continua f € C(IR,C). Por ultimo, mostraremos como é possivel cons-
truir um operador auto-adjunto, ndo necessariamente limitado, a partir de uma

resolugdo de unidade.

Teorema 6.22 Seja (E;);cr uma resolugio de unidade em um espago de Hilbert 7. Seja
ainda ¢ € S fixado. Entdo, dada uma fungdo continua f : R — C, as sequintes afirmagoes
sdo equivalentes:

1. O operador linear f_’:o f(t)dE; definido como limg—s o |, ab f(t)dE; na topologia forte

. b— 400
existe.
2. JI3IF (0Pl Bryp) < oo
3. Aaplicagio ly : 7 — C definida por
oo
ly(e)= |  f(Od(¢,Erp), Vo et (6.8)

define um funcional linear limitado em .

Demonstracao:
— B} Seja ¢ € . Entdo para todo —oco < a4 < b < oo, tem-se

/f%d@/a Eip) = <1Pz /abdet(P>

~{ [ sthaew.p),
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6. Operadores auto-adjuntos

de onde vem que

2
que é um funcional linear limitado em .7 limitado por H [=f (t)dEtng .
— [2} Dados u,v € R tais que u < v, seja

Puoy — /:f(t)dEﬂ/} , pe .

Entao )
lgusll? = [ 1F(0dt, Ep),
e
’llp(q’u,v” < Wl/JH | Puoll -
Assim,

(Puv / f 770 Et(Puv . QD Et(Pu v>
= < dth)u v>
= < dEth Pu, ZJ>

< uv/(Puv>
= ||y, v”2

e portanto, para todo u < v,

U@ Py, Ep) = llpuol® < 12,

ou seja,

|10 Pty By < oo
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6. Operadores auto-adjuntos

Rl = B} Para —o0o < 1/ < u < v < v/ < 400 tem-se

2: H [ fwdEy+ [ " fac|

[ st~ [ ey

- H/”f(t)daq; g H/U/f(t)dEtL/J 2

= [ 17 Pty B+ [ 150 Pty B

que tende a 0 quando u, v’ — o0 e u’,v — —oo, de modo que o limite em [I]existe. [J

Teorema 6.23 Seja (E;);eRr uma resolugio de unidade em um espago de Hilbert 7. Entio,
dada uma fungdo continua f : R — IR, o operador linear definido por

+0o0
Ayp= | ey (69)
com dominio
D) ={pesn| [ IR Ep) <o) 610)
é um operador auto-adjunto.

Demonstragio: Inicialmente notamos que para todo ¢ € % ~\ {0}, o subconjunto
S={E((a,b])p| —o<a<b<oo,abecR}

é denso em  pois ¢ = lim,,_,c E((—n,n])y, para todo p € 5. Ainda, S C D(A),

pois

| 50rdtp B b)e) = [ £ dlg, Erg)

de modo que E((a,b])¢ € D(A), e portanto A definido por 6.9 é densamente defi-
nido.

Sejam ¢, ¢ € D(A). Entdo como f é uma fungdo a valores reais,

woag)= (v, [ " seig) = [ " faEw0) = tav.0),

e portanto A é simétrico. Logo, para mostrar que A é auto-adjunto, basta mostrar
que D(A*) C D(A). Para tal, seja ¢ € D(A*). Entdo existe ¢* € 7 tal que
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6. Operadores auto-adjuntos
p* = A*pe, paratodo ¢ € I,

(E((a,b])9", &) = (9", E((a,b])¢) = (A", E((a,b])) = (¢, AE((a,b])C) -

Como E((a,b])& € D(A), entédo

(¢, AE((a, b)) /f d{¢p, E) ,

de modo que a aplicagdo & — [*5 f(t)d{p, E+&) definida por
+oo ' .

F(Hdg,Ei) = lim (E((a,b))¢",)
B b—+o0

é um funcional linear limitado, e portanto, pelo teorema|6.22}

“+o0
15w Patg, Erg) < oo

ou seja, ¢ € D(A), o que mostra que D(A*) C D(A), de onde decorre que A é
auto-adjunto, pois é simétrico. [

No caso particular em que f(t) = t, temos que

—+00
A= / tdE; 6.11)

é um operador auto-adjunto com dominio

D(A) = {¢ c | /::o t2d(yp, Esp) < oo} .

A representacdo é denominada representacao espectral (ou resolucao espec-
tral) do operador A.

A situacdo descrita é, na verdade, a situagdo mais geral possivel. Este é o contetido
da seguinte versdo do teorema espectral para operadores auto-adjuntos ilimitados,

que pode finalmente ser enunciado:

Teorema 6.24 (teorema espectral para operadores auto-adjuntos) Seja A um opera-
dor auto-adjunto fechado densamente definido em um espago de Hilbert 7. Entdo existe

uma resolugdo de unidade (E;)scRr tal que o dominio de A é

D(A) = {170 € A | /_T: t2d (p, Eqp) < oo} (6.12)
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6. Operadores auto-adjuntos
e A possui representacio espectral

Ay — /_ :” dEsp 6.13)

para todo ¢ € .

Demonstracdo: Como A é auto-adjunto, entdo sua transformada de Cayley U é
um operador unitdrio com D(U) = Ran(A +il) = # e A = i(1+ U)(1 —U)" L.
Assim, se ¢ € D(A) = Ran(1 — U), entdo existe um ¢ € 7 tal que

1
¢ =1y,

Assim,
1

49l = (Ag, Ag) = 51+ W, 3+ W) = (9, 3L+ UL+ W)
— <¢, 31(21 +U+ u—1)¢> :

Por outro lado, pelo teorema espectral para operadores unitdrios, teorema
existe uma resolugdo de unidade (Fs)sc (927 tal que, para toda f € C([0,27]),

= /0 o f(e®)dEy, Yype 7, (6.14)
de modo que
1 1 27 : .
49l = (p gt u+Up) = § [T @+ el Ey)

_ / " cos? (£ dly, Fup) (6.15)

Da mesma forma, usando o fato que 1 — U e F; comutam e que FsFy = Fin(ss)
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6. Operadores auto-adjuntos

temos que

(9 Fig) = (51~ W R - W) = 1 (. (- U DA~ WEy)

/\/\

¥, (21 — U — u—l)FS¢>

N
B

(2—e" —e ™)d(p, Fuyp)
e e_iu)d<'abr Fuip)
( ) (v, Ep) . (6.16)

Il
S— BIRRIE R R
mmc\mc\
5 —~
N
|
x

Desta forma,

||A(p||2=/02 cos ( ) d(yp, Fsp) —/Ozncot2 (2> sin ( ) d(p, Fy) . (6.17)

De maneira similar, temos

(¢ Ap) = — /0 ot (%) (&, Esp) (6.18)

para todo ¢ € . pois, notando que D(A) = Ran(1 — U) é denso, por hipétese,
entdo basta mostrar esta igualdade para este caso, que é mostrado de maneira
andloga ao que foi mostrado acima na equacao (6.17).

Tomando
s
= — — <s<
t cot(2>, 0<s<2m,
e E; = F;, entdo —oo < t < oo e E; é uma resolugdo de unidade tal que, se p € D(A),
tem-se oo
/ £2d(1, Exp) < oo (6.19)
e por E18),
—+o0
Ap = / tdE . (6.20)

Para concluir a demonstragdo, devemos mostrar que se ¢ € ¢ satisfaz a desigual-
dade (6.19), entdo ¢ € D(A). Para tal, notamos que como D(U) = Ran(A + il),
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6. Operadores auto-adjuntos

entdo existe i € S tal que

] 2r S 2r
1/J—(A-|—1]l)(p——/o cot(§>d1-“sgo+ A dFs¢
/Zn -5 L ar 6.21)
— — 22—
0o ¢ sn@) 6.
Assim, para todo ¢ € 7,
e L ek
= — i P
e A e BTk
e portanto, tomando
_ 1 -1

temos

<;7,%(1 - u)¢> = (&, ) = —%/Ozne‘iS 1( )d<(11 — Uy, Eo)

sin

_ _%/0271 e_z'% 1( ) (1 . eis)d<17, FS(P>
21

- /0 d(n, Fsg)

= (1. 9) -

Como 17 € J ¢é arbitrério, entdo ¢ = 1. (1 — U)yp, ou seja, ¢ € Ran(I — U) = D(A),
o que conclui a demonstragdo de que D(A) é dado por

E possivel mostrar que a representacdo espectral é tinica no sentido de que a
resolugdo de unidade (E¢);er fica unicamente definida a partir de (Fs)se(o2,] pela
escolha t = — cot (§). Tal unicidade permite estender o teorema anterior e construir
operadores f(A) para fungdes continuas f € C(RR). Este resultado por sua vez é
usado para mostrar diversas aplicagdes do teorema espectral, como por exemplo o
teorema de Stone. Para mais detalhes nestes resultados ver [4] e [7].
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A TEOREMA DE FEJER

Neste apéndice apresentaremos a demonstragdo do teorema de Fejér que serd
usado para a prova da unicidade da solugdo do problema dos momentos trigo-
nométricos. Nossa abordagem, baseada em [J3]], fard uso das chamadas sequéncias

delta, cujas propriedades basicas sdo apresentadas abaixo.

Defini¢ao A.1 Uma sequéncia de fungoes 5, : R — R continuas por partes é chamada
uma sequéncia delta se satisfaz:

1. 6y(x) >0,VxeR,Vn e N;
2. [T25,(x)dx =1,¥n € N;

3. Dados e > 0en > 0, existe N € IN tal que

n>N = On(x)dx < €.
|x[=7

Teorema A.2 Seja (0,),eN uma sequéncia delta e seja f : R — R uma fungio continua
por partes e limitada. Definindo

fulx) = /jénu —$)f(s)ds, x € R,

entdo, se 6, é par para cada n € IN, tem-se:

1.

lim f,(x) = fO) — fa) ,Vx € R;

n—o00 2

2. fn — f uniformemente em todo intervalo fechado I que nio contém pontos de descon-
tinuidade de f.

E importante notar que, pelo Teorema anterior, se (J,),cn € uma sequéncia delta
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A. Teorema de Féjer

de fungdes pares e se 1 : R — R é continua e limitada, entdo

+oo

P(0) = lim On(s)P(s)ds .

n—00 | _eo

O nitcleo de Dirichlet é definido como
Du(x) = Y &*. (A1)
Algumas propriedades importantes do ntcleo de Dirichlet sdo listadas na
proposigao a seguir:
Proposicdo A.3
1. A fungio Dy (x) é continua, par e periédica, com periodo 27;
2. [T Du(x)dx =1
3. Dy(x) = sin(n+7)x

O ntcleo de Dirichlet é usado para obter a n-ésima soma parcial da série de Fourier
de uma fungdo de periodo 27. De fato, a convolugdo de D, com tal f é definida por

O f)0) = 5 [ FoDue -y = T fe, (a2

onde
f) =5 [ flxe

é o k-ésimo coeficiente de Fourier de f.

Definimos entdo o ntcleo de Fejér como
1 n
Fn(x) = - Z Dk<x) . (A.3)
=

E imediato verificar que o ntcleo de Fejér pode ser escrito como

Fu(x) = f (1— m)ei’“f, (A.4)

k=—n n

que é a forma desejada para a solugdo do problema do momento trigonométrico.

Ainda mais temos o seguinte
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A. Teorema de Féjer

Lema A.4 As fungdes F, definidas em sdio continuas, pares e periddicas com periodo

Fu(x) = 1(8111%)2, (A.5)

: X
n s 5

27t. Além disso,

para todo n € IN.

Seja sy (x) = (Dy * f)(x) a n-ésima soma parcial da série de Fourier de uma funcao

f com periodo 27t. Definindo
1
cn(x) = —(s1(x) + -~ +su(x))
entdo, usando e (A.4), obtemos
7T
en(x) = [ Fulx—y)f )y = (Fx (). (A6)

—7T

Teorema A.5 (teorema de Fejér) Se f : R — R é uma funcdo continua por partes e
periédica com periodo 27, entdo a sequéncia de fungdes (cn)neN dadas por converge
uniformemente para f em todo intervalo fechado I que ndo contém pontos de descontinuidade

de f.

Demonstracao: Se

F ’ - < < ’
(1) = w(x), se n<x<rm (A7)
0, se |x| >,
entdao oo
n(x) = [ @uly)fly—x)dy.

Vamos mostrar que (D), satisfaz as propriedades (I), (2) e (3) de uma sequéncia
delta e aplicar o teorema a esta sequéncia. A propriedade (1) é imediata pela
defini¢do de @, (x). Para mostrar (2), notamos que

—00

/+OO D, (x)dx = /n Ey(x)dx = 1 i /n Dy (x)dx
o "=l (A8)
- / P, (x)dx =1

para todo 1, usando as propriedades do ntcleo de Dirichlet. Ainda, dadose > 0O e
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A. Teorema de Féjer

6 > 0, temos, por paridade do nticleo de Fejér, que

q)n(x)dx:2/_n Fo(x)dx < — - — . (n—5¢),

. n+1)x
sin (u) 1

sin (3) (sin ($))°

|x|>0

onde usamos que

para todo d < x < 7. Assim,

T—0

Jug e S s

e portanto (®,),cN satisfaz a condigdo (3) de uma sequéncia delta, de modo que o
resultado decorre aplicando o teorema O
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B POLINOMIOS DE BERNSTEIN

Neste apéndice apresentaremos a sequéncia de polindmios de Bernstein que sdo uti-
lizados no trabalho para a demonstracdo do teorema de representacdo de Riesz.
[lustramos ainda uma aplicagdo imediata destes polindmios na demonstracdo do
Teorema de Weierstrass cldssico que é usado no trabalho para mostrar a separabili-
dade do espago C(][a, b]) das fungdes continuas em um intervalo.

Dada f € C(]0,1]), define-se a sequéncia de polindmios de Bernstein (B, (f)),en
de f por

(Ba(f))( i <><)k(1—x)"—k, 0<x<1.

k=0

E imediato notar que B, (f)(x) é um polindmio de grau menor ou igual que 7 para
cada x € [0,1], (Bx(f))(0) =0e (Bu(f))(1) =1, para toda f € C(]0,1]).

Teorema B.1 Para cada f € C([0,1]) a sequéncia (B, (f))nen converge uniformemente
para f quando n — co.

Por conveniéncia, denotamos fo(x) = 1, fi(x) = x e fo(x) = x?. A demonstracéo
do teorema acima é entdo baseada no seguinte lema técnico:

LemaB.2 1. B,(fo) = foe Bu(f1) = f1.

2. Bu(f2) = (1 — —) fo+ Lfie, em particular, ||By(f2) — falleo — O quando n — co.

30k (5 —x) (e —x k<

4. Dados 0 >0e0 < x <1,sejaF oconjunto dos k em {0,1,...,n} para os quais
% — x| > 6. Entio

) (Z) K1 —x) k< ﬁ :

keF

Demonstragao: Pela formula binomial, temos

f() =) =x+(1-x)]" =
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B. Polinémios de Bernstein
de onde decorre que By, (fo) = fo. Parak > 1, temos
k(n\ _ (n-1
n\k) \k—-1)’

de modo que

o que mostra que B, (f1) = f1.

Para mostrar o item 2, notamos que
K\> (n\ _ k(n—1 1\ (n—-2\  1/n-1
—_ = — — —_ —_ > .
() ()=o) = () ) aGm) - e

Assim, )
n
) (k) (n) xK(1—x)F = (1 - l) X% + 1, ,
= \n k n n

0 que mostra o item 2, pois ||B,(f2) — f2lleo = % 1If1 = f2llec = 0 quando 1 — co.
Para mostrar o item 3 aplicamos os itens 1 e 2 para obter

n 2
Y. (k—x) (n>xk(1—x)”k: (1—1) x2+1x—2x2—|—x2
= \n k n n

x(1—x)

<

4

£==

pois0 < x < 1.

(h—)°

Finalmente, para mostrar o item 4, tomando 0 < x <1ed > Otalquel < i
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B. Polinbmios de Bernstein

para k € F, temos

pelo item 3. m
Demonstragio: (teorema B.1) Sejam dados f € C([0,1]) e e > 0. Como f é unifor-
memente continua no compacto [0, 1], entdo existe & > 0 tal que |f(x) — f(y)| < 5

GO

sempre que |x — y| < 6. Assim,

-1 (3)r () -

k=0

<

I/\

para0 < x <1.

Fixado n, seja F o conjunto dos k em {0,1,...,n} para os quais, dado 0 < x < 1,
tem-se | £ — x| > 6. Entdo |f(x) — f (k) | < Sparak ¢ Fe|f(x)—f (k) | < 2[Ifleo
para k € F. Desta forma,

(Z) H(1— )" 42 flo ¥ (Z) 1yt

k¢F keF
€ 1
Z 2 flleo - ——
paran > He (yz‘”. Portanto, dado € > 0 como acima, podemos tomar N > N > H£ (|5|2°°
de modo que ||B,(f) — f|l« < € paratodon € N, n > N, o que mostra o resultado
desejado. O

Como consequéncia imediata deste teorema, temos:

Teorema B.3 (teorema de Weierstrass) Seja f : [a,b] — R uma fungio continua. Entdo

existe uma sequéncia de fungdes polinomiais Py, : [a,b] — R tal que

If = Pallo = sup [f(x) = Pu(x)] =0

xX€[a,b]
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quando n — oo.

Observacao: Durante toda esta se¢do nos referimos a uma fungio polinomial em
[a, b] como uma fungéo P : [a,b] — R da forma

P(x) = ag+ ax + aox® + - - - + ayx"

para algum n € N tal que a, # 0, onde os coeficientes a, a4, .. .,a, sdo nimeros
reais.
Demonstragio: Pelo teorema[B.1} se f € C([0,1]), entdo a sequéncia (By(f))nen dos
polindmios de Bernstein converge uniformemente para f.
Para concluir a demonstragdo, observamos que a aplicagdo 7 : C([a,b]) — C([0,1])
_ (x—a)

definida por 7(x) = (p—a)- PaTA todo a < x < b, é uma isometria linear de C([a, b])

em C([0, 1] que preserva polindmios pois, se P(t) = Li_ ajt/ é uma fungdo polino-

AN,
mial em f € [a,b], entdo P(7(x)) = L/ a; [%] é uma funcdo polinomial em
x € [0,1], de modo que tal aproximagéo se estende naturalmente para o caso geral

C([a,b]). O

Coroldrio B.4 O espaco de Banach C([a, b]) é separivel.

Demonstragdo: Seja P[a,b] o conjunto das func¢des polinomiais (com coeficientes
reais) em [a,b]. O teorema de Weierstrass mostrou que tal conjunto é denso em
[a,b], pois, dados f € C([a,b]) ee > 0, é possivel obter uma fungdo P € P tal que
||f — P|l < €. Seja agora Pgla, b] o conjunto das fung¢des polinomiais em [a, b] com

coeficientes racionais. Entdo podemos escrever

Pola, b= |J {PneP|Pu(x) =ap+ax+- - +ax",
neNU0 (B.1)

x € lab],a, #0,a9,a1,...,a, € Q}.

Tal conjunto é enumeréavel pois é a unido enumerdvel de conjuntos enumeraveis e
denso em C([a, b]). O

Podemos encarar esta como uma demonstracdo probabilistica do teorema de Wei-
erstrass, no seguinte sentido: se considerarmos um experimento aleatério com pro-
babilidade de sucesso x e probabilidade de fracasso 1 — x para x € [0,1], entdo
a probabilidade de se obter exatamente k sucessos apds n repeticdes é dada por
(1)xk(1 —x)"k, e se f € C([0,1]) denota o lucro obtido a cada sucesso, entdo o va-
lor esperado de ganho é B, (f)(x). Para n suficientemente grande, o teorema B.1|nos
garante que o valor esperado de ganho é aproximadamente f. Tal demonstragdo do
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B. Polinbmios de Bernstein

teorema de Weierstrass classico foi apresentada inicialmente por S. Bernstein (para
mais detalhes historicos e demonstragdes alternativas deste teorema, ver [2]).
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