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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo demonstrar o teorema espectral para operadores
lineares auto-adjuntos ilimitados em um espaço de Hilbert. Inicialmente, estudare-
mos a solução do problema dos momentos trigonométricos, que permitirá provar
o teorema espectral para operadores unitários e, em seguida, estenderemos este re-
sultado para operadores auto-adjuntos ilimitados usando a transformada de Cay-
ley. Desta forma, o enunciado e demonstração do teorema tornam-se construtivas e
auto-contidas.

Palavras-Chave: Teorema Espectral, Operadores Auto-Adjuntos, Análise Funcio-
nal
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ABSTRACT

The goal of this work is to present a proof of the spectral theorem for unbounded
self-adjoint linear operators on a Hilbert space. Initially, we will study the solution
of the trigonometric moment problem which will allow a proof of the spectral the-
orem for unitary operators and after that, we will extend this result for unbounded
self-adjoint operators using the Cayley transform. This will allow the statement and
proof of the theorem to be constructive and self-contained.

Keywords: Spectral Theorem, Self-Adjoint Operators, Functional Analysis
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstração do teorema espectral
para operadores lineares auto-adjuntos fechados não necessariamente limitados em
um espaço de Hilbert H . Para mostrar os resultados desejados, usaremos a solução
do chamado problema dos momentos trigonométricos usando aspectos de análise
real e análise de Fourier; de maneira mais especı́fica, desejamos mostrar o teorema
de Féjer dual, que decorre de resultados elementares da teoria de séries de Fou-
rier. Além disso, estudaremos o teorema de representação de Riesz para o espaço
C([a, b]), onde [a, b] é um intervalo real. Isto permitirá representar funcionais li-
neares neste espaço como integrais de Riemann-Stieltjes em relação a funções de
variação limitada, o que nos fornece uma representação integral para operadores
lineares em um espaço de Hilbert, num sentido a ser explicitado mais a frente.
Com estas ferramentas, será possı́vel provar o teorema espectral para operadores
unitários e a partir daı́, usar a transformada de Cayley para estender esta versão do
teorema espectral para operadores auto-adjuntos ilimitados.

Tal plano de demonstração busca reduzir a quantidade de pré-requisitos ne-
cessários a um mı́nimo, assumindo apenas uma base sólida de análise real e
rudimentos de análise funcional, tornando a demonstração o mais elementar e
construtiva possı́vel.
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2 ELEMENTOS DE ANÁLISE FUNCIONAL

Nesta seção serão apresentadas definições e resultados elementares da teoria de
espaços de Hilbert e espaços de Banach que serão utilizados neste trabalho.

Espaços de Hilbert

Definição 2.1 Um produto interno em um espaço vetorial V sobre um corpo F (que no
nosso caso será sempre R ou C) é uma função 〈·, ·〉 : V ×V → F satisfazendo às seguintes
propriedades:

1. 〈x, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ V e 〈x, x〉 = 0 se e somente se x = 0;

2. 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉 para todo x, y, z ∈ V;

3. 〈x, ay〉 = a〈x, y〉, para todo x, y ∈ V e para todo a ∈ F;

4. 〈x, y〉 = 〈y, x〉, para todo x, y ∈ V, onde 〈x, y〉 denota o conjugado complexo do
escalar 〈x, y〉.

Neste caso, o par (V, 〈·, ·〉) é chamado espaço com produto interno ou espaço pré-
hilbertiano.

Deve-se observar que, usando as propriedades 2, 3, e 4, obtemos

〈ax + by, z〉 = 〈z, ax + by〉 = a〈z, x〉+ b〈z, y〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉

para todo a, b ∈ F e para todo x, y, z ∈ V. Também é comum na literatura adotar-se a
convenção de linearidade no primeiro argumento do produto interno, de modo que,
pela propriedade 4, o produto interno torna-se antilinear no segundo argumento. Tal
convenção alternativa não altera nenhum dos resultados apresentados abaixo.

Se (V, 〈·, ·〉) é um espaço com produto interno, pode-se definir a função ‖ · ‖ : V →
R por

‖x‖ =
√
〈x, x〉

para todo x ∈ V.
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2. Elementos de análise funcional

Lema 2.2 (desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja (V, 〈·, ·〉) um espaço com produto
interno. Então

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ,

para todo x, y ∈ V.

Usando o Lema 2.2, é imediato verificar que a função ‖ · ‖ definida acima é uma
norma em V, ou seja, satisfaz às propriedades:

1. Se ‖x‖ = 0, então x = 0;

2. ‖ax‖ = |a| ‖x‖ , ∀a ∈ F , x ∈ V;

3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , ∀x, y ∈ V.

Concluı́mos daı́ que todo espaço com produto interno (V, 〈·, ·〉) é um espaço nor-
mado e, de modo mais geral, um espaço métrico!, onde a função distância é definida
a partir da norma ‖ · ‖ em V por

d(x, y) = ‖x− y‖ , ∀x, y ∈ V .

Assim, as noções de conjunto aberto, fechado, funções contı́nuas e convergência de
sequências estão definidas em um espaço com produto interno. De maneira mais
precisa, um espaço com produto interno é munido da topologia métrica herdada
pela função distância definida a partir do produto interno. Segue também das pro-
priedades básicas de normas que as operações de adição e multiplicação escalar em
V são contı́nuas com respeito a essa topologia. A noção mais importante a ser usada
aqui é a de sequência de Cauchy:

Definição 2.3 Uma sequência (xn)n∈N em um espaço métrico (X, d) é uma sequência de
Cauchy se, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que d(xn, xm) < ε para todos n, m ∈ N tais que
n, m ≥ N.

Definição 2.4 Um espaço métrico é dito completo se toda sequência de Cauchy é conver-
gente e possui limite neste espaço; ou seja, se (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy em um
espaço métrico completo (X, d), então existe x ∈ X tal que xn → x quando n→ ∞.

Definição 2.5 Um espaço de Hilbert é um espaço com produto interno (H , 〈·, ·〉) que é
um espaço métrico completo com relação à função distância induzida pelo produto interno.
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2. Elementos de análise funcional

Por simplicidade, denotaremos um espaço de Hilbert por H quando o produto
interno estiver subentendido. Denotaremos também os elementos de um espaço de
Hilbert por letras gregas ψ, φ, etc., já que os espaços de Hilbert mais comumente
considerados são espaços de funções.

Posto que todo subconjunto fechado de um espaço métrico completo é ele mesmo
um espaço métrico completo quando imbuı́do da restrição da função distância, te-
mos que todo subespaço vetorial fechado de um espaço de Hilbert é ele mesmo um
espaço de Hilbert quando imbuı́do da restrição do produto interno.

Definição 2.6 Seja H um espaço de Hilbert e seja M um subespaço vetorial de H . O
complemento ortogonal deM é definido como o conjunto

M⊥ = {φ ∈H | 〈ψ, φ〉 = 0 , ∀ψ ∈ M} .

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que:

• M⊥ é um subespaço vetorial fechado de H (mesmo queM não o seja!);

• M⊥ =M⊥
.

Ainda mais, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.7 SejaM um subespaço vetorial fechado do espaço de Hlbert H . Dado ψ ∈
H , existe um único elemento ϕ ∈ M cuja distância a ψ (dada pela função distância em
H ) é mı́nima.

Demonstração: Definamos
d = inf

φ∈M
‖ψ− φ‖ .

Se tomarmos uma sequência (φn)n∈N emM tal que ‖ψ− φn‖ → d quando n → ∞,
então usando a regra do paralelogramo

‖ψ + φ‖2 + ‖ψ− φ‖2 = 2‖ψ‖2 + 2‖φ‖2 , ∀ψ, φ ∈H ,

temos

‖φn − φm‖2 = ‖(φn − ψ)− (φm − ψ)‖2

= 2‖φn − ψ‖2 + 2‖φm − ψ‖2 − ‖− 2ψ + φn + φm‖2

= 2‖φn − ψ‖2 + 2‖φm − ψ‖2 − 4‖ψ− 1
2
(φn + φm)‖2

≤ 2‖φn − ψ‖2 + 2‖φm − ψ‖2 − 4d2 ;
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2. Elementos de análise funcional

daı́, tomando o limite n, m → ∞ na última linha, obtemos que ‖φn − φm‖ → 0, ou
seja, (φn)n∈N é uma sequência de Cauchy em M e, como M é espaço de Hilbert,
então existe ϕ ∈ M tal que φn → ϕ e ‖ψ− ϕ‖ = d. �

Dado um subespaço vetorial fechadoM⊂H do espaço de Hilbert H , posto que
M∩M⊥ = {0}, segue da Proposição 2.7 que todo ψ ∈ H pode ser unicamente
escrito na forma

ψ = ϕ + ξ , ϕ ∈ M , ξ ∈ M⊥ . (2.1)

Ou seja, existe um isomorfismo natural entre os espaços de Hilbert H eM×M⊥,
dado por (ϕ, ξ) 7→ ϕ + ξ, ondeM×M⊥ é munido do produto interno

〈(ϕ1, ξ1), (ϕ2, ξ2)〉 = 〈ϕ1, ϕ2〉M + 〈ξ1, ξ2〉M⊥ ,

e 〈·, ·〉M e 〈·, ·〉M⊥ denotam os produtos internos em M e M⊥, respectivamente.
Denota-se

H =M⊕M⊥ ,

com cada ψ ∈H representado na forma (2.1). Como também temos que

H =M⊥ ⊕M⊥⊥ , M⊥⊥ := (M⊥)⊥ ⊃M ,

concluı́mos que M = M⊥⊥. Mais em geral, se M é um subespaço vetorial (não
necessariamente fechado) de H , temos queM =M⊥⊥.

Um subconjunto B de um espaço de Hilbert M é uma base ortonormal para H

se B é um conjunto ortonormal maximal, ou seja, se os elementos de B são mutu-
almente ortogonais com norma igual a 1 e, se B′ é um conjunto ortonormal tal que
B ⊂ B′, então B = B′. Por uma aplicação imediata do Lema de Zorn decorre que
todo espaço de Hilbert possui uma base ortonormal. Ainda, é possı́vel mostrar que,
se B = (ψi)i∈I é uma base ortonormal para H , para algum conjunto não-vazio de
ı́ndices I, então para todo ψ ∈H

ψ = ∑
i∈I
〈ψi, ψ〉ψi

com 〈ψi, ψ〉 = 0 para todo i ∈ J r I, onde J ⊂ I é algum subconjunto enumerável (a
soma converge na topologia deM se J for infinito), logo

‖ψ‖2 = ∑
i∈I
|〈ψi, ψ〉|2 .
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2. Elementos de análise funcional

É possı́vel mostrar que um espaço de Hilbert possui base ortonormal enumerável se
e somente se é um espaço métrico separável , isto é, possui um subconjunto enu-
merável denso (ver por exemplo [4]). Como quaisquer bases ortonormais de um
espaço de Hilbert possuem a mesma cardinalidade, então, em um espaço de Hilbert
separável toda base ortonormal é enumerável. Por este motivo, a partir de agora
serão considerados apenas espaços de Hilbert separáveis a menos que haja menção
explı́cita do contrário.

Definição 2.8 Seja l : H → F um funcional linear em um espaço de Hilbert H . Dizemos
que l é limitado se existe uma constante K > 0 tal que

|l(ψ)| ≤ K‖ψ‖

para todo ψ ∈H . Neste caso, definimos

‖l‖ = sup{|l(ψ)| | ψ ∈H , ‖ψ‖ ≤ 1} ,

denominada norma operatorial do funcional limitado l.

Se l1 e l2 são funcionais lineares limitados em H , então

‖l1 + l2‖ ≤ ‖l1‖+ ‖l2‖

e
‖αl‖ = |α| ‖l‖ , ∀α ∈ F ,

onde l1 + l2 e αl são definidos pontualmente, então o espaço de todos os funcionais
lineares é um espaço vetorial normado com relação à norma operatorial.

Fixando um elemento ψ0 ∈ H não-nulo, podemos definir um funcional linear
lψ0 : H → F por

lψ0(ϕ) = 〈ψ0, ϕ〉

para todo ψ ∈H . Temos, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

|lψ0(ϕ)| = |〈ψ0, ϕ〉| ≤ ‖ψ0‖ ‖ϕ‖ ,

de modo que lψ0 é limitado e ‖lψ0‖ ≤ ‖ψ0‖. Além disso,

lψ0

(
ψ0

‖ψ0‖

)
= ‖ψ0‖ ,
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2. Elementos de análise funcional

de modo que, na verdade, ‖lψ0‖ = ‖ψ0‖.
Mais interessante é a recı́proca do que foi mostrado acima:

Teorema 2.9 (lema de representação de Riesz) Se l : H → F é um funcional linear
limitado em um espaço de Hilbert H , então existe um único ϕ ∈H tal que l(ψ) = 〈ϕ, ψ〉,
para todo ψ ∈H , e ‖l‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração: Seja N = ker l = {ψ ∈ H | l(ψ) = 0}. Como l é um funcional
linear limitado, então l é contı́nuo, e portanto N é um subespaço fechado de H . Se
N = H , então l(ψ) = 0 = 〈0, ψ〉, para todo ψ ∈ H , o que mostra o resultado neste
caso. Se N é um subespaço próprio de H , então, pela Proposição 2.7, existe um
ψ0 ∈ N⊥ não-nulo. Definindo então

ϕ =
l(ψ0)ψ0

‖ψ0‖2 ,

temos que l(ψ) = 0 = 〈ϕ, ψ〉 para todo ψ ∈ N , ou seja, l(ψ) coincide com 〈ϕ, ψ〉 em
N . Ainda, se φ = aψ0, então

l(ψ) = l(aψ0) = al(ψ0) =
〈 l(ψ0)ψ0

‖ψ0‖2 , aψ0

〉
= 〈ϕ, aψ0〉 .

Como os funcionais lineares l e 〈ϕ, ·〉 coincidem em N e em ψ0, então devem coin-
cidir nos espaços gerados por N e ψ0. Mas N e o espaço gerado por ψ0 geram H ,
pois

φ =

(
φ− l(φ)

l(ψ0)
ψ0

)
+

l(φ)
l(ψ0)

ψ0

para todo φ ∈ H , de modo que l(ψ) = 〈ϕ, ψ〉 para todo ψ ∈ H . Para mostrar
unicidade, seja ϕ′ tal que l(ψ) = 〈ϕ′, ψ〉 para todo ψ ∈ H . Então, usando a Regra
do Paralelogramo, temos que

‖ϕ′ − ϕ‖2 = l(ϕ′ − ϕ)− l(ϕ′ − ϕ) = 0 ,

de onde decorre ϕ′ = ϕ. Para mostrar que ‖l‖ = ‖ϕ‖ notamos que, por um lado,

‖l‖ = sup
‖ψ‖≤1

|l(ψ)| = sup
‖ψ‖≤1

|〈ϕ, ψ〉| ≤ sup
‖ψ‖≤1

‖ϕ‖ ‖ψ‖ = ‖ϕ‖ ,
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2. Elementos de análise funcional

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e, por outro lado,

‖l‖ = sup
‖ψ‖≤1

|l(ψ)| ≥
∣∣∣∣l ( ϕ

‖ϕ‖

) ∣∣∣∣ = 〈ϕ,
ϕ

‖ϕ‖

〉
= ‖ϕ‖ ,

de modo que ‖l‖ = ‖ϕ‖. �

Proposição 2.10 Um subespaço S (não necessariamente fechado) de um espaço de Hilbert
H é denso se e somente se S⊥ = {0}.

Demonstração: Se S é denso, então dado ψ ∈ S⊥, a função lψ : H → F definida
por lψ(ϕ) = 〈ψ, ϕ〉 é um funcional linear limitado que se anula em S . Como S é
denso, então lψ ≡ 0 e, em particular, lψ(ψ) = ‖ψ‖2 = 0, o que implica ψ = 0, ou
seja, S⊥ = {0}. Reciprocamente, se S⊥ = {0}, então como S⊥⊥ = S , tem-se que
S = S⊥⊥ = H , ou seja, S é denso. �

De modo análogo à definição de funcional linear limitado dada acima, podemos
definir:

Definição 2.11 Um operador linear limitado em um espaço de Hilbert H como um
operador linear T : H → H para o qual existe uma constante K > 0 tal que ‖Tψ‖ ≤
K‖ψ‖, para todo ψ ∈H . O conjunto de todos os operadores lineares limitados definidos em
H é denotado por B(H ).

O conjunto B(H ) é um espaço vetorial normado, com norma operatorial dada por

‖T‖ = sup{‖Tψ‖ | ‖ψ‖ ≤ 1} (2.2)

pois, para todo T e S em B(H ) e para todo a ∈ F, tem-se ‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖ e
‖aT‖ ≤ |a|‖T‖.

Definição 2.12 Uma forma sesquilinear hermiteana em um espaço de Hilbert H é uma
função Ω : H ×H → F tal que, para todo ψ, ϕ, ξ ∈H e para todo a, b ∈ F, tem-se:

1. Ω(ψ, aϕ + bξ) = aΩ(ψ, ϕ) + bΩ(ψ, ξ);

2. Ω(ψ, ϕ) = Ω(ϕ, ψ).

Como consequência das propriedades 1 e 2, decorre a antilinearidade na primeira
variável de uma forma sesquilinear Ω, ou seja,

Ω(aϕ + bψ, ξ) = aΩ(ϕ, ξ) + bΩ(ψ, ξ)

14



2. Elementos de análise funcional

para todo a, b ∈ F e para todo ψ, ϕ, ξ ∈H .
Dizemos que uma forma sesquilinear Ω é limitada se existe uma constante K > 0

tal que
|Ω(ψ, ϕ)| ≤ K‖ψ‖ ‖ϕ‖ ,

para todo ψ, ϕ ∈H .

Teorema 2.13 Se Ω é uma forma sesquilinear hermiteana limitada em um espaço de Hilbert
H , então existe um único operador linear limitado A tal que

Ω(ψ, ϕ) = 〈Aψ, ϕ〉 , ∀ψ, ϕ ∈H .

Demonstração: Seja Ω uma forma sesquilinear hermiteana limitada em H . Então
existe uma constante K > 0 tal que

|Ω(ψ, ϕ)| ≤ ‖ψ‖ ‖ϕ‖ ,

para todo ψ, ϕ ∈H .
Fixado ψ ∈ H r {0}, seja lψ : H → C definido por lψ(ϕ) = Ω(ψ, ϕ). Então lψ é

um operador linear em H tal que

|lψ(ϕ)| = |Ω(ψ, ϕ)| ≤ K‖ψ‖ ‖ϕ‖ ,

de modo que lψ é um operador linear limitado com cota superior K
‖ψ‖ . Pelo lema de

representação de Riesz, (teorema 2.9), existe um único ξ ∈H tal que lψ(ϕ) = 〈ξ, ϕ〉
para todo ϕ ∈ H . Seja então A : H → H definido por Aψ = ξ. Pela unicidade de
ξ o operador A é bem-definido e linear, pois

〈A(ψ1 + ψ2), ϕ〉 = Ω(ψ1 + ψ2, ϕ) = Ω(ψ1, ϕ) + Ω(ψ2, ϕ) = 〈Aψ1, ϕ〉+ 〈Aψ2, ϕ〉 ,

o que implica que A(ψ1 + ψ2) = Aψ1 + Aψ2, e

〈A(aψ), ϕ〉 = Ω(aψ, ϕ) = aΩ(ψ, ϕ) = a〈Aψ, ϕ〉 ,

o que implica que A(aψ) = aAψ, para todo ψ ∈ H e para todo escalar a. Final-
mente, A é limitado, pois

|〈Aψ, ϕ〉| = |Ω(ψ, ϕ)| ≤ K‖ψ‖.‖ϕ‖ .
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2. Elementos de análise funcional

�

Seja A um operador limitado em H . Então Ω(ψ, ϕ) = 〈ψ, Aϕ〉 define uma forma
sesquilinear hermiteana em H de modo que, pelo teorema 2.13 existe um único
operador linear limitado B tal que

〈ψ, Aϕ〉 = 〈Bψ, ϕ〉 , ∀ψ, ϕ ∈H . (2.3)

O operador limitado B é chamado adjunto do operador A e denotado por A∗.

Definição 2.14 Seja H um espaço de Hilbert.

1. Um operador linear T : H → H é chamado uma isometria se 〈Tψ, Tψ〉 = 〈ψ, ψ〉
para todo ψ ∈H .

2. Um operador linear U : H → H é chamado um operador unitário se é uma isome-
tria sobrejetora.

É imediato observar, pela definição acima, que se U é um operador unitário, então
U é limitado, inversı́vel e U−1 = U∗.

Definição 2.15 Um operador linear limitado P em um espaço de Hilbert H é uma
projeção ortogonal se P2 = P e P∗ = P.

Pela definição, podemos observar que se P é uma projeção ortogonal, então 1− P
também é, onde 1 denota o operador identidade em H . Como o subespaço vetorial
S dado pela imagem de P é da forma

S = {ψ ∈H | Pψ = ψ} ,

segue que S coincide com o núcleo de 1 − P. Em particular, S é um subespaço
fechado de H , e P ≡ 0 em S⊥. Temos ainda que se ψ = ϕ + ω, com ϕ ∈ S em
ω ∈ S⊥ como na equação 2.1, então Pψ = ϕ.

Espaços de Banach

Definição 2.16 Um espaço de Banach é um espaço vetorial normado (X, ‖ · ‖) completo,
ou seja, um espaço em que toda sequência de Cauchy é convergente.

De maneira análoga à definição dada para espaços de Hilbert na seção anterior,
definimos um operador linear limitado entre espaços de Banach (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ ·
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‖Y) como um operador linear T : X → Y para o qual existe uma constante C > 0 tal
que

‖Tx‖Y ≤ C‖x‖X , ∀x ∈ X .

Esta definição na verdade generaliza para espaços normados que não são neces-
sariamente espaços com produto interno a definição dada para espaços de Hilbert
apresentada na seção anterior. Em particular, podemos definir funcionais lineares
limitados como operadores lineares limitados l : X → F, onde F é o corpo sobre o
qual X está definido, que nosso caso será sempre R ou C.

Definição 2.17 O espaço dual de um espaço de Banach X, denotado por X∗, é o conjunto
de todos os funcionais lineares limitados l : X → F.

Definimos a norma de um funcional l ∈ X∗ da mesma forma que na definição 2.8.
Esta função define uma norma em X∗ e é possı́vel mostrar que, se X é um espaço
completo, então X∗ é completo com relação à norma l 7→ ‖l‖.

Definição 2.18 Uma seminorma em um espaço vetorial X (sobre um corpo F) é uma
função p : X → R tal que:

1. p(x) ≥ 0 , ∀x ∈ X;

2. p(ax) = |a|p(x) , ∀x ∈ X, a ∈ F;

3. p(x + y) ≤ p(x) + p(y) , ∀x, y ∈ X.

Definição 2.19 Seja {pi}i∈I uma famı́lia de seminormas em um espaço vetorial X, onde I
é um conjunto de ı́ndices não-vazio. A topologia gerada pela famı́lia de seminormas
{pi}i∈I é a topologia gerada pela sub-base

F = {Bi(r; x) | i ∈ I , x ∈ X , r > 0} ,

onde
Bi(r; x) = {y ∈ X | pi(y− x) < r}

para cada i ∈ I e x ∈ X, r > 0.

Definição 2.20 Seja X∗ o espaço dual de um espaço de Banach X. A topologia ∗-fraca
em X∗ é a topologia definida pela famı́lia de seminormas px : X∗ → [0, ∞) definidas por

px(l) = |l(x)|
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para cada x ∈ X.

Pela definição 2.20, temos que uma sequência (ln)n∈N em X∗ converge para l ∈ X∗

na topologia ∗-fraca se e somente se ln(x)→ l(x), para todo x ∈ X.
Denotamos porB(X, Y) o espaço de todos operadores lineares limitados T : X → Y

entre espaços de Banach (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ · ‖Y). Tal conjunto é um espaço de Banach
com relação à norma T 7→ ‖T‖ definida para todo T ∈ B(X, Y) por 2.2.

De modo análogo à topologia ∗-fraca definida acima, podemos definir:

Definição 2.21 A topologia forte em B(X, Y) é a topologia induzida pela famı́lia de se-
minormas px : B(X, Y)→ [0, ∞) definidas por

px(T) = ‖Tx‖Y , ∀x ∈ X .

Assim, uma sequência de operadores lineares (Tn)n∈N em B(X, Y) converge para
T ∈ B(X, Y) na topologia forte se e somente se Tnx → Tx para todo x ∈ X em
relação à norma ‖ · ‖Y.

Finalizamos esta seção com o chamado Teorema BLT (do inglês bounded linear trans-
formation), que fornece uma extensão única de um operador linear limitado definido
em um subespaço denso de um espaço normado completo para o espaço todo.

Teorema 2.22 (Teorema BLT) Seja T um operador linear limitado de um espaço vetorial
normado (X, ‖ · ‖X) num espaço de Banach (Y, ‖ · ‖Y). Então T pode ser unicamente es-
tendido a um operador linear limitado T̃ definido no completamento de X.

Demonstração: Seja X̃ o completamento de X, ou seja, (X̃, ‖ · ‖X) é um espaço nor-
mado completo e X é um subespaço denso de X̃. Para cada x ∈ X̃ existe uma
sequência (xn)n∈N tal que xn → x quando n → ∞. Como a sequência (xn)n∈N

acima converge, então é uma sequência de Cauchy, de modo que, dado ε > 0, existe
um N tal que

n, m ≥ N =⇒ ‖xn − xm‖X ≤
ε

‖T‖ .

Assim,
‖Txn − Txm‖Y = ‖T(xn − xm)‖Y ≤ ‖T‖ ‖xn − xm‖X ≤ ε ,

o que mostra que (Txn)n∈N é uma sequência de Cauchy em Y. Como Y é completo,
então existe y ∈ Y tal que Txn → y quando n → ∞. Seja T̃ : X̃ → Y definido
por T̃x = y, onde x e y são obtidos da maneira acima. Então tal operador é bem-
definido pois, se xn, x′n → x são duas sequências em X convergindo para x, então
a sequência x1, x′1, x2, x′2, . . . também converge para x, de modo que a sequência
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Tx1, Tx′1, Tx2, Tx′2, . . . converge para algum ŷ ∈ Y pelo mesmo argumento acima.
Portanto

lim
n→∞

Tx′n = ŷ = lim
n→∞

Txn ,

o que mostra que T̃ não depende da sequência escolhida. Tal operador é linear, pois,
tomando sequências convergentes xn → x e zn → z com x, z ∈ X̃, então

T̃(αx + βz) = lim
n→∞

T(αxn + βzn) = α lim
n→∞

Txn + β lim
n→∞

zn ,

e tomando y = T̃x e w = T̃z, então a equação acima dá que

T̃(αx + βz) = αy + βw = αT̃x + βT̃z ,

o que mostra que T̃ é linear. O operador T̃ é limitado pois

‖T̃x‖Y = lim
n→∞
‖Txn‖Y ≤ lim

n→∞
‖T‖ ‖xn‖X = ‖T‖ ‖x‖X .

Finalmente, para mostrar unicidade, seja T′ uma outra extensão limitada de T para
X̃. Então

T̃x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

T′xn = T′( lim
n→∞

xn) = T′x ,

e como T̃ e T′ são limitados, então T̃ = T′. �
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3 O PROBLEMA DOS MOMENTOS TRIGONOMÉTRICOS

O primeiro passo na demonstração do teorema espectral para operadores auto-
adjuntos será a obtenção do teorema espectral para operadores unitários. Para tal,
iniciamos com a solução do chamado problema dos momentos trigonométricos.

Durante todo este trabalho, C([a, b]) denotará o espaço de Banach das funções
contı́nuas f : [a, b]→ C em um intervalo [a, b] munido da norma

‖ f ‖∞ = sup{| f (x)| | a ≤ x ≤ b} . (3.1)

Definição 3.1 Uma medida de Radon em C([a, b]) é um funcional linear l : C([a, b])→
C positivo, ou seja, l( f ) ≥ 0 para toda f ∈ C([a, b]) tal que f ≥ 0.

Lema 3.2 Se l : C([a, b]) → R é uma medida de Radon, então l é um funcional linear
limitado.

Demonstração: Seja f ∈ C([a, b]) uma função contı́nua e seja l : C([a, b]) → R

um funcional linear positivo. Aplicando l às funções não-negativas ‖ f ‖∞ + | f (x)| e
‖ f ‖∞ − | f (x)|, então obtemos, usando a linearidade de l, que

|l( f )| ≤ ‖ f ‖∞|l(1)| ,

e como l(1) ≥ 0, então l é limitado e, em particular, ‖l‖ = l(1). �

O problema dos momentos trigonométricos consiste em, dados coeficientes complexos
ck para cada k ∈ Z, obter uma medida de Radon µ em C([0, 2π]) tal que

ck = µ(eik(·)) , ∀k ∈ Z . (3.2)

O seguinte teorema nos dá uma condição suficiente para a existência de tal medida:

Teorema 3.3 (teorema de Fejér dual) Se para todo x ∈ R os coeficientes (ck)k∈Z satis-
fazem

n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
e−ikxck ≥ 0 , ∀n ∈N , (3.3)
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3. O problema dos momentos trigonométricos

então existe uma única medida de Radon µ em C([0, 2π]) satisfazendo à equação (3.2).

A demonstração deste teorema será feita usando os resultados apresentados a se-
guir.

Teorema 3.4 (princı́pio de seleção de Helly) Seja ( fn)n∈N uma sequência de funções
a valores reais definidas num conjunto enumerável E para as quais existe uma constante
K > 0 tal que

| fn(x)| ≤ K , ∀x ∈ E, ∀n ∈N . (3.4)

Então existe uma subsequência de ( fn)n∈N que converge pontualmente para uma função
f : E→ R. Ainda mais, | f (x)| ≤ K para todo x ∈ E.

Observação 3.5 Uma sequência de funções ( fn)n∈N satisfazendo a condição 3.4 é dita uni-
formemente limitada.

Demonstração: Seja {xk | k ∈ N} uma enumeração de E. Como a sequência de
números reais ( fn(x1))n∈N é limitada, então, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
esta sequência possui uma subsequência convergente ( f 1

n(x1))n∈N . Como a sub-
sequência ( f 1

n(x1))n∈N obtida acima também é limitada, então pelo mesmo motivo,
existe uma subsequência ( f 2

n)n∈N desta sequência tal que ( f 2
n(x1))n∈N e ( f 2

n(x2))n∈N

convergem. Aplicando este argumento indutivamente, obtemos subsequências

( f 1
n)n∈N, ( f 2

n)n∈N, . . . , ( f k
n)n∈N, . . .

de ( fn)n∈N tais que, para cada j = 1, 2, . . . , k, a sequência ( f k
n(xj))n∈N é conver-

gente. Definindo gn = f n
n para cada n ∈ N, então (gn)n∈N é, por construção, uma

subsequência de ( fn)n∈N tal que (gn(xk))n∈N é convergente, para todo xk ∈ E, ou
seja, (gn)n∈N converge pontualmente para a função f : E→ R definida por

f (xk) = lim
n→∞

gn(xk)

para cada xk ∈ E. �

Para o próximo resultado, relembramos que um espaço topológico é sequencial-
mente compacto se toda sequência limitada neste espaço possui uma subsequência
convergente.

Teorema 3.6 (teorema de Banach-Alaoglu sequencial) Se X é um espaço de Banach
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3. O problema dos momentos trigonométricos

separável, então a bola fechada de raio M > 0 em X∗,

BM = {u ∈ X∗ | ‖u‖ ≤ M} ,

é sequencialmente compacta na topologia ∗-fraca.

Demonstração: Seja (un)n∈N uma sequência em BM. Então para todo n ∈N

|un(x)| ≤ ‖u‖ ‖x‖ ≤ M|x‖

para cada x ∈ X; ou seja, a sequência de números reais (un(x))n∈N é limitada. Seja
E = {xk | k ∈ N} um subconjunto enumerável denso de X (que existe, pois X é
separável). Então, por um argumento análogo ao usado no Princı́pio de Seleção
de Helly, existe uma subsequência (vn)n∈N de (un)n∈N que converge pontualmente
para um funcional linear v definido no subespaço (denso) gerado por E. Ainda, tal
funcional v é limitado em E, pois, dado ε > 0, existe N(xk, ε) ∈N tal que

n ≥ N =⇒ |vn(xk)− v(xk)| < ε ,

para cada xk ∈ E, de modo que

|v(xk)| ≤ |vn(xk)|+ |vn(xk)− v(xk)| ,

daı́, para n ≥ N temos que

|v(xk)| ≤ |vn(xk)|+ ε ≤ ‖un‖ ‖xk‖+ ε ≤ M‖xk‖+ ε .

Como para todo ε > 0 é possı́vel encontrar n tal que a desigualdade acima é sa-
tisfeita, então |v(xk)| ≤ M‖xk‖ para todo xk ∈ E, de modo que v é limitado em E.
Assim, pelo Teorema BLT (teorema 2.22), v pode unicamente extendido para uma
funcional linear (também denotado por v) definido em todo o espaço X que possui
a mesma norma (e, em particular, a mesma cota superior acima) que v em E. Para
mostrar que vn(x)→ v(x) para todo x ∈ X, notamos que, dado ε > 0, existe N ∈N

tal que, para cada xk ∈ E,

n ≥ N =⇒ |vn(xk)− v(xk)| <
ε

3
. (3.5)

Ainda, como E é denso, dados ε > 0 como acima e x ∈ X, existem δ = ε
3M e um
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3. O problema dos momentos trigonométricos

xk ∈ E tais que ‖x− xk‖ < δ. Daı́,

|v(x)− v(xk)| = |v(x− xk)| ≤ ‖v‖ ‖x− xk‖ ≤ Mδ <
ε

3
, (3.6)

e, similarmente,
|vn(x)− vn(xk)| <

ε

3
, ∀n ∈N . (3.7)

Finalmente, tomando x ∈ X e ε > 0 como acima, temos para todo n ≥ N que

|vn(x)− v(x)| ≤ |vn(x)− vn(xk)|+ |vn(xk)− v(xk)|+ |v(x)− v(xk)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε ,

ou seja, vn(x)→ v(x) para todo x ∈ X, o que mostra o resultado. �

De posse destes resultados, passamos agora para a demonstração do Teorema 3.3:
Demonstração: Sejam definidas as funções

Ψn(x) =
1

2π

n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
cke−ikx , (3.8)

para todo x ∈ R e para todo n ∈ N. Então, por hipótese, Ψn(x) ≥ 0 para todo x e
para todo n. Definindo a sequência de funcionais lineares (µn)n∈N por

µn(u) =
∫ 2π

0
u(t)Ψn(t)dt , n ∈N , u ∈ C([0, 2π]) ,

então µn é um funcional linear positivo (usando a positivdade de Ψn) em C([0, 2π])

para cada n e portanto limitado. Ainda mais, temos que

‖µn(u)‖ ≤
∫ 2π

0
|u(t)|Ψn(t)dt ≤ ‖u‖∞

2π

n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
ck

∫ 2π

0
e−iktdt

=
‖u‖∞

2π
· 2πc0 = c0‖u‖∞ ,

ou seja,
‖µn(u)‖ ≤ c0‖u‖∞ , ∀n ∈N , ∀u ∈ C([0, 2π]) ,

e c0 > 0 usando a positividade de Ψn no caso particular k = 0. Como C([0, 2π]) é
um espaço de Banach separável temos, pelo teorema de Banach-Alaoglu sequencial
que existe uma subsequência (µnj)j∈N de (µn)n∈N que converge na topologia ∗-
fraca para um funcional linear limitado µ em C([0, 2π]), que é claramente positivo.
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A medida de Radon µ obtida satisfaz

∫ 2π

0
eiktdµ(t) = lim

j→∞

∫ 2π

0
eiktdµnj(t) =

1
2π

lim
j→∞

∫ 2π

0
eiktΨnj(t)dt

= lim
j→∞

(
1− |k|

nj

)
ck = ck ,

o que mostra a existência da medida desejada, ou seja, µ(eik(·)) = ck para todo k ∈ Z,
onde eik(·) denota a função t 7→ eikt para 0 ≤ t ≤ 2π.

Para mostrar a unicidade desta medida de Radon, usaremos que a convolução de
uma função contı́nua com o núcleo de Fejér

Fn(x) =
n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
eikx

é dada por

(u ∗ Fn)(x) =
∫ π

−π
u(y)Fn(x− y)dy . (3.9)

conforme detalhado no apêndice A.
Assim, temos que

(u ∗ Fn)(x) =
n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
eikx

∫ π

−π
u(y)e−ikydy , (3.10)

o que implica que

µ(u ∗ Fn) =
n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
µ(eik(·))

∫ π

−π
u(y)e−ikydy =

∫ π

−π

n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
cke−ikydy

= (µ ∗ F̌n)(u) , (3.11)

onde F̌n(x) = Fn(−x), para todo x ∈ R e usamos que µ(eik(·)) = ck. Como pelo
Teorema de Fejér (teorema A.5) u ∗ Fn converge uniformemente para u, concluı́mos
que µ ∗ F̌n converge para µ na topologia ∗-fraca em C([0, 2π]). Por outro lado, se
ν é outra medida de Radon tal que ν(eik(·)) = ck para todo k ∈ N, então por um
cálculo análogo ao realizado na equação (3.11), temos que ψ ∗ Fn = Ψn e, como toda
subsequência de (ν ∗ Fn)n∈N converge para ν, temos que ν = µ, por unicidade do
limite. Isso conclui a prova da unicidade da medida µ. �
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4 TEOREMA DE REPRESENTAÇÃO DE RIESZ

O objetivo desta seção é apresentar uma versão do teorema da representação de
Riesz para funções contı́nuas num intervalo [a, b] ⊂ R. De maneira mais especı́fica,
mostraremos que o dual (topológico) do espaço de Banach C([a, b]) é (essencial-
mente) o espaço das funções de variação limitada BV([a, b]) com relação à norma
da variação limitada ‖ · ‖BV . Tal resultado será importante à frente para a obtenção
das resoluções de unidade para um operador linear unitário. Para tal, serão apresen-
tadas inicialmente algumas propriedades básicas das funções de variação limitada
e da integral de Riemann-Stieltjes. Tal exposição é baseada em [2].

Funções de variação limitada

Definição 4.1 Seja f : [a, b]→ R uma função e seja P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b}
uma partição de [a, b]. A variação de f na partição P é definida por

V( f ,P) =
n

∑
i=1
| f (ti)− f (ti−1)| . (4.1)

A variação total de f em [a, b] é definida por

Vb
a f = sup

P
V( f ,P) . (4.2)

Uma função f : [a, b] → R é dita uma função de variação limitada se Vb
a f < ∞.

Denota-se por BV([a, b]) o conjunto das funções de variação limitada sobre [a, b].

Lema 4.2 Se f ∈ BV([a, b]), então f é limitada e satisfaz

‖ f ‖∞ ≤ | f (a)|+ Vb
a f . (4.3)

Demonstração: Sejam a ≤ x ≤ b e a partição P = {a, x, b} de [a, b]. Então

| f (x)− f (a)| ≤ V( f ,P) ≤ Vb
a f ,
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4. Teorema de representação de Riesz

de modo que
| f (x)| ≤ | f (a)|+ Vb

a f .

Como a desigualdade acima vale para todo x ∈ [a, b], então pode-se concluir que f
é limitada e

‖ f ‖∞ ≤ | f (a)|+ Vb
a f .

�

Listamos a seguir algumas propriedades imediatas das funções de variação limi-
tada:

Lema 4.3 Sejam f , g ∈ BV([a, b]) e seja c ∈ R. Então:

1. Vb
a f = 0 se e somente se f é constante.

2. Vb
a (c f ) = |c|Vb

a f .

3. Vb
a ( f + g) ≤ Vb

a f + Vb
a g.

4. Vb
a f = Vc

a f + Vb
c f para todo a ≤ c ≤ b.

Decorre do lema 4.2 e dos items 2 e 3 do lema 4.3 que BV([a, b]) é um subespaço
vetorial do espaço das funções limitadas em [a, b], denotado por B([a, b]).

Lema 4.4 Definindo
‖ f ‖BV = | f (a)|+ Vb

a f , (4.4)

para f ∈ BV([a, b]), então ‖ · ‖BV define uma norma no espaço BV([a, b]).

Demonstração: Como pelo item 1 do lema 4.3 Vb
a f = 0 se e somente se f é constante,

então ‖ f ‖BV = 0 se e somente se f é constante e f (a) = 0, ou seja, se e somente se
f ≡ 0. Dadas f , g ∈ BV([a, b]) e usando o lema 4.3,

‖ f + g‖BV = | f (a) + g(a)|+ Vb
a ( f + g) ≤ | f (a)|+ Vb

a f + |g(a)|+ Vb
a g

= ‖ f ‖BV + ‖g‖BV .

Finalmente, dado c ∈ R e dada f ∈ BV([a, b]), tem-se

‖c f ‖BV = |c| ‖ f ‖BV ,

onde novamente usamos o lema 4.3. �

A norma ‖ · ‖BV definida pela equação (4.4) é chamada norma de variação limi-
tada.
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Proposição 4.5 O espaço BV([a, b]) é um espaço de Banach com relação à norma de va-
riação limitada ‖ · ‖BV .

Demonstração: Seja ( fn)n∈N uma sequência de Cauchy em BV([a, b]) com relação à
norma de variação limitada ‖ · ‖BV . Então, dado ε > 0 existe N ∈N tal que

n, m ≥ N =⇒ ‖ fn − fm‖BV = | fn(a)− fm(a)|+ Vb
a ( fn − fm) < ε .

Em particular, pela desigualdade 4.3, ( fn)n∈N é uma sequência de Cauchy em
B([a, b]) com relação à norma ‖ · ‖∞, de modo que, pela completude de B([a, b])
com respeito a esta norma, existe f ∈ B([a, b]) tal que ‖ fn − f ‖∞ → 0 quando
n → ∞. Seja P uma partição de [a, b] e seja dado ε > 0. Tomando N ∈ N tal que
‖ fn − fm‖BV < ε para todo n, m ≥ N, então, para todo n ≥ N,

| fn(a)− f (a)|+ V( fn − f ,P) = lim
n→∞

[| fn(a)− f (a)|+ V( fn − f ,P)]

≤ sup
m≥N
‖ fn − fm‖BV ≤ ε .

ComoP é uma partição arbitrária de [a, b], então fn− f ∈ BV([a, b]) e, em particular,
f = fn − ( fn − f ) ∈ BV([a, b]), pois é a diferença de funções de variação limitada e
ainda

‖ fn − f ‖BV = | fn(a)− f (a)|+ Vb
a ( fn − f ) ≤ ε , ∀n ≥ N .

Portanto fn → f quando n→ ∞ com relação à norma ‖ · ‖BV em BV([a, b]). �

Para o resultado a seguir, lembramos que uma função g : [a, b]→ R é dita crescente
se x < y implica g(x) ≤ g(y), para todo x, y ∈ [a, b].

Proposição 4.6 Dada f ∈ BV([a, b]), existem funções crescentes g, h : [a, b] → R tais
que f = g− h.

Demonstração: Seja g(x) = Vx
a f para todo a < x ≤ b e g(a) = 0. Então g é crescente

pois, se x, y ∈ [a, b] são tais que x < y, então

g(y)− g(x) = Vy
a f −Vx

a f = Vy
x f ≥ | f (y)− f (x)| ≥ 0 .

Por outro lado,
g(x)− g(y) ≥ f (y)− f (x) ,

de modo que g− f também é crescente. Colocando h = g− f , então f = g− h é a
diferença de duas funções crescentes. �
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Como consequência, temos

Corolário 4.7 (Teorema de Jordan) Uma função f : [a, b]→ R é de variação limitada se
e somente se é a diferença de duas funções crescentes.

Integral de Riemann-Stieltjes

Nesta seção definiremos a integral de Riemann-Stieltjes e estudaremos algumas
das suas propriedades básicas. Tal exposição é de interesse pois mais a frente será
mostrado que a relação dual entre C([a, b]) e BV([a, b]) é dada explicitamente pela
integral de Riemann-Stieltjes em relação a uma função de variação limitada.

Seja P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} de [a, b]. Dizemos que P é uma partição
pontilhada se tomarmos uma coleção de pontos fixados T = {τi | τi ∈ [ti−1, ti], i =
1, . . . , n} nesta partição. Denotamos uma partição pontilhada por um par (P , T), na
notação acima.

Definição 4.8 Seja f : [a, b]→ R.

1. Fixada uma função ϕ ∈ BV[a, b], a soma de Riemann-Stieltjes de f com relação
à partição pontilhada (P , T) e à função ϕ dada por

Sϕ( f ,P , T) =
n

∑
i=1

f (τi)[ϕ(ti)− ϕ(ti−1)] . (4.5)

2. A função f é dita Riemann-Stieltjes integrável com relação à função de
variação limitada ϕ, se existe I ∈ R tal que, dado ε > 0, existe δ > 0 para o qual

max
1≤i≤n

|ti − ti−1| < δ =⇒ |Sϕ( f ,P , ∆)− I| < ε ,

para toda partição pontilhada (P , T) de [a, b]. Denota-se neste caso

I =
∫ b

a
f (x)dϕ(x) ,

e denomina-se I como a integral de Riemann-Stieltjes de f com relação à função
de variação limitada ϕ.

É possı́vel mostrar as seguintes propriedades (ver e.g. [2]):

Proposição 4.9 Se f ∈ C([a, b]), então f é Riemann-Stieltjes integrável com relação a toda
ϕ ∈ BV([a, b]).
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Proposição 4.10 Seja ϕ ∈ BV([a, b]) e seja ψ definida por ψ(x) = Vx
a ϕ para todo x ∈

[a, b]. Então toda f : [a, b] → R Riemann-Stieltjes integrável com relação a ϕ também o é
em relação a ψ, e ∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dϕ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
| f (x)|dψ(x) ≤ ‖ f ‖∞Vb

a ϕ .

Podemos concluir daı́ que a integral de Riemann-Stieltjes com relação a uma função
de variação limitada define um funcional linear contı́nuo no espaço das funções
contı́nuas no intervalo [a, b]:

Corolário 4.11 Se ϕ ∈ BV([a, b]), então a aplicação C([a, b]) 3 f 7→
∫ b

a f (x)dϕ(x)
define um funcional linear contı́nuo em C([a, b]).

Teoremas de Helly

O objetivo desta seção é demonstrar o Primeiro e o Segundo Teorema de Helly,
que serão utilizados na nossa demonstração do Teorema da Representação de Riesz.
Tais teoremas decorrem diretamente do Princı́pio de Seleção de Helly (teorema 3.4
da seção 3) que por comodidade será relembrado abaixo:

Teorema 4.12 (princı́pio de seleção de Helly) Seja ( fn)n∈N uma sequência uniforme-
mente limitada de funções a valores reais definidas num conjunto enumerável E. Então existe
uma subsequência de ( fn)n∈N que converge pontualmente para uma função f : E → R.
Ainda mais, | f (x)| ≤ K para todo x ∈ E.

Como consequência deste teorema temos:

Teorema 4.13 (primeiro teorema de Helly) Seja ( fn)n∈N uma sequência uniforme-
mente limitada de funções fn : [a, b] → R. Se fn é crescente para cada n ∈ N, então
existe uma subsequência ( fnj)j∈N de ( fn)n∈N que converge pontualmente para uma função
f : [a, b]→ R crescente e limitada.

Demonstração: Seja E = Q ∩ [a, b]. Como E é enumerável, então pelo Princı́pio
de Seleção de Helly, a sequência ( fn)n∈N possui uma subsequência ( fnj)j∈N que
converge pontualmente para uma função g em E. Tal função é crescente em E e
pode ser extendida para uma função crescente em [a, b] se definirmos

g(x) = sup{g(q) | q ∈ E, q < x} .
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4. Teorema de representação de Riesz

Seja x ∈ [a, b] um ponto em que g é contı́nua. Então, dado ε > 0, existem p, q ∈ E
tais que p < x < q e |g(p)− g(q)| < ε

2 . Para j suficientemente grande obtemos que

fnj(x) ≤ fnj(q) ≤ g(q) +
ε

2
≤ g(x) +

ε

2
,

usando que fnj e g são crescentes; por um argumento análogo, obtemos que
fnj(x) ≥ g(x)− ε

2 . Portanto concluı́mos disto que g(x) = limj→∞ fnj(x) para todo
x ∈ [a, b] em que g é contı́nua. Como g é crescente, então o conjunto D(g) das
suas descontinuidades é no máximo enumerável, e assim, aplicando novamente o
Princı́pio de Seleção de Helly para a sequência ( fn)n∈N neste conjunto, obtemos
uma subsequência ( fnj)j∈N que converge pontualmente para uma função limitada
e crescente h em D(g), pois a subsequência tomada a partir do Princı́pio de Seleção
de Helly neste caso é exatamente a mesma subsequência usada para definir g no
conjunto dos seus pontos de continuidade. Assim, definindo f (x) = g(x) se g é
contı́nua em x e f (x) = h(x) caso contrário, obtemos que f (x) = limj→∞ fnj(x) com
f crescente e limitada. �

Teorema 4.14 (segundo teorema de Helly) Seja (ϕn)n∈N uma sequência de funções de
variação limitada em um intervalo [a, b]. Se ϕn → ϕ pontualmente em [a, b], então ϕ é uma
função de variação limitada em [a, b] e, para toda f ∈ C[a, b],

∫ b

a
f (x)dϕn(x)→

∫ b

a
f (x)dϕ(x) .

Demonstração: Seja K > 0 tal que Vb
a (ϕn) ≤ K para todo n ∈ N. Como ϕn → ϕ

pontualmente, então V(ϕ,P) = limn→∞ V(ϕn,P) para toda partição P de [a, b].
Assim, ϕ é uma função de variação limitada em [a, b] e Vb

a (ϕ) ≤ K. Seja f ∈ C[a, b].
Então f é, em particular, uniformemente contı́nua no compacto [a, b], de modo que,
dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

x, y ∈ [a, b] , |x− y| < δ =⇒ | f (x)− f (y)| < ε

3K
. (4.6)

Afirmação 4.14.1 Para toda partição pontilhada (P , T) de [a, b], ondeP = {a = t0 <

t1 < · · · < tn = b} e T = {τi | τi ∈ [ti−1, ti], i = 1, . . . , n}, com sup1≤i≤n |xi − xi−1| <
δ, e para toda f contı́nua em [a, b] satisfazendo (4.6), tem-se∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dϕ(x)− Sϕ( f ,P , T)

∣∣∣∣ < ε

3
. (4.7)
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Demonstração: De fato,∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dϕ(x)− Sϕ( f ,P , T)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dϕ(x)−

n

∑
i=1

f (τi)(ϕ(ti)− ϕ(ti−1))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n

∑
i=1

∫ ti

ti−1

f (x)dϕ(x)−
n

∑
i=1

f (τi)
∫ ti

ti−1

dϕ(x)
∣∣∣∣

≤
n

∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ ti

ti−1

( f (x)− f (τi))dϕ(x)
∣∣∣∣

≤
n

∑
i=1

ε

3K
Vti

ti−1
(ϕ)

=
ε

3K
Vb

a (ϕ) <
ε

3
,

onde, na última linha usamos (4.6) e que
∫ d

c g(x)dϕ(x) ≤ ‖g‖∞Vd
c (ϕ), para toda g

contı́nua e para todo [c, d] ⊂ [a, b]. Isto conclui a demonstração da afirmação acima.
�

Seja então (P , T) uma partição pontilhada como na afirmação anterior. Temos que∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dϕn(x)−

∫ b

a
f (x)dϕ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dϕn(x)− Sϕn( f ,P , T)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x)dϕ(x)− Sϕ( f ,P , T)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣Sϕn( f ,P , T)− Sϕ( f ,P , T)
∣∣∣∣

≤ ε

3
+

ε

3
+
∣∣Sϕn−ϕ( f ,P , T)

∣∣
≤ 2ε

3
+ ‖ f ‖∞V(ϕn − ϕ,P) < ε ,

para n suficientemente grande tal que V(ϕn − ϕ,P) < ε
3‖ f ‖∞

; mostrando assim o
resultado desejado. �

Teorema de representação de Riesz

Pelo corolário 4.11 temos que, dada uma função de variação limitada ϕ ∈
BV([a, b]), a aplicação f 7→

∫ b
a f (x)dϕ(x) define um funcional linear em

C([a, b]). Desejamos nesta seção mostrar a recı́proca: dado um funcional li-
near l : C([a, b]) → R, mostraremos que existe uma função de variação limitada ϕ

em [a, b] tal que l( f ) =
∫ b

a f (x)dϕ(x), que sob certas condições adicionais é única,
ou seja, o espaço das funções de variação limitada BV([a, b]) é (essencialmente) o
dual do espaço de Banach C([a, b]). Para isso, usaremos os Teoremas de Helly apre-
sentados na seção anterior e os polinômios de Bernstein, introduzidos no apêndice
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B.

Teorema 4.15 (teorema de representação de Riesz) Se l : C([a, b]) → R é um funcio-
nal linear contı́nuo em C([a, b]), então existe uma única ϕ ∈ BV([a, b]) tal que

l( f ) =
∫ b

a
f (x)dϕ(x) , ∀ f ∈ C([a, b]) ,

e Vb
a ϕ = ‖l‖.

Demonstração: Começamos por notar que basta mostrar o teorema para o intervalo
[0, 1]. De fato, se este caso for provado e definirmos γ(t) = a + t(b − a) para 0 ≤
t ≤ 1, então a aplicação l̃ : C([0, 1]) → R dada por l̃(g) = l(g ◦ γ), para toda
g ∈ C([0, 1]), define um funcional linear contı́nuo em C([0, 1]), e portanto existe
ψ ∈ BV([0, 1]) tal que l̃(g) =

∫ 1
0 g(y)dψ(y), de modo que ϕ = ψ ◦ γ ∈ BV([a, b]) e

l(g ◦ γ) =
∫ b

a
(g ◦ γ)(x)d(ψ ◦ γ)(x) ,

para toda g ∈ C([0, 1]).
Para mostrar o teorema no intervalo [0, 1], escrevemos

Pn,k(x) =
(

n
k

)
xk(1− x)n−k , 0 ≤ k ≤ n ,

de modo que, para cada f ∈ C([0, 1]), a sequência de polinômios de Bernstein de f
é dada por

Bn( f ) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

)
Pn,k , n ∈N ,

e, pela proposição B.1, tal sequência converge uniformemente para f quando n →
∞. Dado um funcional linear contı́nuo l : C([0, 1])→ R, temos por linearidade que

l(Bn( f )) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

)
l(Pn,k) , n ∈N ,

e por continuidade de l, a sequência (l(Bn( f )))n∈N converge para l( f ) quando n→
∞.
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Seja (ϕn)n∈N a sequência de funções definidas por

ϕn(0) = 0 ,

ϕn(x) = l(Pn,1) , 0 ≤ x ≤ 1
n

,

ϕn(x) = l(Pn,k) ,
k
n
≤ x ≤ k + 1

n
, k = 1, 2, . . . , n− 1 ,

ϕn(1) = l(Pn,n) .

Então cada ϕn é uma função escada com salto de tamanho l(Pn,k) em k
n para k =

0, 1, . . . , n, de modo que, para toda f ∈ C([0, 1]),

∫ 1

0
f (x)dϕ(x) =

n

∑
k=1

f
(

k
n

)
l(Pn,k) .

Ainda, cada ϕn é contı́nua por baixo em (0, 1) e ϕn(0) = 0. Como

n

∑
k=0

Pn,k =
n

∑
k=0
|Pn,k| = 1 ,

então

V1
0 ϕn =

n

∑
k=0
|l(Pn,k)| =

∣∣∣∣∣ n

∑
k=0
±l(Pn,k)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣l
(

n

∑
k=0
±Pn,k

)∣∣∣∣∣
≤ ‖l‖

∥∥∥∥∥ n

∑
k=0
±Pn,k

∥∥∥∥∥
∞

≤ ‖l‖
∥∥∥∥∥ n

∑
k=0
|Pn,k|

∥∥∥∥∥
∞

= ‖l‖ .

Como a sequência de funções (ϕn)n∈N é de variação limitada em [0, 1] e unifor-
memente limitada, então pelo segundo teorema de Helly, teorema 4.14, temos que
ϕn converge pontualmente para uma função ϕ contı́nua por baixo, satisfazendo
ϕ(0) = 0 e tal que

∫ 1

0
f (x)dϕ(x) = lim

n→∞

∫ 1

0
f (x)dϕn(x) = l( f ) ,

para toda f ∈ C([0, 1]), com V1
0 ϕ ≤ ‖l‖.
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Para mostrar a unicidade de ϕ usaremos as seguintes afirmações:

Afirmação 4.15.1 Dada α ∈ BV([a, b]), seja β : [a, b] → R definida por β(a) = α(a),
β(x) = α(x−) para todo a < x < b e β(b) = α(b), onde α(x−) = limt↗x α(t). Então
β é contı́nua por baixo em (a, b), β ∈ BV([a, b]) e

∫ b
a f (x)dα(x) =

∫ b
a f (x)dβ(x) para

toda f ∈ C([a, b]).

Demonstração: (afirmação 4.15.1) Assumindo inicialmente que α é decrescente.
Então β é decrescente e

β(x) ≥ α(x) , ∀a ≤ x ≤ b . (4.8)

Dado ε > 0 e dada f ∈ C([a, b]), tem-se (usando integração por partes) que∣∣∣∣∫ b

a
f (x)d(β− α)(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− ∫ b

a
(β− α)(x)d f (x)

∣∣∣∣ ,

de modo que a afirmação ficará provada se mostrarmos que∣∣∣∣∫ b

a
(β− α)(x)d f (x)

∣∣∣∣ < ε|α(b)− α(a)| . (4.9)

Por continuidade de f no compacto [a, b], existe δ > 0 tal que | f (x) − f (y)| < ε

sempre que |x− y| < δ. Fixando uma partição P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}
com xi − xi−1 < δ então, para toda escolha de pontos T = {ti | xi−1 ≤ ti ≤ xi , i =
1, · · · , n}, tem-se

∣∣S f (β− α,P , T)
∣∣ = ∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

(β(ti)− α(ti))∆ fi

∣∣∣∣∣
≤ ε

n

∑
i=1
|α(ti)− α(t−i )|

≤ ε
n

∑
i=1
|α(ti)− α(ti−1)|

= ε|α(b)− α(a)| ,

usando que 4.8 e o fato de que β é monótona. Isso mostra 4.9 no caso em que α é
decrescente. No caso geral em que α ∈ BV([a, b]) tem-se α = α1 − α2 onde α1 e α2

são funcões decrescentes, e portanto β = β1 − β2 com β1 e β2 também decrescentes,
onde cada βi é obtida a partir de αi como no enunciado, i = 1, 2. Repetindo o
mesmo argumento para o caso decrescente a cada uma das funções βi a afirmação
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fica mostrada. �

Afirmação 4.15.2 Dada α ∈ BV([a, b]), existe uma única β ∈ BV([a, b]) com β(a) =
0 que é contı́nua por baixo em (a, b) e satisfaz

∫ b
a f (x)dβ(x) =

∫ b
a f (x)dα(x) para

toda f ∈ C([a, b]).

Demonstração: (afirmação 4.15.2) Supondo que existam duas funções de variação
limitada e contı́nuas por baixo γ1 e γ2 tais que γ1(a) = γ2(a) = 0 e

∫ b

a
f (x)dγ1(x) =

∫ b

a
f (x)dγ2(x) (4.10)

para toda f ∈ C([a, b]). Devemos mostrar que γ = γ1 − γ2 ≡ 0. Supondo, por
contradição, que exista c ∈ (a, b) tal que γ(c) 6= 0. Existem dois casos a considerar:

Caso 1: Não existe outro d ∈ [a, b) tal que γ(d) 6= 0. Ou seja, γ(x) = 0 para todo
x ∈ (a, b) e γ(b) = 0. Então γ é uma função escada com único salto em b e assim,
escolhendo f ∈ C([a, b]) tal que f (b) 6= 0, obtém-se uma contradição à igualdade
4.10.

Caso 2: Existe um c ∈ (a, b) tal que γ(c) 6= 0. Neste caso, observamos que é possı́vel
mostrar que a função v(x) = Vx

a γ é contı́nua por baixo em todo ponto em que γ é
contı́nua por baixo. Assim, existe ε > 0 tal que

v(c)− v(c− ε) = Vc
c−εγ <

|γ(c)|
2

.

Seja f uma função contı́nua definida por

f (t) =


0 , se a ≤ t ≤ c− ε ,

1− c−t
2 , se c− ε ≤ t ≤ c ,

1 , se c ≤ t ≤ b .
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Então ∣∣∣∣∫ b

a
f (x)dγ(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ c

c−ε
dγ(x) +

∫ b

c
f (x)dγ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣γ(b)− γ(c) +
∫ c

c−ε
f (x)dγ(x)

∣∣∣∣
≥ |γ(c)| −Vc

c−εγ

≥ |γ(c)|
2

> 0 ,

o que novamente contradiz 4.10. �

A partir das afirmações 4.15.1 e 4.15.2 e do fato que a função de variação limitada
ϕ obtida é contı́nua por baixo e satisfaz α(0) = 0, concluı́mos a unicidade desta
função. �
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5 TEOREMA ESPECTRAL: OPERADORES UNITÁRIOS

Representação integral de um operador unitário

Nesta seção aplicaremos o teorema de Féjer dual obtido anteriormente na solução
do problema dos momentos trigonométricos para obter a representação integral de
um operador unitário U em um espaço de Hilbert H no seguinte sentido: deseja-
mos um operador linear limitado f (U), onde f é uma função contı́nua no cı́rculo
unitário S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, tal que

〈ψ, f (U)ϕ〉 =
∫ 2π

0
f (eit)dσ[ψ, ϕ](t) , ∀ψ, ϕ ∈H

para uma função de variação limitada σ[ψ, ϕ] ∈ BV([0, 2π]). Tal função será obtida
usando o teorema de representação de Riesz demonstrado na seção anterior.

Começamos por relembrar que, se U : H → H é um operador unitário, então U
é inversı́vel e U−1 = U∗, ou seja,

〈ψ, Uϕ〉 = 〈U−1ψ, ϕ〉

para todo ψ, ϕ ∈H .
Seja ψ ∈H fixado. Denotando Uk como a k-ésima potência de U, seja

ck = 〈ψ, Ukψ〉 , ∀k ∈ Z . (5.1)

Então
ck = 〈ψ, Ukψ〉 = 〈Ukψ, ψ〉 = 〈ψ, U−kψ〉 = c−k

para todo k inteiro.

Teorema 5.1 Seja U um operador unitário em um espaço de Hilbert H . Então para cada
ψ ∈H existe uma única medida de Radon µ[ψ] em C([0, 2π]) tal que

µ[ψ](eik(·)) = ck , ∀k ∈ Z . (5.2)
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Demonstração: Sejam ck definidos por (5.1) para todo k inteiro. Seja ainda

Φn(t) =
n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
cke−ikt , (5.3)

definida para todo t ∈ R e para todo n inteiro. Definindo

Tn = 1+ e−itU + e−2itU2 + · · ·+ e−(n−1)itUn−1 =
n−1

∑
r=0

e−irtUr ,

então

〈Tn−1ψ, Tn−1ψ〉 =
n−1

∑
r,s=0

e−i(s−r)t〈Urψ, Usψ〉 =
n−1

∑
r,s=0

e−i(s−r)t〈ψ, Us−rψ〉

=
n

∑
k=−n

eikt(n− |k|)〈ψ, Ukψ〉 ,

usando o fato que U é unitário e fazendo a mudança de variável k = r− s na soma
dupla acima. Do cálculo acima concluı́mos que

Φn(t) =
1
n
〈Tn−1ψ, Tn−1ψ〉 = 1

n
‖Tn−1ψ‖2 ≥ 0

para todo n inteiro e para todo t ∈ R, de modo que, pelo teorema de Féjer dual
(teorema 3.3), existe uma única medida de Radon µ[ψ] em C([0, 2π]) tal que

µ[ψ](eik(·)) = ck (5.4)

para todo k inteiro. �

Relembremos brevemente a fórmula de polarização que permite obter uma forma
sesquilinear hermiteana Ω : H ×H → C a partir de uma forma quadrática hermi-
teana q : H → C. De maneira explı́cita,

Ω(ψ, ϕ) =
1
2
[q(ψ + ϕ)− q(ψ− ϕ) + iq(ψ− iϕ)− i(ψ + iϕ)] (5.5)

para todo ψ, ϕ ∈H . Ainda mais, Ω é tal que Ω(ψ, ψ) = q(ψ) para todo ψ ∈H .
Seja µ[ψ] a medida de Radon obtida no teorema anterior. Como ck = 〈ψ, Ukψ〉 para

todo k inteiro e U é um operador unitário, então µ[ψ] define uma forma quadrática
hermiteana em H , de modo que pela fórmula de polarização (5.5), podemos obter
uma forma sesquilinear hermiteana limitada (pois U é unitário) µ[ψ, ϕ] em H . Por
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construção, µ[ψ, ϕ] é uma medida de Radon em C([0, 2π]) e µ[ψ, ψ] = µ[ψ]. Como
consequência disso e do teorema 2.13 temos:

Corolário 5.2 Seja U um operador unitário em um espaço de Hilbert H . Então para cada
f ∈ C(S1), existe um único operador linear limitado, denotado por f (U), tal que

µ[ψ, ϕ]( f ) = 〈ψ, f (U)ϕ〉 , ∀ψ, ϕ ∈H . (5.6)

Observamos que se f ∈ C(S1), então t 7→ f (eit) é uma função contı́nua em [0, 2π]

com f (0) = f (2π). Uma segunda consequência do teorema 5.1 é:

Corolário 5.3 Seja U um operador unitário em um espaço de Hilbert H . Então para cada
ψ, ϕ ∈ H e para cada f ∈ C(S1) existe uma única função de variação limitada σ[ψ, ϕ] ∈
BV([0, 2π]) contı́nua por baixo tal que

〈ψ, f (U)ϕ〉 =
∫ 2π

0
f (eit)dσ[ψ, ϕ](t) . (5.7)

Demonstração: Dados ψ, ϕ ∈ H e dada f ∈ C(S1), o corolário anterior mostra que
existe um único operador linear limitado f (U) tal que

µ[ψ, ϕ]( f ) = 〈ψ, f (U)ϕ〉 ,

onde µ[ψ, ϕ] é uma medida de Radon em C([0, 2π]). Logo, o teorema de
representação de Riesz, teorema 4.15, garante que existe uma única função de
variação limitada contı́nua por baixo, denotada por σ[ψ, ϕ], tal que

µ[ψ, ϕ]( f ) =
∫ 2π

0
f (eit)dσ[ψ, ϕ](t) ,

como desejado. �

Em particular, podemos concluir que para cada ψ ∈ H existe uma função de
variação limitada σ[ψ] = σ[ψ, ψ] – na notação do teorema anterior – tal que

〈ψ, Ukψ〉 =
∫ 2π

0
eiktdσ[ψ](t) , (5.8)

para todo k inteiro.
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Resoluções de unidade

Definição 5.4 Uma resolução de unidade em um espaço de Hilbert H é uma famı́lia de
projeções ortogonais (Et)t∈R tal que:

1. EtEs = EsEt = Et, ∀t ≤ s.

2. Se s↗ t, então Esψ→ Etψ para todo ψ ∈H .

3. Se t→ ∞, então Etψ→ ψ para todo ψ ∈H .

4. Se t→ −∞, então Etψ→ 0 para todo ψ ∈H .

Seja (Et)t∈R uma resolução de unidade. A condição 2 nos dá que a aplicação t 7→ Et

é fortemente contı́nua por baixo e as condições 3 e 4 garantem que limt→∞ Et = 1

e limt→−∞ Et = 0 no sentido da convergência forte de operadores lineares em H .
Denotamos

E((a, b]) = Eb − Ea ,

E([a, b)) = Eb+ − Ea ,

E((a, b)) = Eb+ − Ea+ ,

E([a, b]) = Eb − Ea+ ,

E({a}) = Ea − Ea+ ,

com a convenção E(+∞) = 1 e E(−∞) = 0, Ea+ = limt↘a Et e Ea− = limt↗a Et.
Observamos que o limite operatorial Ea+ sempre existe mas não necessariamente é
igual a Ea.

Desejamos mostrar nesta seção, que é possı́vel construir uma resolução de unidade
em um espaço de Hilbert H a partir de um operador unitário U em H . No Teo-
rema 5.3 da seção anterior, obtivemos uma única função de variação limitada σ[ψ, ϕ]

definida em [0, 2π] tal que, para cada f ∈ C(S1),

〈ψ, f (U)ϕ〉 =
∫ 2π

0
f (eit)dσ[ψ, ϕ](t) .

Em particular,

〈ψ, Uk ϕ〉 =
∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, ϕ](t) , (5.9)

para cada k inteiro. Tal função possui a seguinte propriedade:
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Proposição 5.5 Seja σ[ψ, ϕ] a função de variação limitada em [0, 2π] como no teorema 5.3.
Então, para cada t ∈ [0, 2π], a função σ[ψ, ϕ](t) define uma forma sesquilinear hermiteana
em H .

Demonstração: Como

∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, ϕ1 + ϕ2](t) = 〈ψ, Uk(ϕ1 + ϕ2)〉 = 〈ψ, Ukψ1〉+ 〈ψ, Ukψ2〉

=
∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, ϕ1](t) +

∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, ϕ2](t) ,

então, por unicidade da função σ[ψ, ϕ] na representação (5.7), temos que

σ[ψ, ϕ1 + ϕ2](t) = σ[ψ, ϕ1](t) + σ[ψ, ϕ2](t) (5.10)

para todo t ∈ [0, 2π]. Ainda, para qualquer escalar a ∈ C,

∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, aϕ](t) = 〈ψ, Uk(aϕ)〉 = a〈ψ, Uk ϕ〉 = a

∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, ϕ](t) ,

de modo que, novamente por unicidade da função σ[ψ, ϕ], temos que

σ[ψ, aϕ](t) = aσ[ψ, ϕ](t) (5.11)

para todo t ∈ [0, 2π] e para todo a ∈ C. Finalmente, como

∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, ϕ](t) = 〈ψ, Uk ϕ〉 = 〈ϕ, U−kψ〉 =

∫ 2π

0
eiktdσ[ϕ, ψ](t) , (5.12)

então
σ[ϕ, ψ](t) = σ[ψ, ϕ](t) (5.13)

para todo t ∈ [0, 2π]. Assim, σ[ψ, ϕ](t) é uma forma sesquilinear em H , para cada
t.
Para mostrar que esta forma sesquilinear é limitada, notamos que, como σ[ψ, ϕ] é

uma função crescente (pois é uma função de variação limitada) e σ[ψ, ϕ](0) = 0,
então para todo 0 ≤ t ≤ 2π,

0 ≤ σ[ψ, ψ](t) ≤ σ[ψ, ψ](2π) =
∫ 2π

0
dσ[ψ, ψ](t) = 〈ψ, U0ψ〉 = ‖ψ‖2 .

Daı́, decorre que σ[ψ, ϕ] é limitada pela seguinte observação:
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Afirmação 5.5.1 Se Ω : (ψ, ϕ) 7→ ω(ψ, ϕ) é uma forma sesquilinear em um espaço
de Hilbert H tal que existe uma constante C > 0 para a qual

|Ω(ψ, ψ)| ≤ C‖ψ‖2 (5.14)

para todo ψ ∈H , então ω é limitada.

Demonstração: (afirmação) Como

Ω(ψ, ξ) + Ω(ξ, ψ) =
1
2
[Ω(ψ + ξ, ψ + ξ)−Ω(ψ− ξ, ψ− ξ)]

então

|Ω(ψ, ξ) + Ω(ψ, ξ)| ≤ 1
2

C(‖ψ + ξ‖2 + ‖ψ− ξ‖2) = C(‖ψ‖2 + ‖ξ‖2) .

Daı́, tomando ψ tal que ‖ψ‖ ≤ 1 e ξ = aϕ, onde a ∈ C e |a| = 1, ‖ϕ‖ ≤ 1, então

|Ω(ψ, aϕ) + Ω(aϕ, ψ)| = |aΩ(ψ, ϕ) + aΩ(ϕ, ψ)| ≤ 2C ,

e se Ω(ψ, ϕ) 6= 0, escrevendo

Ω(ψ, ϕ) = |Ω(ψ, ϕ)|eiα , α ∈ R

e
Ω(ϕ, ψ) = |Ω(ψ, ϕ)|eiβ , β ∈ R ,

então
|Ω(ψ, ϕ)| |aeiα + aeiβ| ≤ 2C .

Tomando a = ei β−α
2 , então

aeiα + aeiβ = 2ei β−α
2 ,

de onde
|Ω(ψ, ϕ)| ≤ C ,

para todo ψ, ϕ ∈H tais que ‖ψ‖, ‖ϕ‖ ≤ 1, e portanto Ω é limitada. �

Pela afirmação anterior aplicada à forma sesquilinear σ[ψ, ϕ](t), concluı́mos a
prova. �

Como σ[ψ, ϕ](t) é uma forma sesquilinear hermiteana para cada t, obtemos então,
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pelo teorema 2.13, um único operador linear limitado Et em H tal que

σ[ψ, ϕ](t) = 〈ψ, Et ϕ〉 , (5.15)

para cada t ∈ [0, 2π].
Com isso, podemos mostrar:

Teorema 5.6 Se U é um operador linear unitário em um espaço de Hilbert H , então a
famı́lia de operadores lineares (Et)t∈[0,2π] definida em (5.15) é uma resolução de unidade em
H tal que

〈ψ, Uk ϕ〉 =
∫ 2π

0
eiktd〈ψ, Et ϕ〉 (5.16)

para todo ψ, ϕ ∈H e para todo k ∈ Z.

Demonstração: Pelo Teorema 5.3,

〈ψ, Uk ϕ〉 =
∫ 2π

0
eiktdσ[ψ, ϕ](t)

para cada k inteiro. Colocando ψ = U−rξ, então

〈U−rξ, Uk ϕ〉 =
∫ 2π

0
eiktdσ[U−rξ, ϕ](t) ,

o que implica

〈ξ, Uk+r ϕ〉 =
∫ 2π

0
eiktdσ[ξ, Ur ϕ](t) , (5.17)

usando o fato que σ[ψ, ϕ](t) é uma forma sesquilinear hermiteana para cada t.
Por outro lado,

σ[U−rξ, ϕ](t) = 〈U−rξ, Et ϕ〉 = 〈ξ, UrEt ϕ〉 =
∫ 2π

0
eiksdσ[ξ, Et ϕ](s) , (5.18)

e então
σ[ξ, Et ϕ](s) = 〈ξ, EsEt ϕ〉 (5.19)

para todos t, s ∈ [0, 2π] com s ≤ t. Mais ainda,

〈ξ, Uk+r ϕ〉 =
∫ 2π

0
ei(k+r)tdσ[ξ, ϕ](t) , (5.20)

de modo que, usando a unicidade da função σ[ξ, ϕ], concluı́mos das equações (5.17),

43



5. Teorema espectral: operadores unitários

(5.19) e (5.20) que
〈ξ, Et ϕ〉 = 〈ξ, EsEt ϕ〉

para todos t, s ∈ [0, 2π] tais que t ≤ s. Em particular,

E2
t = Et ,

de modo que (Et)t é uma famı́lia de projeções ortogonais satisfazendo à propriedade
1 de uma resolução de unidade.

A partir de (5.15) notamos de maneira imediata que E0 = 0 e E2π = 1 e, como a
função de variação limitada σ[ψ, ϕ] é contı́nua por baixo – pelo corolário 5.3 – então,
para todo ψ, ϕ ∈H

lim
s↗t
〈ψ, Es ϕ〉 = 〈ψ, Et ϕ〉 ,

de modo que
lim
s↗t

Es = Et

no sentido da convergência forte de operadores em H , o que conclui a
demonstração de que a famı́lia (Et)t∈[0,2π] definida em 5.15 é uma resolução
de unidade. �

A representação espectral de um operador unitário

Nesta seção desejamos definir a integral de Riemann-Stieltjes com relação a uma
resolução de unidade (Et)t∈R como um operador linear

∫ b
a f (t)dEt para todo inter-

valo [a, b] ⊂ R e para toda função contı́nua f : R → C. Este resultado permitirá
obter a chamada resolução espectral de um operador unitário.

Iniciamos por mostrar algumas propriedades elementares de uma resolução de
unidade:

Proposição 5.7 Seja (Et)t∈R uma resolução de unidade em um espaço de Hilbert H .

1. Se t ≤ s, então Es − Et é uma projeção ortogonal.

2. Se t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ t4, então

(Et2 − Et1)(Et4 − Et3) = (Et4 − Et3)(Et2 − Et1) = 0 .

3. Se t1 < t2 < t3 < t4, então

〈ψ, (Et3 − Et1)ψ〉 = ‖(Et3 − Et1)ψ‖
2 = ‖(Et3 − Et2)ψ‖2 + ‖(Et2 − Et1)ψ‖

2 .
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4. Para cada ψ ∈H , a função t 7→ 〈ψ, Etψ〉 é crescente e limitada por ‖ψ‖2.

5. Para todo ψ, ϕ ∈ H , a função σ[ϕ, ψ] : t 7→ 〈ϕ, Etψ〉 é contı́nua por baixo e de
variação limitada em cada intervalo [a, b] ⊂ R com Vb

a (σ[ϕ, ψ] �[a,b]) ≤ ‖ϕ‖ ‖ψ‖.

Demonstração:
1: Dadas duas projeções ortogonais P e Q, tem-se que P− Q é uma projeção orto-
gonal se e somente se PQ = QP = Q. Logo, a propriedade desejada decorre da
propriedade 1 para resoluções de unidade.
2: Decorre imediamente de aplicar sucessivamente 1.
3: Como Et3 − Et1 é uma projeção ortogonal por 1, então

‖(Et3 − Et2)ψ‖2 = 〈ψ, (Et3 − Et1)ψ〉 = 〈ψ, (Et3 − Et2)ψ〉+ 〈ψ, (Et2 − Et1)ψ〉
= ‖(Et3 − Et1)ψ‖

2 + ‖(Et2 − Et1)ψ‖
2 .

4: Se t ≤ s, então

‖Etψ‖2 = 〈ψ, Etψ〉 ≤ 〈ψ, Esψ〉 = ‖Esψ‖2 , ∀ ∈H ,

pois Et e Es são projeções ortogonais e EtEs = Et. Ainda mais,

‖Etψ‖2 ≤ ‖Et‖2‖ψ‖2 ≤ ‖ψ‖2 , ∀ψ ∈H .

5: Sejam fixados ψ, ϕ ∈ H e seja [a, b] ⊂ R. Então para cada partição a = t0 ≤ t1 ≤
· · · ≤ tn = b de [a, b] tem-se

n

∑
j=1
|σ[ϕ, ψ](tj)− σ[ϕ, ψ](tj−1)| =

n

∑
j=1
|〈ϕ, (Etj − Etj−1)ψ〉|

=
n

∑
j=1
|〈(Etj − Etj−1)ϕ, (Etj − Etj−1)ψ〉|

≤
n

∑
j=1
‖(Etj − Etj−1)ϕ‖ ‖(Etj − Etj−1)ψ‖

≤
(

n

∑
j=1
‖(Etj − Etj−1)ϕ‖2

) 1
2
(

n

∑
j=1
‖(Etj − Etj−1)ψ‖

2

) 1
2

= ‖(Eb − Ea)ϕ‖ ‖(Eb − Ea)ψ‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖ψ‖ ,

usando 3 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz. �
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Definição 5.8 Uma função escada é uma função f : [a, b] → C para a qual existem
a ≤ t0 < t1 < · · · < tn ≤ b e constantes cj, j = 1, · · · , n tais que f = ∑n

j=1 cjχj,
onde χj = χ[tj−1,tj)

para todo j = 1, · · · , n − 1, χn = χ[tn−1,tn] e χA denota a função
caracterı́stica num conjunto A.

Denotamos por T([a, b]) o conjunto de todas as funções escada em [a, b]. Tal con-
junto é um subespaço de B([a, b]), o espaço de Banach das funções limitadas em
[a, b], com a norma ‖ · ‖∞.
O fecho de T([a, b]) em B([a, b]) em relação a esta norma é denotado por I([a, b]) e

é possı́vel mostrar que (ver e.g. o Teorema 12.3, pp. 191-192 de 2 para uma prova)

Proposição 5.9 O fecho de T([a, b]) em B([a, b]) é o subespaço das funções f ∈ B([a, b])
tais que f (x+) existe para todo a ≤ x < b e f (x−) existe para todo a < x ≤ b. Em
particular, C([a, b]) ⊂ I([a, b]).

Se f = ∑n
j=1 cjχj é uma função escada em um intervalo [a, b] e (Et)t∈R é uma

resolução de unidade em um espaço de Hilbert H , definimos

∫ b

a
f (t)dEt =

n

∑
j=1

cj(Etj − Etj−1) . (5.21)

Usando a propriedade 1 de resoluções de unidade é imediato mostrar que tal
definição não depende da representação escolhida para a função f , de modo que
fica bem definido um funcional linear f 7→

∫ b
a f (t)dEt de T([a, b]) em C que é

limitado, pois para todo ψ ∈H

∥∥∥∥∫ b

a
f (t)dEtψ

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥∥ n

∑
j=1

cj(Etj − Etj−1)ψ

∥∥∥∥∥
2

≤
n

∑
j=1
|cj|‖(Etj − Etj−1)ψ‖

2

≤ ‖ f ‖∞‖(Etj − Etj−1)ψ‖
2

≤ ‖ f ‖∞‖ψ‖2 .

Assim, pelo teorema BLT 2.22, tal funcional possui uma única extensão contı́nua
para o fecho I([a, b]) de T([a, b]), denotada por

∫ b

a
f (t)dEt , ∀ f ∈ I([a, b]) . (5.22)

Em particular, tal operador linear limitado em H é definido para toda função
contı́nua f : [a, b] ⊂ R→ C.
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Observação 5.10 A construção acima permite obter uma construção alternativa da integral
de Riemann-Stieltjes em relação a uma função de variação limitada α ∈ BV([a, b]): se
f = ∑n

j=1 cjχj é uma função escada na notação acima, então podemos definir

∫ b

a
f (t)dα(t) =

n

∑
j=1

cj[α(tj)− α(tj−1)] ,

onde a ≤ t0 < t1 < · · · < tn ≤ b. Daı́, por um argumento análogo ao dado para resoluções
de unidade, o funcional linear limitado acima pode ser unicamente estendido para o fecho
de T([a, b]) que contém C([a, b]), permitindo assim definir alternativamente a integral de
Riemann-Stieltjes já apresentada na seção anterior.

Do fato que podemos definir o operador 5.22 como o limite forte de 5.21 aproxi-
mando f por funções escada, decorrem as seguintes propriedades:

Proposição 5.11 Seja (Et)t uma resolução de unidade em um espaço de Hilbert H . Então
para toda f , g ∈ I([a, b]), tem-se:

1. 〈ψ,
(∫ b

a f (t)dEt

)
ϕ〉 =

∫ b
a f (t)d〈ψ, Et ϕ〉 , ∀ψ, ϕ ∈H .

2. Es
∫ b

a f (t)dEt =
∫ s

a f (t)dEt , ∀a ≤ s ≤ b .

3.
(∫ b

a f (t)dEt

) (∫ b
a g(t)dEt

)
=
∫ b

a f (t)g(t)dEt .

4.
(∫ b

a f (t)dEt

)∗
=
∫ b

a f (t)dEt .

5.
∥∥∥∫ b

a f (t)dEtψ
∥∥∥2

=
∫ b

a | f (t)|
2d〈ψ, Etψ〉 .

Demonstração:
1: Como, fixado ψ ∈ H , l(ϕ) = 〈ψ, Aϕ〉 é um funcional linear contı́nuo em H ,
então basta mostrar o caso em que f é uma função escada e notar que

∫ b
a f (t)dEt é o

limite forte de 5.21 na aproximação por essas funções. Mas se f = ∑n
j=1 cjχj é uma
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função escada, então〈
ψ,
(∫ b

a
f (t)dEt

)
ϕ

〉
=

〈
ψ,

n

∑
j=1

cj(Etj − Etj−1)ϕ

〉

=
n

∑
j=1

cj(〈ψ, Etj ϕ〉 − 〈ψ, Etj−1 ϕ〉)

=
n

∑
j=1

cj(σ[ψ, ϕ](tj−1)− σ[ψ, ϕ](tj−1))

=
∫ b

a
f (t)dσ[ψ, ϕ](t)

=
∫ b

a
f (t)d〈ψ, Et ϕ〉 .

2: Pela continuidade por cima de uma resolução de unidade, novamente basta
mostrar o caso em que f é uma função escada f = ∑n

j=1 cjχj. Neste caso, para cada
ψ ∈H ,

Es

∫ b

a
f (t)dEtψ = Es

(
n

∑
j=1

cj(Etj − Etj−1)ψ

)

=
s

∑
j=1

cj(Etj − Etj−1)ψ

=
∫ s

a
f (t)dEtψ ,

pois EsEtj = Es para todo s ≤ tj.
3: Imediato para funções escada.
4: Como a aplicação A 7→ A∗ é contı́nua (na topologia fraca) (ver Teorema VI.3 de

4), então basta novamente mostrar o caso em que f = ∑n
j=1 cjχj é uma função escada

e tomar o limite nas seminormas

‖T‖ψ,ϕ = 〈ψ, Aϕ〉 ,
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para todo A em H limitado. Para uma função escada f tem-se então que〈
ψ,
(∫ b

a
f (t)dEt ϕ

)〉
=

n

∑
j=1

cj〈ψ, (Etj − Etj−1 ϕ)〉

=
n

∑
j=1

cj〈(Etj − Etj−1)ψ, ϕ〉

=
n

∑
j=1
〈cj(Etj − Etj−1)ψ, ϕ〉

=

〈(∫ b

a
f (t)dEt

)
ψ, ϕ

〉
,

o que mostra este caso, pela unicidade do adjunto de um operador limitado.
5: Combinando 1, 3 e 4, temos∥∥∥∥∫ b

a
f (t)dEtψ

∥∥∥∥2

=

〈
ψ,
(∫ b

a
f (t)dEt

)∗ (∫ b

a
f (t)dEt

)
ψ

〉
=

〈
ψ,
∫ b

a
| f (t)|2dEtψ

〉
=
∫ b

a
| f (t)|2d〈ψ, Etψ〉 .

�

Usando os resultados desta seção, obtemos então a seguinte versão do teorema 5.6:

Teorema 5.12 (teorema espectral para operadores unitários) Seja U um operador
unitário em um espaço de Hilbert H . Então existe uma única resolução de unidade
(Et)t∈[0,2π] tal que, para toda f ∈ C(S1)

f (U)ψ =
∫ 2π

0
f (eit)dEtψ , ∀ψ ∈H , (5.23)

e em particular

Uψ =
∫ 2π

0
eitdEtψ , ∀ψ ∈H . (5.24)

Demonstração: O teorema 5.6 nos garante a existência de uma única resolução de
unidade (Et)t∈[0,2π] para um operador unitário U tal que, para todo ψ, ϕ ∈H e para
toda f ∈ C(S1)

〈ψ, f (U)ϕ〉 =
∫ 2π

0
f (eit)d〈ψ, Et ϕ〉 ,

de modo que o operador
∫ 2π

0 f (eit)dEt coincide, por construção, com f (U) e satisfaz
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a representação 5.23. �

50



6 OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

Até o momento tratamos apenas de operadores lineares limitados em um espaço
de Hilbert. Nesta seção, estenderemos a definição de adjunto de um operador linear
limitado para um operador ilimitado e analisaremos algumas propriedades do seu
espectro. O passo seguinte é aplicar o teorema espectral para operadores unitários
obtido na seção anterior para provar o teorema espectral para operadores linear
auto-adjuntos, que é o objetivo central deste trabalho.

Domı́nio e gráfico

Conforme veremos ao longo desta seção, operadores lineares em um espaço de
Hilbert H não necessariamente limitados podem não ser definidos em todo H ,
de modo que é necessário explicitar um domı́nio para tal operador, que é definido
como um subespaço linear de H .

Definição 6.1 Um operador linear T em um espaço de Hilbert H é densamente definido
se o seu domı́nio é um subespaço linear denso de H .

Definição 6.2 Seja T : D(T)→H um operador linear densamente definido em um espaço
de Hilbert H . O gráfico de T é o subespaço

Γ(T) = {(ψ, Tψ) | ψ ∈ D(T)} ⊂H ×H . (6.1)

Na definição acima, H ×H é identificado com o espaço de Hilbert H ⊕H com
produto interno

〈(ψ1, ϕ1), (ψ2, ϕ2)〉 = 〈ψ1, ψ2〉H + 〈ϕ1, ϕ2〉H .

Os teoremas abaixo (apresentados sem demonstração) serão usados ao longo das
próximas seções. Mais detalhes podem ser encontrados nas referências [4] e [5].

Teorema 6.3 (Teorema do Gráfico Fechado) Seja T um operador linear com domı́nio
D(T) em um espaço de Hilbert H . Então T é limitado se e somente se Γ(T) é fechado e
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D(T) = H .

Como consequência, temos:

Teorema 6.4 (Hellinger-Toeplitz) Seja A : H → H um operador linear em um espaço
de Hilbert H . Se

〈ψ, Aϕ〉 = 〈Aψ, ϕ〉

para todo ψ, ϕ ∈H , então A é limitado.

Este teorema deixa claro a necessidade de se considerar domı́nios especı́ficos para
operadores não-limitados: se um operador não-limitado é auto-adjunto (num sen-
tido a ser definido de maneira explı́cita mais a frente), então não é possı́vel definir
este operador em todo o espaço H .

Proposição 6.5 Seja H um espaço de Hilbert. Um subconjunto G ⊂ H ⊕H é o gráfico
de um operador linear se e somente se é um subespaço linear de H ⊕H e se (0, ψ) ∈ G
implica ψ = 0.

Demonstração: Se G é o gráfico de um operador linear, então as propriedades
enunciadas são imediatas. Reciprocamente, se G é um subespaço de H ⊕H e
se (0, ψ) ∈ G implica ψ = 0, seja então

D(T) = {ψ ∈H | ∃ϕ ∈H : (ψ, ϕ) ∈ G} .

Por hipótese, tal ϕ é único e D(T) é um subespaço de H ⊕H . Definindo Tψ = ϕ

para todo ψ ∈ D(T), então T é linear e por construção, possui domı́nioD(T). Ainda
mais, G = Γ(T). �

Definição 6.6 Seja T : D(T)→ H um operador linear em um espaço de Hilbert H . Um
operador linear S : D(S) → H é chamado uma extensão de T se Γ(T) ⊂ Γ(S), o que é
denotado por T ⊂ S.

Equivalentemente, S é uma extensão de T se

D(T) ⊂ D(S) , e Tϕ = Sϕ, ∀ϕ ∈ D(T) .

Definição 6.7 Um operador linear T : D(T)→H é dito fechado se Γ(T) é um subespaço
fechado de H ⊕H . Um operador linear T é dito fechável se existe uma extensão fechada
S de T.
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Se S1 e S2 são extensões fechadas de T, então o operador S definido em D(S1) ∩
D(S2) é uma extensão fechada de T. Ordenando parcialmente a coleção de todas as
extensões de T pela relação de ordem

S ≺ S′ ⇐⇒ S ⊂ S′ ,

então as extensões fechadas de T possuem um elemento mı́nimo T que é a menor
extensão fechada de T no sentido de que, dada uma extensão fechada S de T, então
T ⊂ T ⊂ S. O operador linear T é chamado fecho do operador T.

Proposição 6.8 Se T é um operador linear fechável, então Γ(T) = Γ(T).

Demonstração: Dada uma extensão fechada S de T, tem-se Γ(T) ⊂ Γ(S). Como
Γ(T) é um subespaço de H ⊕H e (0, ψ) ∈ Γ(T) implica ψ = 0, então pela
proposição 6.5, Γ(T) é o gráfico de um operador linear R. Mas, por definição, R é
uma extensão fechada de T tal que R ⊂ S, para toda extensão fechada S de T, de
modo que R = T. �

Adjunto

Seja T um operador linear densamente definido com domı́nio D(T) em um espaço
de Hilbert H . Definimos D(T∗) como o conjunto dos ϕ ∈ H tais que o funcional
linear

l : D(T)→ C ,

l : ψ 7→ 〈ϕ, Tψ〉

é limitado. Como D(T) é um subespaço linear denso de H , então pelo Teorema
2.22, pode-se estender tal funcional linear para um funcional linear limitado em H .
Daı́, pelo lema de representação de Riesz, teorema 2.9, decorre que existe um único
operador linear com domı́nio D(T∗), denotado por T∗, tal que

l(ψ) = 〈T∗ϕ, ψ〉 ,

para todo ϕ ∈ D(T∗). Com isso mostramos:

Proposição 6.9 Se T é um operador linear densamente definido com domı́nio D(T), então
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existe um único operador linear T∗ com domı́nio D(T∗) e tal que

〈ϕ, Tψ〉 = 〈T∗ϕ, ψ〉 , (6.2)

para todo ψ ∈ D(T) e para todo ϕ ∈ D(T∗).

O operador linear T∗ dado pela equação (6.2) é denominado adjunto do operador
linear T.

Lema 6.10 Seja T um operador linear densamente definido com domı́nio D(T) em um
espaço de Hilbert H . Então ker T∗ = (Ran T)⊥.

Demonstração: Temos ϕ ∈ (Ran T)⊥ se e somente se

〈ϕ, Tψ〉 = 0 , ∀ψ ∈ D(T) ,

ou seja, se e somente se ϕ ∈ D(T∗) e T∗ϕ = 0, e portanto, se e somente se ϕ ∈ ker T∗.
�

Se D(T∗) é denso, então de maneira idêntica ao que foi feito acima, podemos obter
o adjunto T∗∗ do operador adjunto T∗ de T. Nesta notação temos:

Proposição 6.11 Se D(T∗) é denso, então T ⊂ T∗∗.

Demonstração: De fato, Sejam ψ ∈ D(T) e ϕ ∈ D(T∗). Então

〈ψ, T∗ϕ〉 = 〈Tψ, ϕ〉

é uma aplicação contı́nua em ϕ, de modo que ψ ∈ D(T∗∗), por definição deste
domı́nio, e T∗∗ψ = Tψ. �

Proposição 6.12 Seja T um operador linear densamente definido com domı́nio D(T) em
um espaço de Hilbert H . Então:

1. T∗ é fechado.

2. T é fechável se e somente se D(T∗) é denso e T = T∗∗.

Demonstração: Seja U : H ×H →H ×H definido por

U(ϕ, ψ) = (−ψ, ϕ) .
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Então U é unitário pois U∗(ψ, ϕ) = (ϕ,−ψ), de modo que U∗ = U−1. Como con-
sequência, para todo subespaço E de H ×H tem-se

U(E⊥) = U(E)⊥

e
U−1(E⊥) = (U−1(E))⊥ .

Daı́, temos que (ϕ, ψ) ∈ U(Γ(T))⊥ se e somente se

〈(ϕ, ψ), (−Tξ, ξ)〉 = 0

para todo ξ ∈ D(T), ou seja,
〈ψ, ξ〉 = 〈ϕ, Tξ〉

para todo ξ ∈ Γ(T∗). Isso mostra que Γ(T∗) = U(Γ(T))⊥. Em particular, Γ(T∗) é
fechado e portanto T∗ é fechado, o que mostra 1.

Para mostrar 2, notamos que seD(T∗) é denso, então T∗∗ é bem-definido e fechado
por 1. Ainda, T∗∗ é uma extensão fechada de T pela proposição 6.11, de modo
que T é fechável. Reciprocamente, se D(T∗) não é denso, então existe ϕ 6= 0 tal
que ϕ ∈ (D(T∗))⊥. Isso implica então que (ϕ, 0) ∈ Γ(T∗)⊥, e portanto (ϕ, 0) =

U−1(−ϕ, 0) ∈ U−1(Γ(T∗)⊥) = U−1(Γ(T∗))⊥. Por outro lado,

U−1(Γ(T∗))⊥ = U−1(U(Γ(T))⊥)⊥

= U−1(U(Γ(T)⊥⊥))

= Γ(T)⊥⊥

= Γ(T) .

Como Γ(T) contém (0, ϕ) para algum ϕ 6= 0, então não é gráfico de um operador
linear, de modo que T não é fechável. �

Definição 6.13 Um operador linear T com domı́nio denso D(T) é dito simétrico se

〈Tψ, ϕ〉 = 〈ψ, Tϕ〉 (6.3)

para todo ψ, ϕ ∈ D(T).

Observamos que a condição (6.3) é equivalente à condição T ⊂ T∗. Pela proposição

55



6. Operadores auto-adjuntos

6.12, T∗ é uma extensão fechada de T e por consequência,

T = T∗∗ ⊂ T∗ .

Por outro lado, pela proposição 6.11, temos que

T ⊂ T∗∗ .

Dizemos então que um operador T é:

1. Simétrico se T ⊂ T∗∗ ⊂ T∗;

2. Simétrico fechado se T = T∗∗ ⊂ T∗;

3. Essencialmente auto-adjunto se T ⊂ T∗∗ = T∗;

4. Auto-adjunto se T = T∗∗ = T∗.

Em particular, se T é um operador linear simétrico limitado definido em todo o
espaço H , então T é auto-adjunto pois o único caso possı́vel é o caso 4 acima.

Concluı́mos esta seção com o critério básico de auto-adjunção:

Teorema 6.14 (critério básico de auto-adjunção) Seja T um operador linear simétrico
com domı́nio D(T) em um espaço de Hilbert H . Então as seguintes afirmações são equiva-
lentes:

1. T é auto-adjunto.

2. T é fechado e ker(T∗ ± i1) = {0}.

3. Ran(T ± i1) = H .

Demonstração: 1 =⇒ 2: Se T é auto-adjunto, então é fechado. Ainda mais, se (T∗+
i1)ϕ = 0, então T∗ϕ = −iϕ e 〈Tϕ, ϕ〉 = i〈ϕ, ϕ〉 por um lado e, por outro, 〈ϕ, Tϕ〉 =
−i〈ϕ, ϕ〉, de modo que ϕ = 0. Um argumento similar mostra que ker(T∗ − i1) =

{0}.
2 =⇒ 3: Como Ran(T ± i1)⊥ = ker(T∗ ± i1) = {0}, então Ran(T ± i1) é denso.

Basta agora mostrar que os subespaços Ran(T + i1) e Ran(T − i1) são fechados.
Para tal, seja (ϕn)n∈N uma sequência em D(T) tal que ((T + i1)ϕn)n∈N converge a
ψ ∈H . Como T é simétrico, então

‖(T + i1)ϕn‖2 = ‖Tϕn‖2 + ‖ϕn‖2,
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e portanto ϕn converge para ϕ e Tϕn também converge, pois as sequências são de
Cauchy. Como T é fechado, então ϕ ∈ D(T) e Tϕ = limn→∞ Tϕn. Assim, ((T +

i1)ϕn)n converge para ψ = (T + i1)ϕ, de modo que ψ ∈ Ran(T + i1). O mesmo
argumento mostra o caso (T − i1).

3 =⇒ 1: Supondo T simétrico com Ran(T± i1) = H . Se ϕ ∈ D(T∗), então existe
ξ ∈ D(T) tal que (T∗− i1)ϕ = (T− i1)ξ. Em particular, (T∗− i1)(ξ− ϕ) = 0, pois T
e T∗ coincidem emD(T), de onde vem que ξ − ϕ ∈ ker(T∗− i1) = Ran(T + i1)⊥ =

{0}, pelo lema 6.10 e usando que Ran(T± i1) = H , por hipótese. Assim, ξ = ϕ, de
onde decorre que D(T∗) = D(T) e portanto T é auto-adjunto. �

Espectro

Definição 6.15 Seja T um operador linear fechado com domı́nio D(T) em um espaço de
Hilbert H .

• O conjunto resolvente de T é definido como

ρ(T) = {z ∈ C | z1− T é uma bijeção com inversa limitada} . (6.4)

• O operador resolvente de T é o operador Rz(T) = (z1− T)−1 para z ∈ ρ(T).

• O espectro de T é o conjunto

σ(T) = {z ∈ C | z /∈ ρ(T)} . (6.5)

• Um ψ 6= 0 em D(T) é dito autovetor de T se existe z ∈ C tal que Tψ = zψ, que
é chamado autovalor correspondente ao autovetor ψ. O conjunto dos autovalores de
T é chamado espectro pontual de T, denotado por σp(T). Se z não é autovalor de
T e Ran(z1− T) não é densa, então z é dito pertencer ao espectro residual de T,
conjunto denotado por σres(T).

Observamos que se ψ é autovetor de T com autovalor z, então z1− T não é injetor,
de modo que z ∈ σ(T). Ainda, se T não é fechado, então z1− T não é fechado e
(z1− T)−1 também não pode ser fechado, de modo que neste caso ρ(T) = ∅.

Proposição 6.16 Seja T um operador linear fechado com domı́nio D(T). Então

σ(T∗) = {z | z ∈ σ(T)} ,
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e
ρ(T∗) = {z | z ∈ ρ(T)} .

Em particular, o espectro de um operador auto-adjunto é real.

Demonstração: Seja
ρ(T) = {z | z ∈ ρ(T)} .

Se mostrarmos que ρ(T) ⊂ ρ(T), então a proposição fica mostrada, pois como T é
fechado, então

ρ(T∗) ⊂ ρ(T∗∗) = ρ(T) ,

o que implica
ρ(T∗) ⊂ ρ(T) .

Seja então z ∈ ρ(T). Como z1− T é injetor e z1− T∗ é injetor, então (z1− T∗) =

Rz(T)∗ é limitado, o que mostra que z ∈ ρ(T∗). �

Transformada de Cayley

Nesta seção, definiremos a transformada de Cayley e estudaremos algumas das
suas propriedades. A motivação para as definições a seguir decorrem do fato de
que a aplicação

t 7→ t− i
t + i

estabelece uma bijeção entre a reta real e o cı́rculo unitário com o ponto 1 remo-
vido. O objetivo da Transformada de Cayley é então obter uma relação análoga
entre operadores simétricos e isometrias com interesse particular no caso de opera-
dores auto-adjuntos e unitários. Com isso, teremos todas as ferramentas necessárias
para a demonstração do teorema espectral para operadores auto-adjuntos. Durante
toda esta seção, H denotará um espaço de Hilbert complexo.

Proposição 6.17 Seja S : D(S) ⊂H →H um operador linear simétrico. Então:

1. ‖(S + i1)ψ‖2 = ‖ψ‖2 + ‖Sψ‖2 , ∀ψ ∈ D(S).

2. S é fechado se e somente se Ran(S + i1) é fechado.

3. S + i1 é injetor.
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Demonstração: O item 1 decorre de

‖Sψ + iψ‖2 = 〈Sψ + iψ, Sψ + iψ〉 = 〈Sψ, Sψ〉+ i〈Sψ, ψ〉 − i〈ψ, Sψ〉+ 〈ψ, ψ〉
= ‖Sψ‖2 + ‖ψ‖2

para todo ψ ∈ D(S), pois S é simétrico. Assim, concluı́mos que a aplicação
(ψ, Sψ) 7→ (S + i1)ψ é uma isometria injetora de Γ(S) em Ran(S + i1) e portanto,
pelo Teorema do Gráfico Fechado, decorre que S é fechado se e somente se
Ran(S + i1) é fechado, mostrando 2. Ainda, 3 decorre diretamente de 1. �

É imediato notar que a proposição 6.17 vale de maneira análoga para S− i1.

Definição 6.18 Seja H um espaço de Hilbert e seja A um operador linear simétrico densa-
mente definido com domı́nio D(A) ⊂ H . A transformada de Cayley de A é o operador
UA : Ran(A + i1)→H definido por

UA = (A− i1)(A + i1)−1 . (6.6)

Pela proposição 6.17, A + i1 é inversı́vel com inversa limitada em Ran(A + i1) e

Ran((A + i1)−1) = D(A) = D(A− i1) ,

de modo que UA é um operador linear bem-definido.

Proposição 6.19 Seja UA a transformada de Cayley de um operador simétrico A : D(A) ⊂
H →H . Então:

1. UA é uma isometria e D(UA) = Ran(A− i1). Ainda, se A é fechado, então UA é
fechado.

2. Ran(1−UA) = D(A), logo é densa em H , 1 /∈ σp(UA) (ou seja, 1 não é autovalor
de UA) e a aplicação

(1−UA)
−1 : D(A)→ D(UA)

existe e é sobrejetora.

3. A aplicação A 7→ UA é inversı́vel e

A = i(1+ U)(1−U)−1 (6.7)

em D(A).
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Demonstração:
1: Como (A + i1)−1(Ran(A + i1)) = D(A), então Ran(UA) = Ran(A− i1). Para
mostrar que UA é uma isometria, notamos que

‖(A− i1)ψ‖2 = ‖(A + i1)ψ‖2 , ∀ψ ∈ D(A) ,

pois A é simétrico, de modo que

‖UAψ‖2 = ‖(A− i1)(A + i1)−1ψ‖2 = ‖(A + i1)(A + i1)−1ψ‖2 = ‖ψ‖2 ,

para todo ψ ∈ D(UA), o que mostra que UA é uma isometria. Ainda, se A é fe-
chado, então Ran(A − i1) é fechada e, como UA é uma isometria limitada, então
pelo teorema do gráfico fechado, UA é fechado.

2: Seja ψ ∈ D(A) tal que UAψ = ψ. Então

(A− i1)(A + i1)−1ψ = (A + i1)(A− i1)−1ψ ,

de onde vem que
2i(A + i1)−1ψ = 0 ,

e como A + i1 é inversı́vel em D(A), então ψ = 0, de onde concluı́mos que 1 /∈
σp(UA) e portanto (1 − UA)

−1 é bem-definido. Seja ψ ∈ Ran(A + i1) = D(A).
Então

(1−UA)ψ = [(A + i1)− (A− i1)](A + i1)−1ψ = 2i(A + i1)−1ψ ,

e assim, ψ ∈ D(A). Por outro lado, se ϕ ∈ D(A), então ψ = 1
2i (A + i1)ϕ ∈ Ran(A +

i1) e

ϕ = 2i(A + i1)−1ψ = ((A + i1)− (A− i1))(A + i1)−1ψ = (1−UA)ψ ,

de onde vem que ϕ ∈ Ran(1−UA). Daı́, como Ran(1−UA) = D(A) e UA é injetor,
então Ran((1−UA)

−1) = D(UA).
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3: Finalmente, para ψ ∈ D(A) = D((1−UA)
−1),

i(1+ UA)(1−UA)
−1ψ = i(1+ UA) ·

1
2i
(A + i1ψ

=
1
2
[1+ (A− i1)(A + i1)−1](A + i1)ψ

=
1
2
(A + i1− A + i1)ψ

= Aψ .

�

Teorema 6.20 Seja U uma isometria fechada tal que Ran(1−U) é densa em H . Então
existe um único operador linear simétrico e fechado A com D(A) = Ran(1−U) tal que U
é a transformada de Cayley de A.

Demonstração: Para mostrar a existência, seja ψ ∈ D(U) tal que Uψ = ψ. Então
para todo ϕ ∈H ,

〈ψ, (1−U)ψ〉 = 〈(1−U)ψ, ψ〉 = 0 ,

e como por hipótese, Ran(1−U) = H , decorre que ψ = 0 e portanto 1 /∈ σp(U).
Assim, podemos definir

A : Ran(1−U) ⊂H →H

por
Aψ = i(1+ U)(1−U)−1ψ , ∀ψ ∈ Ran(1−U) .

Daı́, Ran(A) = Ran(1+U) e, por definição, A é densamente definido. Dados ψ, ϕ ∈
D(A), existem ξ, η ∈ D(U) com ψ = (1−U)ξ e ϕ = (1−U)η, de onde vem

〈ϕ, Aψ〉 = 〈ϕ, i(1+ U)(1−U)−1ψ〉 = i〈(1−U)η, (1+ U)ξ〉
= i(〈η, Uξ〉 − 〈Uη, ξ〉) ,

e por outro lado,

〈Aϕ, ψ〉 = 〈ψ, Aϕ〉 = i(〈ξ, Uη〉 − 〈Uξ, η〉) = 〈ϕ, Aψ〉 ,

o que mostra que A é simétrico.
Para mostrar que A é fechado, seja (ψn)n∈N uma sequência em D(A) com ψn → ψ
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e Aψn → ϕ quando n→ ∞. Se ξn = (1−U)−1ψn, então

ψn = (1−U)ξn ,

e
−iAψn = (1+ U)ξn ,

o que implica que

ξn =
1
2
(ψn − iAnψn)

que converge para 1
2(ψ− iϕ) quando n→ ∞ e

Uξn =
1
2
(−ψn − iAnψn)

que converge para 1
2(−ψ − iϕ) quando n → ∞. Como U é fechado, então ξ =

limn→∞ ξn ∈ D(U), Uξ = 1
2(−ψ− iϕ) e, novamente pelo fato de que U é fechado,

ψ = (1−U)ξ ∈ D(A) e

ϕ = lim
n→∞

Aψn = lim
n→∞

i(1+ U)ξn = i(1+ U)ξ = i(1+ U)(1−U)−1ψ = Aψ ,

e portanto A é fechado.
Para mostrar que UA é a transformada de Cayley de A, sejam ψ ∈ D(A) e ϕ ∈
D(U) tais que ψ = (1−U)ϕ. Então Aψ = i(1+U)ϕ e, por outro lado, se ϕ ∈ D(U),
então A((1−U)ϕ) = i(1+ U)ϕ e portanto,

(A + i1)ψ = 2iϕ

e
(A− i1)ψ = 2iUψ .

Assim, D(U) = Ran(A + i1), Ran(U) = Ran(A− i1) e U = (A− i1)(A + i1)−1.
Finalmente, a unicidade é clara: se B é simétrico e possui transformada de Cayley

U, então
B = i(1+ U)(1−U)−1 = A .

�

Corolário 6.21 Seja A um operador simétrico e fechado com transformada de Cayley U.
Então A é auto-adjunto se e somente se U é unitário.
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Demonstração: Pelo critério básico de auto-adjunção, teorema 6.14, A é auto-
adjunto se e somente se Ran(A± i1) = H , o que ocorre se e somente se U é uma
isometria e D(U) = Ran(U) = H , pelo teorema 6.20, o que por sua vez ocorre se e
somente se U é unitário. �

A resolução espectral de um operador auto-adjunto

Nesta seção, desejamos generalizar os resultados apresentados na seção 5.3 e ana-
lisar em que condições é possı́vel definir um operador linear como a integral de
Riemann-Stieltjes

∫ +∞
−∞ f (t)dEt em relação a uma resolução de unidade (Et)t∈R para

uma função contı́nua f ∈ C(R, C). Por último, mostraremos como é possı́vel cons-
truir um operador auto-adjunto, não necessariamente limitado, a partir de uma
resolução de unidade.

Teorema 6.22 Seja (Et)t∈R uma resolução de unidade em um espaço de Hilbert H . Seja
ainda ψ ∈H fixado. Então, dada uma função contı́nua f : R→ C, as seguintes afirmações
são equivalentes:

1. O operador linear
∫ +∞
−∞ f (t)dEt definido como lima→−∞

b→+∞

∫ b
a f (t)dEt na topologia forte

existe.

2.
∫ +∞
−∞ | f (t)|

2d〈ψ, Etψ〉 < ∞.

3. A aplicação lψ : H → C definida por

lψ(ϕ) =
∫ +∞

−∞
f (t)d〈ψ, Et ϕ〉 , ∀ϕ ∈H (6.8)

define um funcional linear limitado em H .

Demonstração:
1 =⇒ 3: Seja ϕ ∈H . Então para todo −∞ < a < b < ∞, tem-se

∫ b

a
f (t)d〈ψ, Et ϕ〉 =

〈
ψ,
∫ b

a
f (t)dEt ϕ

〉
=

〈∫ b

a
f (t)dEtψ, ϕ

〉
,
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de onde vem que

lψ(ϕ) = lim
a→−∞
b→+∞

∫ b

a
f (t)d〈ψ, Et ϕ〉

=

〈
lim

a→−∞
b→+∞

∫ b

a
f (t)dEtψ, ϕ

〉

=

〈∫ +∞

−∞
f (t)dEtψ, ϕ

〉
,

que é um funcional linear limitado em H limitado por
∥∥∥∫ +∞
−∞ f (t)dEtψ

∥∥∥2
.

3 =⇒ 2: Dados u, v ∈ R tais que u < v, seja

ϕu,v =
∫ v

u
f (t)dEtψ , ψ ∈H .

Então
‖ϕu,v‖2 =

∫ v

u
| f (t)|2d〈ψ, Etψ〉 ,

e
|lψ(ϕu,v)| ≤ ‖lψ‖ ‖ϕu,v‖ .

Assim,

lψ(ϕu,v) =
∫ +∞

−∞
f (t)d〈ψ, Et ϕu,v〉 =

∫ v

u
f (t)d〈ψ, Et ϕu,v〉

=

〈
ψ,
∫ v

u
f (t)dEt ϕu,v

〉
=

〈∫ v

u
f (t)dEtψ, ϕu,v

〉
= 〈ϕu,v, ϕu,v〉
= ‖ϕu,v‖2 ,

e portanto, para todo u < v,

∫ v

u
| f (t)|2d〈ψ, Etψ〉 = ‖ϕu,v‖2 ≤ ‖lψ‖2 ,

ou seja, ∫ +∞

−∞
| f (t)|2d〈ψ, Etψ〉 < ∞ .
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2 =⇒ 3: Para −∞ < u′ < u < v < v′ < +∞ tem-se∥∥∥∥∫ v′

u′
f (t)dEtψ−

∫ v

u
f (t)dEtψ

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥∫ u

u′
f (t)dEtψ +

∫ v′

v
f (t)dEtψ

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥∫ u

u′
f (t)dEtψ

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥∫ v′

v
f (t)dEtψ

∥∥∥∥2

=
∫ u

u′
| f (t)|2d〈ψ, Etψ〉+

∫ v′

v
| f (t)|2d〈ψ, Etψ〉 ,

que tende a 0 quando u, v′ → ∞ e u′, v→ −∞, de modo que o limite em 1 existe. �

Teorema 6.23 Seja (Et)t∈R uma resolução de unidade em um espaço de Hilbert H . Então,
dada uma função contı́nua f : R→ R, o operador linear definido por

Aψ =
∫ +∞

−∞
f (t)dEtψ (6.9)

com domı́nio
D(A) =

{
ψ ∈H |

∫ +∞

−∞
| f (t)|2d〈ψ, Etψ〉 < ∞

}
(6.10)

é um operador auto-adjunto.

Demonstração: Inicialmente notamos que para todo ϕ ∈H r {0}, o subconjunto

S = {E((a, b])ϕ | −∞ < a < b < ∞, a, b ∈ R}

é denso em H pois ψ = limn→∞ E((−n, n])ψ, para todo ψ ∈H . Ainda, S ⊂ D(A),
pois ∫ +∞

−∞
| f (t)|2d〈ϕ, EtE((a, b])ϕ〉 =

∫ b

a
| f (t)|2d〈ϕ, Et ϕ〉 ,

de modo que E((a, b])ϕ ∈ D(A), e portanto A definido por 6.9 é densamente defi-
nido.

Sejam ψ, ϕ ∈ D(A). Então como f é uma função a valores reais,

〈ψ, Aϕ〉 =
〈

ψ,
∫ +∞

−∞
f (t)dEt ϕ

〉
=

〈∫ +∞

−∞
f (t)dEtψ, ϕ

〉
= 〈Aψ, ϕ〉 ,

e portanto A é simétrico. Logo, para mostrar que A é auto-adjunto, basta mostrar
que D(A∗) ⊂ D(A). Para tal, seja ϕ ∈ D(A∗). Então existe ϕ∗ ∈ H tal que
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ϕ∗ = A∗ϕ e, para todo ξ ∈H ,

〈E((a, b])ϕ∗, ξ〉 = 〈ϕ∗, E((a, b])ξ〉 = 〈A∗ϕ, E((a, b])ξ〉 = 〈ϕ, AE((a, b])ξ〉 .

Como E((a, b])ξ ∈ D(A), então

〈ϕ, AE((a, b])ξ〉 =
∫ b

a
f (t)d〈ϕ, Etξ〉 ,

de modo que a aplicação ξ 7→
∫ +∞
−∞ f (t)d〈ϕ, Etξ〉 definida por

∫ +∞

−∞
f (t)d〈ϕ, Etξ〉 = lim

a→−∞
b→+∞

〈E((a, b])ϕ∗, ξ〉

é um funcional linear limitado, e portanto, pelo teorema 6.22,

∫ +∞

−∞
| f (t)|2d〈ϕ, Et ϕ〉 < ∞ ,

ou seja, ϕ ∈ D(A), o que mostra que D(A∗) ⊂ D(A), de onde decorre que A é
auto-adjunto, pois é simétrico. �

No caso particular em que f (t) = t, temos que

A =
∫ +∞

−∞
tdEt (6.11)

é um operador auto-adjunto com domı́nio

D(A) =

{
ψ ∈H |

∫ +∞

−∞
t2d〈ψ, Etψ〉 < ∞

}
.

A representação (6.11) é denominada representação espectral (ou resolução espec-
tral) do operador A.

A situação descrita é, na verdade, a situação mais geral possı́vel. Este é o conteúdo
da seguinte versão do teorema espectral para operadores auto-adjuntos ilimitados,
que pode finalmente ser enunciado:

Teorema 6.24 (teorema espectral para operadores auto-adjuntos) Seja A um opera-
dor auto-adjunto fechado densamente definido em um espaço de Hilbert H . Então existe
uma resolução de unidade (Et)t∈R tal que o domı́nio de A é

D(A) =

{
ψ ∈H |

∫ +∞

−∞
t2d〈ψ, Etψ〉 < ∞

}
(6.12)
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e A possui representação espectral

Aψ =
∫ +∞

−∞
dEtψ (6.13)

para todo ψ ∈H .

Demonstração: Como A é auto-adjunto, então sua transformada de Cayley U é
um operador unitário com D(U) = Ran(A + i1) = H e A = i(1+ U)(1−U)−1.
Assim, se ϕ ∈ D(A) = Ran(1−U), então existe um ψ ∈H tal que

ϕ =
1
2i
(1−U)ψ ,

Assim,

Aϕ =
1
2
(1+ U)ψ

e

‖Aϕ‖2 = 〈Aϕ, Aϕ〉 =
〈1

2
(1+ U)ψ,

1
2
(1+ U)ψ

〉
=

〈
ψ,

1
4
(1+ U−1)(1+ U)ψ

〉
=

〈
ψ,

1
4
(21+ U + U−1)ψ

〉
.

Por outro lado, pelo teorema espectral para operadores unitários, teorema 5.12,
existe uma resolução de unidade (Fs)s∈[0,2π] tal que, para toda f ∈ C([0, 2π]),

f (U)ψ =
∫ 2π

0
f (eis)dFsψ , ∀ψ ∈H , (6.14)

de modo que

‖Aϕ‖2 =

〈
ψ,

1
4
(21+ U + U−1)ψ

〉
=

1
4

∫ 2π

0
(2 + eis + e−is)d〈ψ, Fsψ〉

=
∫ 2π

0
cos2

( s
2

)
d〈ψ, Fsψ〉 . (6.15)

Da mesma forma, usando o fato que 1−U e Fs comutam e que FsFs′ = Fmin{s,s′},
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temos que

〈ϕ, Fs ϕ〉 =
〈

1
2i
(1−U)ψ,

1
2i

Fs(1−U)ψ

〉
=

1
4

〈
ψ, (1−U−1)(1−U)Fsψ

〉
=

1
4

〈
ψ, (21−U −U−1)Fsψ

〉
=

1
4

∫ 2π

0
(2− eiu − e−iu)d〈ψ, Fuψ〉

=
1
4

∫ s

0
(2− eiu − e−iu)d〈ψ, Fuψ〉

=
∫ s

0
sin2

(u
2

)
d〈ψ, Fuψ〉 . (6.16)

Desta forma,

‖Aϕ‖2 =
∫ 2π

0
cos2

( s
2

)
d〈ψ, Fsψ〉 =

∫ 2π

0
cot2

( s
2

)
sin2

( s
2

)
d〈ψ, Fsψ〉 . (6.17)

De maneira similar, temos

〈ξ, Aψ〉 = −
∫ 2π

0
cot
( s

2

)
d〈ξ, Fsψ〉 (6.18)

para todo ξ ∈ H pois, notando que D(A) = Ran(1− U) é denso, por hipótese,
então basta mostrar esta igualdade para este caso, que é mostrado de maneira
análoga ao que foi mostrado acima na equação (6.17).

Tomando
t = − cot

( s
2

)
, 0 ≤ s ≤ 2π ,

e Et = Fs, então−∞ < t < ∞ e Et é uma resolução de unidade tal que, se ψ ∈ D(A),
tem-se ∫ +∞

−∞
t2d〈ψ, Etψ〉 < ∞ (6.19)

e por (6.18),

Aψ =
∫ +∞

−∞
tdEtψ . (6.20)

Para concluir a demonstração, devemos mostrar que se ϕ ∈ H satisfaz à desigual-
dade (6.19), então ϕ ∈ D(A). Para tal, notamos que como D(U) = Ran(A + i1),

68



6. Operadores auto-adjuntos

então existe ψ ∈H tal que

ψ = (A + i1)ϕ = −
∫ 2π

0
cot
( s

2

)
dFs ϕ +

∫ 2π

0
dFs ϕ

= −
∫ 2π

0
e−i s

2
1

sin
( s

2

)dFs ϕ . (6.21)

Assim, para todo ξ ∈H ,

〈ξ, ψ〉 = −
∫ 2π

0
e−i s

2
1

sin
( s

2

)d〈ξ, Fs ϕ〉 ,

e portanto, tomando

ξ = − 1
2i
(1−U−1)η ,

temos 〈
η,

1
2i
(1−U)ψ

〉
= 〈ξ, ψ〉 = − 1

2i

∫ 2π

0
e−i s

2
1

sin
( s

2

)d〈(1−U−1)η, Fs ϕ〉

= − 1
2i

∫ 2π

0
e−i s

2
1

sin
( s

2

) (1− eis)d〈η, Fs ϕ〉

=
∫ 2π

0
d〈η, Fs ϕ〉

= 〈η, ϕ〉 .

Como η ∈ H é arbitrário, então ϕ = 1
2i (1−U)ψ, ou seja, ϕ ∈ Ran(I−U) = D(A),

o que conclui a demonstração de que D(A) é dado por 6.12. �

É possı́vel mostrar que a representação espectral 6.13 é única no sentido de que a
resolução de unidade (Et)t∈R fica unicamente definida a partir de (Fs)s∈[0,2π] pela
escolha t = − cot

( s
2

)
. Tal unicidade permite estender o teorema anterior e construir

operadores f (A) para funções contı́nuas f ∈ C(R). Este resultado por sua vez é
usado para mostrar diversas aplicações do teorema espectral, como por exemplo o
teorema de Stone. Para mais detalhes nestes resultados ver [4] e [7].
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A TEOREMA DE FÉJER

Neste apêndice apresentaremos a demonstração do teorema de Fejér que será
usado para a prova da unicidade da solução do problema dos momentos trigo-
nométricos. Nossa abordagem, baseada em [3], fará uso das chamadas sequências
delta, cujas propriedades básicas são apresentadas abaixo.

Definição A.1 Uma sequência de funções δn : R → R contı́nuas por partes é chamada
uma sequência delta se satisfaz:

1. δn(x) ≥ 0 , ∀x ∈ R , ∀n ∈N ;

2.
∫ +∞
−∞ δn(x)dx = 1 , ∀n ∈N ;

3. Dados ε > 0 e η > 0, existe N ∈N tal que

n ≥ N =⇒
∫
|x|≥η

δn(x)dx < ε .

Teorema A.2 Seja (δn)n∈N uma sequência delta e seja f : R → R uma função contı́nua
por partes e limitada. Definindo

fn(x) =
∫ +∞

−∞
δn(x− s) f (s)ds , x ∈ R ,

então, se δn é par para cada n ∈N, tem-se:

1.

lim
n→∞

fn(x) =
f (x+)− f (x−)

2
, ∀x ∈ R ;

2. fn → f uniformemente em todo intervalo fechado I que não contém pontos de descon-
tinuidade de f .

É importante notar que, pelo Teorema anterior, se (δn)n∈N é uma sequência delta
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de funções pares e se ψ : R→ R é contı́nua e limitada, então

ψ(0) = lim
n→∞

∫ +∞

−∞
δn(s)ψ(s)ds .

O núcleo de Dirichlet é definido como

Dn(x) =
n

∑
k=−n

eikx . (A.1)

Algumas propriedades importantes do núcleo de Dirichlet são listadas na
proposição a seguir:

Proposição A.3

1. A função Dn(x) é contı́nua, par e periódica, com perı́odo 2π;

2.
∫ π
−π Dn(x)dx = 1

3. Dn(x) = sin(n+ 1
2 )x

sin( x
2 )

.

O núcleo de Dirichlet é usado para obter a n-ésima soma parcial da série de Fourier
de uma função de perı́odo 2π. De fato, a convolução de Dn com tal f é definida por

(Dn ∗ f )(x) =
1

2π

∫ π

−π
f (y)Dn(x− y)dy =

n

∑
k=−n

f̂ (k)eikx , (A.2)

onde
f̂ (k) =

1
2π

∫ π

−π
f (x)e−ikxdx

é o k-ésimo coeficiente de Fourier de f .
Definimos então o núcleo de Fejér como

Fn(x) =
1
n

n

∑
k=1

Dk(x) . (A.3)

É imediato verificar que o núcleo de Fejér pode ser escrito como

Fn(x) =
n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
eikx , (A.4)

que é a forma desejada para a solução do problema do momento trigonométrico.
Ainda mais temos o seguinte
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Lema A.4 As funções Fn definidas em (A.3) são contı́nuas, pares e periódicas com perı́odo
2π. Além disso,

Fn(x) =
1
n

(
sin nπ

2
sin x

2

)2

, (A.5)

para todo n ∈N.

Seja sn(x) = (Dn ∗ f )(x) a n-ésima soma parcial da série de Fourier de uma função
f com perı́odo 2π. Definindo

cn(x) =
1
n
(s1(x) + · · ·+ sn(x)) ,

então, usando (A.2) e (A.4), obtemos

cn(x) =
∫ π

−π
Fn(x− y) f (y)dy = (Fn ∗ f )(x) . (A.6)

Teorema A.5 (teorema de Fejér) Se f : R → R é uma função contı́nua por partes e
periódica com perı́odo 2π, então a sequência de funções (cn)n∈N dadas por (A.6) converge
uniformemente para f em todo intervalo fechado I que não contém pontos de descontinuidade
de f .

Demonstração: Se

Φn(x) =

Fn(x) , se − π ≤ x ≤ π ,

0 , se |x| > π ,
(A.7)

então
cn(x) =

∫ +∞

−∞
Φn(y) f (y− x)dy .

Vamos mostrar que (Φ)n∈N satisfaz às propriedades (1), (2) e (3) de uma sequência
delta e aplicar o teorema A.2 a esta sequência. A propriedade (1) é imediata pela
definição de Φn(x). Para mostrar (2), notamos que

∫ +∞

−∞
Φn(x)dx =

∫ π

−π
Fn(x)dx =

1
n

n

∑
k=1

∫ π

−π
Dk(x)dx

=⇒
∫ +∞

−∞
Φn(x)dx = 1

(A.8)

para todo n, usando as propriedades do núcleo de Dirichlet. Ainda, dados ε > 0 e
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δ > 0, temos, por paridade do núcleo de Fejér, que

∫
|x|>δ

Φn(x)dx = 2
∫ π

−π
Fn(x)dx ≤ 1

nπ
· 1(

sin
(

δ
2

)) · (π − δ) ,

onde usamos que 
sin
(

(n+1)x
2

)
sin
( x

2

)


2

≤ 1(
sin
(

δ
2

))2

para todo δ ≤ x ≤ π. Assim,

∫
|x|>δ

Φn(x)dx ≤ π − δ

nπ
(

sin
(

δ
2

))2 ,

e portanto (Φn)n∈N satisfaz à condição (3) de uma sequência delta, de modo que o
resultado decorre aplicando o teorema A.2. �
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Neste apêndice apresentaremos a sequência de polinômios de Bernstein que são uti-
lizados no trabalho para a demonstração do teorema de representação de Riesz.
Ilustramos ainda uma aplicação imediata destes polinômios na demonstração do
Teorema de Weierstrass clássico que é usado no trabalho para mostrar a separabili-
dade do espaço C([a, b]) das funções contı́nuas em um intervalo.

Dada f ∈ C([0, 1]), define-se a sequência de polinômios de Bernstein (Bn( f ))n∈N

de f por

(Bn( f ))(x) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk(1− x)n−k , 0 ≤ x ≤ 1 .

É imediato notar que Bn( f )(x) é um polinômio de grau menor ou igual que n para
cada x ∈ [0, 1], (Bn( f ))(0) = 0 e (Bn( f ))(1) = 1, para toda f ∈ C([0, 1]).

Teorema B.1 Para cada f ∈ C([0, 1]) a sequência (Bn( f ))n∈N converge uniformemente
para f quando n→ ∞.

Por conveniência, denotamos f0(x) = 1, f1(x) = x e f2(x) = x2. A demonstração
do teorema acima é então baseada no seguinte lema técnico:

Lema B.2 1. Bn( f0) = f0 e Bn( f1) = f1.

2. Bn( f2) =
(

1− 1
n

)
f2 +

1
n f1 e, em particular, ‖Bn( f2)− f2‖∞ → 0 quando n→ ∞.

3. ∑n
k=0

(
k
n − x

)2
(n

k)xk(1− x)n−k ≤ 1
4n .

4. Dados δ > 0 e 0 ≤ x ≤ 1, seja F o conjunto dos k em {0, 1, . . . , n} para os quais
| kn − x| ≥ δ. Então

∑
k∈F

(
n
k

)
xk(1− x)n−k ≤ 1

4nδ2 .

Demonstração: Pela fórmula binomial, temos

n

∑
k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k = [x + (1− x)]n = 1 ,
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de onde decorre que Bn( f0) = f0. Para k ≥ 1, temos

k
n

(
n
k

)
=

(
n− 1
k− 1

)
,

de modo que

n

∑
k=0

k
n

(
n
k

)
xk(1− x)n−k = x

n

∑
k=1

(
n− 1
k− 1

)
xk−1(1− x)n−k

= x
n−1

∑
j=0

(
n− 1

j

)
xj(1− x)n−1−j = x ,

o que mostra que Bn( f1) = f1.
Para mostrar o item 2, notamos que

(
k
n

)2(n
k

)
=

k
n

(
n− 1
k− 1

)
=

(
1− 1

n

)(
n− 2
k− 2

)
+

1
n

(
n− 1
k− 1

)
, k ≥ 2 .

Assim,
n

∑
k=0

(
k
n

)2(n
k

)
xk(1− x)n−k =

(
1− 1

n

)
x2 +

1
n

x ,

o que mostra o item 2, pois ‖Bn( f2)− f2‖∞ = 1
n‖ f1 − f2‖∞ → 0 quando n→ ∞.

Para mostrar o item 3 aplicamos os itens 1 e 2 para obter

n

∑
k=0

(
k
n
− x
)2(n

k

)
xk(1− x)n−k =

(
1− 1

n

)
x2 +

1
n

x− 2x2 + x2

=
1
n

x(1− x)

≤ 1
4n

,

pois 0 ≤ x ≤ 1.

Finalmente, para mostrar o item 4, tomando 0 ≤ x ≤ 1 e δ > 0 tal que 1 ≤ ( k
n−x)

2

δ2
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para k ∈ F, temos

∑
k∈F

(
n
k

)
xk(1− x)n−k ≤ 1

δ2 ∑
k∈F

(
k
n
− x
)2 (n

k

)
xk(1− x)n−k

≤ 1
δ2

n

∑
k=0

(
k
n
− x
)2 (n

k

)
xk(1− xk)

≤ 1
4nδ2 ,

pelo item 3. �

Demonstração: (teorema B.1) Sejam dados f ∈ C([0, 1]) e ε > 0. Como f é unifor-
memente contı́nua no compacto [0, 1], então existe δ > 0 tal que | f (x)− f (y)| < ε

2

sempre que |x− y| < δ. Assim,∣∣∣∣ f (x)−
n

∑
k=0

(
n
k

)
f
(

k
n

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n

∑
k=0

(
f (x)− f

(
k
n

))(
n
k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣
≤

n

∑
k=0

∣∣∣∣ f (x)− f
(

k
n

) ∣∣∣∣(n
k

)
xk(1− x)n−k ,

para 0 ≤ x ≤ 1.
Fixado n, seja F o conjunto dos k em {0, 1, . . . , n} para os quais, dado 0 ≤ x ≤ 1,

tem-se
∣∣ k

n − x
∣∣ ≥ δ. Então

∣∣ f (x)− f
(

k
n

) ∣∣ < ε
2 para k /∈ F e

∣∣ f (x)− f
(

k
n

) ∣∣ ≤ 2‖ f ‖∞

para k ∈ F. Desta forma,

| f (x)− Bn( f )(x)| ≤ ε

2 ∑
k/∈F

(
n
k

)
xk(1− x)n−k + 2‖ f ‖∞ ∑

k∈F

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

<
ε

2
+ 2‖ f ‖∞ ·

1
4nδ2 ,

para n > ‖ f ‖∞
εδ2 . Portanto, dado ε > 0 como acima, podemos tomar N 3 N ≥ ‖ f ‖∞

εδ2

de modo que ‖Bn( f )− f ‖∞ < ε para todo n ∈ N, n ≥ N, o que mostra o resultado
desejado. �

Como consequência imediata deste teorema, temos:

Teorema B.3 (teorema de Weierstrass) Seja f : [a, b]→ R uma função contı́nua. Então
existe uma sequência de funções polinomiais Pn : [a, b]→ R tal que

‖ f − Pn‖∞ = sup
x∈[a,b]

| f (x)− Pn(x)| → 0
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quando n→ ∞.

Observação: Durante toda esta seção nos referimos a uma função polinomial em
[a, b] como uma função P : [a, b]→ R da forma

P(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ anxn

para algum n ∈ N tal que an 6= 0, onde os coeficientes a0, a1, . . . , an são números
reais.
Demonstração: Pelo teorema B.1, se f ∈ C([0, 1]), então a sequência (Bn( f ))n∈N dos
polinômios de Bernstein converge uniformemente para f .

Para concluir a demonstração, observamos que a aplicação τ : C([a, b])→ C([0, 1])
definida por τ(x) = (x−a)

(b−a) , para todo a ≤ x ≤ b, é uma isometria linear de C([a, b])
em C([0, 1] que preserva polinômios pois, se P(t) = ∑n

j=0 ajtj é uma função polino-

mial em t ∈ [a, b], então P(τ(x)) = ∑n
j=0 aj

[
(x−a)
(b−a)

]j
é uma função polinomial em

x ∈ [0, 1], de modo que tal aproximação se estende naturalmente para o caso geral
C([a, b]). �

Corolário B.4 O espaço de Banach C([a, b]) é separável.

Demonstração: Seja P [a, b] o conjunto das funções polinomiais (com coeficientes
reais) em [a, b]. O teorema de Weierstrass mostrou que tal conjunto é denso em
[a, b], pois, dados f ∈ C([a, b]) e ε > 0, é possı́vel obter uma função P ∈ P tal que
‖ f − P‖∞ < ε. Seja agora PQ[a, b] o conjunto das funções polinomiais em [a, b] com
coeficientes racionais. Então podemos escrever

PQ[a, b] =
⋃

n∈N∪0

{Pn ∈ P | Pn(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn ,

x ∈ [a, b] , an 6= 0 , a0, a1, . . . , an ∈ Q} .
(B.1)

Tal conjunto é enumerável pois é a união enumerável de conjuntos enumeráveis e
denso em C([a, b]). �

Podemos encarar esta como uma demonstração probabilı́stica do teorema de Wei-
erstrass, no seguinte sentido: se considerarmos um experimento aleatório com pro-
babilidade de sucesso x e probabilidade de fracasso 1 − x para x ∈ [0, 1], então
a probabilidade de se obter exatamente k sucessos após n repetições é dada por
(n

k)xk(1− x)n−k, e se f ∈ C([0, 1]) denota o lucro obtido a cada sucesso, então o va-
lor esperado de ganho é Bn( f )(x). Para n suficientemente grande, o teorema B.1 nos
garante que o valor esperado de ganho é aproximadamente f . Tal demonstração do
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teorema de Weierstrass clássico foi apresentada inicialmente por S. Bernstein (para
mais detalhes históricos e demonstrações alternativas deste teorema, ver [2]).
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