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1 REsumMo

Este trabalho contém uma demonstracdo do Teorema de Wedderburn-Artin baseada
no artigo [4]. Tal teorema caracteriza a estrutura de anéis semissimples, os identifi-
cando com um produto finito de matrizes sobre anéis de divisao.

Além disso, ha uma breve introducao aos anéis de grupo, onde é provado o Teo-
rema de Maschke, que caracteriza quando anéis de grupo RG ¢é semissimples. Essa

ultima parte é baseada na referéncia [3].

Palavras Chaves: Teorema de Wedderbrun-Artin, semissimples, anéis de grupo,

Teorema de Maschke



ABSTRACT

This work contains a demonstration of the Wedderburn-Artin Theorem, this part is
based on the reference [4]. Such a theorem characterizes the structure of semisimple
rings, identifying them with a finite matrix product on division rings.

In addition, there is a brief introduction to the group rings, where Maschke’s the-
orem is proved, characterizing when a RG group rings is semisimple. This last part

is based on the reference [3].

Keywords: Wedderbun-Artin Theorem, semisimple, group rings, Maschke’s Theo-

rem



INTRODUCAO

Neste trabalho pretendemos mostrar o Teorema de Wedderburn-Artin fazendo uso
apenas de conceitos elementares da teoria de anéis, tendo como referéncia [4]. Além
disso, apresentamos algumas defini¢oes e resultados necessarios para que o leitor,
que ndo esteja familiarizado com a teoria de anéis, tenha condi¢des de entender o
contetdo explicitado. Outras defini¢des e teoremas, menos comuns em cursos de
graduacgado, também foram enunciadas, com o propésito de introduzir a teoria de
anéis de grupo.

Este trabalho estd estruturado em quatro partes. Na primeira, temos as definigdes
basicas, como a definicdo de anel e exemplos relevantes, como o anel de matrizes,
essencial no contexto deste trabalho. J4 na segunda parte, se baseando em [2] e
[3], apresentamos as condi¢des de finitude e o conceito de anel semiprimo, que
adotaremos como hipéteses no Teorema de Wedderburn-Artin. Ainda nessa parte,
mostraremos algumas aplicagdes do Lema de Zorn e também como as condigoes
de finitude sobre um anel, se relacionam com os elementos idempotentes dele. Na
terceira parte, tendo como base [1] e [3], definimos mé6dulo, anel de endomorfis-
mos e finalmente o conceito de semissimplicidade. Nessa parte, retomamos alguns
resultados vistos na terceira, terminando por mostrar que um anel é semissimples
se, e somente se é simultaneamente semiprimo e artiniano a esquerda. Finalmente,
na quarta parte, ha a prova do Teorema de Wedderburn e Teorema de Wederburn-
Artin. Por fim, como aplicagao de todos os conceitos vistos no decorrer do trabalho,
apresentamos uma demonstragdo do Teorema de Maschke tendo como referéncia
[3].

Em termos de aplicac¢des, o Teorema de Wedderbrun-Artin é importante, por exem-
plo, na teoria de anéis de grupo, pois é relativamente facil encontrar anéis de grupo
semissimples, dessa forma, um teorema que caracteriza anéis semissimples é fun-

damental para o desenvolvimento dessa teoria.



2 ANEIS

2.1 Defini¢goes basicas

Definicdo 2.1 Dizemos que um conjunto G ndo vazio, munido de uma operagdo binaria,
que denotamos por -, é um grupo, se as seguintes condigoes sdo satisfeitas:
i.a-(b-c)=(a-b)-c, sejam quais forem a,b,c € G tomados;

ii. Existe e € G tal que g-e =e- g = g seja qual for g € G, chamado elemento neutro;

iii. Dado g € G, existe g™' € G, tal que g-g~' = ¢7' - ¢ = e, chamado de inverso de g.

Nesse caso dizemos que (G, ) é um grupo.

o ”

Também é comum se usar a notagao “+” no lugar de
1»

o

-, e nesse caso, por convengao,
trocamos e por 0 e “g7'” por “—g” na defini¢ao acima, e dizemos que (G,+) é um

grupo.

Defini¢ao 2.2 Um anel é um conjunto R ndo vazio munido de duas operagdes binarias,
+ e -, chamadas adi¢do e multiplicacdo respectivamente, que satisfazem as seguintes
condigoes:
Dados a,b,c € R, tem-se que:
i. (R, +) é um grupo;
ii.a-(b-c)=(a-b)-c, associatividade;
iii. (a+b)-c=a-c+b-c, distributividade a direita;
iv.c-(a+b)=c-a+c-b, distributividade a esquerda.
Se aléem dessas propriedades também for satisfeito:
v. Existe 1€ Rtalque 1-r =r-1=r para todor € R,

entdo dizemos que R é um anel com unidade e chamamos 1 de identidade.

Observacgao 2.3 Note que, se um anel R tem identidade, entdo ela é tinica. De fato, se 1

e 1’ sdo identidades em R, entdo1=1-1"=1".

Outra propriedade que um anel R pode satisfazer é a comutatividade, que corres-
ponde a dizer que a-b = b -a, para todo a4,b € R. Nesse caso dizemos que o anel é

comutativo.



2 Anéis
Observacao 2.4 Afim de simplificar a notagao, definimos a—b =a+(-b)ea-b = ab.

Defini¢ao 2.5 Seja R um anel. Dizemos que um subconjunto ndo vazio S de R é subanel

de R se for um anel com as operagoes de R.

Proposicao 2.6 Seja subconjunto ndo vazio S de R. Se ab € S e a—b € S para todo
a,bes, entdo S é subanel de R.

Demonstragdo: De fato, por hipétese, ab € S para todo a,b € S, note também que
a—-a=0¢€S,logodadoac S, temos 0—a=-a€S§,assima+b=a—-(-b)eS. As
propriedades restantes da definicdo de anel seguem do fato de que S é subconjunto
de R. O

Observacgao 2.7 (Importante) Neste trabalho lidaremos apenas com anéis que possuem
identidade 1 # 0. Dessa forma, de agora em diante, quando nos referirmos a um anel R,
estarda implicito que estamos considerando um anel com unidade. Se ndo for feito mengio

do contrario, denotaremos a identidade do anel por 1.

Definicao 2.8 Seja R um anel. Dizemos que um subconjunto ndo vazio I de R é um ideal
a esquerda de R se dados a,b € I temos que:
i.a-bel;
ii. rx €1, para todo r € R e todo x € I.
Se no lugar do item ii. for satisfeito:
ii’. xr € I, para todor € Re todo x €I,
entdo dizemos que I é um ideal a direita de R.
Se tanto ii. quanto ii’. sdo satisfeitos, entdo dizemos que I é um ideal bilateral de R, ou

mais sucintamente, ideal de R.

Dado um anel R, entdo R e {0}, sdo ideais de R, como é fécil de verificar. Tais ideais
sdo chamados de ideais triviais de R. Note também que dados dois ideais a esquerda
I e ] de um anel R, entdo INJ também é ideal a esquerda de R, pois a,b € IN] implica
quea,beleabe],logoa-b,raclea-b, rac],assima—b, raclN] sejam quais
forema,belN]JereR.

De forma analoga, prova-se que I N ] é ideal a direita de R sempre que I e | sdo

ideais a direita de R.



2 Anéis

2.2 O anel das matrizes

Seja R um anel e n > 1 um nuimero inteiro, um elemento da forma:

onde Xij € R para todo i,j = 1,...,n, representa a forma geral de uma matriz de n
linhas por n colunas com coeficientes sobre R. O conjunto de todas as matrizes
sobre R com n linhas e n colunas sera denotado por M,(R). Afim de simplificar a
notacdo, podemos representar um elemento arbitrario X € M,,(R) simplesmente por
X = (%jj)uxn- Também é comum representar por (X);; o elemento correspondente a
linha i e coluna j de uma matriz X.

Assim, dados A = (a;j)uxn € B = (bjj)ux, matrizes em M, (R), definimos a soma de

o ”

A com B como sendo (A + B);; = a;; + b;j, onde a operagdo “+”, representa a adigao

definida no anel R, dessa forma a comp]onente correspondente a linha i e coluna j
da matriz A + B é a soma de 4;; e b;;. Observe que A + B também tem n linhas e n
colunas, logo A + B € M,(R).

Naturalmente a operacao de adigao que definimos em M,,(R) herda todas as propri-
edades de adicdao de R, onde o elemento neutro do conjunto das matrizes, N € M, (R),
€ aquela tal que (N);; = 0, para todo 1 <, j < n. Para obter o inverso aditivo de uma

matriz A € M,,(R), basta substituir cada elemento (A);;, 1 <i,j < n de A por seu

ijr
respectivo inverso aditivo em R. ]

Dessa forma M,, é grupo com respeito a operagdo de adigao definida acima.

Agora, defina a multiplicagdo de A por B, como sendo (AB);; = Y i a;;byj, onde a
soma e a multiplica¢do sdo as do anel R e novamente i e j variam de 1 a n. Assim, o
elemento correspondendo a uma linha i e coluna j de AB é definido por } /_, ajby;j.
Note ainda que AB € M,,(R).

Vamos mostrar que a operagdo de multiplicagdo entre elementos de M,,(R) definida
acima € associativa.

Dados A,B,C € M,(R) e denotando A = (a;j)uxn, B = (bij)uxn € C = (¢ij)yxn, temos

10



2 Anéis

que

[l
M:
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=
=
S
x
S
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=
=
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[
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~
N —

onde usamos o fato de que a multiplicagdo de R é associativa e distributiva com
respeito a soma.

Temos também que tal multiplicagdo é distributiva com respeito a soma. De fato,

n

(C(A+B));j = Zcik(ﬂkj + bkj)
k=1

Z(Cikakj + Cikbkj)
k=1
n n

= Zcikak]— + Zcikbkj = (CA + CB),']',

onde usamos o fato de que a multiplicagdo em R é distributiva.

O caso (A+ B)C = AC + BC prova-se de maneira anéloga.

Portanto o conjunto M, (R) munido das opera¢des de soma e multiplicagdo defini-
dos acima é um anel.

Note que, como R é um anel com unidade, é facil ver que a matriz I,, € M,,(R) onde
as entradas correspondendo a i = j valem 1 e o restante vale 0, é a identidade de
M,,(R) (chamada de matriz identidade).

Definicdo 2.9 Seja R um anel. Dizemos que R é anel de divisdo, se todo elemento ndo

nulo de R é inversivel, isto é, dado x € R com x # 0, entdo existe y € R tal que xy = yx = 1.

Defini¢do 2.10 Um anel R é simples se os iinicos ideais bilaterais sdo os triviais.

Note que de acordo com essa defini¢do um anel de divisao é simples.

Proposicao 2.11 Seja D um anel de divisdo. Entdo o anel M, (D) é simples.

11



2 Anéis

Demonstragdo: Seja M um ideal de M, (D), logo

onde D;; = {0} ou D;; = D. Supondo que M seja diferente de M,,(D), entdo existe [ e

m tais que D;,,, = {0}. Tome a matriz M?, cujo as entradas sdo dadas por

1, sei=¢,j=m
(M?);;=41, sei=1j=¢
0,

caso contrario

onde ¢ é um inteiro entre 1 e n.

Seja N € M um elemento arbitrario que denotaremos por

Como M é um ideal de M,,(D), entio NM? € M para todo ¢ = 1,...,n. Mas note que
isso implica em d;y = Yk di(M?)y,, € Dy,,, = {0}, para todo ¢ = 1,...,n. Por outro
lado, temos também que M?N € M paratodo ¢ = 1,...,1, logo Apm = Y ket (M®)dy,, €
Dy,, = {0} paratodo ¢ =1,...,n.
Assim o fato de Dy, = {0} implica D;y = {0} e Dy, = {0} para todo ¢ = 1,...,n.
Aplicando o raciocinio acima para Dy, = {0} e Dy, = {0} para cada ¢ = 1,..,n,
concluimos que D;; = {0} para todoi e j.

Dessa forma M = {0}, e portanto M,,(D) é simples. O

Defini¢ao 2.12 Dizemos que um anel R é semiprimo se dado um ideal I C R, com I # {0},
entdo I? = {0).

Sabemos que um anel R simples admite apenas R e {0} como ideais. Além disso,
{0} # R C R?, pois r = 1 -r € R? para todo r € R, dessa forma todo R? = {0}. Portanto

todo anel simples é semiprimo. Em particular, M,,(D) dado acima é semiprimo.

Defini¢ao 2.13 Sejam Ry,R,, ..., R, anéis. Defina o produto cartesiano Ry xRy x ... x
R,, como sendo o conjunto consistindo de todos os elementos da forma (ry,1,, ...,1,), onde

para cada 1 <i <ntemos r; € R;.

12



2 Anéis

Dados x = (x1,%x3, . ..,x,) ey = (V1,¥2, . . .,¥,) elementos de Ry xRy x ... xR,.
Podemos definir a soma de x por y como sendo x +y = (x1 + vy, X2+ V2, ..., X, + V) €
o produto xy = (X191, X2V2, - . ., X, Vp)-

Sendo Ry, R,, ..., R, anéis, entdo Ry xR, x ... xR, também é anel quando munido

das operagoes definidas acima.

Proposicdo 2.14 Sejam Ry,R,, ...,R,, anéis simples, entdo o anel R = R{xRyx ... xR,

é semiprimo.

Demonstragdo: Seja I um ideal ndo nulo de R, logo existem I; ideal de R; tais que
I =(I,1,, ...,I,), como cada R; é simples, entdo I; = {0} ou [; = R; para cada 1 <
i <n. Como I é ndo nulo, entdo existe I, # {0} e nesse caso I, = Ry = {0}, donde
I} =R} =Ry. Assim [* = (I}, I3, ..., Ry, ..., I2) = {O}. O

Em particular
R= Mnl(Dl) X an(Dz) X ... X Mnm(Dm)

é semiprimo, onde cada D; é um anel de divisao.

2.3 Isomorfismo de anéis

Definicao 2.15 Seja R e S anéis. Uma aplicagido 1 : R — S é dito um homomorfismo
de anéis, se P(a+b) = P(a) + P(b) e P(ab) = P(a)P(b), sejam quais forem a,b € R.

Sejam R e S anéis e i : R — S um homomorfismo de anéis. Dado r € R, entdo
P(r) =P(r+0)=1(r)+1(0), logo (0) = 0. Note também que 0 = p(0) = P(r+(-r)) =
P(r) + ¥(=7), logo P(-r) = (7).
Dessa forma temos que Ker(¢) = {r € R : {(r) = 0} é ideal a esquerda de R, pois
P(a—b)=1P(a)—1P(b) =0e Pp(ra) = rip(a) = 0, sejam quais forem a,b € Ker(¢p) e r € R.
Temos também que Im(p) = {s € S : (r) = s, para algum r € R} é ideal a esquerda

de S, pois dados a,b € Im() e r € R, entdo existem ry,7, € R tais que (r;) =a e

P(ry) =b,assima—b =(r)) = P(ry) = P(r1 —1rp) e ra=riP(ry) = P(rry).

Defini¢ao 2.16 Dizemos que dois anéis R e S sdo isomorfos se existe um homomorfismo
Y : R — S que & injetor e sobrejetor. Nesse caso dizemos que P é um isomorfismo de R

em S e escrevemos R~ S.

Proposicao 2.17 Sejam R e S anéis. Um homomorfismo 1 : R — S é injetor se, e
somente se Ker() = {0}.

13



2 Anéis

Demonstragdao: Assuma que ¥ é injetora. Como 1 é homomorfismo, entdo (0) =0,

seja entdo r € R tal que y(r) = 0, logo ¢(0) = 1(r), como ¢ é injetora, entdo r = 0.
Reciprocamente, suponha que Ker(i) = {0}. Sejam r,r, € R tais que §(ry) = P(r,),

como ¢ é homomorfismo, temos que (r; — ;) = 0, pela hipédtese, r; —r, = 0. O

Para entender o préximo teorema € preciso conhecer o conceito de anel quociente,

para isso consulte [3], ou veja o apéndice desse trabalho.

Teorema 2.18 (Teorema do homomorfismo para anéis) Seja R e S anéis e ¢p um ho-
momorfismo de R em S. Entdo R/Ker(¢) =~ Im(¢).

Demonstragdo: Defina ¢ : R/Ker(¢p) — Im(¢) dada por (r + Ker(¢)) = ¢(r), qual-
quer que seja r € R.

i. P esta bem definida: De fato, sejam ry, 1, € R tais que ry + Ker(¢) = r, + Ker(¢),
entdo r; —r, € Ker(¢), assim ¢(r; —r,) = ¢(r1) — P(rp) = 0, portanto ¢p(ry) = P(r,).

ii. A aplicagdo ¢ ¢ um homomorfismo de anéis: Sejam r, + Ker(¢),r, + Ker(¢p) €
R/Ker(¢), logo w((ry + Ker(¢)) + (r, + Ker($)) = l(ry +12) + Ker(¢)) = p(ry + 1) =
$(r1) +B(rs) = ¥(ry + Ker($)) + d(rs + Ker().

Também temos ((ry+Ker())(ra+Ker($)) = p((rir2)+Ker(e) = d(rir2) = dlry)p(r) =
P(r1 +Ker(¢))(r, + Ker(¢)).

iii. A aplicacdo 1 é injetora: Seja r € R tal que ¢(r + Ker(¢p)) = ¢(r) = 0, logo
r € Ker(¢), assim r + Ker(¢p) = Ker(¢).

iv. A aplicagdo i é sobrejetora: Segue da propria defini¢ao de 3.

Portanto R/Ker(¢p) =~ Im(¢p). O

14



3 CoNDICOES DE FINITUDE

3.1 Condicoes de Cadeia

Defini¢ao 3.1 Dizemos que um anel R satisfaz a condigdo de cadeia descendente (res-
pectivamente ascendente) sobre ideais a esquerda de R se, toda cadeia I} 2 I, 2
(respectivamente Iy C I, C ... ) de ideais a esquerda de R ¢ finita, isto é, existe um inteiro
positivo n tal que I; = I,, para todo i > n. Satisfeito isso, dizemos que o anel R é artiniano
(respectivamente noetheriano) a esquerda.

De forma analoga podemos definir anel artiniano (respectivamente noetheriano) a di-

reita, bastando substituir “esquerda”por “direita”na defini¢cdo acima.

Proposicdo 3.2 Seja D um anel de divisdo, entdo D é artiniano a esquerda e a direita.

Demonstragdo: Segue do fato de que os tnicos ideais a esquerda de D sdo os triviais.

O mesmo vale para os ideais a direita. O

Proposicdo 3.3 Seja D um anel de divisdo. Entdo o anel M,,(D) é artiniano a esquerda

e a direita.

Demonstragdo: Seja M; 2 M, 2 ... uma cadeia descendente de ideias a esquerda
de M, (D). Denotando
k k
Dy - Dy,
Mk = - ,
k
Df, ... Dk,

onde lem sao ideais a esquerda de D para cada k > 1 inteiroe [,m = 1,...,n. Como
D é anel de divisao, entdo lem ¢ ideal para cada k > 1 inteiroe I,m = 1,...,n. Além
disso D é simples, pois é anel de divisao, logo lem ={0} ou lem =D paracadak>1
inteiroel,m=1,...,n.

Como M; 2 M; sempre que j > i, entdo Dlim o) Dljm para todos I,m = 1,...,n, assim

nosso problema se resume a estudar as cadeias Dllm 2 Dlzm 2 ...paracadal,m=
1,..,n. Como D ¢ artiniano a esquerda, entao tais cadeia sdo finitas, o que implica

que a cadeia considerada inicialmente também é finita.

15



3 Condigoes de Finitude

Portanto M, (D) é artiniano a esquerda. Para mostrar que M, (D) é artiniano a di-

reita o raciocinio é andlogo, bastando apenas trocar “esquerda”por “direita”. O

Proposicao 3.4 Sejam Ry,R,, ... ,R,, anéis artinianos a esquerda (respectivamente a
direita), entdo o anel R = Ry x Ry x ... X R, é artiniano a esquerda (respectivamente a

direita).

Demonstragdo: Seja uma cadeia I; 2 I, O ... de ideais a esquerda de R. Como
para cada j podemos escrever I; = (I;1,lj, . ..,I;,), onde para cada i, [;; é ideal a
esquerda de R; para todo j. E claro que, I; 2 Iy implica Ij; 2 Iy; para todo i. Dessa
forma a cadeia inicial de ideais a esquerda nos da I1; 2 I,; 2 ... para todo i, como
R; é artiniano a esquerda para cada i, entado tais cadeias sdo finitas. Logo a cadeia
I, 21,2 ... também é finita.

O caso artinino a direita se prova de mandeira similar. O
Em particular o anel
R=M, (D1)xM,,(Dy)x ... xM, (D,,)

é artiniano tanto a esquerda quanto a direita, onde cada D; é um anel de divisdo.

Observagao 3.5 (Importante) De agora em diante, a menos que seja indicado, vamos
considerar apenas o caso artinaino a esquerda, dessa forma, afim de abreviar a notagdo,
sempre que escrevermos anel artiniano, estaremos nos referindo ao caso artiniano a es-
querda. Também vamos abreviar noetheriano a esquerda por noetheriano.

Isso ndo implica em perda de generalidade, pois todos os resultados vistos neste trabalho

podem ser naturalmente estendidos pra o caso “a direita”.

3.2 Algumas aplicagoes do Lema de Zorn

Definicdo 3.6 Seja R um anel. Dizemos que um ideal I a esquerda (respectivamente a
direita) de R é maximal, se I # R e dado um ideal a esquerda (respectivamente a direita)
J,com I C]J, entdo ] =R.

Dizemos que um ideal I de R é maximal se I # R e dado um ideal |, com I C ], entdo
J=R.

16



3 Condigoes de Finitude

Defini¢ao 3.7 Seja R um anel. Dizemos que um ideal I a esquerda (respectivamente a
direita) de R é minimal, se I # {0} e dado um ideal a esquerda (respectivamente a direita)
J, com ] C I, entdo ] = {0}.

Dizemos que um ideal I de R é minimal se I = {0} e dado um ideal ], com | C I, entdo

J ={0}.

Defini¢ao 3.8 Seja F um conjunto de subconjuntos de um conjunto dado. Dizemos que
um elemento A € F é Maximal em F, se A gz F para todo F € F.
Por outro lado um elemento B € F é minimal em F, se F SZ B para todo F € F.

Definicao 3.9 Seja 7 uma subfamilia de F. Dizemos que um elemento A € F é uma
cota superior de I, se I C A para todo I € 1.

Por outro lado um elemento B € F é uma cota inferior de Z, se BC I para todo I € 1.

Lema 3.10 (Lema de Zorn) Seja F # & uma familia parcialmente ordenada de sub-
conjuntos de um conjunto dado, com a propriedade de que toda subfamilia totalmente

ordenada admite uma cota superior em JF, entdo F contém um elemento maximal.

E possivel enunciar o lema de Zorn de forma equivalente trocando “cota supe-
rior”por “cota inferior”, e nesse caso trocamos “maximal”por “minimal”, como po-

demos ver no coroldrio a seguir:

Corolario 3.11 Seja F # @ uma familia parcialmente ordenada de subconjuntos de um
conjunto dado, com a propriedade de que toda subfamilia totalmente ordenada admite

uma cota inferior em F, entdo F contém um elemento minimal.

Demonstragdo: De fato, denote por > a ordem parcial de F e defina a ordem parcial
>"em F como b >" a se, e somente se a > b, para todo a,b € F.

Dessa forma F munido com >" satisfaz a condi¢ao do lema de Zorn, entdo, com
respeito a >, existe um elemento maximal ¢ em F, ou seja, d %* c paratodod e F,
logo ¢ % d para todo d € F. Dessa forma ¢ é um elemento minimal em F com

respeito a >. O

Proposi¢ao 3.12 Seja R um anel artiniano, entdo R contém um ideal minimal a es-

querda.

Demonstragdo: Seja J a familia de todos os ideais a esquerda nao nulos de R. Como
R esta em J, entdo J # @. Tal familia é parcialmente ordenada pela relacdo de
inclusdo. Como R ¢é artiniano, entao toda subfamilia totalmente ordenada de J tem

uma cota inferior em J.
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3 Condigoes de Finitude

Portanto, pelo coroldrio do lema de Zorn, J contém um elemento minimal, isto é,

um ideal a esquerda minimal. O

Proposicdo 3.13 Seja R um anel e L # {0} um ideal a esquerda de R. Se R é artiniano,

entdo existe um ideal minimal a esquerda de R contido em L.

Demonstragdo: Considere a familia £ de todos os ideais a esquerda nao nulos de

R que estdo contidos em L, tal familia é ndo vazia, pois L € £L. Como R ¢é artiniano,

entdo toda subfamilia totalmente ordenada de £ tem uma cota inferior em L.
Portanto, pelo corolédrio lema de Zorn, existe em £ um elemento minimal, ou seja,

existe um ideal minimal a esquerda de R que esta contido em L. O

3.3 Idempotentes e Anuladores

Definicao 3.14 Seja R um anel. Se X e Y sdo subconjuntos ndo vazios de R, nds defini-

mos o produto se X por Y como:

n
XY = {in}?i x;eX,ye€¥en>1 inteiro}.
i=1

Afim de simplificagdo, dado um conjunto X, nao vazio, definimos X?=XX.

Proposicdo 3.15 Seja R um anel, entdo I é ideal a esquerda (respectivamente a direita)

de R se, e somente se RI C I (respectivamente IR C1).

Demonstragdo: Assuma que I é ideal a esquerda, pela defini¢do 2.8, naturalmente
temos que RI C I. Reciprocamente, dados x,y € I, como R é anel com unidade, temos
que x—y =1x+(-1)y e RI CI. Agoradadosre Rex eI, éclaroque rx € RI CI.
Portanto I é ideal a esquerda de R.

O caso em que I é ideal a direita de R, prova-se de maneira andloga. O

Note que dado um subconjunto S nao vazio de R, entdo R?S C RS (respectivamente
SR? C SR), logo RS (respectivamente SR) é ideal & esquerda (respectivamente a
direita) de R. No caso em que S é um conjunto unitario, digamos S = {x}, costuma-
se representar o ideal a esquerda R{x} (respectivamente {x}R) simplesmente como

Rx (respectivamente xR).

Definicdo 3.16 Seja R um anel e seja S um subconjunto nio vazio de R. Defina o con-
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3 Condigoes de Finitude
junto Anny(S), chamado o anulador a esquerda de S em R como sendo :
Anny(S)={reR:rs=0,Vs € S}

Analogamente defina
Ann,(S)={reR:sr=0,Yse€ S}

o anulador a direita de S em R.

Quando S for um conjunto unitdrio, digamos S = {s}, vamos denotar Ann;(S), sim-

plesmente por Ann(s), analogamente Ann,(s).

Definigdo 3.17 Seja R um anel, um elemento e € R é dito idempotente, se e = e.

Observe que em um anel com unidade 12 = 1 e 0° = 0 sdo elementos idempotentes
triviais. Note também que e(1 —e) = (1 —¢e)e = e—e? = 0, assim, caso ez 1 e e 2 0,

entdo teremos dois elementos e e (1 — ¢) ndo nulos cujo o produto é nulo.

Proposicao 3.18 Seja R um anel, entdo segue que:

i. Se S é um subconjunto de R, entdo Ann;(S) (resp. Ann,(S)) é um ideal a esquerda
(resp. direita) de R.

ii. Seja eR C fR, onde e* = ¢, f% = f, entdo Ann)(f) C Anny(e).

iii. Seja Re C Rf, onde e* = e, f2 = f, entdo Ann,(f) C Ann,(e).

Demonstragdo: Vamos comegar por i. Tome x,y € Ann;(S), logo (x —y)s = xs —ys =
0-0=0paratodoseS, dessaformax—y € Ann(S). Agoradadosr € Re x € Anny(S),
entdo (rx)s = r(xs) = r0 = 0, seja qual for s em S, portanto rx € Ann;(S), quaisquer
que sejam r € R e x € Anny(S) tomados. O caso de Ann,(S) é anédlogo.

ii. Seja x € Anny(f). Por hipétese temos que e = fr para algum r € R, logo xe =
x(fr)=(xf)r =0, assim x € Anny(e). Portanto Ann;(f) C Ann,(e).

Agora note que (1 —e)e = e —e?

=e—e =0, logo 1—-e e Annj(e). Por outro lado
(1—e)f =f—ef =0, pois se f =ef entdo f € eR, ou seja fR C eR, mas por hipdtese
temos que eR estd contido propriamente em fR. Portanto Ann(f) = Anny(e).

A prova de iii. é similar a prova de ii. O

Definicao 3.19 Seja R um anel. Dizemos que x,y € R sdo ortogonais se xy = yx = 0.
O conjunto dos elementos idempotentes ortogonais de R é aquele consistindo apenas de

elementos idempotentes que sio ortogonais entre si, dois a dois.

Proposicao 3.20 Se um anel R é artiniano, entdo R satisfaz a condig¢do de cadeia ascen-

dente para ideais da forma eR, onde e* = e.
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Demonstragdo: Seja e;R Ce,R Ce3R C ... uma cadeia ascendente de ideais a direita
da forma ¢;R, com el-2 =e; paracada i > 1 inteiro. Redefinindo a cadeia, se necessario,
podemos assumir que ¢;R esta contido propriamente em e;R para todo j > i.
Suponha por absurdo que a cadeia é infinita. Pela proposicdo anterior temos que
Annj(e;R) 2 Annj(e,R) 2 Annj(e3R) 2 ... é uma cadeia infinita de ideais a esquerda
com Anmny(e;R) contido propriamente em Anmn(e;R) sempre que j > i, mas isso €

absurdo, pois por hipétese R é artiniano. O

Proposicdo 3.21 Se um anel R satisfaz a condig¢do de cadeia ascendente para ideais da
forma eR, onde e? = e (ideais da forma Re, onde e2 =e), entdo o conjunto dos idempoten-

tes ortogonais de R é finito.

Demonstragdo: Seja E = {ej,e;,e3, . ..} 0 conjunto dos idempotentes ortogonais de
R tais que ¢, # 0, para todo k > 1 inteiro. Suponha por absurdo que E seja infinito.
Note que (Y e)* =Y, Z;?:le,-ej =) i e, pois el.2 =e¢ paracadal <i<mne
ejej=eje;=0semprequei=zj, 1<ij<n

Observe também que

n+ n n+ n

Zei 6]' = Z 61'6]' = €; 6]' + €541 €j = e;,

=1 ]:1 =1 ]:l 1:1 ]Il ]:1 1:1

N
N
=
=

-
-

logo (eq +ey+ ... +e,) RC(e;+ey+ ... +e,41)R

Por fim, se existir r € R tal que (e; +ex+ ... +e,,1) =(eg+e+ ... +e,)r, entao
€1 =epr1(er+ert ... +e,41) =e,1(eg+ex+ ... +e,)r =0, que é uma contradigao, pois
estamos supondo que ¢; # 0 para todo i. Dessa forma temos que (e; +e,+ ... +¢,)R
esta contido propriamente em (e; +e,+ ... +e,.1)R.

Agora, considere a cadeia e;R C (e; +e2)R C (e; +ep+e3)R C ... como E ¢ infinito
entdo tal cadeia nunca termina, o que é absurdo. Portanto o conjunto E é finito.

Agora, se assumirmos que R satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente para ideais
da forma Re, e? = ¢, entdo procedendo de forma anélogo ao caso acima, temos que
a cadeia Re; C R(e; +e5) € R(e; + e, +e3) € ... nunca termina, uma contradic¢do.

=g

Portando E é finito. 0]

Proposicdo 3.22 Se o conjunto dos idempotentes ortogonais de R é finito, entdo R satis-

faz a condicdo de cadeia ascendente e descendente para ideais da forma Re, onde e = e.

Demonstragdo: Suponha que R possua apenas o elemento 1 como idempotente ndo

2

nulo. Nesse caso, s6 existem dois ideais da forma Re, com e~ = ¢, que sao R e {0},

assim ¢é claro que a proposicdo vale para R.
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Agora suponha que a quantidade de idempotentes ndo nulos de R seja maior ou
igual a 2.

Considere uma cadeia finita Re; C Re, C Rez3 C ... < Re, onde cada ¢; é um
elemento idempotente nao nuloe n > 2.

Note que e; # ¢; sempre que i # j e que dados j > i, entdo existe r; € R tal que
e; = r;ej, donde concluimos que ¢;e; = r;eje; = rie; = e;.

Considere o conjunto E,, = {e,,—€,,6,,_1, €,€,-1—€,€1_1€1_2,"" €5+ €2 —€p+-€1, €y-+-€1}.

Vamos usar indugao sobre n para mostrar que os elementos de tal conjunto sdo
idempotentes, ortogonais dois a dois, distintos e nao nulos.

Base: Para n = 2 temos E; = {e; — eyeq,e0e1}. Sa0 ndo nulos, pois caso e, = ejyeq,
entdo e, € Rey, mas estamos supondo que isso nao ocorre. Agora se eye; = 0 entdo
ejepeq =ejep = e; =0, que ndo é o caso. Sao distintos, pois ey (e,—ezeq) = eje,—ee2e1 =
e; —e; = 0, enquanto que ejese; = e; # 0. Sdo idempotentes, pois (e; — eye;)? =
€3 —e3e) —eye ey +ere1eye] = ey —eye —eye] +eye] = ey —epeq, € NO outro caso (eye;)? =
ere1exe = epeq.

Por fim sdo ortogonais dois a dois, pois (e, —eeq)eeq = e%el —epe1epeq =0, por outro
lado, eyej(ey —eseq) = exe1ep — epeje0e1 = €21 —eyeq = 0.

Hipoétese: Suponha que para algum n > 2, o resultado vale para E,,. Dadox € E,,,
entdo existe f € E,, tal que x = e, f, logo e, x = ¢, (e,s1f) = (enens1)f =e,f = f, mas
por hipétese de inducdo, f = 0, logo x = 0.

Por hipote de inducdo, podemos tomar f, f’ € E,, distintos, observe que isso implica
em e,.1f,e,.1f € E,.1. Dessa forma e, f e e, 1f’ sdo distintos pois, e, 1 ff =
eyi1f? = ey f enquanto que e, f'f = e,.1f'f = 0, mas pelo que acabamos de ver
acima, e,,1f # 0. Como qualquer elemento de E, .| tem a forma e, f para algum
f € E,, entdo os elemento de E,,; sdo todos distintos.

Note agora que (€,+1f)* = €1 fens1f = €nri€ns1f = €us1 f, logo sdo idempotentes.

Por ultimo, sdo ortogonais dois a dois, pois e, 1 fe,s1f =en1ff =0=¢e,1f i1 f =
eq.r1f'f , pois por hipétese de indugado f e f’ sdo ortogonais.

Agora suponha que exista uma cadeia infinita Re; C Re, C Re3 C ... onde ei2 =e;
para todo i. Sem perda de generalidade podemos supor que as continéncias sejam
estritas. Como o conjunto de elementos idempotente E é finito, entdo existe um
inteiro positivo m correspondendo a cardinalidade de E. Sendo a cadeia acima infi-
nita, entdo cosidere o truncamento Re; C Re, C Res C© ... € Re,,,1, mas mostramos
que a partir de uma cadeia desse tipo podemos construir um subconjunto E,,,; de
E cujo a cardinalidade é m + 1, uma contradigao.

Para mostrar que R satisfaz a condi¢ao de cadeia descendente para ideais da forma
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Re, ? = e, basta redefinir a cadeia Re; C Re, C Re; € ... C Re, acima, fazendo
fi=eu ..., fy =€, assim teremos que Rf; 2 Rf, D Rfs 2 ... D Rf, onde cada
fi2 = f;, i > 1 inteiro. Proceda da mesma maneira que feito para o caso de cadeia

ascendente. O

Corolario 3.23 Seja R um anel artiniano, entdo R satisfaz a condigdo de cadeia ascen-

dente para ideais da forma Re, onde e* = e.

Demonstragdo: Sendo R artiniano, entdo pela proposi¢do 3.20, temos que R satis-
faz a condi¢ao de cadeia ascendente para ideais da forma eR, mas isso por sua vez
implica, pela proposi¢do 3.21, que o conjunto de idempotentes ortogonais é finito, e

como consequéncia, pela proposi¢do 3.22, segue o resultado desejado. O

Corolario 3.24 Seja R um anel artiniano e seja S C R um subconjunto ndo vazio de R,

entdo a familia I = {Re C R : e* = ¢, e € S} admite um elemento maximal.

Demonstragdo: Note que os elementos da familia 7 sdo da forma Re, onde e € S CR
é elemento idempotente. Como R é artiniano, entdo pelo corolario anterior temos
que toda cadeia ascendente de elementos de 7 admite uma cota superior, dessa
forma estamos nas condi¢des das hipoéteses do Lema de Zorn, portanto Z possui

elemento maximal. OJ
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4 MobuLos

4,1 Mobdulos e Endomorfismo

Definicao 4.1 Seja R um anel. Um grupo (M,+) abeliano é chamado R-mbdulo a es-
querda se para cada elemento r € R e cada elemento m € M, existe um produto rm € M
tal que:

i. (a+b)m=am+bm;

ii. a(mq + my) = amy + amy;

iii. a(bm) = (ab)m;

iv. Im=m.

Para todo a,b € R e todo m, my, m, € M.

De forma analoga defini-se R-modulo a direita.

Observacao 4.2 (Importante) De agora em diante, quando ndo for indicado, vamos
lidar apenas com R-modulos a esquerda, dessa forma, afim de abreviar a nomenclatura,
usaremos R-modulo no lugar de R-moédulo a esquerda.

Isso nao implica em perda de generalidade, pois todos os resultados vistos neste trabalho

podem ser naturalmente estendidos pra o caso “a direita”.

Definicao 4.3 Seja M um R-modulo. Dado um subconjunto ndo vazio N de M, dizemos
que N é um R-submodulo de M, se ny +n, € N quaisquer que sejam ny,n, € N erne N
para todo r € Re todone N.

Exemplo 4.4 Dado um R-médulo M, entao {0} e M sao submddulos de M, chama-
dos submoédulos triviais, qualquer submoédulo diferente dos triviais é chamado de

submoédulo préprio.

Defini¢ao 4.5 Um modulo que nao contém submodulos proprios é chamado de simples.

Note que A intersecao de dois submoddulos é sempre submédulo. Além disso, para
toda cadeia My C M, C ... de submddulos de M tem-se que M’ = U2, M; também
submddulo de M.
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De fato, dados a,b € M’, entdo existem k e j inteiros positivos tais que a € My e
be M]-, assim a,b € M,,, onde n é o maximo de k e j. Como M, é submddulo, entdo
a+b, rae M, C M’ paratodoreR.

Definicao 4.6 Sejam M e N moédulos sobre um anel R. Uma aplicacio T : M — N ¢
dita R-linear (ou R-homomorfismo) se satisfaz a condigdo T (rmy+my) =rT(my)+T(m,),

para todo r € R e my,m, € M.

Com a notacdo da defini¢ao acima, definimos o conjunto de todos elementos m € M

tais que T(m) = 0, denotado por Ker(T), é chamado ntucleo (ou kernel) de T.
Definimos o subconjunto Im(T) de N, como aquele consistindo de todos os ele-

mentos n de N para os quais existe algum outro elemento m em M tal que T(m) = n.

E facil ver que tanto Ker(T) quanto Im(T) siao R-submédulos.

Defini¢ao 4.7 Dado um anel R e um R-modulo M, definimos o conjunto de Endomor-
fismos de M sobre R, como sendo o conjunto das transformacgoes R-lineares de M em
M.

Denotaremos tal conjunto pelo simbolo EndgM.

Dados T,S € EndgM, podemos definir a soma T + S como sendo (T + S)v =Tv + Sv
para todo v € M. Também podemos definir a multiplicacdo de T por S, como sendo
(T oS)v=T(Sv) para todo v € M.

E facil ver que T+S,T o S € EndgM para todo T,S € EndgM. Além disso EndgM,
munido com essas operacdes é um anel, chamado de anel de endomorfismo de M
sobre R.

Definicao 4.8 Um R-homomorfismo que é bijegdo, é chamado de R-isomorfismo. Se-
jam M e N R-modulos e suponha que exita uma aplicagdo f : M — N que é um R-
isomorfismo, entdo escrevemos que M ~ N e dizemos que M e N sdo isomorfos como

modulos.

Para entender o préximo teorema € preciso conhecer o conceito de médulo quoci-

ente, para isso consulte [3], ou veja o apéndice desse trabalho.

Teorema 4.9 (Teorema do Homomorfismo para mdédulos) Sejam R um anel e M, N
R-modulos. Considere T um R-homomorfismo de M em N. Entdo M/Ker(T) =~ Im(T).

Demonstragao: Defina ¢ : M/Ker(T) — Im(T), dada por ¢(m) = T(m), onde m =
m+ Ker(T). Vamos mostrar que ¢ é um R-isomorfismo:
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i. ¢ esta bem definida. De fato, sejam n,m € M tais que 1 = m1, logo n—m € Ker(T),
como T é R-homomorfismo, entao T(n—m) = T(n)—T(m) = 0, assim T(n) = T(m).
Portanto ¢(n) = ¢(m).

ii. ¢ é R-homomorfismo. De fato, sejam 1y, m, € M/Ker(T) e r € R, entdo ¢(rmy +
3) = G(FI F713) = T(rmy +m) = rT(my) + T(ma) = r(7y) + (753)

iii. ¢ é injetora. De fato, sejam n,m € M tais que ¢(n) = ¢(m), logo T(n) = T (m),
que implica em T(n —m) = 0, donde concluimos que n —m € Ker(T), logo n,m € M
tais que n = m.

Como o contradominio é Im(T), entdo naturalmente ¢ é sobrejetora. Portanto
M/Ker(T)~Im(T). O

Observe que se, no teorema acima, T for sobrejetiva, entao teremos Im(M) = N e

como consequéncia, M/Ker(T) ~ N.

4,2 Base e Dimensao em Mddulos

Definicao 4.10 Seja M, um R-mobdulo, e seja S C M, um subconjunto ndo vazio. Di-
zemos que o conjunto S é linearmente independentes sobre R se, para todo subconjunto

{s1,82, ...,s,} finitode S e ry,1y, ... 1, € R tem-se que:
81 +1s+ ...1,5,=0=>r=rn=... =r,=0.

Defini¢ao 4.11 Seja M, um R-médulo, e seja S € M, um subconjunto ndo vazio. Di-
zemos que S é gerador de M sobre R, se dado m € M, entdo existem sq,Sp, ...,5, €S e

1,1, ... 1, €R, tais que:
n

m = E riS;.

i=1
Se além de S ser gerador M sobre R, tem-se também que seus elementos sdo linearmente

independentes sobre R, entdo dizemos que S é uma base de M sobre R.
Defini¢ao 4.12 Seja M um R-mbdulo. Defina (S) como sendo
n
(S) = {Zrisi €D, s;,€eMen>1 inteiro}.
i=1

E facil verificar que tal conjunto é um R-submodulo de M. Chamamos (S) de R-submédulo

gerado por S.
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Proposicao 4.13 Seja M um R-moédulo. Suponha que {my, . ..,my}éum subconjunto de
M, linearmente independente sobre R. Agora seja x € M dado por x = rymy+ ... +rmy,
onde r; € R para todo 1 < i < n e suponha que existam r; € R, onde 1 < i < n tais que

x=r{my+ ... +r.my. Entdo r; =r] para todo 1 <i <k.

Demonstragio: De fato, temos que rymy + ... +rgmy = rimy+ ... +r.my, logo
(rp —r)my + ... +(rx —r)me =0, como {my, ...,m} é um subconjunto de M,
linearmente independente sobre R, entdo r; = 7/ para todo 1 <i <k. O

Observagao 4.14 Como veremos mais para frente, o conceito de dimensdo para modulos
serd essencial na prova do Teorema de Wedderburn, assim os teorema a seguir sido essen-

ciais para se definir tal conceito.

Definicao 4.15 Seja M um R-modulo e considere S C M, S # &. Dizemos que S é
um conjunto linearmente independente maximal de M sobre R se, S é linearmente in-
dependente sobre R e, para qualquer subconjunto S’ de M que também é linearmente

independente sobre R, tem-se que S 51 S’.

Lema 4.16 Seja M um D-mobdulo, onde D é um anel de divisdo. Seja S CM, S = &, um
conjunto linearmente independente maximal de M sobre D. Entdo S é uma base de M
sobre D.

Demonstragdo: Considere o D-subméddulo (S), como S é linearmente independente
sobre D, entdo S é base de (S) sobre D. Se (S) = D, entdo nada ha para se fazer. Se
nao, entdo existe a € D tal que a € (S). Assim, considere o conjunto S U {a}. Sejam
1,7, € Desy,..,sp €8 tais que ra+rys;+...+1,5, = 0. Se r # 0, entdo r é inversivel,

17,5, € (S), mas isso é

pois D é anel de divisdo, logo a = r"(ra) = —r~lrysy —... — 1~
contraditério com nossa escolha de a.

Ser=0,entdor; =1, =..=r1, =0, pois S é linearmente independente sobre D,
logo S U {a} é linearmente independente sobre D, contrariando a maximalidade de

S. O

Teorema 4.17 Seja M um D-moédulo, entdo M admite base sobre D.

Demonstragdo: Seja S = {a},ondea e M ea # 0, entdo S é linearmente independente
sobre D. De fato, seja r € D, r # 0, e suponha que ra = 0. Como D ¢ anel de divisao,
entdo r ¢ inversivel, logo r!(ra) = (r"'r)a=1la=a=r"10=0, absurdo, logo r = 0.
Defina 7 como sendo o conjunto de todos os subconjunto de M que sdo linearmente
independentes sobre D, como S € Z, entdo Z # @ . Munindo Z com a relacdo de

inclusdo, temos um conjunto parcialmente ordenado. Considere uma cadeia S; C
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S;C...,deZ. Logo S =U;2,S; € uma cota superior dessa cadeia e dados quaisquer
SiyrrSi, €8, onde ix > 1 sdo inteiros, para todo 1 < k < n, entao Siyr-rSi, € S, onde
L = max{iy,...,i,}. Como S; é linearmente independente sobre D, entdo qualquer
combinagao 18, +..+ 1,8, =0, comry,..,r, €D, implicaem r; =... =7, = 0. Assim
S é linearmente independente obre D. Dessa forma S € Z. Pelo Lema de Zorn, 7

contém um elemento maximal A. Portanto, pelo lema 4.16, A é base de M sobre D.
O

Teorema 4.18 Seja M um D-modulo, entdo toda base de M sobre D tem a mesma cardi-

nalidade.

Para uma demonstracdo desse resultado veja referéncia [1].

Definicao 4.19 Seja M moédulo sobre um anel R e suponha que M admite base sobre R.
Dizemos que R tem a propriedade da dimensdo invariante, se toda base de M sobre R
tem a mesma cardinalidade, assim o cardinal de qualquer uma dessas bases é chamada de

dimensdo de M sobre R e denotada por dimpM.

Exemplo 4.20 Pelo teorema anterior, moédulos sobre anéis de divisdo possuem a proprie-

dade da dimensio invariante e portanto o conceito de dimensdo esta bem definido.

Observacao 4.21 Os resultados acima podem ser naturalmente estendidos para o caso

de modulos a direita.

A préxima proposigdo ilustra um exemplo de como o conceito de dimensao pode
nos auxiliar a obter resultados importantes.

Além disso, o resultado abaixo é enunciada para médulos a direita, pois como ve-
remos na demonstracdo do Teorema de Wedderburn, em um passo da prova, este

fato nos sera util.

Proposicao 4.22 Seja D um anel de divisdo e M um D-modulo a direita. Suponha que

dimpM = n, para algum inteiro positivo n, entdo EndpM ~ M, (D), como anéis.

Demonstragdao: Como dimpM = n, entdo existe uma base de M sobre D, que deno-
taremos por B = {ey,...,e,,}. Assim, dado T € EndpM, temos que para cada e; € B,
1 <i <mn, temos que existem Ay,...,A,; € D, Gnicos, tais que Te; =) |_, e Ay;. Dessa
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forma, dado T € EnpM, podemos associar um elemento A € M, (D) dado por

Afirmacdo: A aplicagdo ¢ : EnpM — M,,(D), dada por (T) = A, é um isomorfismo
de anéis.

i. Como os elemento de A sdo determinados univocamente pela transformagao T,
entdo 1 estd bem definida.

ii. ¢ é um homomorfismo de anéis: Dados T,S € EnpM, tais que (T) = A e
¥(S) = B, logo (T + S)e; = Te; + Se; = Y j_y exAxi + Lj—y €;Bji = Yi_y ex(Axi + Byi),
paratodo i =1,...,n, pela unicidade da representagao na base, temos que (T +S) =
A+B=9(T)+(S).

Agora seja (T oS)e; = T(Sej) = T(L -y exByj) = Uiy (Tex)Byj = iy Lizy eiAixByj =
Y ei( Yi-1 AikBkj) =Y - €i(AB)jj.

Portanto, pela unicidade da representacdo na base, temos que (T o S) = AB =
PTP(S).

iii. 1 é injetora: seja T € EnpM tal que (T) = 0, mas pela defini¢ao de 1) isso
implica em Te; =0 paratodoi=1,...,n, ouseja, T =0. Assim, Kerip = 0.

iv. P é sobrejetora: seja A € M,,(D), defina Te; =) ;_, Ay;ex, paratodoi=1,..,mn.

Pela unicidade da representagao na base, temos que {(T) = A.

Portanto EndpM =~ M, (D). O

4.3 Soma Direta

Definicao 4.23 Seja M um R-modulo. Considere M = {M;};c;, uma familia de R-
submodulos de M, onde I é um conjunto de indices. Dizemos que M é soma direta de
R-submodulos da familia M se:
i. Para todo i € I, tem-se que My N ()_;. M;) = {0}.
ii. M=) ;i M;.
Nesse caso escrevemos M = ®;c; M.
As condigbes i. e ii. acima, podem ser substituidas equivalentemente pela condigio:
iii. Todo m € M pode ser escrito de forma finica como r = s; +s;, + ... +s;, onde

i€lel<j<n,

Si]- € Mi]., i]

Dado um anel S, se trocarmos R-submoédulos por subanéis de S na definicdo acima,
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entdao dizemos que S é uma soma direta de subanéis.

Definicao 4.24 Dado um R-modulo M e seja N um R-submoédulo. Dizemos que N é um
somando direto de M, se existe um outro R-submodulo N de M tal que R=N @ N".

Proposicao 4.25 Seja R um anel e suponha que existem Sq,S,, . ..,S, subanéis em R
tais que R = ®;_,S;. Suponha também que para cada i tem-se que S; ~ M;, onde M; é

anel para todo i, entdo R ~ M; X My X ...xXM,,.

Demonstragdo: Sejam 1, : S; — M; isomorfismos para cada i. Dado r € R, entdo
existem Unicos s; € S; tais que r =) 1" | s;. Assim defina W : R — M xM;x....xXM,,
dada por W(r) = (1(s1),P2(52), - .., P,(s,)). Como os elementos s; sdo inicos, entdo
W esta bem definida. E facil ver que, o fato de que cada 1; ser isomorfismo, implica

que W é isomorfismo. O

4.4 Semissimplicidade

Definicao 4.26 Um R-modulo M é dito semissimples se todo R-submoédulo é somando
direto de M.

Proposicao 4.27 Seja M um R-mbdulo semissimples. Entdo todo submoédulo de M, ndo

nulo, é semissimples e contém um submodulo simples.

Demonstrag¢do: Seja N um R-submoédulo ndo nulo de M, e considere L um R-
submddulo de N. Note que L também é R-submddulo de M. Como M é semis-
simples, entdo existe um R-submédulo L’ de M tal que M = L& L’. Como tanto N
quanto L’ sao R-submoédulo de M, entao N N L’ também é.

Vamos mostrar que N = L& (N NL’"). De fato, note que LN(NNL)CLNL =0.
Agora, como M =L@ L/, entdo dado x € N, existemac€ Le b e L’ taisque x=a+10,
masb=x-aeN,logobe NNL"

Para provar que N contém um submddulo simples. Escolha um elemento x €
N, x # 0. A familia de todos os submddulos de N que ndo contém x é nao vazio,
pois o médulo nulo pertence a tal familia. Note que essa familia é parcialmente or-
denada pela relacdo de inclusdo C, além disso toda subfamilia totalmente ordenada
tem uma cota superior (basta tomar a unido dos elementos dessa subfamilia). Assim
pelo lema de Zorn existe um elemento maximal N;. Como N ¢é semisimples, entado
existe um submodulo N, tal que N = N; @ N,.

Vamos mostrar que N, é simples. Suponha por absurdo que N, ndo é simples,

entdo existe um submddulo préprio Y de N,. Como N, é semissimples entdo existe
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um submédulo Y’ tal que N, = Y®Y’, assim N = N;@Ya®Y’. Além disso, Ny C N1 +Y
e N CN;+Y', logoN; C(N;+Y)N(N;+Y’)ecomo Y, Y C Ny, segue também a
inclusdo contraria. Assim, Ny = (N7 +Y)N(N;+Y’). Dessa forma, como x ¢ Ny, entdo

x2(Ny+Y)ouxe(N;+Y’)o que contrdria a maximalidade de Nj. O

Teorema 4.28 Seja M um R-mobdulo. Entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:
i. M é semissimples
ii. M é uma soma direta de R-submoédulos simples

iii. M é uma soma, nio necessariamente direta, de R-submodulos simples.

Demonstragdo: i. = ii. Seja F a familia de todos os submdédulos de M que podem
ser escritos como soma direta de submoédulos simples. Note que pela proposicao
4.13 todo submédulo de M contém um submoédulo simples, assim F contém ao
menos esses submodulos simples, assim F # &. Vamos definir uma ordem parcial
em nessa familia. Dados @;c; e ®;c;M; elementos de F definimos ®;c;M; < @;jM;
se, e somente se I C J.

Nao ¢é dificil ver que < determina uma relacdo de ordem parcial em F. Além disso
(F, <) satisfaz as condi¢oes do lema de Zorn, de fato dado uma subfamilia ndo vazia
e totalmente ordenada & = {@ycx, My }icr, 0 elemento @xcx M, onde K = U K; € cota
superior de £.

Assim, existe um elemento M’ € F que é maximal. Dessa forma M’ = @;c;M;, para
algum conjunto de indices I, e M; simples para todo i € I.

Vamos mostrar que M = M’. Assuma que M = M’, entdo por semissimplicidade de
M existe um submédulo ndo nulo N tal que M = M’ @& N. Pela proposicao 4.27, N
contém um submddulo simples, digamos S. Note que S € N QZ M’,assim M'® S =
®;c!M; ®S D M’, 0 que contraria a maximalidade de M’.

Por defini¢ao de soma direta temos que i. = ii.

iii. = i. Assuma que M =} ;.; M; com cada submédulo M; simples. Seja N um
submddulo de M. Se N = M ou N = {0}, entdo é claro que N é somando direto de
M. Sendo assim assuma que N é submoédulo préprio de M.

Considere a seguinte familia:
j:{ZMi JCl, (ZMi)mN = {0}}.
i€f ief

Note que, como M; é simples para todo i, entao N NM; = {0} implica em M; C N, seja
qual for o indice i, como N # M, entao N nao pode conter todos os M;’s, logo existe

um submoédulo M tal que My ¢ N, assim por semissimplicidade de My, temos
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My NN = {0}. Dessa forma J # &. agora, defina a relacdo ) ;o;, M; <) ;¢;, M; se,
e somente se J; C J,. Nao é dificil ver que < define uma relagdo de ordem parcial
em J. Além disso, argumentando de forma similar ao caso acima, mostra-se que
(J, <) satisfaz as condigdes do lema de Zorn. Seja entdo, M" =} ,.;» M; o elemento
maximal de J. Vamos mostrar que M = M'®N. Como (}_;;;) NN = {0}, entdo basta
mostrar que M = M’ + N.

Se para todo i € I verificarmos que M; C M’ + N, entao ) ;o ;M; =M CM'+N e
portanto M = M’+N. Assim, suponha por absurdo que exista um indice I € I tal que
M; € M’+N,logo M;+M’ ¢ N, Como M; é simples, entdo (M;+M’)NN = {0}. Dessa
forma M; + M’ € J, mas isso contraria a maximalidade de M’, pois M’ C M; + M’.
Portanto M = M’ + N. 0

Seja R um anel e | um ideal a esquerda de R. Como RJ C ], entdo | é um R-
moddulo. Em particular R é um R-moédulo. Note que todos os R-submoédulos de R

sdo justamente os ideais a esquerda de R.

Defini¢ao 4.29 Dizemos que um anel R é semissimples se R visto como um R-moédulo é

semissimples.

Corolario 4.30 Seja R um anel semissimples, entdo todo R-modulo M é semissimples.

Demonstragdao: Como R é semissimples, entdo pelo teorema acima, R =) ;; R; onde
cada R; é um ideal minimal a esquerda de R. Agora note que M =), .\ Rm, logo
M=%, cm(XictRi)m =} ,.cpm 2icr Rim. Vamos mostrar que para cada i em I, R;m
¢ um R-submédulo simples de M. De fato, é claro que R;ms é um R-submddulo de
M. Agora seja A um R-submoédulo de R;m, note que A = {rm :r € L}, onde r € L se,
e somente se rm € A. Observe que L C R;. Assim A = Lm. Como (ra)m = r(am) € A
e (a+b’)m e A para quaisquer r e Rea,be L, entdo ra, a+b €L, e portanto L é um
ideal a esquerda de R;. como R; é ideal minimal a esquerda de R, entdo L = {0} ou
L =R;,isto é, A={0} ou A = R;m. Portanto M é semissimples. O

Um exemplo de anel semissimples é o anel M,,(D), onde n inteiro positivo e D anel

de divisao. De fato, seja
Dyy -+ Dy

M1: ”
Dnl Dnn

ideal a esquerda de M,,(D), entdo para cada i e j, D;; = D ou D;; = {0}. Dessa forma
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seja
Dy, -+ Dy,
Mo=| ¢ o
D;ql -+ Dy,
onde Di’j =Dse D;;={0}e DZ-’]- = {0} se D;; = D, assim M,,(D) = M; ® M,.

Proposicao 4.31 Sejam Ry, R,, ... ,R,, anéis semissimples, entdo o anel R = Ry x Ry x

. X R, é semissimples.

Demonstragao: Seja J; = (J1,/,, ...,J,) ideal a esquerda de R, onde cada J; é ideal a
esquerda de R;. Como cada R; é semissimples, entdo para cada i existem J; ideias a
esquerda de R;, tal que R; =J;®]J/. Logo, seja J, = (J{,]5, - .. ,];). Assim R =7, & J,.
O

Como consequéncia o anel
R=M, (Dy)xM,, (Dy)x ... xM, (D,,)
é semissimples, onde cada D; é um anel de divisao.

Proposicao 4.32 Seja R um anel semissimples, entdo todo ideal a esquerda de R é da

forma Re, onde el —e.

Demonstragdao: Assuma que R é semissimples. Dado I um ideal a esquerda de R,
entdo existe outro ideal a esquerda ] de Rtal que R=1@]. Sejamacl e b €] tais
quea+b=1.Assima=a-1=a(a+b)=a’+ab,logo ab=a—a’€l. Como J éideal a
esquerda, entdo ab € |, mas I N ] = {0}, dessa forma ab = 0, ou seja, a = a’.

Agora dado x €I, temos que x =x-1 =x(a+b) =xa+xb, logo x—xa=xbel, e por
outro lado xb € J, assim x —xa = 0, mas nesse caso temos que x = xa, logo x € Ra,
assim I € Ra. Como Ra C1I, entdo I = Ra.

O

Proposicao 4.33 Seja R um anel semissimples, e seja S um ideal de R, entdo R/S é um

R-modulo semissimples. Além disso R/S também é um anel semissimples.

Demonstragao: Como R é semissimples, entdo existem um ideal a esquerda L de
R tal que R = S® L. Agora notando que dado r € R, existem Unicos s€ Sel €L,
tais que r = s+, defina 0 R-homomorfismo sobrejetor 7w : R — L dada por 7(r) = 1.

Como Ker(m) = S, entdo pelo teorema do homomorfismo para mdédulos, temos que
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R/S ~ L, mas sabemos que L é um R-médulo semissimples, pois R é semissimples.
Logo R/S é um R-moédulo semissimples.

Para ver que R/S é um anel semissimples, tome I C Rideal a esquerda de R/S. Note
que dadoa+S €1, entdo (r+S)(a+S)=ra+S =r(a+S) € R/S para todo r € R, logo
I é um R-submoédulo de R/S, como R/S é R-médulo semissimples, entdo existe um
R-submoédulo | de R/S tal que R/S =1@®]. Dessa forma, seja r € R, logor(b+S) €],
seja qual for b+ S €]J. Como r(b+S)=rb+S =(r+S)(b+S), entdo J é um ideal a
esquerda de R/S. Dessa forma R/S é anel semissimples. O

Proposicao 4.34 Todo anel semisimples é noetheriano.

Demonstragdo: Seja R um anel semisimples. Dado um ideal a esquerda I de R,

2 —¢, tal que I = Re, dessa forma

entdo pela proposicdo anterior existe e € R, com e
podemos trabalhar apenas com cadeias da forma Re; C Re, € Re; C . .. onde para
cada i, e; é idempotente.

Vamos mostrar que a cadeia é finita e termina em U;2, Re;. De fato, como U2, Re; é
ideal a esquerda de R, entao existe e € R, e? = etal que U2, Re; = Re, assim existe um
inteiro positivo n tal que e € Re,,, mas nesse caso temos que Re C Re,,. Agora note que
e € Re,, C Rey para todo k > 1, logo Re C Rey para todo k > 1, como Re; C U2, Re; = Re
para todo j, entdo Rey = Re para todo k > n.

O

Proposicao 4.35 Seja R um anel semissimples, entio as duas afirmagdes sdo verdadeiras:
i. R é artiniano.

ii. R é semiprimo.

Demonstragdo: Pela proposicao anterior, o fato de um anel ser semissimples im-
plica que tal anel satisfaz a condi¢do de cadeia ascendente para anéis da forma Re,
com e? = ¢, mas pela proposicdo 3.21 isso implica que o conjunto de idempotente
ortogonais ¢é finito, o que por sua vez implica, pela proposi¢do 3.22, que o anel sa-
tisfaz a condicdo de cadeia descendente para ideias da forma Re, e? = e, como todos

2 — ¢, entdo R é artiniano.

os ideais de R sdao da forma Re, com e

Agora para mostrar que é semiprimo, considere M = {0} um ideal de R. Como R
é semissimples entdo existe um ideal N a esquerda de R tal que R= M @& N, agora
suponha por contradi¢io que M? = {0}, dessa forma temos que MR = M(M @& N) C
M?+MN = MN C N, como M é um ideal de R, entdio MR C M, logo MRC M NN =
{0} e portanto teriamos que MR = {0}, mas nesse caso M = {0}, uma contradi¢ao.

Assim M? = {0}. Portanto R é semiprimo. O
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5 TEOREMA DE WEDDERBURN-ARTIN

5.1 Teorema de Wedderburn

Nesta se¢do provaremos um teorema que nos sera essencial na argumentacdo final
do teorema de Wedderburn-Artin.

Lema 5.1 (Lema de Brauer) Seja R um anel com K um ideal minimal a esquerda e
assuma que K? = {0}. Entdo
i. K = Re, com e? =e.

ii. eRe é um anel de divisdo onde a unidade é e.

Demonstragdao: Vamos provar (i). Como K? # {0}, entdo existe u € K tal que Ku #
{0}. Sendo Ku um ideal a esquerda de R nao nulo tal que Ku C K entdo, por mini-
malidade de K, tem-se que Ku = K, dessa forma existe e € K tal que eu = u.

Agora defina L ={a € K :au =0}, como (re—r)u = (re)u—ru =r(eu)—ru=ru—ru=0
para todo r € K, entdo re—r € L para todo r € K.

Nao é dificil ver que L é um ideal a esquerda de R com L C K, além disso eu = u # 0,
assime€ K\ L, logo L =K.

Dessa forma concluimos, pela minimalidade de K, que L = {0}. Como re—r €L
para todo r € K, entdo re —r = 0 para todo r € K , em particular e? = e, além disso,
K = Ke C Re. Por outro lado Re C K, pois e € K, logo K = Re.

Agora vamos mostrar (ii). De fato, dados a,b € eRe, entdo existem r,r’ € R tais que
a=-ere, b=er’e, assim a—b = ere—er’e = e(r —r’)e € eRe e temos também que
ab = ereer’e = erer’e € eRe, dessa forma eRe é subanel de R e portanto é anel. Além

disso, como R tem unidade, digamos 1, entdo e = e? 2

ere? =ae=ere=a, logo e é unidade de eRe.

=ele € eRe, agora ea = e“re =

Agora vamos mostrar que eRe é anel de divisdo. De fato, seja b € eRe um elemento
nao nulo, logo existe r’ € R tal que b = er’e, como rb = rer’e € ReRe C Re para todo
r € R, entdo 0 # Rb C Re. Como Rb é ideal a esquerda de R, entdo por minimalidade
de K, Rb = Re. Assim e = r”b para algum r” € R. Tomando er”e € eRe temos (er”e)b =

er”(eb) = er”b = ee = e, ou seja, b tem inverso a esquerda em eRe. Por outro lado
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b(er”e)b = b(er”eb) = b(er”b) = be = eb, logo (b(er”e) —e)b =0, se b(er”e) —e # 0, entao
seja c € eRe seu inverso a esquerda, logo c(b(er”e) — e) = e, mas nesse caso temos que
b =0, que é absurdo, logo b(er”e) = e. Assim b tem inverso a direita em eRe. Portanto

eRe é anel de divisdo. O

Corolario 5.2 Todo ideal a esquerda ndo nulo de um anel R semiprimo e artiniano,

contém um elemento idempotente nio nulo.

Demonstragdo: Seja L # {0} um ideal a esquerda de R. Como R ¢ artiniano, entdo
existe um ideal minimal a esquerda K de R tal que K € L. Sendo K um ideal a
esquerda de R, entdo RK C K, o que implica RKR € KR. Dessa forma KR ¢é ideal
a esquerda de R. Por outro lado R? C R, logo KR? C KR, assim KR é um ideal
a direita de R. Portanto KR é um ideal de R. Como R é semiprimo e KR = {0},
entdo (KR)? = {0}. De RK C K, tem-se que KRKR C K?R, assim {0} # (KR)?> C K°R,
mostrando que K? # {0}. Agora estamos na condi¢do do Lema de Brauer, basta

aplica-lo. O

Quando o anel é simples podemos enfraquecer a hipétese de anel artiniano su-
pondo apenas a existéncia de um ideal minimal a esquerda, e nesse caso o teorema
de Wedderburn-Artin se reduz a o teorema de Wedderburn que mostraremos a se-

guir.

Teorema 5.3 (Teorema de Wedderburn) Se R é um anel simples com um ideal minimal

a esquerda K, entdo R ~ M, (D) como anéis, para algum n > 1 e algum anel de divisio D.

Demonstragdo: Vimos na demonstragao do coroldrio acima que KR é um ideal de
R, como K # {0} e R é anel com unidade entdo KR # {0}, assim KR = R, pois R é
simples. R = R? = (KR)? = KRKR C K2R, dessa forma K? = {0}, assim pelo Lema de
Brauer, existe e € K tal que K = Re, > = e e D = eRe é anel de divisao. O que sera
feito daqui para frente é construir um isomorfismo de R com EndpK.

Como K é um ideal a esquerda de R com KeRe = ReeRe = Re?Re = ReRe = K2 C K,
entdo K pode ser visto como um D-mddulo a direita com as operagdes de soma e
produto induzida pelo anel R.

Agora, seja r € R, a aplicacdo «a, : K — K dada por a,(k) = rk com k € K, é uma
D-transformacao linear, onde tal linearidade segue das propriedades associativas e
distributivas do anel R.

Afirmagdo: A aplicagdo 1p : R — EndpK definida por ¢(r) = a, é um isomorfismo

de anéis, e portanto R ~ EndpK.
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De fato,

i. A aplicagdo ¢ ¢ homomorfismo de anéis. De fato, dados a,b € R entdo, a,, (k) =
(a+b)(k) = ak + bk = a,(k) + ap(k) para todo k € K, e mais, a (k) = (ab)k = a(bk) =
a,(bk) = a,(ap(k)) = (a, 0 ap)(k) para todo k € K.

ii. A aplicacdo ¢ é injetora. Para ver isso vamos mostrar que Ker(¢) = {0}. Seja
r € R tal que a,(k) = 0 para todo k € K, logo «a,(k) = ek = 0 para todo k € K, ou seja,
rK ={0}, como K = Re, entdo {0} = rRe = rReR = rR (ReR = R pois, R é simples e tem
ReR # {0} como um ideal). Portanto, 1r =r = 0.

iii. Aplicagdo ¢ é sobrejetora. Como 1 € ReR entdo, 1 =) !, r;es; onde r;,s; € R
para todo i =1,..,n. Dado a € EndpK, sejaa =", a(rie)es; € R. Assim, usando a

D-linearidade de a temos que

a(re) =« [i(riesi)re} = ia(rie)(esire) =are = a,(re)

i=1 i=1

isso é verdade para todo r em R, logo a = a,.
Portanto, temos que R ~ EndpK.
Por fim, K tem dimensdo finita sobre D, isto é, dimpK < co. De fato, suponha por

contradi¢do que dimpK é infinito. Considere o conjunto
A={a € EndpK :dimpa(K) < oo}

tal conjunto é um ideal de EndpK, além disso A é ideal préprio pois, pela hipétese
de absurdo, a; ¢ A. Pelo isomorfismo R em EndpK, isso implica que R possui um
ideal préprio ndo trivial, contrariando sua simplicidade.

Por fim, denotando por EndpK o anel das D-transformacées lineares de K em K,
temos que se n =dimpK, entdo EndpK ~ M, (D) como anéis.

Portanto, concluimos que R ~ M, (D) para algum # inteiro positivo.

O
Note que uma consequéncia do teorema acima é que todo anel simples e artiniano

é semisimples, ja que M, (D) é semisimples.

5.2 Teorema de Wedderburn-Artin

Nessa se¢do veremos um importante teorema que caracteriza os anéis semiprimos e
artinianos, mais precisamente, vamos mostrar que todo anel semiprimo e artiniano

tem a mesma estrutura algébrica (estrutura de anel) de algum produto finito de
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anéis de matrizes sobre anéis de divisao.
A ideia por tras da demonstragao do Teorema de Wedderburn-Artin que sera apre-
sentada, é decompor o anel R como soma direta de subanéis simples e “aplicar”’teorema

de Wedderburn em cada parcela dessa decomposigao.

Teorema 5.4 (Teorema de Wedderburn-Artin) Um anel R é semiprimo e artiniano se,
e somente se
R=~M, (D) Xan(Dz) X ... X Mnm(Dm)

onde m é um nitmero inteiro positivo, cada D; é um anel de divisdo e para cada n; inteiro

positivo, M,, (D;) denota o anel de matrizes n; x n; sobre D;.

Demonstragdo: Ja vimos que o fato de R ser artiniano implica na existéncia de um
ideal minimal a esquerda K em R. Defina: S = KRe M ={a € R: Sa={0}}. Ja
mostramos que S é um ideal de R, vamos mostrar que M também é. De fato, como
SR C S entdo, SRM C SM = {0}, logo RM C M. Por outro lado SMR = {0}, assim
MRCM.

Afirmacao: R=So® M.

Primeiro vamos mostrar que S "M = {0}. De fato, SNM C S e SNM C M, entao
(SNM)?=(SNM)(SNM)C SM = {0}, como R é semiprimo, entdao S N\ M = {0}.

Agora, considere a familia
J={RfCR:f2=f, fes)

note que J é subfamilia da familia de ideais a esquerda de R. Como R é artini-
ano entdo, pelo coroldrio 3.24, J admite um elemento maximal, isto é, existe e € S
satisfazendo e? = ¢ tal que Re € J com Re ¢ ] paratodo ] # Reem J.
Para mostrar que R = S + M ¢ suficiente mostrar que 1 —e € M, pois caso isso seja
verdade, entdo Vr € R teremos que r =re+r—recS+M comree S, r—re € M.
Dessa forma, suponha por contradi¢ao que 1 —e ¢ M. Assim S(1 —e) = {0}. Pelo
corolério do lema de Brauer existe f € S(1 —e) ndo nulo tal que f2 = f. Entao existe

2

reRtalque f =r(1—e)=r—re, logo fe=re—re- =re—re=0.

Agora definag=e+ f —ef,comoe, f €S entdo g€ S, além disso

g = (e+f-ef)’=(e+f-ef)e+f-ef)
= vef+ef+fi-e’f—fef —efe—ef? +efef
e+ef+f—ef—ef =e+f—-ef=g¢
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5 Teorema de Wedderburn-Artin

note também que
eg:e(e+f—ef):ez+ef—ezf:ezze

ou seja, e € Rg, logo Re C Rg. Como Re é maximal em J, temos que Re = Rg. Assim

existe r € R tal que g = re. Perceba que ge = (e+ f —ef)e=e>+ fe—efe=¢> =¢,

portanto eg = e = eg. Assim e = ge = g’e =rege=re’ =re=g.

Sendo e =g, entdoe=e+ f —ef, que implica em f = ef, portanto f = f2 = fef =0,
uma contradigdo. Portanto 1 —e € M, provando que R = S + M.

S e M sdo subanéis de R com unidade e e (1 —e) respectivamente.

O fato de R = S @ M implica que todos os ideais a esquerda de S e M também sao
ideais a esquerda de R. Tal fato faz com que S e M herdem as propriedades de ser
semiprimo e artiniano.

Agora vamos mostrar que S é simples. De fato, se A # {0} é um ideal de S, entdo
ANK = {0} pois, caso contrario, A> C AKR C (ANK)R = {0}, mas A? = {0}, ja que S
é semiprimo. Sendo A um ideal de S, entdo em particular é um ideal a esquerda de
R, logo ANR é um ideal ndao nulo a esquerda de R contido em K, pela minimalidade
de K temos que K C A, donde concluimos que S = KR C A.

Se M = {0} entdo R = S ¢ anel simples e basta aplicar o teorema de Wedderburn.
Caso M = {0}, como M é semiprimo e artiniano, podemos repetir o processo acima
para M obtendo M = S; & M;, e portanto R = S ® S; & M;. Tal processo nao pode
continuar indefinidamente pois R é anel artiniano. Assim, R=S®S5® ... ®S,, para
algum m inteiro positivo, onde cada S; é um anel simples. Como S; ~ M,, (D;), para

todoi=1,...,m, entdo

R=M, (D1)xM,,(Dy)x ... xM, (D).

Reciprocamente, ja mostramos todo produto cartesiano finito de anéis de matrizes
sobre anéis de divisao é artiniano e semiprimo. Portanto R é semiprimo e artiniano.
O

Corolario 5.5 Um anel R é semissimples se, e somente se é artiniano e semiprimo.

Demonstragdo: Assuma que R é semissimples, a proposicao 4.35 mostra que R é
artiniano e semiprimo. Reciprocamente, se R ¢ artiniano e semiprimo, entdo pelo
Teorema de Wedderburn-Artin, R é isomorfo a um produto cartesiano de matrizes
sobre anéis de divisao, que como sabemos, é semissimples, logo R é semissimples.
O
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6 APLICACOES

6.1 Anéis de Grupo

Defini¢ao 6.1 Seja R um anel com unidade e G um grupo. Definimos RG como o con-

junto de todas as combinagdes lineares da forma

a= Zagg,

geG
onde a, € R e 0 niimero de elementos tais que ag # 0, & finito.

Como consequéncia dessa defini¢do tem-se que ) ;a8 = ) o b8 se, € somente
se ag = b, paratodo g € G.

Agora vamos introduzir uma operagao de soma e uma de multiplicagdo entre os
elementos de RG de forma a torna-lo um anel.

Usando a soma do anel R podemos introduzir de forma natural, uma operagao de
soma em RG da seguinte maneira:

Dados & =} oeca48: B =) gecbgg € RG defina

a+B=) ag+) bg=) (ag+by)g

geG geG geG
Agora, usando a definicao de multiplicagdo de R, podemos definir uma multiplicagdo

em RG como sendo

ap=) agg) beg= ) (aghy)gh

geG geG g,heG

RG com as operagoes definidas acima fazem de RG um anel, chamado de anel de
grupo de G sobre R. Note que o anel RG tem unidade dada por le, onde 1 é a
unidade de R e e é a unidade G.

Também podemos dar uma estrutura de R-médulo para RG. De fato, dado a =

Y ¢cG4g8 € RG er €R, definia ra =} ,.;ra,g. Para a soma entre elementos quais-
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quer de RG, mantenha a definida acima. Sem muitas dificuldades é possivel mostrar

que RG com esse produto e soma consiste em um R-moddulo.
Definicdo 6.2 Seju @ = ) o448 € RG, entdo definimos supp(a) ={g € G : ag # 0}.

Definicdo 6.3 Seja H um subgrupo de G, o denotamos por Ag(G,H) o ideal a esquerda
de R gerado pelo conjunto {h—e: h e H}, onde e é a unidade de G, ou seja

AR(G, H) = { Zah(h —e):he H}.

heH

Afim de simplificar a notagdo vamos escrever Ar(G,H) simplesmente como A(G,H).

Também vamos adotar a notagdo A(G) para representar A(G, G).

Definicao 6.4 Dado um anel de grupo RG e um subconjunto finito ndo vazio X de G,

vamos denotar por X o seguinte elemento de RG

£=Y x

xeX

Lema 6.5 Seja H um subgrupo de um grupo G e R um anel. Se Anp(A(G,H)) = {0},
entdo H é finito. E nesse caso temos que

Anp(A(G,H))=H-RG

Demonstragdo: Assuma que Anp(A(G,H)) = 0, assim, existe & = ) ,ca,8 # {0}
pertencente a Anp(A(G,H)). Como (h—e)=1-(h—e), entdo (h—e) € A(G,H), para
todo h € H, entao (h—e)a = 0, assim

a= Zagg = Zaghg.

geG geG

Agora seja g’ € supp(a), logo a; # 0, dessa forma, a igualdade acima nos diz que
hg’ € supp(a), seja qual for o h tomado em H.

Note que dados hy, h, € H, distintos, entdo h g’ = h,g’, pois sendo g’ # 0 e G grupo,
entdo vale o cancelamento. Dessa forma, supondo que H seja infinito, teriamos que
supp(a) também seria, mas isso ndo ocorre. Portanto H é finito.

Para a ultima parte, note que pelo que acabamos de mostrar faz sentido definir H,
além disso, H € H, pois H é subgrupo de G. Agora dado o € Anlp(A(G,H)), seja
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Supp(a) = {gl’gzl .. Jgn}- ASSll’n

n m n n m

a= i“giﬁgi = Zagi(zhj)gi = Zagi(ihjgi) = Z(l -ag,)(hjg;) = Ha
Py =

i=1  j=1 i=1 i=1 j=1

onde m é a cardinalidade do conjunto H. Observe que a relacdo acima vale para
qualquer « € Anp(A(G, H)), assim Anp(A(G,H)) C H-RG.

Por outro lado, veja que hH = ﬁ, pois H é grupo finito, assim dado HacH- RG,
temos que (h— e)(Ha) = ((h-e)H)a = 0, assim Ha € Anp(A(G, H)). O

Lema 6.6 Seja I um ideal de R e suponha que exista um ideal a esquerda | de R tal que
R=1@], entdo ] C Anp(I).

Demonstragdo: Sejam x € | e y € I elementos quaisquer, como | é ideal a esquerda e
I é ideal, entdo yx € ] NI, como por hipdtese temos que ] NI = {0} entdo yx = 0, logo
x € Anp(I). O

Defini¢ao 6.7 O homomorfismo ¢ : RG — R dado por
5( PR ) =) g
geG geG
é chamado de homomorfismo de aumento.

Note que Ker(e) = A(G), pois dado a € A(G), entao

a= Zag(g—e) = Zagg— Zag

geG geG geG

assim ¢(a) = 0, logo a € Ker(¢).

Por outro lado, se e(a) = 0, entdo ) .4, = 0, logo

a=a-0= Zagg— Zag = Zag(g—e) e A(G).

geG geG geG

Observe que como A(G) é o ntucleo de um R-homomorfismo, entdo A(G) é um ideal
de RG.

Proposicao 6.8 Seja R um anel, G um grupo, entdo R ~ RG/A(G), como anéis.

Demonstragdo: Considere o homomorfismo ¢, como vimos acima Ker(e) = A(G), e

também temos que ¢ é sobrejetivo (de fato, dado r € R, note que re € RG e &(re) = ).
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Assim, pelo teorema do homomorfismo para anéis, temos que R ~ RG/A(G) como

anéis. U
Definicdo 6.9 Seja R um anel e G um grupo finito, definimos |G| = }_,ec 1.

Lema 6.10 Seja G um grupo e R um anel. Se o ideal de aumento A(G) é um somando

direto de RG, entdo G é finito e |G| é inversivel em R.

Demonstrag¢do: Suponha que A(G) é um somando direto de RG. Pelo lema 6.6,
temos que Anp(A(G)) = {0}, logo G é finito e Anp(A(G)) = G-RG=G-R.

Seja | ideal a esquerda de RG tal que RG = A(G)®]. Logo 1 = x; +x,, onde x; € A(G)
e xy €J. Assim 1 = ¢(1) = €(xq) + €(x,). Como ker(e) = A(G), entdo ¢(x;) = 0. Como
pelo lema acima J C Anp(A(G)), logo x, = Ga, para algum a € R, nés temos que

—

€(G)a =1, assim |Gla = 1, portanto |G| é inversivel em R. O

Lema 6.11 Seja M um R-mddulo e N um R-submodulo de M. Suponha que exista um
endomorfismo T : M — M tal que T> =T oT =T e Im(T) = N, entdo N é um somando
direto de M.

Demonstragao: Afirmamos que M = N@®Ker(T). De fato, dado m € M, entdo T(m) €
N e T(m—T(m)) = T(m)-T?*(m)=T(m)—T(m)=0, isto é, m — T(m) € Ker(T). Dessa
forma m = T(m) + (m — T(m)), logo M C N + Ker(T). Por outro lado é claro que
N +Ker(T) C M. Assim segue que M = N + Ker(T).

Agora vamos mostrar que N N Ker(T) = {0}. Seja d € NN Ker(T) C N, logo existe
m € M tal que T(m) = d e portanto T(T(m)) = T(d). Por outro lado d € Ker(T),
entdo T(d) =0, assim T(T(m)) = 0, mas como T(T(m)) = T(m), entdao d = 0. Portanto
N NKer(T)=1{0}. OJ

6.2 Teorema de Maschke

Teorema 6.12 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo e R um anel. O anel de grupo
RG é semissimples se, e somente se todas as condigdes abaixo sdo satisfeitas

i. R é um anel semissimples.

ii. G é um grupo finito.

iii. |G| é inversivel no anel R.

Demonstragdao: Assuma que RG é semissimples. Ja vimos que R ~ RG/A(G) como

anéis, além disso, pela proposicao 4.33, RG/A(G) é anel semissimples, logo i. segue.
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Agora para mostrar ii. e ii., basta observar que o fato de RG ser semissimples im-
plica A(G) é somando direto de RG, assim, aplicando o lema 6.10, segue o resultado
desejado.

Reciprocamente, assuma que i., ii. e iii. ocorrem. Como R é semissimples, entdo
RG visto como um R-médulo é semissimples. Agora seja M, um ideal a esquerda
de RG, logo também ¢é R-submoédulo de RG, como RG é R-mddulo semissimples,
entdo existe N um R-submédulo, tal que RG = M & N, dessa forma, dado x € RG,
existe m € M e n € N Unicos tais que x = m + n, com isso defina a proje¢do candnica
7 : RG — M, dada por 7(x) =

Agora defina 7" : RG — M dada por

7T (x) |G|Zg TT(gx).

geG

Agora vamos mostrar que 7* ¢ um RG-homomorfismo com (7)? = w* o 7" = 1" e
Im(rc*) = M, pois caso isso seja verdade entdo teremos que RG = M @ Ker(7t*), com
Ker(mt*) é ideal a esquerda de RG, donde entao segue o teorema.

De fato, como @ é um R-homomorfismo, entdo ¥ também é, dessa forma basta,
para concluir que w* é RG-homomorfismo, basta mostrarmos que 7t*(ax) = an*(x)
paratodoxe GeaegG.

Basta ver que

7T (ax) lGlZg mt(gax) = lGlZga )X).

geG

Como g percorre todos os elementos do grupo G e, além disso, G é finito, entdo ga

também percorre todos os elementos de G, logo

7T (ax) = lGth 7t(hx) = ar*(x).

heG

Agora, note 7t(m) = m para todo m € M, além disso, sendo M um ideal a esquerda de
RG, entao gm € M para todo g € G, assim 1t(gm) = gm para todo g € G e todo m € M.
Logo

n*(gm>=|lag;g‘%(g |G|Zg‘1g (|G|Z)m=1-m=m

geG

Agora, dado um elemento qualquer x € RG, entdo nt(gx) € M para todo g € G, logo
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7*(x) € M, assim Im(rc*) € M, donde segue também que (7*(x))? = 77*(x) seja qual for
x tomado em RG.
Por fim, dado m € M, veja que rt*(m) = m € Im(7*), logo M C I'm(7c*). U

Antes de apresentar um dos coroldrios do teorema de machske, precisamos de duas
definigdes:

Definicdo 6.13 Seja R um anel. Se R é anel de divisdo e além disso também é comutativo,

entdo dizemos que R é um corpo.

Defini¢ao 6.14 Seja R um corpo. O menor ntimero inteiro positivo n, caso exista, tal que
1 somado n-vezes é igual a zero, é chamado de caracteristica de R e denotada por char(R),

se tal ntimero n ndo existe, entio definimos char(R) = 0.

Corolario 6.15 Seja G um grupo finito e K um corpo, entdo o anel de grupo KG é semis-

simples se, e somente se char(K){|G].

Demonstragdo: Basta notar que |G| é inversivel em K se, e somente se |G| = 0, ou

seja, se, e somente se char(K) ndo divide a ordem do G, isto é, char(K) 1|G|. O

Usando o Teorema de Maschke juntamente com Teorema de Wedderburn-Artin,
somos capazes de caracterizar completamente os anéis de grupo KG, onde G é um
grupo finito e K um corpo tal que char(K) {|G|. De fato, pelo corolario acima KG é

semissimples, logo pelo teorema de Wedderburn-Artin
KG =M, (D;)xM,,(Dy)x ... xM, (D,)

onde m é um numero inteiro positivo, cada D; é um anel de divisao e para cada n;

inteiro positivo, M,, (D;) denota o anel de matrizes n; x n; sobre D;.
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7.1 Anéis Quociente

Seja R uma anel e I um ideal bilateral de R. Para cadar € Rdefina7={r+a:ae T}
e considere o conjunto A/I = U,cr{7}. Defina as seguintes operacées em A/I:
i. Adicdo: 7| + 7, = r; + 15, quaisquer que sejam 1,1, € R.
ii. Multiplicagdo: 71 - 7, = 111;, quaisquer que sejam 1,7, € R.
E possivel mostrar que as operacdes i. e ii. estio bem definidas e que A/I munido

com essas operacoes forma uma anel. Veja referéncia [3].
Observacao 7.1 Também é comum usar a notagio v = r+1.

Proposicdo 7.2 Nas condigdes da defini¢do acima, dados r1,r, € R, entdory —ry €1 se, e

somente se 1| =15.

Demonstragdo: De fato, assuma que r; —r, € I, logo existe r’ € I tal que r; —r, =1/,

assim r| =1, +r’, dessa forma ry +x =1, + (r' + x) € 7, Yx € I, logo 7; C 7,. Por outro

lado, ry =r; —1’,logo ry+x=r; +(x—r’) €7, Vx € I, logo 7, C 7. Portanto 71 =75.
Reciprocamente, se 71 = 1,, como r; € 17, pois r; = 1y + 0, entdo existe x € I tal que

r=1y+x,pois 1y €7y, logory —rp,=xel. O

7.2 Médulos Quociente

Seja R anel e M um R-moédulo. Seja N um R-submdédulo de M. Para cada m €
M, defina m = {m+n:n e N} e considere M/N = U,,cp{m}. Defina as seguintes
operagdes em M/N:
i. Adigao: my + m, = m; + m,, quaisquer que sejam my,m, € M.
ii. Multiplicagdo: r - m = rm, quaisquer que sejam r € R e m € M.

E possivel mostrar que as operacdes i. e ii. estdo bem definidas e que M/N munido

com essas operac¢des forma uma R-médulo. Veja referéncia [3].

Observacao 7.3 Também é comum usar notagido m = m+ N.
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Proposicao 7.4 Nas condigdes da defini¢cdao acima, dados my, m, € M, entdo my—m, € N

se, e somente se My = mi,.

Demonstragao: De fato, assuma que m;—m, € N, logo existe n” € N tal que m;—m, =
n’, assim my = my +n’, dessa forma m; +x = m, + (n’+x) € m,, Vx € N, logo my C ;.
Por outro lado, m, = my —n’, logo my + x =m; + (x —n’) e my, Vx € N, logo m, C m;.
Portanto my =m,;.

Reciprocamente, se m; = m,, como m; € my, pois m; = m; + 0, entdo existe x € N

tal que my = m, + x, pois my C my,, logo my; —m, =x € N. 0J
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