Trabalho de Conclusao de Curso - Bacharelado em Matematica

Autovalores do Laplaciano em
Superficies

Diego Sousa de Oliveira

&

Universidade Federal do ABC



Titulo: Autovalores do Laplaciano em Su-
perficies

Autor: Diego Sousa de Oliveira

Orientador: Prof. Dr. Sinué Dayan Barbero Lodovici
Coorientador: Prof. Dr. Marcus Anténio Mendonga
Marrocos

Trabalho de conclusdo de curso apresentado como requisito par-
cial para obtengao do titulo de Bacharel em Matemadtica pela Uni-
versidade Federal do ABC.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Welington Vieira Assungao
Universidade Federal do ABC

Prof. Dr. Daniel Miranda Machado
Universidade Federal do ABC

Santo André, 17 de Agosto de 2017.



SUMARIO

(1 Introducao] 7

[2 Autoestrutura do triangulo equilatero| 8

[2.1 Autoestrutura do laplaciano no triangulo equilatero com condicao de |

[ bordodeDirichletl . . . ... ... ... .. ... .. .. ... 8
[2.2  Autoestrutura do laplaciano no tridngulo equilatero com condigao de |
| bordode Neumann| . . . . . . .. ... ... ... ... 25
3 Autoestrutura dos Toros Planos| 31
[3.1 Espectro de uma Variedade Riemannianal. . . . . .. ... ... .... 31
[3.2 Espectrodo ToroPlano| . . . . . ... ... ... ... . ... . 32
[4 Relacao entre os Espectros| 43
[4.1 Espectro do triangulo equilatero vs. espectro do toro plano| . . . . . . 43
[> Consideracoes Finais| 46
6 Apéndice| 47
6.1 Variedades Riemannianas| . . ... .................... 47



AGRADECIMENTO

Agradeco a todos os que me ajudaram na elaboragao deste trabalho. Em especial, pe-
los auxilios, reunides, sugestdes e desenvolvimento do projeto, aos professores Sinué
Dayan Barbero Lodovic e Marcus Anténio Mendonga Marrocos. Agradego também
a equipe em geral da Universidade Federal do ABC, a qual possibilitou um curso
de qualidade e bem estruturado, além de uma boa infra-estrutura e profissionais
dispostos a atender os estudantes da melhor forma. Por fim, os familiares, amigos
e colegas das mais diversas turmas, por incentivarem, compartilharem momentos,

auxiliarem e estarem sempre presentes.



REsuMO

Este projeto aborda a autoestrutura do operador de Laplace no tridngulo equilatero,
sob as condig¢des de fronteira de Dirichlet e de Neumann, e nos toros planos vistos
como superficies riemannianas. Além disso, analisa-se os espectros e propriedades

destes dois objetos geométricos.

Palavras Chaves: laplaciano, tridngulo equildtero, toro plano, superficie rieman-

niana



ABSTRACT

This project covers the eigenstructure of Laplace’s operator in the equilateral trian-
gle, under Neumann and Dirichlet boundary conditions, and in the flat torus seen
as Riemannian Surface. Also it’s analysed the spectra and properties of these geo-
metric objects.

Keywords: Laplace’s operator, equilateral triangle, flat torus, Riemannian Surface



1 INTRODUCGCAO

Esta pesquisa pretende mostrar os métodos de resolucdo da equagdo diferencial
parcial que associa os autovalores e autofunc¢des do operador laplaciano em su-
perficies como o tridngulo equilatero, que é um subespaco conhecido do espaco
euclidiano bidimensional, e os toros planos que sao superficies nao triviais obtidas
por agdes de grupos livres, descontinuas e isométricas, necessitando o uso de concei-
tos mais gerais presentes na geometria riemanniana. Tal estudo tem relevancia em
diversas aplica¢oes como modelos fisicos que consideram taxas de variagdo através
de equagdes diferenciais, caso da equacdo do calor, por exemplo. Além disso, os
métodos de resolucdo de equacgdes parciais sdo amplos e complexos, dai qualquer
técnica desenvolvida pode ser o ponto de partida para resolugdo de outros proble-
mas e obtengao de outras aplicagdes.

A primeira parte do trabalho é dedicada a equagao de autovalores do laplaciano
( Au(x,y) = ku(x,y) ) sobre o tridngulo equilatero a fim de obter um sistema-base
de autofuncgodes, ortogonal e completo, para dois problemas distintos, variando as
restrigoes sobre a fronteira. O primeiro considera a condi¢do de bordo de Dirichlet
que basicamente impde que a solugdo se anule sobre os lados do tridngulo. O se-
gundo impondo a condi¢do de bordo de Neumann, ou seja, a derivada na diregao
normal em cada ponto do bordo deve se anular. Nesse sentido, a primeira parte do
texto esta subdividida em duas, uma para cada tipo de problema.

A segunda parte é com relagdo aos toros planos e estara relacionada ao apéndice, o
qual tem a finalidade de introduzir conceitos e no¢oes de estruturas diferenciaveis
em variedades riemannianas e a¢des de grupos. A partir dai, serdo determinados os
autovalores e autofung¢oes do operador laplaciano sobre os toros planos construidos.
Havera ainda uma aplicagdo mostrando como o conhecimento do espectro dos toros
planos bidimensionais podem fornecer informagdes gerais sobre os mesmos.

Por fim, a terceira parte estabelece uma breve relagao entre um toro plano bidimen-
sional e o tridngulo equilatero, associando os autovalores e os resultados obtidos nas
partes anteriores. Esta ultima é uma contribui¢do nova, bem como o detalhamento

de alguns resultados e demonstrac¢des das partes anteriores do trabalho.



2 AUTOESTRUTURA DO TRIANGULO EQUILATERO

2.1 Autoestrutura do laplaciano no triangulo

equilatero com condicao de bordo de Dirichlet

O estudo do operador laplaciano A tem diversas aplicagées no mundo da fisica
como por exemplo associa-lo a difusdo do calor sobre determinadas superficies.
Além disso, ele permite identificar informacdes sobre determinados objetos, como
propriedades de taxas variacionais ou mesmo determinar completamente uma su-
perficie s6 conhecendo dados que o operador em si fornece. A seguir serdo tratados
conceitos a cerca do operador A sobre o tridngulo equilatero.

Por espectro do tridangulo equilatero entenderd-se a caracterizagdo dos autovalores
do operador laplaciano aplicado sobre o espago de fungdes com imagem no corpo
dos reais (eventualmente no corpo dos complexos) e o dominio sendo a regiao aberta
delimitada pelos lados de tal tridngulo equilatero considerado. Além disso, a estas
fungées pode-se exigir que elas estejam definidas no bordo do tridngulo equilétero
sob determinadas condigdes.

Quando exigir-se que as fungdes se anulem na fronteira, tal restricdo serd chamada
de condigdo de bordo de Dirichlet e este serd o caso considerado nesta primeira parte.

O caso posterior que sera considerado é a restricdo conhecida como condigio de
bordo de Neumann que consiste impor que a derivada na direcao normal em cada
ponto da fronteira se anule.

Seja D a regido aberta de um tridngulo equildtero contida no plano. Denote ainda
por dD a fronteira de D e por D seu fecho. Sinteticamente, o primeiro caso (au-
tovalores do laplaciano com condigdo de bordo de Dirichlet) consiste no seguinte
problema:

Problema 1: obter valores reais k? e funcdes T : D —> R tais que:

2 2
(a) AT(x,v)+k*T(x,9) =0, ¥(x,v) €D, A = 8_ J

X2 +a—yz} (b) T 1op=0 (2.1)



2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Os ntmeros k? sdo justamente os valores que caracterizam o espectro de autovalo-
res, enquanto que as fung¢des T obtidas sdo denominadas de autofungdes. O item (b)
é justamente a condi¢do de bordo de Dirichlet.

Note que o problema acima é, ao mesmo tempo, obter uma caracterizagdo de
autovalores e autovetores (os quais estdo em um espago de fungdes), quanto ob-
ter a solugdo de uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem com condigao
inicial determinada.

Um processo comum de resolucdo de equagao diferencial parcial é o método de
separacdo de varidveis que consiste em supor que as solugdes T sao da forma se-
paravel T(x,y) = f(x)g(y). Contudo, nem sempre essa suposi¢ao funcionara ou
ainda pode ocorrer que ela funcione apenas sobre um outro sistema de coordenadas
distinto do cartesiano usual. A estratégia de resolugao sera justamente essa. Cons-
truird-se um referencial dito como ”“coordenadas triangulares”para entdo aplicar a
separacdo de variaveis. Além disso, as autofung¢oes terdo suas partes simétrica e an-
tissimétrica, em relacdo a certo eixo de simetria, analisadas de forma desmembrada.

Também é desejado ao final do problema obter um sistema ortogonal e completo,
ou seja, um conjunto de autofuncodes tal que qualquer solucdo arbitraria possa ser
expressa como combinacdo linear destas, permitindo uma forma mais elaborada de

caracterizar, identificar e analisar as autofung¢des dentro do espago de solugoes.

Coordenadas Triangulares

Considere D o tridngulo equildtero de vértices {(O, 0), (h,0), (%, @)} expressos em

coordenadas cartesianas usuais e com h > 0 (tridngulo equildtero de lado h e raio
interno r = % onde o raio interno € o raio da circunferéncia interna que tangencia
os lados do tridngulo nos pontos médios).

Defina por alturas os trés segmentos do tridngulo equilatero formados da seguinte
forma: a cada lado escolhido, toma-se o ponto médio deste lado e conecta-o ao
vértice oposto do tridngulo equildtero. Por exemplo, uma dessas alturas obtidas
€ 0 segmento que conecta o ponto (%, 0) ao veértice (%, @)

As “coordenadas triangulares”que serdo introduzidas sobre a regido fechada do
triangulo equildtero D basicamente consideram como origem o centro de D, sendo
as coordenadas (#,v,w) de um ponto P as distancias das proje¢des ortogonais de P
sobre cada altura. O uso das aspas é porque nao se trata de um sistema de coordena-
das a rigor, mas apenas uma forma de identificacdo dos pontos, usada para construir

uma mudanga de variaveis posteriormente.



2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Ou seja, a partir de cada altura, traga-se a reta ortogonal que passa por P e ¢ medida
a distdncia do ponto de interseccdo até a origem (centro). Enxerga-se u, v e w como
eixos, sendo que a coordenada associada tera valor positivo se estiver no segmento
da altura correspondente, entre a origem e o ponto de intersec¢do com o lado em
que esta altura se intersecta no ponto médio. O sentido oposto em relagdo a origem
indica decréscimo ou aumento no sentido dos valores negativos.

A ilustragao destas construcdes segue conforme Figura (2.1) a seguir.

h A

n u h
w

Figura 2.1: Representacdo de um ponto nos eixos referentes as coordenadas trian-
gulares, bem como identificagdo do tamanho dos lados e do raio interno
do tridngulo equildtero

Note que, no exemplo da figura, o ponto P tem coordenadas positivas nos eixos v e
w, enquanto que assume valor negativo no eixo u. Além disso, a altura associada ao
eixo u é formada pelos pontos do tridngulo onde v = w.

Tem-se entdo trés coordenadas (u,v, w) identificadas para cada ponto do tridngulo
equildtero, ao invés da representacdo usual (x,y) em coordenadas cartesianas. As

seguintes equagdes relacionam os dois sistemas de coordenadas:

u=r-y; v=—|x-7 +§(y—r); w=—|5% +§(y—r) (2.2)

A R A
Verifica-se u+v+w = 0 e que os lados do tridngulo sdo representadosemu =r,v =r
e w =r. Além disso, pelas dimensées do tridngulo, os valores de u, v e w variam no
intervalo [-2r,r], sendo que u = —2r (ou seja, v =w =7r), v = —2r (ou seja, u =w =17)
e w = —2r (ou seja, u =v =r) determinam a posi¢do dos trés vértices.

Tais relagoes podem ser verificadas por propriedades geométricas simples do plano

junto as relagdes obtidas em (2.2).
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Decomposicao Simétrica e Antissimétrica

Uma funcgio f : D — R é decomposta da seguinte forma:

fu,v,w)+ f(u,w,v) N fu,v,w)—f(u,w,v)

flu,v,w)= 5 5 (2.3)
Cada parcela é definida por:
fs(u,v’w):f(u,v,w)+f(u,w,v)_ fa(u}v,w):f(u,v,w)—f(u,w,v) (2.4)

2 ’ 2 ’
As funcoes f. e f, serdo chamadas de partes simétrica e antissimétrica de f, res-
S a
pectivamente. Logo f = f; + f,. Pode-se enxerga-las como partes simétrica e antis-
simétrica em relacdo ao segmento v = w (eixo u) do tridngulo.

Propriedades imediatas: (i) fi(u, v, w) = fy(u,w,v); (ii) fo(u,v,w) = —f,(u,w,v).

Proposi¢ao 2.1 f é nula sobre o bordo do tridngulo equilatero se, e somente se, f; e f,

também sdo nulas sobre tal bordo.

Demonstragdo: A volta é imediata, dai basta mostrar a ida.

Em coordenadas triangulares (#,v,w), o bordo formado pelos lados do tridngulo
equilatero é dado por u =1, v =r e w = r (cada um correspondendo a um lado).
Logo, por hipétese, tem-se: (a) f(r,v,w) = 0, para v e w arbitrarios; (b) f(u,r,w) =0,

para u e w arbitrarios; e (c) f(u,v,r) = 0, para u e v arbitrarios.

Caso (a):

Seja (r,v,w) um ponto arbitrdrio do lado u =r. Como f = f;+ f, e f(r,v,w) =0,
tem-se fi(r,v,w) = —f,(r,v,w) = f,(r,w,v). Por outro lado, (r,w,v) também ¢é ponto
do lado u = r, dai f(r,w,v) = 0. Logo f(r,v,w) = f,(r,w,v) = —f,(r,w,v). Juntando as

igualdades, conclui-se f;(r,v,w) = 0 e, a partir deste, que f,(r,v,w) = 0.

Caso (b):
Seja (u,r,w) um ponto arbitrario do lado v = r. Entdo f(u,r,w) =0, dai fi(u,r,w) =
—fao(u,r,w) = f,(u,w,r). Por outro lado f(u,w,r) = 0e —f(u,w,r) = fi(u,w,r) =

fs(u, r,w). Juntando as igualdades, tem-se f,(u,r,w) =0 e dai f,(u,r,w) = 0.

O caso (c) é analogo ao caso (b). O

Seja (&,1) o sistema de coordenadas dado por & = u e 11 = v —w, onde (u,v,w) sdo

11



2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

coordenadas triangulares. Nota-se que este referencial é ortogonal e define uma
mudanca de varidvel em D.
Entao, aplicando tal mudanga de variaveis, a equagao de autovalores do laplaciano
no sistema cartesiano dada por AT (x,y) +k>T(x,y) = 0 em D fica:
9? 0?
—T+3—T+k*T=0 (2.5)
0&? on?
Para uma fungao T definida em D, utilizard-se a notagdo T(x,y) para indicar que
T estd expressa no sistema cartesiano, T(u,v,w) para T expressa no sistema de co-

ordenadas triangulares e, por fim, T(&,#) para T expressa no sistema (&, 77) acima.

Proposicao 2.2 No sistema (&,n), T satisfaz a equagdo (2.5) se, e somente se, T; e T,

também a satisfazem.

Demonstracdo: Como T = T;+T, e a equagdo acima é linear entdo a volta é imediata.

Para a ida, note que se (u,v,w) é arbitrdrio em D e associado a (&,#), entdo (u,w,v)

pertence a D e estd associado a (&,-#), pois § =v—w,ouseja, -y =w—-veé =1u.
Defina em D a fungdo T por T(u,v,w) = T(u,w,v). Dai, em termos de & e 1, a

defini¢do equivale a T(&,7) = T(&,-1n). Usando a regra da cadeia chega-se a:

2 - 0? - 0?
(i) 8_52T(5’77) = a—ézT(é,—ﬂ); (i7) 8—1727"(6,17) = 8_112T(E’_'7) (2.6)
Logo, pela hipétese tem-se (2.7) e pelas relagdes em (2.6) chega-se a (2.8), ambas a
seguir:
0? 9?
a—ng(é,nH38—172T(E,17)+k2T(6,17) =0 (2.7)
2 9?2 y
el Em+ 33_,72”'5"7) +k*T(&,1)=0 (2.8)

Observe que, a partir de (2.6), a equagao (2.8) é na verdade a equacgdo (2.7) aplicada
a (&,—-n) ao invés de (&, 1), sendo que (&,77) pertence a D se, e somente se, (&,-1)
pertence a D, devido a simetria do eixo # em coordenadas triangulares.

Além destas propriedades, tem-se em coordenadas triangulares:

T(u,v,w)=T(u,w,v) =Ty(u,w,v)+ T,(u,w,v) = Ty(u,v,w) — T,(u,v, w). (2.9)

Logo T = T, - T,. Substituindo entdo esta relacdo em (2.8), fazendo T = T, + T, em

12



2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

(2.7) e somando ambas equagdes, sobra apenas uma equacao diferencial com termos
de T;. Dai conclui-se que Tj satisfaz (2.5). Para ver que T, satisfaz (2.5) basta ver que
T, =T —T,, aplicar em (2.7) e usar a linearidade e o que foi obtido hd pouco, ou seja,
que T; satisfaz (2.5).

O

Note que as proposi¢oes (2.1) e (2.2) mostram que T é autofungao (solucao) do
Problema 1 (reescrito usando coordenadas triangulares) se, e somente se, T; e T,
também forem autofungdes (solugdes). Isso permite analisar as aplicagdes da forma
T; e T,, bem como os autovalores associados, separadamente.

Suponha entdo, inicialmente, que as solugdes sdo separdveis, ou seja, da forma
T(&,m) = f(&)g(n) (em coordenadas triangulares T(u,v,w) = f(u)g(v —w) ). Além
disso, interessa-se achar solugdes nao identicamente nulas (pois a solu¢do nula é
trivial), dai supoe-se que T é ndo identicamente nula, logo f e ¢ também nao sdo
identicamente nulas e existe pelo menos uma tripla (4,v,w) € D com f(u) = 0 #
g(v —w) (consequentemente pelo menos numa vizinhanga T, f e ¢ ndo se anulam,
pois no minimo as solugdes tem que ter continuidade).

Aplicando T(&,1) = f(£)g(n) a equagdo ;—;T + 33‘9—]722T +k?T = 0, obtém-se sobre a

regido onde T ndo se anula:

ey :(3g”(17)+k2g(17)):az (2.10)
f(&) g(n)

Onde a? ¢ uma constante real, pois é uma igualdade em que um lado depende de
& e outro de 7.

A principio +a pode ser complexo, uma vez que o sinal da constante ndo esta deter-
minado (se a? for negativa, por exemplo, entdo +a tera parte imaginaria). Contudo
nao sera necessario se preocupar com este fato, pois da equagdo anterior extraem-se
duas equacodes diferenciais ordindrias, podendo obter suas solu¢des complexas e, a
partir de algumas propriedades, concluira-se que +a é de fato real. Dai, os elemen-
tos que num primeiro momento eram complexos, com possivel parte imaginaria nao
nula, sdo de fato reais.

As duas equagoes extraidas de (2.10) sdo, portanto:

k2 — a?
3

A mesma observagdo anterior vale para a constante real 2 definida acima. A

() f"+a’f=0; (II)g"+p*g=0; p*:= (2.11)

principio suas raizes da forma +f poderiam ter parte imagindria, mas assim como

13



2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

+a, mais tarde serd verificada que elas de fato ndo tem parte imaginaria.

Antes de resolver (I), note que, a partir das rela¢cdes de coordenadas triangulares e
cartesianas em (2.2), existe uma relagdo biunivoca entre as varidveis u = £ e y, dada
pelarelagioy =yp(§)=r—-Eoul =&(y) =r—v.

Definindo f(y) = f(&(v)), pela regra da cadeia, tem-se:

_d*fy) _d*fE)
- dy2 - déz

@) (-1)(-1) = f(&) (2.12)

Logo mudar a varidvel de & = u para y em (I) leva a equacao f”(y) +a’f(y) = 0,
cuja solugdo é da forma:

f(y) = Acos(ayp) + Bsin(ay) (2.13)

Observe que a fim de f assumir valores reais, como ainda nao é sabido se a tem
parte imagindria, o cos e sin acima sdo as fun¢oes generalizadas em C.
Defina:

8(1) +g(=1) (i) gu(1) = 8(1) ~8(=1) (2.14)

2 2

Com a defini¢do acima, segue que g = g;+g,. Além disso, como T = T;+T, obtém-se:

() &(1n) =

(a) Ts(&, 17) = f(‘f)gs(ﬁ)f (b) To(&, 77) = f(é)ga(ﬂ) (2.15)

Conforme visto, T é solu¢dao do problema inicial se, e somente se, T; e T, também
forem. Dai aplicando a separagdo de variaveis a T, a equagdo (I) em (2.11) se

mantém bem como sua solu¢do, enquanto que na equacao (II) troca-se ”¢g”por ”g,”,

usando (2.15)(a). Para T, é andlogo, a partir de (2.15)(b). Em sintese, também valem:

(I1).(a) g/ + B¢, = 0;  (II).(b) g + B8, =0 (2.16)

Dai serao obtidas as solug¢des do problema inicial sob a forma T; e T, separada-
mente, conforme desejado antes. Tais solugdes serdo ditas autofuncgoes simétricas e
autofungdes antissimétricas, respectivamente.

O passo seguinte sera lidar com as equagdes em (2.16), juntar com as informagoes

anteriores e aplicar as condi¢des de bordo do problema.

14



2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Construcao das autofungodes simétricas T;

Tem-se até o momento T,(&,77) = f(&)gs(n) e f(u(y f = Acos(ay) + Bsen(ay).

A solugao da equacao (II).(a) é:

gs(11) = Kycos(Bn) + Kasen(pn) (2.17)

Pela equagdo (2.14)(i) tem-se g(77) = gs(—#). Com isto, levando entao a igualdade
Kycos(Bn) + Kysen(pn) = Kycos(Br) — Kpsen(pn), visto que o cosseno € par e o seno é
impar. Dai, K;sen(pn) = 0. Tem-se entdo:

gs(11) = Kycos(B1) (2.18)

Além disso, em coordenadas triangulares sobre o vértice £ = u = —2r, tem-se v =
w =1, 0 que implica # = v—-w = 0. Assim, g(0) = K;. Como o vértice pertence
ao bordo, entdo T;(—2r,0) = 0, ou seja T se anula neste vértice, dai f(-2r) = 0 ou
g2:(0) = 0. Como estdo sendo buscadas autofung¢des nao identicamente nulas, ndo
pode ocorrer g,(0) = 0, caso contrdrio, K; = 0 e dai g seria identicamente nula.
Logo, f(~2r) = 0. Quando u = —2r, tem-se vy = r —u = 3r e f(3r) = 0. Dai segue a

relacdo:

f(3r) = Acos(3ar) + Bsen(3ar) =0 (2.19)

Também pela condi¢do de bordo nulo, sabe-se que a autofungao simétrica T; deve
se anular no lado u =r, sendo que, em D, para u = r ha valores arbitrarios de v e w,
implicando que os valores de # variam continuamente, ou seja, sobre & = u = r hé
pontos onde g; ndo se anula, implicando que f(r) deve se anular nestes pontos. Para
u=r,tem-se p =0 e dai f(y) = f(0) = 0 em tais pontos e isto leva a concluir que

A =0, a partir de (2.13). Dai, aplicando em (2.19), chega-se a:

Bsen(3ar)=0 (2.20)

Como f nao pode ser identicamente nula, entdo B # 0 e dai 3ar = nl, | € Z. Ou
seja, a = 73?—;, leZ.

Juntando as informacGes, tem-se:

Ty(u,v,w) = ZBlsen(a(r— u))cos(f(v—-w));, a= :—rl; a’+ 3/52 = k2 (2.21)
leZ
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Como Blsen(g—rl(u - r)) = Clsen(g—l(u —7)+ nl) = Clsen(’;—f(u + 2r)), entdo (2.21) pode

7
ser reescrito como:

2
Ty(u,v,w) = ZClsen(Z—i(u + 2r))cos(ﬂ(v -w)); (73{—;) + 3[32 = k? (2.22)
leZ

Basicamente, autofung¢oes T, variam com os coeficientes C; os quais estao associa-
dos a forma da combinacdo linear.

Deseja-se obter um sistema-base ortogonal e completo de solugées. Dai, seria in-
teressante perguntar-se se cada termo Ty ;(u,v —w) := sin(g—rl(u + 21’))605(/3]-(1} —w))
poderia ser um elemento desse sistema ou, se ndo puder ser, pelo menos alguma
combinacdo linear de elementos dessa forma. Até porque o subconjunto de inteiros
M nao é conhecido. Esse serd justamente o proximo passo a ser analisado.

Parav =r, segue darelacio u +v+w=0quev—w = u + 2r. Assim:

T p,j(u, (1 +2r)) = sen lg—i(u + 2r)l cos[Bi(u + 2r)] (2.23)
Defina:
tj(u) = senlg—i(u+2r)] cos[f(u +2r)] (2.24)

Suponha que uma autofungdo A, seja uma soma finita de termos da forma T e
portanto, pela condi¢do de bordo nulo para v = r (e por simetria em relagdo ao eixo

u, também para w = r) deve-se ter }_ t,j = 0.

Serd argumentado que ndo é suficiente que A, seja expresso como uma ou duas
parcelas destes termos a fim de atender as condi¢des desejadas. Contudo com trés
parcelas ja serd possivel. Ou seja, no final a menor autofuncao, que podera expressar
outras solugdes T; (como em (2.21) ), a partir de combinagdes lineares de termos da

sua forma sera:

As(ulvrw) = Ts,l,l(u’ (v —w)) + Ts,m,Z(ur (v - w)) + Ts,,n,3(u’ (v-w)) (2-25)

Caso 1: Ay(u,v,w) =CT;1(u,(v-w)), CER"

Trivialmente verifica-se que tal fung¢do ndo é identicamente nula sobre v = r. Pois,

7l
3r

nao é identicamente nula, variando o valor de u no intervalo [-2r,r], a menos que

sobre este lado, chega-se a relacdo Ct;(u) = sen[ (u+ 2r)]cos[ﬁ1(u + 2r)], a qual

I=00up = %, n € Z, porém nesses casos A; seria identicamente nula.
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Caso 2: Aj(u,v,w) = C1 Ty 1 (1, (v —w)) + Cy Ty 10 (1, (v —w)), Cyp,Cp € RY; |I] = |m]
Il = = _ : 7'(12 32_717?12 32_k21
Note que se |l| = |m| entdo |B;| = |B,], pois (5) +3p7 = (?) +3p5 = k°. Isto
permitiria juntar as duas parcelas numa s6 levando ao caso 1. Por isso faz-se a
restricao |I| = |m|.
Sobre v = r, um dos lados do bordo, a autofunc¢ao deve se anular. Juntando com

propriedades trigonométricas, tem-se:

Citi(u)+ Cotyo(u) = % (sen [(g—rl + ﬁl)(u + 2r)] +sen [(g—f - B ) (u+ 2r)])+
+ %(sen[(%—’r’”‘+ﬁ2)(u+2r)]+sen[(¥—ﬁz)(u+2r)])
=0
(2.26)
A menos que |I| = |m| (com isto |f;| = |B,]), a funcdo que estd sendo multiplicada

por % é linearmente independente em rela¢do a fun¢do multiplicada por % em

(2.26). Como o caso considerado é |I| # |m|, entdo tal independéncia implica que,
para satisfazer (2.26), é necessario C; = C, = 0, dai A, seria identicamente nula, caso

este descartado.

Caso 3: A(u,v,w) =C T 11 (u,(v—w))+ Co T, o (1, (v—w)) + C3 T ,, 3(1, (v —w)) , com

Cy,Cy, C3 € R, sendo que |I| = |m| = |n| = |]]

Pelo mesmo argumento realizado no inicio do caso 2, se ocorresse a igualdade entre
dois ou mais valores, em mddulo, dentre inteiros I, m e n, recairia no caso 1 ou 2.
Dai a restricao || = |m| = |n| = |1].

Primeiro suponha que C; = C, = C3. Este caso envolve muitas contas e verificagoes,
por isso, delimitard-se a uma explicagdo simpldria, para focar apenas no processo
envolvido.

Usando uma ideia similar ao caso 2 sobre v = r, tem-se ao todo oito possibilidades
de fazer t;+t, ,+t,3 = 0. Contudo, todas levarao essencialmente a mesma forma de
solucdo, rearranjando os termos e posi¢oes. Portanto, argumentara-se apenas para

uma delas, a qual leva as seguintes relagdes:
!
(I) 57 +B1=—%5+PBs
(1) 5 =B =-%5¢ -2

() 5 =Bo=-57—Ps

(IV) I+ m+n =0 (assim [ pode ser expresso em termos de m e n)
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

(V) Br—B2= @
(V) B1+pr=g;(m=1)

As trés primeiras relagodes estdo associadas a escolha de uma das oito possibilidades
mencionadas e (IV) é uma consequéncia facilmente verificada. A relacdo (V) é obtida
somando (I) com (III) e usando —n = I + m (equivalente a (IV) ).

2 2
Além disso, das condi¢Ges [731—5] + 3/)’12 = [”3—’:1 + 3[3% = k2, rearranja-se a primeira

igualdade e tem-se: [%]2 (m2=12) = 3(B1—P2)(B1+B2) = "(”rl+l)(/51+/3’2). Dai, da relacao
2 _ZZ

m = (m+1)(m—1), chega-se a (VI).

Por fim, (V) e (VI) fornece um sistema linear permitindo encontrar f; e §,. Dai,
substituindo em (I) ou (III), acha-se f3. Com isso, é possivel expressar k2. Em suma,
tem-se:

_ _] -
ﬁ1=wi /52:71(1; )1 ﬁ3=¥ (2.27)

k? 2 [n]2(lz+m2+n2)— 4 [E]z(m2+mn+n2) (2.28)

27 271

A ultima igualdade estd dizendo que, nessa forma e nessas condig¢des, os autovalo-

r

res dependem s6 de n,m € Z.
Notando agora que se pelo menos duas das constantes dentre Cy, C, e C5 forem

distintas pode-se escrever A; como:

As(u,v,w) = Cy( Ts,l,l(ul (v—w))+ Ts,m,Z(ut (v—w))+ Ts,n,3(ut (v-w)))+P (2.29)

Sendo que P é uma parcela no formato do caso 1 ou do caso 2. Assim, a primeira
parcela com fator C; satisfaria a condigdo do bordo conforme visto acima, contudo
P falharia.

Com isso, fazendo C; = C, = C3 =1 as autofung¢des simétricas A, que satisfazem o

problema e que irdo compor um sistema-base de solugdes sdo da forma:

" (u,v,w) =Ty 11 (1, (v—w))+ T po(tt, v —w)) + T, 3(0t, (v —w)); | =—m—n (2.30)

E deve satisfazer a restrigao |I| = [m| = |n| = |1|.
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Observacao 2.3 Decorre da relagido | + m+n = 0 que tal restrigdo é violada se, e somente
se, ocorrer um dos casos a seguir: (i) m = 0 (equivalentemente | = —n), (ii) n = 0 (equi-
valentemente | = —my), (iii) m = —2n (equivalentemente | = n), (iv) n = —2m (equivalen-
temente | = m), (v) m = —n (equivalentemente | = 0) ou (vi) m = n (equivalentemente
| =-2n=-2m).

Combinando as relagdes em (2.27) e (2.30), junto a propriedades trigonométricas

m,n
pode-se expressar Ty~ como:

""" (u,v,w) = sen(g—i(u+2r))cos(ﬂ('gr_”)(v—w))
+ sen(g—’r”(u+2r))cos(n(gr_l)(v—w)) (2.31)
+ sen(%(u+2r))cos(n(lg_rm)(v—w))
T"" = %{sen(%—f(lu+mv+nw+3lr))+sen(29—f(nu+mv+lw+3nr))
+ sen(%—f(mu+nv+lw+3mr))+sen(29—’:(mu+lv+nw+3mr)) (2.32)
+ sen(%—f(nu+lv+mw+3nr))+sen(29—’:(lu+nv+mw+3lr))}

Construcao das autofungoes antissimétricas T,

E um processo totalmente andlogo ao anterior. Agora usa-se a equagao (II).(b) em
(2.16) para obter que g,(77) = Csin(pn).

Dai supode-se que as autofungdes T, se comportardo como T; e verifica-se que satis-
faz as condi¢oes do problema tratado.

Assim, defina:
7l
T,1,j(u,v —w):=sen [g(u + 2r)l sen[f;(v—w)] (2.33)

2
Com [ € Z e f; sujeitas a condigdo [g—;] + 3[3’]2 = k?. Dai, com as mesmas expressoes
para fBj e k? em (2.27) e (2.28), juntamente a [ + m + n = 0, chega-se, de maneira

analoga, as autofungdes antissimétricas que irdo compor o sistema-base:

T, " (u,v,w) := Ty (v —w)+ Ty po(t,v —w) + T, 5 (u, v —w) (2.34)

De fato, as fung¢des envolvidas sdo trigonométricas e se comportam como as que
foram consideradas nas autofung¢des simétricas, anteriormente. Assim, conclui-se
que a combinagdo linear satisfard o problema somente a partir de trés parcelas

m,n 7 . ~ m,n . .
no formato de T, " ou um maultiplo ndo nulo de T,"", visto que deseja-se apenas
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

autofungoes ndo identicamente nulas.

Por fim, também deve-se impor a condicao |I| = |m| = |n| = |l|, visto que quando
ela é violada, volta-se ao caso de duas parcelas ou uma parcela, os quais foram
descartados. Assim, como I +m+n = 0 ainda é satisfeita, permanece vdlida também
a observacao 2.3.

Logo, uma solugdo da forma antissimétrica T, é, em geral, uma combinacao linear
dos termos de (2.34).

Combinando (2.27) com (2.34), junto a propriedades trigonométricas pode-se ex-

m,n
pressar T, "~ como:

T,"" (u,v,w) = sen(?—i(u+2r))sen(#(v—w)
+ sen(g—’f(u+2r))sen(n(gr_l)(v—w)) (2.35)
+ sen(%(u+2r))sen(n(lg_rm)(v—w))
T,"" = { (9—" lu+mv+nw+3lr)—cos( nu+mv+lw+3nr))
2

cos(g— mu +nv+lw+ 3mr))

cos(zg—" nu+Ilv+mw+ 3nr)) —cos( (lu+nv+mw+ 3lr))}

(mu+lv+nw+3mr)) (2.36)

+ +

£TC
9r

£TC
9r

Identificacao do sistema-base de solucoes

Algumas observagoes sao imediatas. Por exemplo, a partirde [+ m+n =0 e da
equacao (2.32) tira-se que T,""" = T,""". De (2.36), tem-se T, = —T,"". Logo, sobre
. ~ , . ~ m,n . .
quaisquer permutacgdes ciclicas de (I, m,n) as autofungdes T; ~ se equivalem, assim
como as autofuncédes T,”" (a menos de um sinal). Dai, também observa-se que T,""",
—n,m+ L] —m,m+ —m=rn, G x ~ M
T, T o T e T s30 autofungdes equivalentes a menos
do sinal. O mesmo ocorre com T,”", T, ™™, T, """ T, pomobn o oo
Como a combinacao linear das autofung¢des também é autofuncao, entdo o sinal
é irrelevante. Com estas observagdes pode-se considerar apenas as autofungoes
. R m,n o sy m,n .~ . ~
simétricas T; ~~ e antissimétricas T, ", que irdo compor o sistema-base de solugdes,
com (m, n) satisfazendo n > m > 0, uma vez que os pares de inteiros (m’,n") descar-
tados correspondem a autofungdes que seriam linearmente dependentes em relacdao
as que sobram ou entdo (m’,n’) é um descarte ja realizado na observacdo 2.3, a qual
foi visto posteriormente que valia tanto para as autofun¢ées simétricas quanto as

antissimétricas.
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Apos todas as consideragdes, sobra o seguinte sistema de autofungdes:

B={T"";n>m>0}U{T,"";n>m> 0} (2.37)

Sendo que, para cada autofuncao associada ao par de inteiros (m, 1), tem-se o auto-
valor k? expresso por:
4 [m)?
2 2 2
=—|—| (m +mn+n 2.38
Argumentara-se que B determina um sistema-base, ortogonal e completo, de solugoes

do problema inicial.

Ortogonalidade

Defina o seguinte produto interno real: (f, g) := IID fgdA. Ou seja, ao tomar f,g €
B, o que estd sendo feito essencialmente é a integracdo da funcdo fg em toda a
extensao do tridngulo equilatero.

Fazendo f # g, com f,g € 3, pode-se escrever o produto f g com base nas equagoes
(2.32) e (2.36) e efetuar a integracdo sobre D sem nenhum grande empecilho (é
apenas uma verificagdo extensa visto que o formato das autofung¢des sao longos,
assim como o cédlculo das integrais), verificando-se que (f,g) = 0. Logo o sistema é
ortogonal. A ortonormalidade pode ser obtida normalizando a norma induzida por

este produto interno.

O teorema a seguir servird para construir retdngulos formados por tridngulos equiléteros

refletidos a partir de D e para analisar a completude 5.

Teorema Fundamental de Lamé

Teorema 2.4 (Teorema Fundamental de Lamé) Suponha que T : R> — R possa ser

representada por soma de fungdes trigonométricas, no seguinte formato:

N
T(x,y) = Z(A,-sen(/\,-x + Wy + a;) + Bicos(Aix + piy + B;)); Af + ,ui2 = k% Vi
—

1

Entdo:
(i) T(x,y) é antissimétrica sobre qualquer reta que se anula.

(i1) T(x,v) é simétrica sobre qualquer reta na qual sua derivada normal %—Z se anula.
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Demonstrag¢dao: Comegando pelo item (i):

Seja L uma reta tal que T ;= 0. Construa um novo sistema de coordenadas or-
togonal (x,y’) onde o eixo de y’ esta na direcao de L. Para tal, basta efetuar uma
translacao até algum ponto de L e uma rotagao da forma 7 -6, algum 6 € [0, 7 ].

Assim, neste novo sistema, tem-se L = {(0,y’) | y” € R}. Rearranja-se entdo a ex-

pressdo T(x,y) para este novo sistema, da seguinte forma:

N

N
T(x',y") = Zv,-(y’)sen(/lgx’) + Zwi(y’)cos(/\l’-x’)

Sendo, A} = Ajsen(0)—p;cos(0);  p. = Aisen(0)+picos(0); vi(y’) = Cicos(u.y'+di);
e w;(y’) = Cisen(p;y’ + ;).

C; e ¢; sdo, respectivamente, amplitudes e dngulos de fase apropriados. Decorre
imediatamente que (A})? + (p})? = k? .

Aplicando a hipétese T 1= 0, tem-se T(0,y’) =0, Yy’ € R. Dai,

N N
Y wip)=0,¥y eRe ) Cisin(py'+¢;) =0, ¥y’ e R

i=1 i=1

Pode-se juntar as parcelas dos senos tais que os y; possuem mesmo valor absoluto

e reescrever a propriedade acima como:
M
. ) Vi Vi
E stm(yi]_y +¢i)=0,Vy eR

j=1
Satisfazendo |]/li].| # |, | sempre que k # j. Dai, a soma acima engloba apenas senos
linearmente independentes, implicando K; = ... = Kj; = 0. Além disso, para os valo-
res de i tais que y; tem um mesmo valor absoluto |yi].|, para certo j, os A; associados
p A : 72 N2 — 1.2

também tém um mesmo valor absoluto |/\i].|, visto que (A;)” + (y;)° = k°. Logo para
tais valores de i, as fung6es cos(A;x’) sao na verdade a mesma, ja que o cosseno é par.

Portanto:
N

M
Zwi(y')cos()\gx') = ZK]- sin(,ugjy' + i) cos(A;x") =0
i=1 j=1

Sobra entdo T(x’,y’) = Y v;(y’)sen(A x’), a qual é antissimétrica sobre cada ponto

1
(0,v") € L, devido a imparidade do seno, ou seja, T(x,y") = -T(-x",y’)
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Item (ii):

O argumento é totalmente andlogo, se for tomada L como sendo uma reta onde a
derivada normal se anula em cada ponto. Na expressao de T como duas somatoérias
no novo sistema, ao invés de a segunda se anular como no primeiro caso, conclui-se
que a primeira delas é que se anula. Isso porque quando a expressao é derivada, a
somatdria com os termos cos(A’x’) passa a aparecer na primeira posigao.

Conclui-se entdo que T(x',y’) = } w;(y’)cos(A x’). A simetria em relagdo a reta L
i
(onde a derivada normal se anula) segue do fato que o cosseno é uma funcéo par,

logo T(x,y") = T(—x",y’).
U

O resultado acima na verdade é mais geral, expressando T como série de fun¢oes
trigonométricas ao invés de uma somatoéria finita. Porém deseja-se aplica-lo as

~ m,n m,n z JoR . . c s 4 . .
autofungoes T; " e T, ", dai a somatoria finita ja é suficiente.

Corolario 2.5 Dada uma fungdo T como no teorema anterior, definida num dominio
delimitado por uma regido de um poligono P e que se anula sobre seu bordo (resp. 3—5,
derivada na dire¢do normal em relagdo ao bordo, se anula), entdo T (resp. ‘g—z) também se
anula sobre o bordo de qualquer poligono congruente a P, obtido por reflexdo de um dos

seus lados.

Em particular, o corolario diz que é possivel estender o dominio D das autofungées
do problema através de reflexdes sobre os lados do tridngulo equildtero, obtendo
assim novos tridngulos equildteros com condi¢do de bordo nulo.

Antecipando o problema que sera estudado na sequéncia do texto, a condigdo de
bordo de Neumann sobre os lados do tridngulo equildtero serd justamente uma
restricdo em que a derivada na dire¢dao normal de uma autofungdo deva se anular.
Assim esta mesma ideia de reflexdes também permanecerd vélida, o que facilitarad

correlacionar estas ideias do problema atual para o posterior.
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Completude

O argumento para se verificar a completude do sistema B em (2.37), ou seja, qual-
quer solugdo pode ser expressa como combinagdo linear das autofungdes deste sis-

tema, basicamente estd contido na construgao das duas figuras a seguir.

Figura 2.2: construgao de um retdngulo a partir de reflexdes no tridngulo equilétero
e suas mudancas de sinal causadas nas autofuncées T, "

Figura 2.3: retdngulo construido a partir de reflexdes no tridngulo equilatero e suas
mudangas de sinal causadas nas autofungoes T,

A Figura 2.2 mostra como se comporta a mudanca de sinal de uma autofuncgdo
simétrica do sistema em relacdo aos eixos de simetria dados sobre a altura v = w
de cada tridngulo equildtero e em relacdo as reflexdes sobre os lados, conforme
consequéncia do corolario anterior, pela condicao de bordo nulo. A Figura 2.3 é
o andlogo para autofungoes antissimétricas do sistema.

Logo o retdngulo formado, delimitado pelos lados em vermelho, tem condi¢ées de
bordo nulo para as autofuncdes anti-simétricas. Ja para as autofungdes simétricas,
ele tem condi¢do de bordo nulo exceto nos lados de linha tracejada, os quais valem
a condicao de Neumann, onde a derivada na dire¢do do normal se anula (ao derivar
uma autofunc¢do simétrica no eixo de simetria, ela passa a se comportar como uma
autofuncao antissimétrica neste eixo, de modo anédlogo a demonstracao do teorema

fundamental de Lamé).
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Sabe-se ainda do problema no retangulo que é possivel determinar um sistema
completo, em qualquer destes casos de condi¢do de bordo, conforme a referéncia
[12]].

Dai, nota-se que as autofungdes construidas no problema do tridngulo equilédtero
sdo exatamente restricdes de autofunc¢des do problema no retangulo, mediante as
propriedades de simetria nas linhas internas e nos lados gerados pelos tridngulos
equildteros sobre a regido retangular.

O processo para construir autofunc¢ées do problema do retangulo que levem em
conta as condi¢des nos bordos e nas linhas internas formadas nas figuras recairia
nas mesmas construcdes das autofungdes para o tridngulo equilatero.

Em suma, se houvesse alguma autofuncao simétrica ou antissimétrica no sistema 3
que nao tivesse sido considerada, entao ela seria uma restricio de uma autofuncgdo
no retdngulo (o qual sabe-se determinar a completude) e que satisfaria as restri¢des
sobre o bordo e sobre as linhas internas, levando assim que tal autofuncdo seria
gerada pelo mesmo processo do tridngulo equildtero e, portanto, teria que ser uma

combinacgdo linear de elementos em B, o que termina a argumentacao.

2.2 Autoestrutura do laplaciano no triangulo

equilatero com condicao de bordo de Neumann

O problema de Neumann que serd tratado sobre o tridngulo equildtero basica-
mente envolve a mesma equacdo diferencial parcial, porém agora exige-se que uma
autofuncao sobre o bordo tenha sua derivada normal nula, ao invés da fun¢ao em si
se anular como no problema anterior. O método de solugao serd bastante analogo.

Em suma considera-se o seguinte problema:
Problema 2: obter valores reais k* e fungoes T : D — R tais que:
(a) AT(x, )+ k*T(x,9) =0, V(x,v) € D; (D) ‘;—f(p) =0, VpedD (2.39)
O item (b) é justamente chamado de condi¢do de bordo de Neumann. Ele também
possui um resultado analogo para a proposi¢do (2.1), ou seja, uma autofungao T
satisfaz a condi¢ao de bordo de Neumann se, e somente se, T; e T, a satisfazem. A
demonstragao é similar, considerando as derivadas normais ao invés das fungoes
originais, e as propriedades simétricas e antissimétricas de T e T, respectivamente.
Dai, juntando a proposi¢do (2.2), novamente serd possivel estudar as partes T; e T,

como autofunc¢des isoladamente.
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Da mesma forma que no primeiro problema, sera usado o método da separagdo de
varidveis, ou seja, supor que uma solugdo T satisfaz, para determinadas fungodes f
e g, a relagdo T(u,v,w) = T(&,n) = f(&)g(n). Assim, como a equagdo diferencial é
a mesma do problema anterior, permanecem validas as relagdes e equagdes obtidas
de (2.10) a (2.16).

Construcao das Autofuncoes Simétricas T;

A equacgao obtida em (2.17) também vale, visto que ndo depende da condi¢do do

bordo do problema. Juntando entdo com (2.13), segue as seguintes informacgoes:

(@) To(&,1) = f(E)gs(n); (b) f(p) = Acos(ay) + Bsen(ay); (c) g(17) = Kycos(n) (2.40)

A fim de lidar com as equagdes (b) e (c) em (2.40), serd considerado o sistema (v,1)
lembrando que &(y) = r —y ou, se preferir, y(£) = r — . Dai, como consequéncia,
segue que Ty(y,n) = f(y)gs(q) é a expressao de T no sistema (y, 7).

Como o eixo u coincide com o eixo onde v = w, entdo sobre o lado inferior do
triangulo D (lado sobre o eixo y) tem-se que (u,v,w) = (0,0,0) é um vetor do eixo
u, o qual é ortogonal em relacdo a tal lado. Este vetor corresponde a v = (v,,v,) =
(r —u,v —w) = (r,0) no sistema (y,#). Além disso, o ponto p = (&,71) = (r,0) é o
ponto de intersec¢do do eixo v = w (eixo u) com o lado considerado e corresponde
ao ponto (yg,1o) = (r—r,0) = (0,0) no sistema (y,#). Assim, pela condi¢ao de bordo

de Neumann, obtém-se:

T, (9T, IT; B
(9_1/(0'0)_ (Ta—y‘FOW)(O;O)—O (2.41)
Com isso:
f'(0)g(0)=aB=0 = a=00uB=0 (2.42)

Caso 1: a # 0, ou seja, B=0

Primeiro obtém-se f(y) = Acos(ay) e, a fim de T; ndo ser identicamente nula, deve
valer A = 0.

Agora serd usada a condig¢ao do bordo sobre o vértice u = —2r, que esta tanto sobre
o lado w = r quanto o lado v = r. Considere-no sobre o lado w = r, dai é necessario

encontrar um vetor v’ na dire¢do ortogonal em relacdo a este lado. Tal vetor deve

26



2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

estar, portanto, sobre o eixo # = v (eixo w). Fazendou =v =reusandou+v+w =0,
chega-se que (r,r,—2r) corresponde a um desses vetores desejados e equivale a (r, 37)
em coordenadas (y,7). Sendo v’ = (1, 3r) e notando que o vértice u = —2r equivale ao

ponto (3r,0), entao:

T, [ 9T, T, 3
av,(?)r, 0) = (T’a—y + 37’5)(37’, O) =0 (243)
Ou seja:
rf(3r)gs(0) + 37 f(37)g/(0) = —aAsen(a3r) = 0 (2.44)

Como —aA # 0, conclui-se a3r =7tl, | € Z, ou seja, a = 731—5, leZ.

Juntando as informagdes tem-se como solug¢do:

Ty(u,v,w) = Z Ajcos(a(r—u))cos(f(v-w));, a= ;(_i; a’+ 3/%2 = k> (2.45)
leMcZ

M C Z indica apenas que a solu¢do é uma combinacdo linear.
Como A; cos(g—rl(u - r)) =C cos(g—rl(u —7)+ nl) =C cos(g—rl(u + 2r)), entao (2.45) pode
ser reescrito como:

2
T,(u,v,w) = Z Clcos(g—l(u+2r))cos(ﬁ(v—w)); (n_l) +3ﬁ2:k2 (2.46)

r 3r
leMcCZ

Caso 2: a =0

Obtém-se entdo f(y) = A # 0, cuja solugdo é da forma T;(u,v,w) = Ccos(f(v —w)).
Note que para a = 0, T, coincide com o formato em (2.46), fazendo M = {0} e Cy = C.
Com isso, pode-se considerar que todas as solugdes ja estdo consideradas em (2.46)

tomando um subconjunto de inteiros M e constantes C; adequadas.

Observacgio 2.6 Note que no caso em que a = ff = 0, tem-se k? = 0 associado a autofungdo
simétrica Ty(u,v,w) = C, ndo nula para C = 0 e claramente satisfazendo as condigdes de
bordo. Ou seja, as aplicagdes constantes serdo solugdes e dai pode-se acrescentar como
autofungado do sistema de solugoes o elemento (T;)o(u,v,w) = 1, fato este que ndo ocorria

no problema 1.
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

De modo similar ao problema anterior, deseja-se encontrar autofun¢oes elementa-
res da forma T; que componham o sistema-base de solugées. Ou seja, obter quais as
autofungdes simétricas com a menor quantidade de parcelas que sejam linearmente
independentes e tais que as demais solu¢des sejam combinagoes lineares delas ou,

se preferir, combinagoes de parcelas no seguinte formato:

2
Ti1j(u, (v-w)):= cos(?—i(u + 2r))cos([5j(v—w)), (Z—rl) +3/5].2 —k% 1eZ, Bi€R (2.47)

Estas aplicagdes sdo fungdes trigonométricas que se comportam de modo muito si-
milar as fung¢des consideradas no problema 1, da mesma forma que as derivadas na
direcao normal em cada ponto do bordo. Dai, segue de modo totalmente andlogo
que a combinac¢do de uma e duas parcelas ndo é suficiente, sendo necessarias trés
parcelas multiplicadas pela mesma constante. Dai, como no problema anterior,
conclui-se que as autofungoes simétricas que irdo compor o sistema-base de solugoes

sao da forma:
Tsm,n(u’ v,w) = Ts,l,l(ur (7} - w)) + Ts,m,Z(uf (v - w)) + Ts,n,3(uf (v - w)) (2-48)
Adicionadas as propriedades:

(m—n) mti(n—1) _ n(l-m)

T
-0 = —; =, = 2.49
@1+men=0; () =" ) po="0 g =S (209
Sendo que cada T;"™" est4 associada a um autovalor k? na forma:
4 17)?
k,%w = E[?] (m? + mn + n?) (2.50)

Conforme a observacgdo 2.6., para o autovalor k(%,o = 0, convencionara-se TSO’0 =1,
como representante das autofung¢des constantes.

Além disso, excluindo a solugdo para m = n = 0, que foi obtida como um caso a
parte, as solucdes restantes ficam entao sujeitas as mesmas restri¢oes de pares (11, 1)

presentes na observagao 2.3.
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Logo, ao juntar as propriedades, as autofun¢oes simétricas T.,"" com (m,n) = (0,0)

satisfazendo as devidas restri¢des sdo da forma abaixo:

" (u,v,w) = cos(g‘—rl(u +2r))cos(n(rgr_”)(v—w))
+ cos(g—T(u+2r))cos(n(g;l)(v—w)) (2.51)
+ cos(3r(u+2r))cos( (lg_m)(v—w))

Usando propriedades trigonométricas obtém-se uma forma alternativa:

2

T,"" l{cos(g—”(lu +mv + nw+3lr))+cos( (nu+mv +lw+ 3nr))
cos.(29 an
2

mu+nv+lw+3mr))+co ( (mu+lv+nw+3mr)) (2.52)

+ +

r( 9r
cos(g—”(nu +1lv+mw+ 3nr))+cos(9—"(lu +nv + mw + 3lr))}

Construcao das Autofuncées Antissimétricas T,

De forma analoga a todos os procedimentos realizados até o momento, valerao as
identidades em (2.49) e (2.50) (bem como restri¢des aos pares (#1, 1) na observagao

2.3) associadas as seguintes solugdes que irdo compor o sistema-base:

&

l(u + 2r))sin(—n("91r_n)( - ))
(u+2r))sin(n(gr_l)(v—w)) (2.53)

(1w +2r))sin (25" (v - w))

<
g

T,""(u,v,w) = cos(

(SN

COS(

+ +
2
N %|§ =

O-)l:l w

COS(

Alternativamente:

ik

T,"" {sen(9—" (Iu + mv + nw + 31r) )—sen( nu+mv+lw+3nr))
b 2

o
(

J o

sen( mu+nv+lw+3mr))—sen( (mu+lv+nw+3mr)) (2.54)

+ o+
S ‘*°|
95 |

sen( nu + v+ mw + 3nr))—sen( (lu +nv+mw + 3”))}

Identificacao do sistema-base de solugoes

Considerando as restri¢des aos pares de inteiros (1, n) e descartando autofungdes
linearmente dependentes como foi feito no primeiro problema, sobra o seguinte

sistema de solugoes:

B={T"";n>m>0}U{T"™";n>m>0}u{T> (2.55)
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2 Autoestrutura do tridngulo equildtero

Ortogonalidade e Completude de 5

A ortogonalidade (e por normalizac¢do, ortonormalidade) é verificada exatamente
a partir do mesmo produto interno definido no problema 1.

Para a completude, basta notar que as reflexdes devido ao Teorema Fundamental
de Lamé continuam valendo, porém agora sobre o caso em que a derivada normal
se anule sobre o bordo.

Com isto em mente, o argumento é o mesmo do problema anterior a partir dos
retangulos delimitados pelos segmentos em vermelho obtidos por reflexées, con-
forme figuras a seguir. As linhas tracejadas sdo as que as autofun¢des mencionadas

tem a derivada normal nula e, nas linhas continuas, a autofuncdo se anula.

T, J Y I

AR /N ’
N R S Y L
~ / I /
VA ~o F N
’ . + Ao . 17
’ I \ RS PO S A
/7 4+ : =+ \\ P -+ ~ o \ 1,

/

Figura 2.4: construgao de um retangulo a partir de reflexdes no tridngulo equilatero
e suas mudancas de sinal causadas nas autofungées T, "

/ .

- . . . e . -*--------

Figura 2.5: retangulo construido a partir de reflexdes no tridngulo equilétero e suas
mudancas de sinal causadas nas autofungoes T, "

30



3 AUTOESTRUTURA DOS ToroOs PLANOS

3.1 Espectro de uma Variedade Riemanniana

Deseja-se estudar o laplaciano nos toros planos. Nesta parte, os conceitos presen-
tes no apéndice sdao primordiais para compreensao. A abordagem a seguir provém

de variedades riemannianas em geral e se particulariza para os toros planos.

Definig¢do 3.1 (espectro e autoespa¢o de uma variedade riemanniana) Seja K um
corpo (reais ou complexos). O conjunto Specg(M,g):={1eK:3f M —K,Af = Af}
é dito espectro da variedade (M, g). Pode-se escrever simplesmente Spec(M,g) quando
nao houver ambiguidades no contexto utilizado. Para cada A € Spec(M, g), o conjunto
E,:={f:M —K|Af = Af} édito autoespago do autovalor A.

Serd utilizado Spec(M, g) paraK=Cese Af = Af, diz-se que f é autofuncao.

Teorema 3.2 Seja M uma variedade riemanniana com métrica g e suponha que para
cada i € N existam subespacos vetoriais V; de C(M) tais que:

(1)) VieN,JA, eR, tal queVf e V;, Af = A;f.

(i1) S := ) V; é densa em C(M) na topologia de L2(M) (L? integraveis em M).

Entdo S;IJGte(M,g) ={A;:i €N} eos V; sdo os auto-espagos correspondentes aos A;.
Demonstragdo: Pode-se supor sem perda de generalidade que V; = {0},Vi € N. Su-
ponha que exista algum A € Spec(M, g) distinto de todos os A;. Logo o auto-espago
E, é ortogonal aos subespagos V; e isso contradiz a densidade de S. Com isto, tem-se
Spec(M,g)={A;:ieN}.

Pelo item (i) da hip6tese é imediato que cada V; estd contido em E).. Suponha que
haja f € E,,/V;. Dai f é ortogonal a V;. Por outro lado, f também ¢ ortogonal a V;
para j # i, pois V; C E),. Em suma, f € ndo nula e ortogonal a todos os V;. Pelo
mesmo argumento usado antes, isso contradiz a densidade de S. Portanto V; = E,;
O

Observagido 3.3 Os niimeros A aqui fazem o papel dos valores —k? relacionados aos auto-

valores nos problemas do tridngulo equilatero visto anteriormente. Além disso, como uma
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

variedade riemanniana é identificada com sistemas de coordenadas (parametrizagdes),
a definigdo do operador laplaciano A ndo é um conceito imediato, existem nogoes mais
avangadas para defini-lo e generaliza-lo. Contudo no caso dos toros planos, objeto de es-
tudo deste trabalho, o operador laplaciano se comporta praticamente idéntico ao usual,

em R", conforme serd visto. Dai ndo serd necessario entrar em detalhes mais avangados.

3.2 Espectro do Toro Plano

Sera visto como construir um toro plano em dimensao #, o qual tem a propriedade
de ser difeomorfo ao toro T" = S x...xS!, uma variedade riemanniana obtida como
variedade produto das circunferéncias unitérias S' com métrica natural induzida
em R? (denotar4-se a métrica produto em T”, assim obtida, por g7 ). Além disto,
cada toro plano serd localmente isométrico ao R” (como o laplaciano é um operador
diferencial, ele é também um conceito local e o fato de um toro plano ser localmente
isométrico ao R" vai de encontro a observacdo 3.3).

Tal construgdo tem como objetivo central determinar o conhecimento do espectro
dos toros planos e, posteriormente, verificar que em dimensao n = 2 o conhecimento

do espectro determina um dnico toro plano.

Defini¢ao 3.4 (Reticulados em R") Seja {ey,...,e,} uma base qualquer de R" e con-
sidere o conjunto I' = Zey + ... + Ze,, , ou seja, I é formado por elementos da forma

miey + ...+ mye,, com m; € Z. Entdo I é dito um reticulado do R".

Uma consequéncia imediata desta definicdo é que I' é um subgrupo do grupo
aditivo (R",+), sendo possivel definir uma ag¢do descontinua sobre R" da seguinte
forma: para cada g €' e cada v € R” define-se g% v := v + ¢ (denota-se g * v simples-
mente por gv).

Verifica-se nos passos adiante que * € uma acgdo propriamente descontinua, livre e

isométrica sobre R".

(i) * é uma acgdo.

A agado para cada elemento do grupo fixado é um translagdo e, portanto, um
difeomorfismo. Além disso, como o vetor nulo é o elemento neutro do grupo,
entdo a agdo pelo neutro é a aplicacdo identidade. Por fim, dados g,h el e
veR", tem-se g*(h*v)=g*(v+h)=v+h+g=v+(g+h)=(g+h)=*v.
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

(ii) * é propriamente descontinua.

Seja0=gel eveR" Tome U = Bs(v) (bola aberta de raio 6 centrada em v)
com o6 = 1/2. Entdo g(U)NU =0, pois g(U) = Bs(v + ) e a distdncia entre v e

v + g é no minimo 1 ja que g é translacdo inteira ndo nula.

(iii) = age livremente.

Pois para0=gel eveR" segue que g*v=v+g=v.

(iv) = age isometricamente.

Pois a agao de cada elemento é uma translacao, que obviamente define uma

isometria.

Logo (R"/T, gr) com gr = go/T, em que gy é a métrica natural de R", forma uma

variedade riemanniana obtida por agdo de grupo e munida da métrica quociente:

(80/T)1p)(1,v) = (g0)p( (d7ey) ™ (w), (d7e,) ™ (v) ); V[p] € R/T, Yu,v € Typ)(R/T)  (3.1)

Sendo que 7 : R" — R"/T é a aplicacgdo projecdo, m(p) = [p] =T + p, a qual é um
difeomorfismo local.

Definigdo 3.5 (Toro Plano) Cada variedade riemanniana R"/T munida da métrica quo-

ciente gr denomina-se um toro plano (de dimensdo n).

Observacao 3.6 O fato da métrica em um toro plano ser da forma em (3.1) relacionando
as métricas das variedades via um difeomorfismo local 1 tem como consequéncia imedi-
ata que os os toros planos n-dimensionais sdo localmente isométricos a R", conforme se
desejava verificar para poder assumir o conceito usual do operador laplaciano A, via uma

identificagcdo natural de coordenadas.

O seguinte resultado mostra que todos os toros planos (numa dada dimensao fixa)
sdo equivalentes no sentido de variedades diferencidveis (a equivaléncia como vari-

edade riemanniana ndo serd verdadeira em geral).

Teorema 3.7 R"/T é difeomorfoa T"

Demonstragio: Seja f : R” — R" dada por f(p) = (€21, ...,e*™ %), p = (x1,..., X,,).

Tem-se f|,) constante, daf a aplicacdo g : R"/I — " por g([p]) = f(p) estd bem

ooy

definida com 7 = {62"1"‘ : x € R}, o qual é difeomorfo a T! =Sl e, portanto, 7" é
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difeomorfo a T". Basta entdo verificar que g é um difeomorfismo. Uma estrutura
diferencidvel para R"/I" é formado por uma restri¢do da aplicagdo projecao da forma
roid |y=1 |y (sendo U qualquer das regides do reticulado que contém exatamente
um representante de cada ponto). Ja uma estrutura diferenciavel para R" é formado
pela identidade {id}. Com isso, compostas envolvendo f, id, 7 |y e seus inversos
formam difeomorfismos, dai segue que g também é. O

Com isto se tira propriedades topoldgicas, como o fato dos toros planos serem com-
pactos. O conceito a seguir sera bastante util a analise do espectro de um dado toro

plano.

Definicdo 3.8 (Reticulado Dual) Para cada reticulado T C R", chama-se reticulado
dual de T o conjunto I'" = {x e R" : Vy e I, (x,p) € Z}.

Proposicido 3.9 (Propriedades de T*) Se T é reticulado de R", entdo T também é um

reticulado de R" e, além disso, (I'")* =T.

Demonstragdo: Seja = {ey,...,¢,} base de I'. A ideia é mostrar que é possivel formar
uma base p* = {e},...,e;,} para I'" tal que (ej,¢;) = 9;;. De fato, para {dey, ..., de,} base

dual de {ey,..,e,}, tem-se de;.e; = 9;;, que € o produto de uma matriz linha de; da

1]’
forma [ay,...,a,,] por um vetor coluna e;, quando expressos na notagao matricial sobre
a base B. Ou seja, definindo ¢ = (ay,...,a,) na base B, entdo de;.e; coincide com o
produto interno usual (¢], ¢;), logo de;.e; = <e;, e;) = 0;j. Com isso o conjunto " estd
construido e decorre imediatamente que * = {¢j}’_; é base de R".

Deseja-se verificar que é base também de I'* sobre o anel Z. Dado x = i nie; €I
n n =1
eej €I tem-se (x,¢j) = (.Z nie;,ej) = .Z n;0;j = n; € Z. Como os elementos de I' sdo
combinacoes de escalarels:ilnteiros dosl:\}etores {ej};l:l, entdodadoy €T, (x,p) € Z.
Por fim, um processo repetido permite construir {e}*}" , tal que <e}f*, e;) = 0;j e dai

conclui-se que e;* = ¢j, obtendo (I'")* =T. O

O seguinte resultado de analise, demonstrado na referéncia [14], sera util.

TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS: Sejam K um espago topologico compacto de
Hausdorff e A uma subalgebra de Cc(K) (ou seja, A é subespago vetorial de C(K)) tal
que:

(a) A separa pontos (ou seja, Vx,y € K, com x =y, Age A, g(x)=g[v));

(b)A contém as fungdes constantes;

(c)A é fechada por conjugagio complexa (VY f € A,]_‘ c€A);

Entido A é denso em C¢(K)
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O resultado a seguir é um dos objetivos mencionados.

Proposi¢do 3.10 (Espectro de um toro plano) Seja M = (R"/T, gr) um toro plano dado.

Entdo:

(a) A € SpecM se, e somente se, existe x € I'* tal que A = 471c%|x|%. (dai multiplicidade

de A é quantidade de vetores x do reticulado dual que satisfazem tal igualdade).

(b) Cada autoespago E, admite como base as fungoes da forma f, : M — C, com
f([p]) = —e2™ %) onde x € T* satisfaz A = 47c%|x|%.

Demonstragdo: Primeiro é facil notar que as fungdes f, estdo bem definidas, pois
se y’ é outro representante de [y] entdo y' =y + v, onde v € . Como x € I'* tem-se
(x,v) = n, algum n € Z e com isto f,([y]) = —e> ) = _g2miluy)2nmi — _p2milxy),
Além disso o laplaciano é uma nogdo local e sobre o corpo C se comporta como
o laplaciano usual sobre R, ja que envolve apenas as derivadas de segunda ordem.
Conforme observado anteriormente a partir das observagoes (3.3) e (3.6), o opera-
dor A também se comporta da mesma forma sobre M. Em torno de cada ponto
[v] € M é possivel tomar uma vizinhanca U[y] tal que a aplicagdo de projecao 7 seja
uma um difeomorfismo (pois 7 é difeomorfismo local). Como 7 faz 0 mapeamento
Y = (V1Y) P [(¥1,...,v,)] nesta vizinhanga, entdao pode-se escrever Af, nestas co-
ordenadas como:
n 2F
M) =Y Ty, o= foriyy (3.2)

2
e

Assim f, : U[y] ¢ R" — C é a expressio de f, sobre a regido mapeada por U[y], a
qual sabe-se calcular o laplaciano de forma usual. Sendo x = (xy,...,x,,) em coorde-

nadas cartesianas, tem-se:

n
~ 27 Z XiYi
i=1

fe(y)=—e (3.3)

Logo:

n

n 2 ﬂiixi ; n T Y XY
NAOE Za_(; y]"“z[Z"f ]ez S _wlhP A G

2
j=1 ayj j=1

Fazendo A = 47%|x|?, tem-se Af, = Af,, dai f, é autofuncdo e também estd provada

a volta do item (a) da proposigdo.
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Note que hd uma quantidade enumeravel dos A tais que A = 47?|x|* para algum
para x € I'", pois o reticulado I'* é enumerdvel. Logo é possivel indexd-los como
sendo Aj, para j € N. Defina entdo 4; := {fx s x]? = Aj , j € N. Nao é dificil ver
que A; ¢é finito. Serd mostrado que cada conjunto A; é hnearmente independente. O
argumento ¢ por indugdo sobre a quantidade de autofungdes em A;.

Para {f,} C A;, tem-se A; = {f;} com f, # 0 e portanto A; é linearmente indepen-
dente.

Suponha que k — 1 autofung¢des de A; quaisquer sejam linearmente independentes

k

(hipotese de indugdo). Supondo ) c]fx = 0 combinagao de k autofuncgdes distintas,
j=1

o objetivo é mostrar que as constantes cy,...,¢x se anulam. Dai serd comprovado que

k autofungdes de A; sdo linearmente independentes. Tem-se:

k k k-1

Z cjfe([¥]) = Zc]ezm“‘f’?) = —cp e xy) Zc]-ezm<"j'?> =0 (3.5)

j=1 j=1 j=1
Logo:

k-1 k-1 k-1

27'(1(xk,y) Z Q2milxy) = — che%zi(xj—xk,y) __ ijx]‘—xk (3.6)

:1 ]':1 ]':1

Tomando o operador A dos dois lados tem-se:

>~

-1
0=- c]-4712|x]- —xk|2fx]._xk (3.7)

—.
I
—_

Pela hipétese de indugao c; 47z2|x —x¢|> =0, 0 que implica ¢c;j=0,paraj=1,.,k-1.
Pelas relagdes em (3.6) também se obtém c; = 0, conforme se desejava mostrar.

Defina V; := spanA; o subespaco gerado pelas autofun¢des de A;. Entdo tem-se
dimV; = |A | = nj, algum inteiro n;. A ideia agora € utilizar o teorema (3.2) sobre os
subespagos Vi. O item (i) do teorema ja esta satisfeito, resta provar o item (ii).

Para tal prova, serd usado o Teorema de Stone-Weierstrass.

A somadireta S = ) V;éclaramente uma subélgebra de Cc(M), pois dados f,g € S
jeN
eceC tem-se A(cf+g) =cAf+Ag = Ajcf+Arg, logo (cf+g) € VidV, C S. Além disso

como fy([y]) = -1, ¥[y] € M, entdo o conjunto {cfy : c € C} C S contempla todas as
fungoes constantes. Por fim, dado f, € S, tem-se ]Tx([y]) = e 2milxy) — _2mi(-xy) oy

seja, f, = f_ € S e com isto conclui-se que S é fechado por conjugacio complexa.
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

Com isto, pelo Teorema de Stone-Weierstrass, S é denso em C¢(M), isto é, tem-se o
item (ii) do teorema (3.2).
Conclusdo: SpecM ={}; : jeN}e V; = E,, Vj€eN, oque termina a prova.
O

Observacao 3.11 Note que no resultado acima f, € E/\]. & fye E/\]., pois |x| =|—x| e
Aj= 41%|x|? > 0. Dai, se A >0, tem-se x # 0 e, portanto, a multiplicidade de A; é par.
Além disso, Ey ={cfy : ceC}.

Note que hd uma desvantagem em relacao aos problemas no tridngulo equilatero,
pois 1a mostrou-se um método para construir as autofun¢des, enquanto aqui foi
assumido de antemao o conhecimento das autofunc¢des, bastando apenas verificar

que elas satisfaziam as condi¢des do problema.

Lema 3.12 (isometria de reticulados e toros planos em R?) Sejam T e T’ reticulados

em R? isométricos (no sentido de espagos com produto interno). Entdo:
(i) T* e (I'")" sdo isométricos.
(ii) T e (I'") geram toros planos isométricos.

Demonstragao: (i) Se I' = Ze; + Ze, entdo I'" = ZTe, + ZTe, para alguma isometria T
(em particular uma aplicagdo linear) e que satisfaz (e;, e;) = (Te;, Tej). Além disso,
os reticulados duais sao como na proposigao (3.9), com bases {e],¢e5} e {(Te;)", (Te,)*}
para I'" e (I')" respectivamente. Dai ((Te;)", Te;) = 6;; = (ej,¢;) = (T(e}), Te;), 0 que
implica (Te;)" = T(e}). Logo I' = Ze] + Ze; e I" = ZT (e]) + ZT (e}), assim T também é
uma isometria entre os duais.

(ii) Basta considerar a aplica¢do que leva cada [p] em [Tp], a qual determina uma
isometria entre os toros planos, visto que eles estdo identificados por coordenadas
de maneira natural através da aplicagdo projecao m (verificacao simples). O

Observe que ndo ha nenhum empecilho para generalizar este resultado em R”,
porém o objetivo daqui em diante é verificar que toros planos em dimensdo 2 com

mesmo espectro sao isométricos, o que ndo serd verdade em geral para dimensdo n.

Lema 3.13 Seja T = Ze; + Ze, C R? um reticulado e v € T um vetor ndo nulo de compri-

mento minimo. Entdo existe z€ T tal que I = Zv + Zz

Demonstragdo: Dentre as possibilidades, um reticulado I' é determinado pelos dois
menores vetores em I' que sejam linearmente independentes. Se I' = Ze; + Ze,, para

uma base {ej,e,) € R?, entdo fazendo r = maxf{|e;|,|e,|} + 1 a bola aberta de raio r e
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

centrada na origem B,(0) contém os vetores eq, e, e v (este ultimo pela hipdtese de
ter o menor comprimento do reticulado). Assim B,(0) contém no minimo um vetor
linearmente independente a v. Como B,(0) contém um numero finito de vetores
do reticulado I', pode-se entdo escolher z como o menor vetor que seja linearmente

independente a v (mesmo que haja mais de uma possibilidade de escolha). O

Defini¢ao 3.14 Para cada v € R?, denota-se por R[v] um referencial ortonormal do

plano cujas coordenadas sdo definidas por (x,v), e satisfazem v = (|v|,0),.

Pode-se enxergar R[v] como um sistema de coordenadas ortonormal cujo eixo x esta
na direcdo e sentido positivo de v. A defini¢ao, contudo, permite dois referenciais
R[v] distintos (os dois que alternam o sinal da coordenada vy, ou seja, os dois sentidos
da reta ortogonal a v). Isso ndo serd um problema pois, para os resultados a seguir,
nao fara diferenca escolher um ou outro, podendo entdo considerar R[v] um destes

referenciais previamente fixado.

Lema 3.15 Para cada reticulado T C R? obtém-se a forma T = Zv, + Zv, com v, € T de
comprimento minimo a > 0 e v, = (b, by),, em R[v,] satisfazendo by € [0,a/2] e by > 0.

Em particular o resultado se aplica aos reticulados duais.

Referencial R[vs]

Va

ajf2 a

Figura 3.1: ilustragao dos vetores v, e v, mencionados no lema (3.15) e expressos no
referencial R[v,].

Demonstracdao: Tome v, um vetor de comprimento minimo em I' e considere o

referencial R[v,]. Pelo lema 3.13 existe z = (zy,2,),, tal que I' = Zv, + Zz. Pode-se
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

considerar z, > 0 (sendo troca-se z por —z). Além disso z; € [na—a/2,na+ a/2] para
algum n € Z. Logo o vetor z—nv, estd em I' e é da forma (xo, z),, com x, € [~a/2,a/2].
O vetor z—nv, também forma base junto com v,, pois satisfazem v, = 1v,+0(z—nv,)
e z=1(z—-nv,) + n(v,), ou seja é possivel expressar os vetores da base {v,,z} como
combinagGes inteiras dos vetores {v,, (z—nv,)}. Se xy € [0,a/2], toma-se v, =z—nv, e
esta demonstrado. Suponha que x( € [-a/2,0], entdo considera-se a base {(-v,),(z -
nv,)} e o referencial R[-v,]. Dai basta tomar v, = —v, e v, = v, = z—nv, e entao

' = Zv, + Zv, satisfaz as condigoes do lema. O

Corolario 3.16 Cada reticulado T C R? ¢ isométrico a um reticulado expresso na forma
[ =7Z(a,0)+Z(by,b,) onde a é o comprimento do menor vetor de T, by € [0,a/2] e b, > 0.
Em particular cada toro plano esta associado a um reticulado cujo dual é isométrico a um

reticulado da forma acima.

Demonstragao: Expresse I' = Zv, + Zv, como no lema anterior. Dai |v,| = a. Basta
entdo considerar a isometria de rotacao que leva v, em (4,0) (pode ser vista como
rotacdo do referencial R[v,]). Tal rotagdo levard v, a um vetor com coordenada do
eixo x em [0,a/2]. Caso a coordenada do eixo y deste vetor seja negativa basta fazer
uma reflexdo no eixo x (outra possibilidade é escolher o outro referencial da forma
R[v,] ja que ele possuia duas possibilidades que alternavam o sinal da coordenada

v, conforme ja foi observado anteriormente). O

Referencial usual

Referancial Rvs] =l

Figura 3.2: ilustragdo do corolario (3.16)
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

Lema 3.17 Sejam T eI’ dois reticulados do R? tais que Spec(R?/T, gr) = Spec(R?/T”, g)
e v, = (a,0) € I* N ([")* satisfaz a = |v,| = VAy/(21), com Ay > 0 0 menor autovalor nio
nulo do espectro. Suponha ainda que I = Zv, + Zvy, e (I')* = Zv, + Zv,, com v, = (by, by)
ev, = (b}, b)) satisfazendo by, b} € [0,a/2] e by, b} > 0. Nestas condigoes, obtém-se v, = v,
e (R?*/T, gr) = (R*/T, g).

Demonstracao:

Note que para x € I'*, tem-se |x| = \//\—j/(Zn), para algum autovalor /\]-, assim v, é um
vetor de comprimento minimo de I'". Analogamente v, é um vetor de comprimento
minimo de (I")*.

Seja b = |vy| e b’ = |v;|. Nao ¢ dificil verificar que v, ¢ o menor vetor linearmente
independente com relagdo a v, em I'*. De fato, na regido [—a,a] x [-b, ] os Unicos
vetores que sao linearmente independentes com relacdao a v, sdo I'" v, e +(v,—v,) e
vale | + (v, —v,)|> = b? +a? = 2bya > b? + a® — 2(a/2)a = b? = | + v, |%.

Observe também que os menores vetores de I'* possuem tamanhos ordenados por
0<a<(2a)<..<(ma) <b<|v,—v,| <|vy,+ v, para algum inteiro positivo m.
Tamanhos esses biunivocamente associados aos autovalores, pois eles tem a forma
A = 47c%|x| para x € T*.

Nao pode ocorrer b < b’, pois dentre b < v, —v,| < |vy+v,| (tamanhos vizinhos), caso
ocorresse b < b’, haveria ao menos um deles que ndo estaria associado a nenhum
autovalor de Spec(R?/T’,gr/). Da mesma forma, b < b’ ndo ocorre e dai |v}| = v, .

As propriedades a seguir em I'* e v,também valerdo de forma totalmente andloga
para (I')* e v}.

Propriedade 1: 0 < (v,,v,) < a®/2

De fato, 0 < (v,,v,) = abcosO com 6 € [0,7t/2] pois v, e v, estdo no mesmo qua-

drante. Além disso bcos6 é o tamanho da projecao do vetor v, sobre o eixo x, logo

bcosO < a/2 e dai segue a segunda desigualdade.
Propriedade 2: b* < |vy, —v,|* < a? + b?

Como (v,,vp) = %(lval2 +|vp|2 — v, — v4|?) entdo pela propriedade anterior obtém-se
2

0 < S(|val? +Ivpl? — v, — vp)?) < & Dai —a® < b% —|v, — v;|* < 0. Somando —b? a todos

os membros e posteriormente multiplicando as desigualdades por —1, chega-se ao

resultado.

Além de +(v;—v,), podem haver outros x = av,+pv; no reticulado I'* que satisfagcam
a propriedade 2. Pergunta-se: quais os x desta forma tais que b < |x|? < a® + b*?

Sabe-se que +(v, —v,;) e v, sdo as respostas imediatas. Serd verificado se existem
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

outras. Note que a estimativa b? < |x|? < a®+b? é bem restrita, dai pela ordenacao dos
menores autovalores feita no inicio do problema e pelo fato dos vetores do reticulado
serem sempre combinagdes inteiras (ou seja os tamanhos dos vetores dao saltos rela-
tivamente grandes) entdo (v, + v;,) é a maior combinacdo inteira que pode satisfazer
a tal estimativa. Assim as solugdes estarao confinadas em {+v},, (v, — v,), (v, + v,)},
vetores associados a autovalores vizinhos na ordenagao do espectro. Pode-se entdo
descartar quaisquer outras possibilidades.
Em particular, deseja-se que |x|?> = |av, + fvp| < a® + b>.
2b2

Como |av, + pvy| = a?a® + 2ap{v,, vy) + f?b?, chega-se em:

Pap = a2a2+2aﬁ(va,vb)+ﬁ2b2—a2—b2 <0 (3.8)

Para f fixo, o discriminante da equagdo de segundo grau p, g = 0 em a, denotado

a?b?(8-3p42) Assi d . 1 S5
——5——. Assim, para todo f inteiro tal que |f| > 2, tem-se

por Alg, satisfaz Aﬁ <
p? > % e, portanto, Ag < 0. Neste caso, o polindomio p, g atinge um valor maior que
zero em seu ponto de minimo, contradizendo a desigualdade (3.8).

Dai s6 sobra que g € {1,-1,0}. Pode-se descartar p = 0, pois nesse caso teria-se x
multiplo de v,, o qual é descartado. Tanto x quanto —x servirdo de solugdo, entdo
pode-se considerar sem perda de generalidade p = 1 e fazer o valor de « variar, o
qual deve ser ndo nulo, ja que x = v}, ja era solugao.

2

Com isto, pa, = a?a® + 2a(v,,v,) —a® < 0, ou seja, a’a® —a® < —2a(v,, v)

Casol: a<0

2 : :
Tem-se a’a® — a®> < —2a(v,,v}) < —2a%, o que implica a>(@>-1+a)<0eessa

desigualdade s6 tem solugdo para a € {0,—-1}. Como a < 0 s6 sobra a = -1, dai

X = -v, +vp, 0 qual ja era solugdo.

Caso 2: a>1

2 2.2

Daif a?a® - a® < —2a{v,,vp) < 0, pois (v, vp) > 0. Isto implica a?a® —a® < 0 a qual,
neste caso, s6 é verdade para @ = 1. Com isto a?a® —a? = 0 < —2a{v,,v;) < 0, con-

cluindo v, e v}, ortogonais. Logo v, —vy| = v, + vp|.

Conclusio: a inequagdo b? < |x|* < a® + b?, ou seja, b? < 4—22 < a? +b?, onde A
é o autovalor correspondente a x, sé tem solugdo para um dos casos: (i) quando
x = +(vp —v,); (ii) quando x = +vy; (iii) quando x = (v, + v,) com v, e v, ortogonais.
Analogamente para v, no reticulado (I'’)".

Assim o vetor (v, —v,) (ou entdo o vetor v;) é igual a uma das solugdes x menciona-

das em (i), (ii) ou (iii).
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3 Autoestrutura dos Toros Planos

(i) Suponha que v, —v, = +(v, —v,). Entdo v, = v, ou v, +v; = 2v,(2a,0) (este ultimo
nao ocorre, pois violaria a imposigao b, b; > 0). Também nao ocorre v, = (v}, — v,)

visto que violaria 0 < by, b; < a/2.

(ii) Pelo mesmo motivo acima v, — v, = v, ndo ocorre. Suponha agora v, = +v,

esta igualdade s6 vale para v), = v, visto que b, bj > 0.

(iii) Suponha v, — v, = £(v, + v},) com v, e v, ortogonais, ou seja, v, = (0,b,). Entao
v, — v, = 2v, = (24,0) (contradigao pois isso leva a b] = 2a violando 0 < b; < a/2) ou
v, = —vy, (isso viola by, b} > 0). De maneira analoga ao que ja foi feito em (i) e (ii)

também nao ocorre v, = (v}, +v,).

. . ~ 7
Assim, quaisquer solugoes levam a vy, = v;. O

Agora ja é possivel enunciar o ultimo resultado central desta parte o qual afirma
que, em dimensao 2, toros planos distintos provenientes de um mesmo espectro sdo

na verdade o mesmo a menos de isometria.

Proposicdo 3.18 Se Spec(R?/T, gr) = Spec(R?/T’, gr), entdo (R*/T, gr) e (R*/T’, gr/) sdo
1sométricos.

Demonstragdo: O reticulado dual I'* é isométrico a um reticulado I} como no co-
rolério (3.16). Dai pelo lema (3.12), tem-se que I} e (I'")* = I' sdo isométricos, bem
como os toros planos T; = R?/I} e R?/T gerados por eles.

Analogamente existe I, isométrico (I'")* como no corolario (3.16), com T, = R?/T; e
R?/T’ sendo toros planos isométricos.

Basta entao provar que T e T, sdo isométricos.

De fato, como T; e T, possuem mesmo espectro, com I e I, sendo os reticulados
duais associados a estes toros obedecendo ao formato do corolério (3.16), entdo T} e
T, estao nas condig¢des do lema (3.17) . Logo T} = T5.

O
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4 RELAGCAO ENTRE OS ESPECTROS

4.1 Espectro do triangulo equilatero vs. espectro do

toro plano

Embora os problemas no tridngulo equilatero e nos toros planos tenham sido trata-
dos de forma separada, serd visto que para certo toro plano, os autovalores tenham
muita forma muito similar (é possivel entdo que haja uma relagao mais direta, con-
tudo a andlise a seguir ficara restrita apenas ao formato dos autovalores).

Se T = Ze, +Ze, é um reticulado do R?, entdo os pontos de I' determinam cépias do
paralelogramo obtido pelos vetores da base e; e e;. Em outras palavras, dado x €T,
0s pontos X, x+e1, x+e, e x+e; +e, em I’ determinam a regido de um paralelogramo

congruente ao que é formado a partir dos vetores e; e e;.

A

’ . ® ®

° d o o
y 4

® e 1 e ® ®

5
. - . . -
o ® ® ® ®

Figura 4.1: ilustragdo dos paralelogramos delimitados por pontos do reticulado I

Quando é construido o quociente T = R?/T, cada regido delimitada por um desses

paralelogramos em R? forma um conjunto contendo exatamente um representante
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4 Relagao entre os Espectros

dos elementos de T, desde que exclua o lado superior e o lado a direita do paralelo-
gramo por ja estarem identificados com os lados inferior e a esquerda (analogamente
pode-se optar em excluir os lados inferior e a esquerda e ficar com os lados superior
e a direita). Assim, pode-se enxergar o quociente T como uma constru¢ao que iden-
tifica todos esses paralelogramos como sendo um tnico (que pode ser por exemplo
o formado pelos vetores da base). E justamente esta ideia que est4 representada na
figura 4.1 .

Com isto em mente, o reticulado natural a se tomar para relaciond-lo ao tridngulo
equilatero D, do inicio do trabalho, é fazendo e; = (h,0) e e, = (ﬂ ‘fh) pois os pontos
de chegada de e; e e, determinam, junto a origem, os vértices de D. Assim, neste
reticulado, a regido cinza da figura 4.1 passa a ser um paralelogramo que é composto
de dois tridngulos equiléteros refletidos pela diagonal menor.

Impondo a condigdo de bordo do problema original do tridngulo equildtero (Diri-
chlet ou Neumann) sobre os lados e a diagonal menor neste paralelogramo, continua-
se com o problema original, porém agora com dois tridngulos de tal modo a valer as
propriedades de simetria e reflexdo das autofuncgoes.

Observe também que estas restri¢des sobre o toro plano T ndo seriam condigdes
de bordo, mas sim imposi¢des a mais ao problema, o que ndao mudaria a forma dos
autovalores A que foram obtidos no espectro.

Com todas estas consideragdes, ¢ natural de se esperar que os autovalores k2, , nos
problemas do tridngulo equildtero tenham ligacdo com os autovalores A obtidos a
partir de T, com a escolha de e; e ¢, feita anteriormente.

Para verificar isto, € necessario conhecer o reticulado dual I'* = Ze] +Ze’,. Conforme
visto na demonstragao da proposigdo 3.9, para determinar e] e e; basta encontrar a
base dual de {ey, e,}.

Fazendo f; = % \}Tlh] ef,= [O \fh] os funcionais lineares expressos como matriz

linha na base canonica, verifica-se facilmente que fi(e;) = 6;;. Logo {fy, f,} € a base

dual de {ej, e;}. Com isso, tem-se €] = (}l, \fh) ee;= (0, ﬁ)

Assim um elemento x arbitrario do reticulado I'* estd biunivocamente associado a

um par de inteiros (m,n), sendo da forma:

1 —-m+2
x:xmyn:me§+ne§:—(m,u) (4.1)

"V

Dai o autovalor A("" associado a Xu,n NO espectro de T satisfaz:

1672
3h2

A1) = 42|x,, ) = (m? +n* —mn) (4.2)
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Como o raio interno r do tridngulo equilatero D é dado pela relagio h = 2V3r,
entdo a equagao € reescrita por:

/\(m,n) _

4 2
= (;) (m® +n* — mn) (4.3)

Fazendo a mudanca de varidvel em Z x Z dada por (m’,n’) = (2m + n,m — n) e defi-
nindo A, ,, := Alm'n’) = y(@menm=n) (obtendo assim um rearranjamento dos autovalo-

res), chega-se a:

Apn = é(%)2(mz+nz+mn) (4.4)

Lembrete: os autovalores nos problemas do tridngulo equildtero eram dados por:

4 112
k,%m:ﬁ[?] (2 + mn + ) (4.5)

Dai de (4.4) e (4.5), conclui-se:

Ay = 9K, (4.6)

Assim tanto no toro plano escolhido T quanto no tridngulo equilatero, os autova-
lores variam conforme o termo (m? + mn + n?) varia com os pares de inteiros (1, n).

Conclusdo: (4.6) determina uma relagao entre os espectros. Em outras palavras,
dado um autovalor k2, em D, conhece-se entdo um autovalor em T. Reciproca-
mente, dado um autovalor A,, , em T com as devidas restrigdes a (1, 1) gerada pelas

imposigdes sobre D, conhece-se entdao um autovalor em D.

Observacao 4.1 As consideragoes realizadas no inicio podem fazer parecer que se deve-
ria chegar a relagio A, , = k2, , ao invés de A, , = 9k, .. Contudo, os problemas foram
tratados de forma independente e possuem distingoes que passam por algumas tecnica-
lidades. Por exemplo, os problemas em D foram considerados sobre o corpo dos reais
enquanto em T usou-se o corpo dos complexos. Além disso, embora T possa ser identi-
ficada de maneira natural a partir de regides do plano, T é ainda assim uma variedade
riemanniana obtida por meio de um quociente e que pode ser parametrizada de diversas
formas. Outro fator que ja foi observado antes é o fato do operador laplaciano também
possuir suas tecnicalidades em variedades riemannianas. Por fim, o espectro de T ndo tem
condigoes de bordo, como em D. Todos esses fatores, entre outros, ajudam a perceber que
as construgoes envolvidas em T e D ndo se relacionam de maneira tdo 6bvia e imediata

quanto se possa parecer.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Estudar o espectro proveniente do operador laplaciano sobre determinadas estru-
turas pode ter suas particularidades.

Mesmo para superficies mais simples como um tridngulo equilatero no plano,
pode ser necessario imposi¢des como as condi¢des de bordo para poder empregar os
métodos de solu¢do, bem como a técnica de se definir um sistema de coordenadas
alternativo que esta intimamente atrelado as propriedades de simetria do objeto.
Assim, as técnicas utilizadas podem eventualmente ser tuteis para estudar outras
superficies com certos eixos de simetria e suas condig¢des iniciais.

Além disso, o estudo dos toros planos serviu para ver que as nog¢des de diferen-
ciabilidade e equagdes diferenciais (em particular as que envolvem o operador la-
placiano) podem ser amplas e nao tdo imediatas. Como aplicagdo, foi constatado
que o estudo do espectro a partir do operador laplaciano pode fornecer informagoes
primordiais do objeto tratado, como foi o caso dos toros planos bidimensionais.

Finalmente foi visto que, mesmo estudando uma equagao diferencial como a de
autovalores do laplaciano sobre objetos distintos, é possivel relaciona-los e aprimo-
rar o conhecimento dos objetos envolvidos. Isto pode servir de estimulo a novos
métodos de resolucao de equacgdes diferenciais, levando certos problemas para ou-

tros ambientes e tentando estabelecer uma relacdo entre eles.
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6.1 Variedades Riemannianas

As construcoes a seguir valerdo empregando os termos diferenciavel e difeomorfismo
tanto no sentido de classe C*® quanto para o sentido de classe C para um inteiro k

especifico e fixado.

Definigdo 6.1 (variedade diferenciavel) Dizemos que (M", A) é uma variedade dife-
rencidavel de dimensdo n (ou simplesmente M é variedade diferencidvel de dimensdo n) se

o conjunto A= {x,: U, — M; U, é aberto em R"} satisfizer as sequintes condigoes:
1. Uxy(Uy) =M
a

2. Sempre que houverem elementos x, e xg em A que satisfacam x,(U,) Nx3(Ug) =0,
entdo xlgl o X, é um difeomorfismo diferenciavel sobre o maior aberto (ndo vazio)
em que essa fungdo possa ser definida junto a sua inversa. Além disso, os conjuntos
x; (x0(Ug) N xg(Up)) e xlgl(xa(Ua) Nxg(Up)) sdo abertos em R™.

3. A contém todas as aplicagoes da forma x,, que satisfacam (1) e (2) (ideia de maxi-
malidade).

4. M é um espago topologico de Hausdorff com base enumeravel.

As aplicagoes x, sdo ditas parametrizagdes ou sistemas de coordenadas (suas in-
versas sdo ditas cartas).

A condigado (3) serve apenas para evitar alguns elementos técnicos. Além disso, se
exigidas apenas (1), (2) e (4), diz-se que (M, A) é uma estrutura diferenciavel.

Um exemplo trivial de variedade diferencidvel é o R" tomando como estrutura

diferencidvel o conjunto A = {id} formado apenas pela identidade em R".

Definigao 6.2 (aplicagdes diferenciaveis) Seja f : M| — M aplicagio entre varie-
dades diferenciaveis. Diz-se que f é diferenciavel em p € My se dada uma parametrizagdo

y: VCR"™ — M, em f(p), existir uma parametriza¢ido x : U C R" — M, em p tal que
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f(x(U)) c (V) (aqui é importante considerar a condig¢do (3) da definigdo) e a aplicagio
vlofox:U— R™é¢diferenciavel em x~'(p).
Diz-se que f é diferenciavel num aberto se for diferenciavel em todos os pontos deste

aberto.

Obs.: a escolha das parametriza¢oes pode ser arbitraria desde que satisfaca as
propriedades acima (a constru¢do de uma variedade diferenciavel garante isto). A
aplicagdo y~! o f o x é dita expressdo de f nas parametrizacdes x e .

O proximo passo serd definir as nogoes de vetores tangentes e espago tangente.

Defini¢do 6.3 (curva diferenciavel) Uma aplicagio diferenciavel a : (—¢,¢) — M" é

chamada curva diferenciavel.

Defini¢ao 6.4 (vetor tangente) Seja uma curva diferenciavel a como na definigdo acima
satisfazendo a(0) = p € M eseja D = {f : M" — R | f é diferenciavel em p}. Um vetor
tangente em p (e também tangente a a em t = 0) é a aplicagido a’(0) : D — R definida

por:

d(f o
o= 2]

Definigdo 6.5 (espaco tangente de M em p) Eo conjunto TpM formado por todos os

vetores tangentes a p com respeito a variedade M.

Seja x : U — M parametrizagdo em p e g = (xy,...,X,) € U tal que x(q) € M. Para

f € D e uma curva «, usara-se as seguintes identificagoes:
1. f(q) = f(x1,...,x,):= f ox(q) é dita funcdo f na parametrizagao x.

2. xtoa(t) = (x(t),... x,(t)) funcdo de R em R" é a curva a expressa através da

parametrizacgdo x.

Tem-se:

foa(t)=foxoxtoa(t)=fox(x T oa(t)=fox(x;(t) .. X, (t) = f(x1(t),..., x,,(£))

Obs.: f originalmente é uma aplicagao definida em M. Quando se denota f(q)
com q € U C R", essencialmente se considera outra fung¢do, enxergada nas coor-

denadas da parametrizacdo de x, no caso. Além disso f o a pode ser vista como
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a restricao de f a curva a. Assim esta composta assume a forma f(x(t),...,x,(t)).

Desta identificagao, é possivel utilizar propriedades do calculo em varidveis reais.
Com as mesmas observagdes obtém-se a expressao de a’(0).f na parametrizacao x:
d(f oa)

a/(0).f = ==

_ Af(x() . xn(1))
=0 dt

t=0

Agora, trabalha-se com =2~~~ como ¢ feito com varidveis reais, daf:

Y02 =[Sz )

i= 0 i=

df (x1(t), ..., Xu(t))
dt

t=0

Assim o vetor tangente a’(0) é representado mediante a parametrizagdo x por:

L d

a'(0) = Xx,f(m(a—)

. Xilo
i=1

Das contas acima nota-se também que o elemento (%)0 é o vetor tangente da curva

t — x(0,...,0,t,0,...,0) (t na i-ésima posi¢do). Assim algumas consequéncias sao

imediatas:

1. T,M é espaco vetorial com operagdes usuais de fungdes sobre o corpo dos reais.

2. dimT,M = n e a parametrizacdo x em p determina uma base para T,M dada
p) n
por {(9_361')0}1':1'

3. A estrutura de T,M ndo muda mesmo se considerar outra parametrizagdo em

p. Apenas mudard para uma outra base sobre o mesmo espago.

Definigao 6.6 (Diferencial) Seja f : M} — MJ" aplicagio diferenciavel. Para cada
par (p;v) € My x T,M; escolha uma curva a : (—¢,&) — M, tal que (a(0);a’(0)) = (p;v)
e defina a curva sobre M, B := f oa. Defina também a aplicagdo df, : T,M; — Ty, M;
por df,.(v) = B’(0). Tal aplicagdo ¢ dita diferencial de f em p.

Proposicdo 6.7 df, esta bem definida mesmo se mudarmos a curva a contanto que man-

tenha as condigdes acima e é uma aplicagdo linear.

Demonstragdo: Sejam x e y parametriza¢des em p e f(p) respectivamente. Pode-se
expressar f nestas parametrizagdes sob a forma: y™! o f 0 x(q) = (¥1(q), - ¥u(q)) com
q=(x1,...,x,) €domx. A expressdo de a em x é da forma: x L o a(t) = (x;(t),..., X, (t)).

Assim:
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voB(t) = ylofoalt)

Lo fox(xi(t)...x,(t))
(911 (8) ey X (1)), o i (1 (£), o0 X (£) )

Defina q(t) := (x(t),..., x,(t)) € zj(t) :=pj0q(t), j=1,..,m. Assim chega-se a forma
v o Bt) = (21 (8], zm(1)).

Dai pelas construgdes que vistas nos espagos tangentes, pode-se expressar p’(0) na

base {(a‘; ) }ml por B’(0) = (z1(0), ..., 2,,(0)) .

]:
n
Por outro lado, z/(0) = }_ % ](0) Dai:
j=1

d
=df,(v) = df,(a’(0)) = df,(x{(0),..., x,,(0)) = [ }’1 x(0 ZaL
=1

j:

Note que ’(0) = [A;;][v], sendo que A;; = (%) determina uma matriz n xme [v] é
Xj

0 vetor v expresso como vetor coluna na base {( a‘i ) }? -

Esta igualdade mostra que p’(0) independe da curva a. Além disso, fazendo A
o operador da matriz [A;;], tem-se df,.(v) = A.v, ou seja, df, = A, 0 que prova a
linearidade. A € dita matriz de df, nas parametrizagdes x e y (em suas respectivas

bases associadas). O

Definigdo 6.8 (difeomorfismo) E uma aplicagio entre variedades f : M| — M in-

versivel tais que f e f~! sdo diferenciaveis.

Definigao 6.9 (difeomorfismo local) f : M{ — M} é difeomorfismo local em p € M,

se existirem vizinhangas U de p e V de f(p) tais que f : U — V seja um difeomorfismo.

Obs.: Difeomorfismo é uma espécie de equivaléncia entre variedades diferenciaveis.
Além disso, se f é difeomorfismo entao dfp é isomorfismo linear. Neste caso, as va-

riedades tem mesma dimensao.

Defini¢do 6.10 (Métrica Riemanniana) Seja M" uma variedade diferenciavel de Haus-
dorff e com base enumeravel. Uma métrica riemanniana g associa p € M a um produto
interno g, = (.,.), (quando ndo ha confusdo, pode-se omitir o indice inferior) sobre T,M

sendo que g;i(q) := <%(q),aix_(q)> é uma fungdo diferenciavel, onde q = (x1,...,%,) =
1 ] p

x~Y(p) na parametrizacao x e %(q) =dx4(0,...,1,...,0) sdo os vetores que formam uma
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base no espago tangente T,M. As fungdes g;; formam a expressdo da métrica riemanniana

g na parametrizagio x.

Definigdo 6.11 (Variedade Riemanniana) E uma variedade diferenciavel M, Haus-

dorff, com base enumeravel e que admite uma métrica riemanniana g. Notagdo: (M;g).

Obs.: Daqui em diante qualquer variedade M, N ou M; que forem sendo mencio-

nadas serdo riemannianas.

Definigdo 6.12 (isometria) E um difeomorfismo f : M — N entre variedades rieman-
nianas tal que: (u,v>p = (dfp.(u), dfp.(v)>f(p), VpeM; Vu,ve TpM. Neste caso, M e N
sdo ditas isométricas.

Se as condigoes acima forem satisfeitas apenas para a aplicagdo f : U — f(U), onde
U é vizinhanga de p, diz-se que f é isometria local em p. Se todo ponto p € M admitir

isometria local, entdo M e N sdo ditas localmente isométricas.

Obs.: Isometria é uma nogao natural de equivaléncia entre variedades riemannia-

nas.

Exemplo: Métrica produto.
O produto de variedades riemannianas M; x M, é também uma variedade rieman-
niana. Sejam 7t; : M; x M, — M;, i = 1,2, as proje¢des naturais e defina:
(U, V) (p,q) = ATy u,diy.v), +{(dTp.u,d).v),

Tal relagdo determina uma estrutura riemanniana para o produto M; x M,.
Caso particular: o toro T" = S! x...x S1. S! tem métrica induzida por R?. Dai,
montando a métrica produto pelo processo acima tem-se que T" é variedade rie-

manniana.
Defini¢do 6.13 (a¢do de um grupo) Um grupo G age em M" se existir uma aplicagio
h: GxM — M tal que:

(i) Vg €G, hg : M —> M, hy(p) := h(g;p) é uma aplicagdo que, assim definida, forma

um difeomorfismo.
(ii) Se e € G é o elemento neutro, entdo h, = id .

(iii) Vg,j € G, hgj = hgoh,.
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Obs: neste caso denota-se a agdo, fazendo hy(p) = h(g;p) = gp. Assim (iii) € vista
como uma espécie de associatividade: (gj)p = g(jp) -
Denote também por ¢g(U) a imagem hy(U) de qualquer subconjunto U C M.

Defini¢io 6.14 E dito que G age livremente sobre M (ou que a agdo ¢é livre) se para todo
g € G\ {e} valer que gp # p (ou seja a agdo do grupo via elementos diferentes do neutro

ndo tem ponto fixo).

Definigdo 6.15 E dito que G age isometricamente sobre M (ou que a agdo é isométrica)
se a agdo de cada elemento g € G for uma isometria (ou seja hy = g(.): M — M &

isometria).

Definigdo 6.16 (agdo propriamente descontinua de um grupo) E uma acio tal que
Vp e M, 3U C M vizinhanga de p satisfazendo U Ng(U)=0, Vg =e.

Suponha que G age sobre M e defina a relagdao p; ~ p; se, e s6 se, p; = gp, para
algum g € G; entdo ~ é uma relagdo de equivaléncia na variedade diferenciavel M.
Se, além disto, a agdo for propriamente descontinua, M/ ~ possuird uma estrutura
diferencidvel de modo que a projecao w: M — M/ ~, n(p) = [p] = Gp ={gp | g € G}
(classe de equivaléncia de p) seja um difeomorfismo local. Neste caso, é comum usar
a notagao M/ ~= M/G.

Para cada p € M deve existir uma vizinhanga U C M tal que g(U)NU =0, Vg =e.
Pode-se tomar uma parametrizagdo x: V — x(V) C U em p. Tem-se 7t|y injetiva e,
portanto, y = mox : V. — M/G injetiva. Por tal construcdo, tem-se que as fungoes
dessa forma (como y) compoem uma familia A cujas imagens das aplicagoes cobrem

M/G e determina uma estrutura diferenciavel.

Defini¢ao 6.17 (métrica quociente) Seja I' um grupo discreto agindo livremente, iso-
metricamente e de forma propriamente descontinua sobre uma variedade riemanniana
(M, g). Considere a aplicagio de projegcido 1 : M —> M/ que leva cada ponto p em sua

classe de equivaléncia [p] = Gp mediante a ag¢do de I'. Defina a aplicagio g/T por:

(8/T)p(1,v) = gy (dre,) ™ (), (7)™ (v) ); V[p) € MUT, Vu,v € Ty M
g/T" é dita métrica quociente de M/T.

E preciso verificar alguns itens a fim de (M/T, g/T) ser de fato uma variedade rie-
manniana. A aplicagdo [p] +— (¢/T)[y)(.,.) mapeia cada ponto [p] € M/T no produto
interno (,,.);p] = (§/T)p(.,-) sobre o espaco Tj,)M. O fato de ser um produto in-

terno provém de g, bem como a diferenciabilidade das aplicagoes (g/T);; exigida na
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definicdo de métrica riemanniana, juntamente ao fato de 7t ser um difeomorfismo
local. Resta entdo verificar que g/T estd bem definida.

De fato, seja p’ € [p] um representante distinto de p, ou seja, p # p’ com [p] = [p’].
Como a agdo é propriamente descontinua, livre e isométrica existe um tnico y € I'
tal que yp = p’, cuja agdo é um difeomorfismo. Além disso, como a imagem da
aplicacdo projecdo m s6 depende da classe de equivaléncia, entdo 7o y = 1, pois

p €lpl e yp €lp]. Logo, dm, = dm,,dy,, ou seja, (dr,) ™! = (dy,) ' (dm,) ™", Assim:

(&/Dp)(w,v) = gy((dr,)™! (u), (dn p) ')
= g (dyp) (dmy) (u )(dyp) Hdmy) ™ (v))
= gy (dmy) " (u), (dmy) ™ (v))

A ultima igualdade é devido a agdo de y ser isometria. Logo, a defini¢do independe

de tomar p ou p’ como representantes de [p], conforme desejado.

Obs.: Os toros planos estudados ao longo do texto sdo variedades riemannianas
obtidas como quociente por meio de a¢des de grupos, munida da métrica quociente
associada mediante constru¢oes realizadas acima. Dai a necessidade destes concei-
tos.

Defini¢do 6.18 (isomorfismos musicais) Seja (M, g) uma variedade riemanniana qual-
quer. Dado um vetor v € TM, ou seja, v é um vetor qualquer em algum espago tangente
T,M, defina a aplicagio w” por ’(v)(.) = g(v,.). Considere agora que dado T um fun-
cional linear em TM, ou seja, com dominio em algum espago tangente T,M, tenha-se
também uma aplicacao *w definida por bw(T) = T*, onde T* & o anico vetor tangente
satisfaz que g(w, T%) = T(w) para todo w € T,M. As aplicagoes w’ e ¥w sdo chamadas de

isomorfismos musicais em (M, g).

Definicdo 6.19 (gradiente) Se f : M — K uma fungao real ou complexa diferenciavel
com dominio na variedade riemanniana n-dimensional (M, g) e com diferencial df (o
qual & um funcional linear). Entdo o gradiente de f é definido por grad f = df*.

Defini¢do 6.20 (laplaciano) Para uma fungio f como na definicdo acima, define-se A f

ou div(gradf) por:

Af(p) = div(gradf)(p) =Y (Ve pd fie(p))
k=1

Sendo que {ek(.)};_, denota uma base ortonormal (referencial) para os espagos tan-

gentes numa vizinhan¢a U C M proveniente de uma dada parametrizagao entorno
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de p em que os elementos dessa base variem diferencialmente nesta vizinhanga. A
aplicacdo V é a conexdo em (M, g), objeto comumente presente na geometria rie-
manniana e que pode ser consultado na referéncia [13]].

A é chamado de operador de Laplace-Beltrami ou simplesmente laplaciano.

Obs.: Esta definicao para o operador A pode variar de autor para autor. Em al-
gumas referéncias, por exemplo, é comum o sinal do operador aparecer trocado. A

definicdo acima é a que acabara coincidindo com o operador laplaciano usualmente

n
conhecido em R", dado por Af = ) °f
k=1

2-
—1 9%
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