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REsuMoO

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, serao estudados exemplos e resultados da
teoria das superficies de curvatura gaussiana constante, como a parametrizagao de

Chebyshev de uma superficie de rotagao de curvatura gaussiana constante negativa.

Palavras Chaves: superficies, curvatura gaussiana constante, superficies rota-

cionais.



ABSTRACT

In this undergraduate thesis, we study examples and results of the theory of cons-
tant gaussian curvature surfaces, for example the Chebyshev parametrization on

surfaces of revolution with constant negative gaussian curvature.

Keywords: Surfaces, constant gaussian curvature, rotational surfaces.



1 INTRODUCAO

A primeira aproximagao do conceito de curvatura de uma superficie S no espaco
tridimensional em um ponto P de S foi expressa em termos da curvatura de cur-
vas planas obtidas por meio da interseccao de planos normais a superficie S em P,
denominada curvatura normal. Evidentemente, diferentes planos podem determi-
nar diferentes curvas em S e, portanto, diferentes curvaturas dessas curvas. Dentre
essas curvaturas, a maior e a menor curvatura em P sdo chamadas de curvaturas
principais.

Em 1760, Euler mostrou que as curvaturas principais ocorrem em segoes per-
pendiculares, e por meio delas podemos determinar a curvatura de uma se¢ao qual-
quer obtida a partir de um plano que forma um angulo a com um plano fixado
normal a S em P.

Gauss, em seus estudos, parte da ideia de que a curvatura de uma superficie
pode ser detectada intrinsecamente, isto é, pode ser mensurada inteiramente em
termos da superficie (mais precisamente, em termos da primeira forma fundamen-
tal da superficie). Em 1827, ele fez uma descoberta magnifica sobre o produto das
curvaturas principais, denominado de curvatura gaussiana. Tal curvatura pode ser
definida intrinsecamente, e na realidade trata-se de um invariante geométrico da
superficie; essa descoberta foi sistematizada no Teorema Egregium de Gauss.

Originalmente, Gauss determinou a curvatura gaussiana em um ponto P da
superficie S analisando a area de uma regiao contida em uma vizinhanca desse
ponto, digamos A; considerou A’ como sendo a imagem dessa regiao por meio da
aplicagdo normal de Gauss (que mapeia S em S?) e entdo a curvatura gaussiana é o
limite da razdo entre A’ e A, quando A tende a zero.

Ou seja, no caso em que K = 0:

Com os resultados que foram obtidos mais tarde, pode-se demonstrar a vali-

dade da relacao anterior. Para isso, deve-se considerar uma parametrizacao X(u,v)
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de uma vizinhanca de P em S com (#,v) € R € R? e 0 campo normal N(u,v)a S, de

modo que,
rr
A= IX,, x X, ||[dudv.
JJIR
Assim,
r
A= IIN,, x N,||dudv,
JJIR

em que N, =(NoX), e N, =(N oX),.
Mas, N, x N, = KX, x X,,. Consequentemente,
LA KX XX
A0 A IXyx X Il T
Na busca de exemplos de superficies de curvatura gaussiana constante, obser-
vamos que uma esfera de raio r tem somente circulos maximos como se¢oes normais,
de modo que, as curvaturas principais coincidem e sao iguais a 1/r e sua curvatura
gaussiana é constante, positiva e igual a K = 1/r2. O plano tem somente retas como
secOes normais e entao sua curvatura normal é identicamente nula e sua curvatura
gaussiana € constante e igual a K = 0. Por exemplo de superficie de curvatura gaus-
siana constante e negativa temos a pseudoesfera, que € uma superficie de revolugao
obtida por meio da rotacao da tmctri em torno do eixo Ox. Essa superficie foi
estudada, por exemplo, por Huygens, que obteve, dentre outros resultados, a sua
area.
Desse modo, superficies de curvatura gaussiana constante sao um objeto de
estudo em geometria. Nesta linha, Ferdinand Minding, ex-aluno de Gauss, estabe-
leceu em 1839, que todas as superficies de mesma curvatura gaussiana constante

sao localmente isométricas e, em particular, as de curvatura gaussiana constante ne-

gativa K = —% podem ser isometricamente mapeadas sobre uma pseudoesfera de
pseudoraio A.

As superficies de curvatura gaussiana constante identicamente nula sao pla-
nos, cilindros, cones ou superficies que tenham regides isométricas com estes. Com
efeito, se S € R3 superficie regular tal que K = 0, entdo pelo menos uma das curva-
turas principais € nula, pois K = k;k,; digamos que seja k;. Se k, também for nula,

temos que todos os pontos de tal superficie sao planaresﬂ

!Curva plana v, tal que o segmento da tangente entre o ponto de tangéncia e uma reta r do plano,
que ndo encontra a curva y é constante e igual a 1.

2Um ponto p de uma superficie regular S ¢ R? é dito planar se K(p) = 0 e Operador de Weingarten
de S em p for identicamente nulo.
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O outro caso, em que k, é nao-nula (e k; = 0), ou seja, o Operador de Wein-
garten de S nao ¢ identicamente nulo, engloba superficies regradas, isto é, superficies

que podem ser parametrizadas por

X(1,v) = y () +vp(u)

onde y(u) é uma curva diferenciavel, chamada de diretriz e f(u) é um campo vetorial
ao longo de y que nao se anula em nenhum ponto. As retas v — y(ug) + vf(ug) sao
denominadas geradoras da superficie. Em [5] e [7] ha uma série de resultados acerca
de tais superficies dentre os quais a curvatura gaussiana de tais superficies é sempre
nao positiva. Com a hipdtese adicional de que S deve ser completa, entao S é um
cilindro (para uma demonstracao disto veja [[10]).

Pelo Teorema de Hilbert e consequéncias deste (ver pagina 91 de [11]}), as su-
perficies compactas, conexas, de curvatura gaussiana constante positiva sao esferas.
Neste trabalho de conclusao, nosso objetivo é estudar as superficies rotacionais de
curvatura gaussiana constante negativa e a teoria desenvolvida para as nao rotacio-
nais de curvatura negativa.

Nao sao encontrados muitos trabalhos sobre superficies de curvatura gaussi-
ana constante na literatura, todavia o tema foi estudado ao longo do século passado
em trabalhos como o de E. Kaneda [8] e Ja. G. Sinai [12]]. Mais recentemente, W. Cao,
F. Huang & D. Wang [3]] estudaram imersdes isométricas de superficies obtendo so-
lugdes para determinados sistemas de Gauss-Codazzi e N. Cui [4] caracterizou su-
perficies de curvatura gaussiana constante em 3-variedades de Randers.

O presente trabalho esta divido em trés capitulos e um apéndice. No capitulo
1 motivamos e introduzimos os objetos de estudo, no capitulo 2 tratamos das su-
perficies de rotacao de cuvatura gaussiana constante, definimos essas superficies e
sua generalizagao, os helicoides generalizados, convencionamos certas parametriza-
¢oes de ambos e damos alguns resultados importantes. Em seguida, detalhamos tais
superficies e caracterizamos suas parametrizacdes. Damos um resultado sobre os
helicoides generalizados planos e finalizamos exemplificando as superficies de Dini
e Kuen.

No capitulo 3 detalhamos a teoria das superficies de curvatura gaussiana cons-
tante, definimos parametrizacdes de Chebyshev e damos resultados associados a
essas parametrizagoes, mostramos a relagao de tais parametrizagoes com a equa-
¢ao Seno-Gordon e certas solucdes desta equacao. Apresentamos a transformada
de Bianchi, detalhamos alguns referenciais moéveis sobre superficies, utilizamos tal

transformada para mostrar a superficie de Kuen como transformada de uma pseu-
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doesfera, também construimos uma pseudoesfera. Definimos a transformada de
Backlund e usamos para construir uma superficie de Dini.

No Apéndice mostramos uma série de resultados da geometria diferencial
classica e algumas demonstragoes acerca de transformacgdes na equagao Seno-Gordon

e sobre refenciais moveis.
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2 SUPERFICIES DE ROTACAO DE CURVATURA CONSTANTE

As superficies de rotagao constituem uma importante classe de superficies. Elipsoi-
des e hiperboloides sao superficies de revolucao desde que as medidas de dois dos
seus eixos sejam iguais.

Comecamos um estudo analitico de superficies de revolucao definindo para-
metrizagoes padrao cujas curvas coordenadas sao paralelos e meridianos.

Indicamos que paralelos e meridianos sao curvas principais, tangentes as di-
recoes determinadas pelas curvaturas principais.

Prosseguimos tratando de helicoides generalizados, que constituem uma classe
de superficies que englobam tanto helicoides como superficies de revolugao.

Desenvolvemos o estudo das superficies de revolugao com curvatura gaussiana
constante e apresentamos as integrais elipticas de Legendre.

Além da esfera, existem dois tipos de superficies de revolu¢ao com curvatura
constante positiva: num deles as imagens das superficies lembram uma bola de fu-
tebol americano e, no outro um barril. Existem também trés tipos no caso negativo,
dos quais o mais famoso é o da pseudoesfera, a superficie de revolugao obtida pela
rotacao de uma tractrix.

Em seguida, definimos um helicoide generalizado plano e em seguida, ilustra-

mos as superficies de Dini e Kuen.

2.1 Superficies de Revolucao

Uma superficie de revolugao é formada girando uma curva plana em torno de uma

reta em R3. Mais precisamente,

Definigdo 2.1 Sejam T1 um plano em R>, | uma reta em T1 e C a imagem de curva
diferencidvel regular contida em T1. Quando C é rodada em R® em volta de I, o conjunto de
pontos resultante M é chamada de superficie de revolu¢ao gerada por C, que é chamada

de curva perfil. A reta |l é chamada de eixo de revolugao de M.

Por conveniéncia, escolheremos I1 para ser o plano xz e | para ser o eixo z.

11



2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Vamos supor que C possui uma parametrizacao « : (a,b) — C diferenciavel e escre-

vemos a(t) = (P(t), 0, () ~ ((t), (1))

Defini¢do 2.2 A parametrizacio X : (0,27) x (a,b) — R> definida por

X(u,v)=(Pp(v)cosu, p(v)senu, P(v)) (2.1)

¢ chamada de parametrizacao padrao da superficie de revolugao M.

A parametrizagao foi definida com o angulo u situado no intervalo aberto
(0,2m), o que significa que a parametrizacao padrao deve ser combinada com uma
parametrizacao analoga para cobrir a superficie. Usualmente assume-se que ¢(v) >
0 na Definicao para assegurar que a curva perfil nao cruza o eixo de revolugao,
para evitar pontos singulares. A Figura ilustra um conjunto de curvas de uma

superficie de revolugao sendo a curva perfil aquela que esta no plano xz.

Figura 2.1: Curva perfil de uma superficie de revolugao

Um meridiano na Terra é um grande circulo que passa pelos pélos norte e sul.
Um paralelo é um circulo na Terra paralelo ao Equador. Estas nogdes se estendem

para uma superficie arbitraria de revolucao.

Definigao 2.3 Sejam C a imagem de uma curva num plano T1 C R e M a superficie de
revolucdo em R® gerada pela rotagio de C em torno de 1 C TI. Um meridiano sobre M

é a intersec¢do de M com um plano contendo o eixo de revolugdo | da superficie. Um

12



2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

paralelo em M é a intersec¢ao de M com um plano ortogonal ao eixo de revolugio da

superficie.

Considerando a parametrizagao (2.1) padrao de uma superficie de revolugao,

as curvas coordenadas

Bu) = X(u,vo) = (¢p(vo) cosu, p(vo) senu, 1p(vy))

Y () = X(ug,v) = (Pp(v)cos ug, p(v) senug, (v))

sao os paralelos e meridianos de M, respectivamente.
As quantidades ¢(vg) e P(vy) possuem interpretacao geométrica: |¢p(vy)| repre-
senta o raio do paralelo, enquanto que |{(vy)| pode ser interpretado como a distancia

do centro de cada paralelo até a origem.

Curvas Principais

Nesta secao, daremos alguns resultados para uma importante classe de curvas sobre
uma superficie, chamadas de curvas principais.

Para simplificar, trataremos apenas de superficies orientaveis (ver Defini¢ao
[4.9). Para uma tal superficie M, escolhemos um campo normal unitario global-
mente definido N. Para uma melhor compreensao dos conceitos a seguir, sugerimos

a leitura do Apéndice quando construimos o Operador de Weingarten.

Definicao 2.4 Uma curva o em uma superficie regular M C R3 é chamada de curva
principal se, e somente se, a’ aponta em todos os pontos uma diregdo principal.

Assim,

onde W denota o operador de Weingarten (conforme Definigdo de M com relagio a

N ek; (i =1 ou 2) é uma curvatura principal de M.

Uma caracterizagao util de uma direcao principal é fornecida pelo lema se-

guinte.

Lema 2.5 Um vetor tangente nao nulo v, a uma superficie regular M ¢é principal se, e

somente se,

Portanto, uma curva a em M é uma curva principal se, e somente se, W(a')x a’ = 0.

13



2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Demonstragao: Se W(v,) = k;v,

se W(v,) xv, =0, entdo W(v,) e v

entao W(v,) xv, = kjv, X v, = 0. Reciprocamente,
p 30 linearmente dependentes, de modo que vp é
um autovetor de W cujos autovalores sao as curvaturas principais. U

Na maioria das vezes, as curvas principais podem ser encontradas por consi-
deragoes geométricas. Outro exemplo de como se pode encontrar curvas principais
€ o proximo teorema, devido a Terquem e Joachimsthal, que fornece um critério
mais simples para que a interseccao de duas superficies seja uma curva principal

em ambas.

Teorema 2.6 (Joachimsthal) Sejam a uma curva cujo trago se encontra na intersecdo
das superficies regulares M;, M, C R e N; o vetor normal unitdrio para cada uma das
superficies (i = 1,2). Suponha que ao longo de a as superficies My, M, se encontrem com
um dngulo constante, isto é, (N1, N, ) é constante ao longo de . Entdo o é uma curva

principal em M se, e somente se, é uma curva principal em M,.

Demonstragao: Ao longo da curva de intersec¢ao temos,

d d d
0=—((N,Ny)) = <(EN1),N2>+<N1;(gNz)>'

AN = LN oalt).

em que — T
Suponha que a curva de intersec¢ao a € uma curva principal em M;. Entao
d
—N, =-ka’,
Frae 1

onde k; é uma curvatura principal de M;. Mas a’ é ortogonal a N,, donde conclui-

mos que

d

0:<N1,(%N2)>.

Como N, é unitario entao dN,/dt também é perpendicular a N,. Além disso,

em cada ponto P € M; N M, = a, temos que {Ny,N,, a} é uma base do R3. Assim,

d
—N, =-k,a',
at 2 20

para algum k,. Em outras palavras, a € uma curva principal em M,. A reciproca é
analoga. O
Como uma aplicagao do teorema anterior, vamos encontrar curvas principais

sobre uma superficie de revolugao.

14



2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Teorema 2.7 Seja M uma superficie de revolugao gerada por uma curva a. Entdo os

meridianos e paralelos em M sdo curvas principais.

Demonstragao: Cada meridiano de M é obtido pela intersec¢ao de M com um plano
IT 4 contendo o eixo de rotagao de M. Para p € MNII,,anormal N(p) de M esta em
[T, Assim, N(p) e o campo normal unitario a [Ty, em p sao ortogonais. Portanto,
do Teorema segue que, os meridianos sao curvas principais de M, pois elas sao
curvas principais em Iy, visto que no plano qualquer curva é principal.

Agora, cada paralelo de M é determinado pela interseccao de M com um
plano II, ortogonal ao eixo de rotacao de M. Para cada ponto p € M NII,, se-
gue da simetria rotacional que a normal N(p) a M faz um angulo constante com a
normal a IT, em p. Pelo mesmo argumento do caso anterior, os paralelos sao curvas

principais. U

Teorema 2.8 Seja « uma curva que é intersecgdao de duas superficies regulares My, M, C
R3. Se a é uma curva principal em My e My, entdo os vetores normais a My e M, tém

angulo constante ao longo de a.

Demonstragao: Sejam N, N, os vetores normais a M; e M,, respectivamente. Te-

mos que,

d d d , ,
%«NPNZ» = <EN1'N2> +(N1, EN2> =(kja’,Ny) +(Ny, kja’) = 0.

O
As curvas principais dao origem a uma classe importante de parametrizagoes

para as quais os calculos de curvatura sao especialmente simples.

Defini¢do 2.9 Uma parametrizagio principal é uma parametrizacio X : U C R? —

R3, U aberto, para a qual as curvas
urX(u,v) e vi> X(u,v)

SAo curvas principais.

De acordo com esta definigao, temos que X sera uma parametrizagao principal
se, e somente se, as diregoes y'(u) = X,, e B’(v) = X,, forem principais.
A seguir, apresentamos condi¢oes para que uma parametrizagao seja princi-

pal.

Lema 2.10 Seja X : U ¢ R? — R3, U aberto, uma parametrizacdo regular.

15



2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

1. Se F =0 = f, onde F = (X,,X,), f = (Xyu,N) e N o vetor normal, em todos os

pontos de U, entdo X é uma parametrizagdo principal.

2. Se X é uma parametrizagdao principal com curvaturas principais distintas, entdo
F=0=femU.

Demonstragao: Se F = 0 = f, as equag¢oes de Weingarten (4.3)) tornam-se

WX) =X, e W(X,)=-£X,

de modo que X, e X, sao autovetores do Operador de Weingarten e, portanto, sao
dire¢des principais. Reciprocamente, se X é uma parametrizagao principal, entao
X, e X, sao autovetores do Operador de Weingarten e, novamente por , temos
queeF-fE=0e—-fG+gF = 0. Se, além disso, as curvaturas principais sao distintas,
segue da Definicao[4.14/que F = 0. Consequentemente, como E = 0, temos f = 0. [

De acordo com o Lema temos que a parametrizagao padrao de uma su-
perficie de revolucao é principal.

No caso do plano ou esfera, as curvaturas principais sao iguais e cada ponto da
superficie é dito ser umbilico. Além disso, qualquer curva sobre o plano ou a esfera

é principal.

2.2 Helicoides generalizados

Tanto helicoides como superficies de revolugao sao exemplos da classe de superfi-
cies conhecidas como helicoides generalizados, que foram estudados primeiramente

por Ferdinand Minding.

Definigao 2.11 Sejam I um plano em R3, | uma reta em I e C um conjunto de pontos
em T1. Suponha que C é rodado em R3 em torno de | e deslocado simultaneamente para-
lelamente a I, de modo que a velocidade de deslocamento seja proporcional a velocidade
de rotagdo. Entdo, o conjunto de pontos resultante H é chamado helicoide generalizado
gerado por C, que é chamada a curva perfil de H. A reta | é chamada o eixo de H. A
razao entre a velocidade de deslocamento e a velocidade de rotagao é chamada de passo

do helicoide generalizado H.

O movimento euclidiano (que consiste em uma translacao e rotacao simulta-
neas) usado nesta defini¢ao é chamado de movimento rigido. Uma superficie de re-
volugao é um helicoide generalizado de passo 0, e um helicoide generalizado reduz-

se a um helicoide quando a curva perfil é t — (bt,0).

16



2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Darboux observou que uma superficie de revolu¢ao tem uma propriedade ci-
nematica importante: uma superficie de revolucao é a 6rbita de uma curva em um
plano IT por um grupo a 1-parametro de rotagdes de R> sobre uma reta em IT, en-
quanto que um helicoide generalizado é a 6rbita de uma curva num plano IT por
1-pardmetro do grupo de movimentos rigidos de R sobre uma reta em IT.

Assim como fizemos para superficies de revolucao, escolhemos I1 para ser o
plano xz e | para ser o eixo z. Vamos supor que o conjunto de pontos C tem uma

parametrizagao « : (a,b) — C que é diferenciavel.

Definigao 2.12 Seja o uma curva plana e escreva a(t) = (P(t),0,1P(t)) ~ (P(t),P(t)).
Entdo o helicoide generalizado com curva perfil a e passo c é a superficie em R> parame-

trizada por
X(u,v) = (Pp(v)cosu,p(v)senu,cu + P(v)) (2.2)

Convencionaremos que esta seja a parametrizagao padrao de helicoides generalizados.

Em suma, um helicoide generalizado é gerado por uma curva plana que é
rotacionada em torno de um eixo fixo e ao mesmo tempo translado na direcao do
eixo com velocidade constante multipla da velocidade de rotacao.

Também é possivel definir a no¢ao de meridiano para um helicoide generali-

zado.

Definigdo 2.13 Sejam C um conjunto de pontos de um plano I1 € R> e H o helicoide
generalizado em R> de passo ¢ gerado pela rotagdo de C em torno de uma reta ] C Tl e
simultaneamente deslocado paralelamente a I. Um meridiano em H é a intersec¢ao de H

com um plano contendo o eixo I.

Para uma superficie de revolugao, um paralelo é uma circunferéncia, enquanto
que, para um helicoide generalizado a curva correspondente é uma curva helicoidal,
que chamamos de curva helicoidal paralelo. As curvas coordenadas (u) = X(u,vg),
com X dado por (2.2, sdo as curvas helicoidais paralelos e y(v) = X(ug,v) sao os
meridianos de H.

Mostraremos que um helicoide generalizado com a propriedade que seus me-
ridianos sao curvas principais deve ser uma superficie de revolu¢ao ou uma super-
ficie de Dini.

Para estudarmos as superficies de revolucao de curvatura constante, precisa-
remos das integrais de func¢oes elipticas. Para os propositos deste trabalho faremos
um breve detalhamento sobre essas fungoes e fixaremos a nota¢ao que adotaremos

para esses objetos.
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

2.2.1 As integrais elipticas de segundo tipo

Definicao 2.14 Uma integral eliptica de segundo tipo é definida por
¢
E(¢p|m) = j (1 -msen?6)Y24d0,
0

em que m é um niimero real positivo.

Repare que para —71t/2 < ¢ < 1t/2, temos E(¢p|1) = sen¢, dessa maneira pode-
mos considerar E(¢|m) uma generalizacao da fung¢ao f(x) = senx.

Precisaremos de E(¢|m) no estudo das superficies de revolugao com curvatura
constante positiva e de —iE(i¢p| — m) no estudo das superficies de revolu¢ao com
curvatura constante negativa. .

Além disso, —iE(i¢p| - m) = —i Jld)(l —m(i sen0)?)24d6.

Com a mudanga de variaveis i60 = A, temos que

—iE(ip| —m) = —zf (1 —msenh?1)2d ).
0

Com a mudanga de variaveis 6 = -\, chegamos a

-iE(igl-m) = |

2.3 Superficies de Revolucao de Curvatura Constante

¢ ¢
(1 -msenh?(-0))"/2d6 = J (1-msenh?6)2de.
0

Positiva

Sabemos que a esfera de raio a > 0 é uma superficie de revolucao e pode ser para-
metrizada por X(u,v) = (acosvcosu,acosv senu,asenv).

Além disso, a esfera tem curvatura gaussiana constante positiva K = 1/a%. A
esfera ndo é a Ginica superficie em R® que tem curvatura gaussiana constante.

Para encontrarmos outras superficies de revolugao em R> que tém curvatura
gaussiana constante positiva, vamos proceder da seguinte forma: vamos assumir
que é dada uma superficie de revolugao M com curvatura gaussiana constante po-
sitiva e procurar restricoes sobre uma parametrizagao X de M.

Primeiro, vamos determinar as curvas perfil de uma superficie de curvatura

gaussiana constante positiva.
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Teorema 2.15 Seja M uma superficie de revolugdo cuja curvatura gaussiana é uma cons-

tante positiva 1/a%, com a > 0. Entdo M é parte de uma superficie parametrizada por X

da forma , com
bcos (z)
a

[ Bt ()

para algum b > 0. O pardmetro v é tal que

=
=
I

=
=
I

. Tma a
se b=a, entdo — — <v < —
2 2
se b<a, entao—oco <v < o0
. a a
se b>a, entio—a arcseng <v<a arcseng

o, o 1
A parametrizagdo X é regular em (u,v) se, e somente se, p(v) =0, isto é, v (n + E)T(&Z,
para n € Z.
Demonstragao: Assuma, sem perda de generalidade, que X é dada forma (2.2) e
que a curva perfil a = (¢, 1)) esta parametrizada pelo comprimento de arco, isto &,
(') + (¥')*> = 1. Se M tem curvatura gaussiana constante positiva 1/a% entdo pelo

Corolario temos que ¢ satisfaz a equagao diferencial

1
//+_ :O,
P+

cuja equagao caracteristica é A2+(1/a%) = 0, a qual admite as solugdes bésicas ¢ (v) =

. , , . ) v v
eV e Po(v) = e~/4 Assim, a solucdo geral é ¢(v) = ¢y cos (E)+c2 sen(;). Tomando-
_ |2, 2 _a _ @ 5 :
se b = \[c] +c5,cosc = 5 e senc=—%a solucao geral pode ser reescrita como
v
o(v) = bcos(— + c).
a

Sem perda de generalidade podemos assumir ¢ = 0, pois ¢ # 0 corresponde
somente a uma translacao da curva perfil ao longo do eixo de revolu¢ao. Também,
tomando uma imagem espelhada da curva, se necessario, podemos assumir que b >
0. Assim, obtemos a primeira equagao.

Como tomamos uma curva perfil parametrizada pelo comprimento de arco,
isto é, (¢')? + (¥)? = 1, segue que
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Podemos assumir que 1’(v) > 0 para todo v, pois, caso contrario, bastaria subs-
tituir v por —v. Assim, integrando esta equagao de 0 a v (pois v € o comprimento de

arco), chegamos a

v 2 v/a 2
N T I P

para a qual foi usada a mudanca de variavel u = t/a; assim, obtemos a segunda

equacgao.

Falta mostrar que ¥(v) esta bem definida. Para tal, é necessario que o radi-
cando em (2.3) seja nao-negativo. Para b < a essa quantidade é sempre positiva,
entao Y (v) é definida para todo v. Quando b = a, a curva perfil é uma parte de uma
circunferéncia; neste caso, —1/2 < v/a < 1/2 garante que a curva perfil nao se so-
breponha e é assim uma semicircunferéncia. Se b > a o radicando é definido para

L a a
—a/b < sen(v/a) < a/b, isto €, —a arcseny <v <aarcsen— . OJ

b
Quando b = g, a curva perfil é

v v Tia ia
vi>(acos|—),asen|—|],— <v< —,
a a 2

que da origem a uma esfera de raio a. Na verdade, ha infinitas copias de esferas de
raio a que se tangenciam.

Quando b > g, a curva perfil é definida no intervalo

a a
—-a arcseng <v<agarcsen-,

b

e a superficie de revolugao resultante parece um barril.

Para concluir, enunciamos o seguinte corolario.

Corolario 2.16 Seja S a superficie de revolugdao com curvatura gaussiana constante po-

sitiva cuja curva perfil é a = (¢,) com ¢, dadas por (2.1). Entdo

1. Se b =aentao, S é uma esfera usual de raio a;

2. (Tipo bola de futebol americano) Se 0 < b < a, S é uma superficie de revolugdo cuja
imagem lembra a um fio infinito de granulos, cada uma das quais tem a forma de

uma bola de futebol americano com seus vértices no eixo de revolugao;

3. (Tipo barril) Se 0 < a < b, entdo a imagem de S tem forma de barril e ndo cruza o

eixo de revolugao.
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Figura 2.2: A esquerda encontra-se o tipo barril com a=1e b = 2 e a direita o tipo
de bola de futebol americanocoma=2e b =1.

2.4 Superficies de Revolucao de Curvatura Constante

Negativa

Procedemos como anteriormente para determinar as superficies de revolugao de

curvatura negativa constante.

Teorema 2.17 Seja M uma superficie de revolugdo cuja curvatura gaussiana é uma cons-
tante negativa —1/a®. Entdo M é parte de uma superficie parametrizada por cuja

curva perfil a = (¢p, ) satisfaz um dos seguintes tipos:

1. (Pseudosfera)

v
(ae‘”/”,_[ V1 -e2t/adt) para 0<v<oo
0

v
(ae”/“,f V1-e2t/adt)  para —co<v <0
0

2. (Tipo Hiperboldide)

= bcosh(v/a)

J \/1—— senh ))2d t=—ia E(i: _abzz)' 2
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

a a
para alguma constante b > 0 e v tal que —a arcsen(g) <v<a arcsen(g).

3. (Tipo conico)

= bsenh(v/a)

J\/l—— cosh ))Zdt— WE(W _bzbz) (2.6)

para alguma constante b >0 com 0 <b <aev tal que

22 — b2 22 — b2
—g arcsen T <v <Lagarcsen T .

Demonstra¢ao: Assuma, sem perda de generalidade, que X é dada por (2.1) e que a
curva perfil & = (¢, 1)) estd parametrizada pelo comprimento de arco, isto &, (¢’)* +
(1’)? = 1. Se M tem curvatura gaussiana constante negativa 1/a%,a > 0, entdo pelo

Corolario temos que ¢ satisfaz a equagao diferencial

1
//__ :O,
¢ -9

cuja equagao caracteristica é A2—(1/a%) = 0, a qual admite as solugdes bésicas ¢ (v) =

e e ¢o(v) = e7V/%. Assim a solucio geral é
o(v)= Ae"® + Be™V/%,

Caso 1. Suponha A = 0. Neste caso, podemos assumir B > 0, pois basta trocar v
por —v, se necessario. Além disso, substituindo v por v + alog B — aloga, podemos

assumir que B = a. Logo, ¢(v) = ae™/* e como

0< 1,[1'(1})2 -1- (I)I(V)Z -1 _e—Zv/a’

temos que ter v > 0. Assim, usando o fato que a curva esta parametrizada pelo

comprimento de arco v,

v
= J V1 —e2t/adt,
0

obtendo assim a primeira alternativa de (2.4). Analogamente, para B = 0 obtemos a

segunda equacao de (2.4), que é valida para v < 0, levando-nos a segunda alternativa

em ().

Em seguida, suponha que A e B sao ambos diferentes de zero. Usando a mu-
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

danca de variaveis
v v+ 2o ‘B'
2814

podemos tomar |A| = |B|. Esta condicao sera estudada nos dois casos seguintes.
Caso 2. Quando A = B, temos

o(v) = A(e% + e_al) = 2Ac05h(£).

Assim, podemos considerar A > 0, pois, se necessario, basta tomar a reflexdao da

curva perfil em relacao ao eixo de revolucao no plano xz. Fazendo b = 2A, obtemos

2
J\/l——senh dt—aj \/1——senh26d9——1aE( 172),
al a

b2
obtendo assim 1) Neste caso, temos b > 0 e v é tal que ('(v))? = 1 -— senhz( ) >
a a

0 e assim —a arcsenh(%) <v< aarcsenh(%), pois a funcao f(x) = senhx é impar.

Caso 3. Se A = —B, a solugao geral torna-se
b(v) = Alet — o) =24 senh(z).
a

Podemos assumir A > 0, mudando v para —v, se necessario. Tomamos b = 2A e
considerando que a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco v, segue

que

) b2 2 az_bz b2 2 v
WP =1 eosh? ()= T~ sent?(7)

2 2

j \/ —b —b—senh dt

— J. \/2 bzsenhze)de
a

= Va2 bzf \/ senhZGdQ

iv —b2
= - z-bz)

=
=
I

assim obtendo 1} Neste caso, temos b > 0e a2 —b2 >0, istoé, 0 <b <a. Além
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

2
disto, (¥'(v))> =1 - Z_Z senh? (Z), donde segue que,
22 _ 12 22 _ b2
—aarcsen| — — <wv <aarcsen — |

U
As Figuras [2.3] e [2.4] ilustram superficies de rotagdo com curvatura gaussiana

constante negativa.

Figura 2.3: Pseudoesfera com a = 1. A esquerda est4 a parte da superficie corres-

pondente a v > 0, no centro com v < 0 e a direita a superficie obtida.

Figura 2.4: A esquerda encontra-se o tipo hiperbdlico com a =2 e b = 3 e & direita o
tipo conicocoma=3eb=2.
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

2.5 Outras superficies com K < 0 constante

Nesta secao final, apresentamos outros exemplos nao tao comuns de superficies de
curvatura gaussiana constante negativa:a superficie de Dini e a superficie de Kuen.
Apresentamos também os helicoides generalizados planos.

O resultado a seguir caracteriza os helicoides generalizados planos (isto é, com

curvatura gaussiana nula).

Teorema 2.18 Um helicoide generalizado é plano se, e somente se, sua curva perfil a =

(t,(t)) com
P(t) = it\/az—i—z+carcsen(é). (2.7)

Demonstragao: Pelo Teorema [4.25|um helicoide generalizado é plano se, e somente

se, sua curva perfil a = (¢, ¢) satisfaz a equagao diferencial
(P?’((P’lp/”b”— ¢/2¢//) _ C2¢/4 = 0.

A curva perfil pode ser parametrizada de modo que, ¢(t) = t. Entdo, a equagao
diferencial reduz-se a
'y’ —c? = 0. (2.8)
Por outro lado,

d N2 _ N
() =29y,

assim ([2.8) se torna
d, o
- =, 2.
SR =2 (29)

Integrando a equagao em ([2.9) com relacao a t, temos

c2

NN 2 Y
17b (t) =a tzl
onde a® é constante de integragdo e a > 0. Ou seja,

c2

Pl(t)=#yJa?— (2.10)

A fim de encontrarmos 1(t), precisamos integrar a equacao em (2.10). Para tal,

. o C
usemos a seguinte mudanca de variaveis, a senx = 7 donde obtemos t = — cossecx, e
a

c
consequentemente dt = —— cossecx cotgxdx.
a
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2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

Usando-se a identidade trigonométrica cotg?x = cossec’x — 1, obtemos que

. 5 € , COSXx
uma primitiva de Va? —a“sen“x|—— cossecx cotgx | é c
a senx

Assim,
2
c c
t) =+ t\/a2 -+ carcsen(—)),
$(o) ( t2 at
Val2t2 — 2

oiscosx = ——. [l
P at

+CcXx

Figura 2.5: Helicoide Generalizado Plano, coma=1ec=1.
Defini¢ao 2.19 Uma superficie de Dini é uma superficie parametrizada por

X(u,v) = (acosusenv,asenu senv,a (cosv + In( tg%)) +cu). (2.11)

Figura 2.6: Superficie de Dini

Uma superficie de Dini tem curvatura gaussiana constante, fato que sera ex-

plorado no préximo capitulo. Neste momento, nosso objetivo é relacionar os helicoi-

26



2 Superficies de Rotagao de Curvatura Constante

des generalizados com a superficie de Dini. Este resultado consta na obra original
de Luigi Bianchi [2]].

Teorema 2.20 Seja H um helicoide generalizado com a propriedade de que os meridianos

sdao curvas principais. Entao H é parte de uma superficie de Dini.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos supor que a curva perfil do

helicoide generalizado é da forma a(v) = (v, (v)), de modo que
X(u,v)=(vcosu,vsenu,cu + h(v)).
Temos que
X, = (-vsenu,vcosu,c) e X,=(cosu,senu,ip’(v)).
Assim,
X, x X, = (vip’(v)cosu — c senu,vp’(v) senu + ccosu, —v),

donde

IX, x X, || = \/(—v)2 + (v’ (v)cosu — csenu)? + (v’ (v) senu + ccos u)?

= \/c2 +v2+ 02’ (v)2

Assim o vetor normal unitario de H em relagaoa X é

(vy’(v)cosu — csenu,vp’(v) senu + ccos u, —v)

Ny =
\/c2 +v2 + 02y’ (v)?

O meridiano v — X(u,v) é a intersec¢ao do helicoide generalizado com um

plano IT através de seu eixo. O vetor normal unitario a este plano é dado por
N1 = (—senu,cosu,0).

Suponhamos que a seja uma curva principal no helicoide generalizado. Como a é

automaticamente uma curva principal em IT, pelo Teorema|[2.8|temos que os campos
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vetoriais Ny e Ny encontram-se com um angulo constante o ao longo de a. Assim,

c
coso =(Nx,Np) = \/cz+v2+v24)’(v)2. (2.12)

De (2.12) segue que

(> +v2+ 02’ (v)?)cos’o = 2

c?(1 —cos? o) 5 sen’o

2 / 2
v(l+¢(v =
1+ (@)) cos?o cos?o

v(1+9'(v)?) = c*tglo.

Consequentemente,

2452 2152 2
ron c tgeo _ cotgro—v

Com a mudanga de variavel v = ctgo sent temos dv = ctgo costdt e

cos?t
sent

P(t) = =c tgaJ dt = ctgo [J( cossect — sent)dt

= z*ctgo(cost+ ln( tg% )),

de modo que a curva perfil pode ser parametrizada por a(t) = (ctgo sent,ctgo(cost+
ln(tg(%))), que corresponde a uma fractrix. Portanto, um helicoide generalizado
cujos meridianos sao curvas principais é parte de uma superficie de Dini, também
conhecida como pseudoesfera torcida. O

Uma outra superficie de curvatura gaussiana negativa constante nao tao co-

mum ¢é a de Kuen, que pode ser parametrizada por

(cosu + usenu)senv (senu —ucosu)senv 1 cosv

v
5 log(tg2) +

X(u,v):(

1+ u?sen?v ’ 1+u?sen?v 1+u?sen?v

Uma ilustracao da superficie de Kuen é dada na Figura
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Figura 2.7: Superficie de Kuen.

Em relacao a esta superficie, temos

4u? sen’v (2 —u? + u?cos 2v)? cossec’v

E = F=0 G=
(2+u?—u?cos2v)? (2+u?-u2cos2v)?

e=-2senv W2 -+ uPcos 2v)” f=0 g=2cossecv u?(2—u? +u?cos 2v)?
- (2+u?—u?cos2v)* v &= (2+u?—ulcos2v)t ’

eg—f*

de modo que suas curvas coordenadas sao curvas principais e K = FC_F2 -
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3 SUPERFICIES DE CURVATURA CONSTANTE NEGATIVA

Bianchi foi quem primeiramente conseguiu um método de se obter superficies de
curvatura gaussiana constante negativa. Tal método foi sistematizado na transfor-
mada de Bianchi, que por meio de uma superficie conhecida com curvatura gaus-
siana constante negativa se obtém outras por meio da aplicag¢ao da técnica. Outros
matematicos baseados nos trabalho de Bianchi logo encaminharam generalizac¢des
de seu método, entre eles, Lie, Backlund e outras transformadas que podem ser
encontradas no oitavo capitulo de [6].

A abordagem adotada aqui se faz embasada no conceito de rede de Chebyshev,
que sao parametriza¢des nas quais os comprimentos dos lados opostos de qualquer
quadrilatero formado por elas sao iguais. Uma condigao necessaria e suficiente para
que isso aconteca é E, = G, = 0.

Dai tratamos de dois tipos de parametrizagoes fortemente relacionadas e ca-
racterizadas por propriedades da primeira forma fundamental. Definimos uma pa-
rametrizacao de Chebyshev para a qual E = G e constantes e, em seguida, uma para
a qual E + G é constante e F = 0.

Para os propositos deste trabalho de conclusao de curso, estamos considerando
superficies em R>. Para estas, o objeto de estudo é sua curvatura gaussiana K, prin-
cipalmente no caso em que K é constante. O Teorema Egregium de Gauss afirma
que a curvatura gaussiana K de uma superficie M c R3 é intrinseca, isto ¢, nao de-
pende de como ela esta mergulhada em R>. Neste contexto, faz sentido (é natural)
introduzir as superficies abstratas, que sao variedades bidimensionais com métrica
Riemanniana ou pseudo-Riemanniana. Os resultados dados nas sec¢oes e
podem ser enunciados para superficies abstratas. Contudo nao faz parte de nossos
objetivos neste trabalho detalhar isso e portanto nao comentaremos quais resultados
sao validos de modo mais geral.

Mostramos que as parametrizagdes principais em tais superficies tém propri-
edades especiais e os dois tipos de parametrizagoes de Chebyshev podem ser de-
terminados como assintdticos e parametriza¢des principais, respectivamente, nos

quais ki, k, sao determinados pela métrica. Além disso, tratamos superficialmente
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

da equacao Seno-Gordon, cujas solu¢oes determinam func¢oes angulares de parame-
trizagoes de Chebyshev com curvatura constante. Também usamos solugoes especi-
ais para tratar superficies de revolucao, culminando em parametrizagoes explicitas
para a pseudoesfera.

Prosseguimos definindo a transformada de Bianchi de superficies de curva-
tura negativa constante, a aplicamos na pseudoesfera e encontramos a superficie
de Kuen. Os referenciais méveis em superficies no R> sao estudados, bem como um
analogo das férmulas de Frenet. Definimos transformada de Backlund e a aplicamos

a construcao da superficie de Dini.

3.1 Parametrizacao assintética de Chebyshev

Inicialmente definiremos um tipo particular de parametrizacao de uma superficie

abstrata.

Defini¢do 3.1 Sejam a>0e X : U C R? > M, U aberto, a parametrizacio de uma su-
perficie reqular M C R3. Dizemos que X é uma parametrizagio assintética de Chebyshev

com raio a se a primeira forma fundamental de M for dada por
I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

com E =G = a?.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

F? = (X, X,) < IXPIX, NP = EG = a*.

2

Assim, F = a”cosw(u,v) para algum w(u,v) € R, de modo que

I =a*(du?+ 2cos wdudv + dv?).

F X, X .. -
Como F = a?cosw, entdo cosw = — = M, que coincide com a nogao
a1 XXl

usual de angulo entre dois vetores no R>. Portanto, podemos definir a funcao angulo

como
(X, Xy )

Xl 11Xl

Usando as equacoes (4.6), (4.7) e (4.8)), vemos que os simbolos de Christoffel
dependem somente dos coeficientes da primeira forma e de suas derivadas. Para o

COSw =
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caso de uma parametrizagao assintotica de Chebyshev, temos o seguinte lema.

Lema 3.2 Os simbolos de Christoffel de uma parametrizagdao assintotica de Chebyshev

sao dados por

I} = (cotgw)wy, I} = —(cossecw)w,,

1 _ 2 —
I, =0, =0,
L), = —(cossecw)w,, T}, =(cotgw)w,.

2

Demonstragdo: Como E = G = a® e F = a’cosw(u,v), segue que, E, = E, = G, =

G,=0eF, =—-a’w, senw e F, = —a’w, senw. Assim, de (4.6), (4.7) e (4.8) segue que

r! (=2a% cosw)(—a’w, senw) a*w, cosw senw (cotga)
= = = wy\ COtgw
1 2(a% —a*cos? w) atsen?w ul COEW),
2\(_ 2 4
2 (2a°)(-a*w,senw) -a“w,senw
i = 2(at—a*cos?w)  atsenlw ~wu( cossecw)
r112 = I1122 =0,
(2a%)(-a*w, senw) —a*w, senw
L), = = = —w,( cossecw
2 2(a% - a*cos? w) atsen?w ol )
(—2a* cos w)(—a’w, senw) _ a*w, cos w senw

I, = = w,( cotgw).

2(a* - a*cos? w) a*sen?w
O
Vamos agora determinar a curvatura gaussiana de uma superficie parametri-

zada por uma parametrizagao assintotica de Chebyshev com raio a.

Lema 3.3 A curvatura gaussiana de uma parametrizacdo assintotica de Chebyshev de
raio a > 0 é dada por

—w

K=—",

a? senw

Demonstragao: Pela Equacao de Gauss (4.9), temos
FK = (})y = (T)y + TA T, T 0.

Pelo Lema esta equagao torna-se

—a’coswK = —cossec’ww,w, + cotgww,, + cossec’ww, w,
% —cotgwwy,, —Wyy
a?cosw a’senw
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

Lema 3.4 Seja X : U c R?> — R3, U aberto, uma parametrizacio regular. Uma condigio
suficiente para a existéncia de parametrizacdo assintotica de Chebyshev que reparame-
triza X é que
1 _12 _
I, =T =0

Demonstragao: Seja X uma parametrizagao com I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? tal que

I, =T% = 0. De (4.6), (4.7) e (4.8) segue que os coeficientes da primeira forma

fundamental satisfazem

GE,-FG, =0
EG,-FE, =0.

Resolvendo o sistema para E, e G,, obtemos que a tnica solugao é a trivial, E, = G,, =
0, pois como X é regular entdao EG — F? > 0. Assim, a funcio E s6 depende de u e G

s0 depende de v. Desse modo, podemos definir fungoes p, g por
1 1
p(u)z;f@du e q(v):;j\/adv

em que a € uma constante real positiva.

Como p’(u) = 715 z0eq'(v) = NG # 0, o Teorema da Fungao Inversa garante
a existéncia das fungdes inversas derivaveis u = u(p) e v = v(q).

Seja Y dada por Y(p,q) = X(u(p),v(q))-

Segue do Teorema da Funcao Inversa que Y ¢, de fato, uma reparametrizacao

de X e que
du a dv._ a

dp VE  dq G

d d
Além disso, aun _av_
dq dp
: , _ @ 2 ,_ @ 2
Assim, Y, = X,,Y, = X;,Ey = ||V, ||* = EE = a%,Gy =Y, = EG =a*, de
modo que Iy = a?dp? + 2Fydpdq + a*dq®.
Portanto, Y é uma parametrizagao assintotica de Chebyshev. O

Vamos agora dar um outro tipo especial de parametrizacao de uma superficie.

Definigao 3.5 Sejam a > 0 e M C R> uma superficie regular. Uma parametrizagao
principal de Chebyshev de raio a e funcao angulo 0 é uma parametrizagao X : U C
R? — M, U aberto, tal que

E=(acosf)?>, F=0, G=(asend)?
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

de modo que
Ix = a*(cos®Odu? + sen’0dv?). (3.1)

Observemos que se 0 é funcao angulo de uma parametrizagao principal de
Chebyshev, entao —6 também serve como fungao angulo. Determinamos a seguir os

simbolos de Christoffel para uma tal parametrizacao.

Lema 3.6 Os simbolos de Christoffel para uma parametrizagdo principal de Chebyshev

sdao dados por

I = —(tg0)0,, Tf =(cotgh)o,,

I‘112 = _( tg@)ev' 1-‘122 = (COth)Qu,

Iy, = ~(tg0)0., T3, = (cotgd)o,.
Demonstragao: Como E = (acos0)?, F = 0 e G = (asenf)?, entdo F, = F, = 0,
E, = (-2a*senfOcos0)0,,, E, = (—2a*cosOsenb)b,, G, = (2a’>senfcos0)8, e G, =

(2a% sen® cos 0)0,. Assim, usando , e segue que,

(a® sen?0)(—-2a% cos 0 sen60,)) ~ 2a*cos 0 senBo, B

rY, = = =—(tg0)0,,
1 2(a? cos? Oa? sen?0) 2a*cos?0 (1g0)0.
—(acos0)*(—2a*senOcos0)0, cosH senbo,
I = = = (cotgh)o,,
1 2(a?cos?Ba? sen20) sen20 (cotg6)0,
(a? sen’6)(-2a* senB cos06,) cos6O senOO
1—‘112 = 2 ( 202 ) = = > - = (tg0)0,,
2(a*cos*Ba* sen<0) cos- 0
(a?cos?0)(2a* senO cos06,) senbcos OO,
I = = = (cotgb)0,,
12 2(a? cos? Oa? sen?0) sen26 (cotg0)0,
1 (a? sen?6)(—2a? cos O senB,,) 2a*cos 0 senfo,
I = 2 cnc2 072 con? =" 1.2 =—(tg0)0,,
2(a* cos* Oa* sen?*0) 2a*cos 0
— 0)%(-2a% senfcos0)0, cos6 senOO
rz - —lacos v = Y = (cotgh)0,.
22 2(a? cos? 0a? sen?0) sen26 (cotgd)0,

O
Agora vamos determinar a curvatura gaussiana de uma parametrizagao prin-

cipal de Chebyshev.

Lema 3.7 Seja X : U C R?> — M, U aberto, uma parametrizagdo principal de Chebyshev.

Entdo a curvatura gaussiana de X é dada por,

_ _Quu + vi
a? senf cos O

Demonstracao:
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

Pela Equacao de Gauss (4.10)

0 0
—EK = %(rlzl) - E(rlzz) + rlll r122 + 1“121 r222 - rllz r121 - 1“122 r122

d 2y _ 9 _ 2 2 d r2y _
Como %(FH) = 81}((C0tg6)9v> = —cossec 0(0,)” + (cotgh)0,, e 5 (I5) =

%(( cotgf)o,) = - cossec29(6u)2 + (cotgB)0,,,, entao

(a®cos’0)K = —cossec’0(0,)? + (cotgh)@,, — cossec’0(6,,)* + (cotgh)O,,, — 62 +
+ cotg?0(6,)* + 02 — cotg®0(0,)?
= cotgh(0,,—0,,)+ 02(— cossec?O + Cotg26 +1)
+ 62(cossec’O — cothG -1)
cotg0(Oyy ~Ous) _ Oy —Ouy
a?cos?0 a?senOcosO’

O
Existe uma relacao entre uma parametrizagao assintética de Chebyshev e uma
parametrizagao principal de Chebyshev.

Lema 3.8 Sejam X e Y duas parametrizacoes de uma superficie reqular M C R3 tais que

u+v u-v
X(u,v):Y( > ),Y(p,q):X(pw,P—q)

Sendo Iy e Iy suas respectivas primeiras formas fundamentais, entdo
Ix = a®(cos® 0du? + sen’0dv?) (3.2)

se, e somernte se,

Iy = a®*(dp? + 2cos wdpdq + dgq?).

Demonstragao: Tomando
Iy = Exduz + szdUdU + Gde2 Iy = Eydpz + ZFdedq + Gydqz.

Temos que

1 1
Xu = E(Yp + Yq), Xv = E(Yp - Yq)
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa
de modo que

1 1 1 1
EX = Z<Yp+Yq’ Yp+Yq> = E(EY+2FY+GY)’FX = Z(EY_GY) e GX = Z(Ey—ZPy-i-Gy)

2

Portanto, se Ey = Gy = a’ e Fy = a®cosw entio

2
Ex = %(1+cosa)):azcosz(%):azcosz&
PX - 0,

2
Gx = %(1—cosa)):azsen2(%):a25en6.

Reciprocamente, Y, = X, + X,, Y, =X, - X,, de modo que
EY = EX + ZFX + Gx,FY = EX —Gx,GY = EX _2FX + Gx.

Como Ex = a®cos?0,Fx =0 e Gy = a®cos® 60 entdo

2

Ey = a*(cos’6 + sen’0) =4,
Fy = a*(cos?0 — sen’0) = a’cos26 = a’cosw,
Gy = a*(cos’6 + sen’6) =a>.

3.2 Parametrizacdes principais de superficies com

curvatura constante negativa em R’

Nesta secao estabeleceremos um importante fato sobre as curvaturas principais de
uma superficie em R3 com curvatura gaussiana constante negativa. A ferramenta

mestra para tal serdao as conhecidas equagoes de Mainardi-Codazzi (4.17]).

Lema 3.9 Seja X : U € R? — R3, U aberto, uma parametrizacdo principal de uma su-
perficie regular M com primeira forma fundamental I = Edu® + Gdv? e sejam k, e k,
as curvaturas principais de M. Suponhamos que X tem curvatura gaussiana constante
~a~2 < 0. Entdo

{ E(1+a?k?) = 724 (3.3)

G(1+ azkg) = ¢ 2B)
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de modo que

2= LA )

Demonstragao: Usando a primeira equacao do Corolario e que kik, = a2,

segue que ky =k, e

ﬂ — (kl)v — klv — _azkl(kl)v (3 5)
2E k2—k1 _ 1 _k 1+a2k12
a’k !
Integrando (3.5)) com relacao a v, obtemos
1 o 1

—Elog(l +a’ky) = Elog(E)+A(u), (3.6)

onde A(u) é uma constante de integracao. Logo,
(1+a%k?)7 = 2AWE, (3.7)

e assim a primeira parte do lema esta demonstrada. A segunda parte se faz usando
a segunda equacao do Corolario O

Agora vamos mostrar como as curvaturas principais de uma parametrizagao
principal com curvatura gaussiana constante negativa sao expressas em termos da

primeira forma fundamental.

Teorema 3.10 Suponhamos que Y : U € R*> — R3,U aberto, é uma parametrizacio
principal de Chebyshev com primeira forma fundamental Iy = Eydp? + Gydq? e curva-
tura gaussiana constante K = —a=? < 0. Entdo existe uma reparametrizacdo principal X
de Y da forma

X(u,v) =Y(p(u),q(v)), (3.8)

tal que Iy = Exdu® + Gxdv? e as curvaturas principais de X satisfazem
q X p P

2

—E
a“tx

(3.9)

2

-G

=X

aGX

Demonstragao: Definamos X por (3.8) e determinamos fungoes de p e g tais que as

37



3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

equacdes em (3.9) sejam validas. Temos que, X, = p’(u)Y, e X;, = q¢'(v)Y,. Assim, os
coeficientes da primeira forma fundamental de X estao relacionados com os de Y

por
Ex(u,v) = p'(4)*Ey(p(u),q(v)),
Fx(u,v) =0, (3.10)

Gx(1,v) = 4'(v)*Gy (p(u),q(v)).

Além disso,
Xyw =p (W)Y, +p' ()Y, Xy =p'(0)q' ()Y, Xy =q"(v)Y, +q'(v) Yy,

e entao

e(u,v) =p’(u)?ey(p(u),q(v))

fu,v) = fy(p(u),q(v)) =0, (3.11)
g(u,v)=q'(v)gy(p(u),q(v)).

Como Fx(u,v) = fx(u,v) = 0, temos que a parametrizacio X é principal. Sendo k; e

k, as curvaturas principais de M obtidas a partir de Y, temos

ki(u,0) = ki (p(u), q(v)) e ka(u,v) = ka(p(u), q(v)), (3.12)

onde k; e k, denotam as curvaturas principais de M obtidas por X.

Por (3.7), (3.10) e (3.12)), temos que
/ 2A
kl(u’v)2_ 1 (p (u) (P(”))_l)

T a2 E(2u,v)
1 qw)?B(g))
kol v)? = o e T 1)

Finalmente, basta escolher p(u) e g(v) tais que
p'(u)*Alp(u) = 4'(v)B(q(v)) = 2,

donde segue (3.9). O

Por fim, vamos demonstrar a existéncia de parametrizagao de Chebyshev de

uma superficie em R® com curvatura gaussiana constante (negativa).

Teorema 3.11 Seja M C R® uma superficie regular com K = —a=% < 0. Denote por 26
o dngulo entre dois vetores assintoticos. Em uma vizinhanga de cada ponto de M existe

uma parametrizagdo principal X : U C R?> — M, U aberto, tal que,

1. A métrica de X é dada por Ix = a*(cos? 0du? + sen’0dv?).
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o tg0 \? tgo \?
2. As curvaturas principais satisfazem k? = (i) ekl = ( 0’8 ) .
a a
g 1
3. A curvatura média é H = + ——— .
asen(20)

4. A segunda forma fundamental de X é dada por I1 = +asen6 cos 0(du? — dv?).

Demonstragao: Como K < 0 entao nao ha pontos umbﬂicosﬂ em M, de modo que é
possivel escolher uma parametrizagao principal para M, que pode ser normalizada
de acordo com o Teorema Além disso, como todos os pontos de M sao hiper-
b(’)licosﬂ entdao em cada ponto p € M passam exatamente duas linhas assintéticas.
Sendo 26 o angulo entre estas linhas, e (p) e e,(p) as dire¢des principais (unitarias)
correspondentes a ki (p) e ko(p), respectivamente, temos que o angulo entre as linhas

de curvatura em p e e;(p) € igual a 6. Segue da Formula de Euler que

koK

to?0 = —— = = a’k?.
g kZ K 1

tgl 2 teO 2
Assim, ki = (i) e, como K = kik, = —a~2, concluimos que k3 = ( 0’8 ) . De
a a
2-E  tg’0 2_G tg20
klz = aazE = iz e k% = a G = COa% , temos que E = az C0529 e G = az sen29,

de modo que a métrica de X é dada por

Ix = a*(cos?> 0du? + sen’0dv?).

Para (3), temos que,

H:il(tie_F&ge):i;
2\ a a asen(20)

Sejam ¢, f e g os coeficientes da segunda forma fundamental de X. Pelo Lema

f =0. Para provar (4), vamos usar o fato de que considerando F = 0 nas equagdes
8

. T €
de Weingarten 1) encontramos que as curvaturas principais sao k; = - e kp = c

E
Consequentemente,

tgO
2c052(9i = +cosO send.

a

e=kiE=z=a

1Um ponto p de uma superficie regular S ¢ R? é dito ser umbilico se as curvaturas principais em p
coincidem.

2Um ponto p de uma superficie regular S ¢ R?, é dito hiperbélico se K(p) < 0, ou equivalentemente,
as curvaturas principais tém sinais opostos.
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E,
tgo
g=k,G= 7287 22 5en?0 = FasenO cos 0,

donde temos (4). O

3.3 Equacao Seno-Gordon

De acordo com Lema encontrar parametrizagdes principais de Chebyshev de
uma superficie com curvatura gaussiana constante negativa K = —a~2 esta relacio-

nado a determinar solu¢des de uma equacao diferencial parcial nao-linear
0,,—06,, = senO cosO (3.13)

que é conhecida como equagao Seno-Gordon.

Por meio de uma mudanca de variaveis u =p+gev=p—qe w = 20, temos
que
=20

w =2(0,, —0,,) = 2senBcos O = senw,

pq rq

que é uma outra versao da equagao Seno-Gordon. Os detalhes estao na Se¢ao[4.3]do
Apéndice.

De acordo com o Lema|[3.3} encontrar parametrizagoes assintoticas de Chebyshev
de uma superficie com curvatura gaussiana constante negativa K = —a~2 est4 relaci-
onado a determinar solugdes da equagao Seno-Gordon na segunda versao.

A garantia de existéncia de solugoes segue de um teorema de existéncia de

solugoes para a equagao Seno-Gordon.

Lema 3.12 Seja 6 uma solugdo de , dependendo somente de u. Entao
02 = b —cos’ 6, (3.14)

em que b é uma constante real.

Demonstragao: Como 6 é fungao somente de u, entao podemos multiplicar (3.13])

por 0, e escrevemos
20,0, =—(-2senfHcos0)0,,. (3.15)

Integrando (3.15), obtemos (3.14). O
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3.4 Parametrizacao de Chebyshev de uma superficie

de curvatura constante negativa

O proximo resultado nos da uma identidade trigonométrica que utilizaremos nesta
se¢ao.

L
2

Demonstragao: De fato, usando as defini¢oes de secante e tangente hiperbodlicas

Lema 3.13 Sejaa = ln(tg ) Entdo senty = secha e cosy = —tgha.

segue que

2 2

= 2sen(y/2)cos(/2) = seny,

_ef-et tg(y/2) - cotg(/2) 2 _
tgha = T e tg(/2) T cotg(0/2) sen”(¢/2) —cos“(1p/2) = —cos .

O
Vamos agora determinar a forma geral de uma parametrizagao principal de
Chebyshev de uma superficie de revolugao com curvatura gaussiana constante ne-

gativa.

Teorema 3.14 Sejam M uma superficie de revolucdo com K = —a=2 < 0 e 0 uma fungdo
angulo satisfazendo 6, =0 e . Uma parametrizagao principal de Chebyshev de M
é dada por

X(u,v) = (% sen(0(u))cos(bv), % sen(0(u))sen(bv), z,b(u)), (3.16)
onde
Y'(u) = i%cosz(E)(u)). (3.17)

Demonstragao: A superficie de revolu¢ao M pode ser parametrizada localmente
por
X(u,v) = (asen(6(u))cos(pv), a sen(0(u)) sen(pv), P(u)), (3.18)

para certos a, f sao constantes e alguma fungao . Calculamos

X, (u,v) = (acos(0)0, cos(pv), acos(0)0, sen(pv), P’ (u))
Xy (u,v) = (—apf sen(0)sen(Bv), ap sen(0)cos(pv),0).
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Para que X seja uma parametrizagao principal de Chebyshev deve ocorrer
a?cos?(0) = E = a?cos?(0)02 + ’(u)? e a’sen’0 = G = a’p?sen?0, implicando
a?p? = a2,

A condi¢ao de M ter curvatura gaussiana constante negativa é (3.14) e temos

que
' (u)? = cos® O(a’® — a’b? + a® cos? 6).
Assim, tomando a = a/b e = b, obtemos (3.17). O

Agora, um caso especial a se considerar quando b? = 1.

Teorema 3.15 Seja X : U C R* — R3, U aberto, uma parametrizagdo principal de Chebyshev

com raio a > 0 cuja a fungdo dngulo O satisfaz as equagoes diferenciais parciais
02 =sen’0 e 6,=0. (3.19)

Suponha ainda que X seja uma parametrizagdao padrdo de uma superficie de rotagdo, ou
seja,
X(u,v) = (¢p(u)cosv, p(u) senv, P(u)). (3.20)

Entao

1. X tem curvatura gaussiana constante negativa —a .

2. ¢ e sdo dadas por ¢p(u) = aasech(u + C) e p(u) = pa(u + B— tgh(u + C)), onde

a e 3 sao £1 e B,C sdo constantes.

3. A menos de um movimento rigido, X é uma reparametrizagdao de uma pseudoesfera

de raio a.
4. Cada funcdo dngulo é dada por 6 = 26 arctg(e?#*C)), onde y e 6 sio +1.

Demonstragao: De (3.19), temos que 0,,,, = senf cos 6. Pelo Lema[3.7 X tem curva-
tura gaussiana K = —a~2 < 0, provando (1). Além disso, a primeira equagao de (3.19)
pode ser reescrita como

0, =y sen0, (3.21)

com y = +1, cuja solugao é

1
tg—| = =
' 8 ) | cossecO + cotgh)|

ey(u+C)

’

onde C é uma constante, donde segue (4).
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Assim, pelo Lema temos que

70, = senf = dsen(60) = dsech(y(u +C)) = o6sech(u +C) (3.22)

cos 0 = cos(00) = —tgh(y(u + C)) = -y tgh(u + C). (3.23)
Agora, suponhamos que X é dada por (3.20), de modo que
G=pu? e E=g¢'u)+p(u?

Para X ser uma parametrizagdo principal de Chebyshev, devemos ter que ¢(u)? =

G = a? sen?6, de modo que

¢(u)=aasend, (3.24)
com a = +1. De (3.22) e (3.24) segue que
¢(u) = adasech(u + C). (3.25)

Sem perda de generalidade, podemos assumir 6 = 1 em (3.25)) e assim obtemos a
primeira equacao de (2).
Similarmente, o fato que ¢’(u)?+1’(u)?> = E = a® cos? 0, combinado com (3.24)

e (3.21)), implicam que
W' (u)? = E—¢’(u)? = a® cos® 0 —a*(cos® )02 = a®(cos? 6)(1 — 82) = a*cos* 0. (3.26)
De e temos que ’(u)? = a®(tgh(u + C))*, de modo que
P’(u) = Ba( tgh(u + C))?, (3.27)
com 8 = +1. Integrando (3.27)), obtemos
Y(u) = pa(u+ B - tgh(u +C)), (3.28)

onde B é uma constante de integracao, assim concluimos (2).
Consequentemente, (3.20) torna-se

acosv @ senv
cosh(u + C)’ cosh(u + C)’ﬁ

X(u,v):a( (u+B- tgh(u+C)))
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onde a e f sao £1. Uma translagao ao longo do eixo z combinada com uma mudancga

de variaveis u — u — C transforma X(u,v) obtida anteriormente em

X(u,v)=a

(CYCOS’U a senv

coshu’ coshu Blu = tghu)). (3.29)

Fazendo u =1n tgg ev=p+mn(a—1)/2 eusando o Lema|3.13, obtemos

sechu = senq e u— tghu =cosq+In tg(q/2).

Além disso, @ cosv = cosp e @ senv = senp. Assim, segue que

X(p,q) = a(cosp seng, senp seng, f8 (cos g+ In( tgg))). (3.30)

Quando g =1, X(p,q) é a parametrizacao usual de uma pseudoesfera. Ao tomarmos

p =—1, obtemos alguma pseudoesfera refletida no plano xy, e assim (3) segue. [
A préxima defini¢ao é motivada a partir de (3.29), com a = =1.

Definicao 3.16 Seja a > 0. A parametrizacao principal de Chebyshev de uma pseu-

doesfera de raio a é aplicacio de R?* em R® dada por

COSs v senv

X(u,v) = a( u-— tghu). (3.31)

coshu’ coshu’
Cada funcao dngulo de uma pseudoesfera é dada por (u) = +2 arctg(e*").
A parametrizacao assintdtica de Chebyshev de uma pseudoesfera pode ser en-
contrada substituindo-se u =p+ge v =p—gem (3.31). Isto é,

cos(p—¢q) sen(p-—gq)
cosh(p +g)’ cosh(p +q)

(M)Ha( P+q- tgh(p+q))- (3.32)

3.4.1 A Transformada de Bianchi

Definigao 3.17 Seja M C R> uma superficie regular com curvatura gaussiana constante
K = —a=2 < 0. Dizemos que uma superficie N' com campo vetorial normal N é uma
transformada de Bianchi de M se existe ® : M — N tal que para cada ponto p € M
valem as condigoes:

L [[@(p)-pll =&

2. O(p)—p é paralelo a um vetor tangente a M em p;
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

3. Ny (D(p)) é paralelo a um vetor tangente a M em p e perpendicular a @(p) — p.
Bianchi denominou N de superficie complementar de M.

Lema 3.18 Sejam X : U C R* — R, U aberto, uma parametrizacio principal de Chebyshev
de uma superficie M em R3 com K = —a~2 < 0 e O uma funcio qualquer tal que k; =

(—tg0)/a, de modo que
E=(acos0)’> e G=(asenb)?,

como no Teorema Seja Y = @ o X uma reparametrizagio de X que satisfaz as
condigoes (1) e (2) da Definigao Entao existe uma fungao 0:UcCcR? >R3U

aberto, tal que

0 0
Y=X+ 27, + x| (3.33)
cosO senf

Chamamos 6 de uma fungao angulo da transformada de Bianchi relativa a 0.

Demonstragao: A condi¢ao (2) da Definigao implica que existem fungoes A e B
tais que Y = X + AX,, + BX,,, com p = X(q), para algum q € U. Entao pela condigao
(1) da Defini¢ao temos que,

a® = ||Y = X|I> = A%IX,|I? + B|IX,||? = a®(A% cos?® O + B? sen’6),

pois a parametrizacao X é principal.

cos B sen® tant
e B=——, e portanto o
cosO seng’ P

resultado segue. O

Assim, podemos tomar A e B como sendo A =

Agora, vamos obter um par de equagoes diferenciais parciais (chamadas as
equagdes de Bianchi-Darboux) relacionando 6 e 6. Elas decorrem da condigio (3) da
Definicao de transformada de Bianchi.

Teorema 3.19 Sejam X : U € R?> — R3, U aberto, uma parametrizacio principal de
Chebyshev de uma superficie M em R® com K = —a~2, como no Teorema eY uma
reparametrizagdo de X dada por . Entdo Y é uma transformada de Bianchi de X se,

e somente se,

{ éu + 91/ = SGHECOS 0, (334)

6,+60, = —cosOsend.
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

Demonstragao: Suponhamos que Y seja uma transformada de Bianchi de X, tal que
Y é dada por (3.33). Derivando Y com relacao a u, obtemos

—X,,.
senf "

cos @ cos 6 send sen6
X — X
) u uu ( Sene )u v +

Y, =X —

! ”+(cos9 ) " os0
De acordo com o Teorema e as equacoes (4.5), (4.6), (4.7) e (4.8)) temos

Xy =—(tg0)0,X,+(cotgh)0,X,—asenbcosON e X,, =—(tg0)0,X,+(cotgd)0,X,,

e, consequentemente,

Y, = AX, + BX, —asen0cos ON (3.35)
onde,
A—1+ cos O _ (sen6 cos6)6, _ (senb)tgoo, _ cos0 — (6, +06,)senf
a cosB | cos2 6 send a cos 6
e

send senZ6 senf

B senf N (cos0)6, N (senB cos 6)6, B cos0(0, +6,)
~\senf/ B '

Procedendo de modo analogo para Y,, obtemos

_ cosf - sen0(0,, + Qv)X N cos0(6,+6,)

Y, u X, —asen6cosON,

cos B sen@

sen0(6, +0,) senf +cos0(0, +6,,)
= Xy, +
senf

cos O
Seja Ny o campo normal unitario de Y. Entao a condi¢ao (3) da Definicao ea

equacao (3.33)) implicam que

X, +asenB cosON.

0 0
Ny = - x 4+ % x| (3.36)
acosO asenf
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

Temos que
—senfcosO + sen?6(6, + 0 cos?6(6, +0
(Y, Ny) = 006t 00) %,y + 200t Oy %y
B acos_@ asen<0
= a(—-senfcosO0+6,+06,)
e
sen?6(0, +6,) cos 6 senb +cos20(6, + 0
(Y, Ny) = 9y £0u) (X, X, )+ 000+ 0) (x,,%,)
acos< 0 asen<6

= a(cosOsenf+0,+6,)

Como (Y,,Ny)=(Y,,Ny) =0, obtemos (3.34).
Reciprocamente, suponhamos que Y seja dada por (3.33) e que valem as equa-

¢oes em (3.34). As condigoes (1) e (2) da Definicao sao garantidas pela expressao

de Y. Além disso, temos que

{ Y, = cos?>0X,, +cos 0 send cotgfX, —asend cosON, (3.37)

Y, = sen@cos@tg@Xu + sen?60X, +asenO cos ON.

Definindo Ny por (3.36), temos que Ny satisfaz a condigdo (3) da Definicao [3.17),
uma vez que Ny se escreve em func¢ao de X, e X;, e (Ny,®(p)—p) = 0. Portanto, Y é

uma transformada de Bianchi de X. O

Teorema 3.20 Seja X : U C R* — R3, U aberto, uma parametrizagdo principal de Chebyshev
de uma superficie M em R com K = —a~2, onde a > 0. Seja 6 uma fungdo dngulo de uma
transformada de Bianchi Y de X. Entdao Y é uma parametrizagao principal de Chebyshev

com curvatura constante —a~2 e 6 é uma fungdo dngulo de Y.

Demonstragao: De (3.34), temos que

_ 9 _ 9 _
0,,—-60,, = %(SGI‘IQCOSQ—Q,})—%(—COSQSQDQ—QM)

= 0,cos0cos0 -0, send send — 6, sen6 send + O, cos O cos O
= (6,+6,)cos0cosO — (0, +06,)send send

= senBcosHO.

Tomando-se Y como em (3.33), segue de (3.37) que
(Y,,Y,)=a’cos?0, (Y,,Y,)=0 e (Y,,Y,) =a’sen’0,

donde segue que Y é uma parametrizagao principal de Chebyshev, com fun¢ao an-
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

gulo dada por 0. Dai, pelo Lema temos que Y tem curvatura gaussiana cons-
tante igual a K = —a~2. O

3.5 Referencial mével de uma superficie em R’

Um dos primeiros topicos abordados em cursos elementares de Geometria Diferen-
cial é o estudo de curvas no espaco. Para tal, o referencial de Frenet é uma peca
fundamental para caracterizacao de curvas espaciais por meio de sua curvatura e
tor¢ao, com o uso dos vetores tangente, normal e binormal a curva em cada ponto.
O que faremos nessa secao é semelhante a isso, ou seja, construiremos uma base
do R3 para estudar parametrizagdes principais. O referencial que obteremos ¢, na

verdade, uma variante do triedro de DarbouxE]

Definigdo 3.21 Seja X : U ¢ R? — R>, U aberto, uma parametrizacio principal de uma
superficie reqular M = X(u) com primeira forma fundamental I = Edu® + Gdv®. Para

cada ponto p € M, sejam

X, X,
€1(P):ﬁ e ez(P):ﬁ-

Sendo N(p) o vetor normal unitdrio de X, a base {e1(p),e2(p), N(p)} é chamada de refe-

rencial ortonormal movel de X.

Assim como procedemos no estudo das equagdes de Frenet, em que escreve-
mos as derivadas dos vetores tangente, normal e binormal em termos dos vetores do

Triedro de Frenet, faremos aqui um processo similar.

Teorema 3.22 Seja X : U ¢ R? — R3, U aberto, uma parametrizacio principal com pri-

meira forma fundamental I = Edu®+Gdv?. As derivadas parciais de e;, e, e N satisfazem

3Seja S uma superficie orientavel e N : S — S? a aplicacdo normal de Gauss em S. Sea : [ — S é
uma geodésica em S parametrizada pelo comprimento de arco definida em um intervalo de R,
definimos as aplica¢cdes T,N,B: I — R3 por

T(s)=a’(s) N(s)=(Noa)(s) eB(s) = T(s) x N(s).

Entao {T(s),N(s), B(s)} formam uma base ortonormal do R3, a qual chamamos de Triedro de Dar-
boux. Para mais detalhes, veja [5] ou [11].
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

\/EE €2+\/E (e1)y = VE e,

(62)14 = \/ea ey, (ez)v = - g\/E er + \}gEN' (3.38)
M= —JE Ne= 6%
Demonstragao: Ver a secao (4.4) do Apéndice. n

Corolario 3.23 Seja X : U ¢ R?> — R3,U aberto, uma parametrizacio principal de

Chebyshev com primeira forma fundamental I = Edu? + Gdv?. Entdo:

(el)u = 97/62 — senON, (el)v = 61462:

(e2)y = —0Oyey, (e2), = —6,e1 +cosON,
N, = senfey, N, = —cos0Oe,.
Demonstracao: Consequéncia do Teorema e da Definicao O

Lema 3.24 Nas mesmas condigoes do Teorema o referencial movel da transformada

de Bianchi Y de X é dado por {e|,e,, N}, onde

1 = cosBcosBOe; +cosOsenbe, — senbN,
e, = senfcosBe; + senf senBe, + cosON,

N = —senBe + cosOe,.

Demonstragao: Segue de (3.36)), da Definicao e do fato de X ser parametrizagao
principal de Chebyshev. O

3.6 Construcao de uma pseudoesfera usando a

transformada de Bianchi

Vamos aplicar a transformada de Bianchi a uma parametrizacao singular
X(u,v) =1(0,0,€eau), (3.39)

onde a > 0 é uma constante e € = +1, que corresponde a parametrizagao de uma reta
vertical. Embora nao seja possivel construir um referencial ortonormal mével, como
na Defini¢ao podemos tomar

e; =(0,0,1), e, =(cosv, senv,0) e N =(—senv,cosv,0). (3.40)
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A fim de construir a transformada de Bianchi, consideramos X,, = eae; = acosBe,
onde 6 é uma funcao angulo de X e cos0 = € e senf = 0. De (3.34), temos

0,=€csenf e 6,=0.

Integrando a primeira equagao e tomando-se a constante de integra¢ao como sendo

In tg(ﬁ) =€u
2 - J

0, temos

onde o = +1. Portanto, existem quatro possiveis parametriza¢oes para a transfor-
mada de Bianchi. Pelo Lema[3.13]obtemos

cos 6 = cos(60) = —tgh(eu) = —e tghu, (3.41)
send = §sen(60) = 6 sech(eu) = & sechu. '
A transformada de Bianchi resultante de (3.39) é entao dada por
Y = X+a(cosBOe; + senbe,)
= a(e(0,0,u)—etghu(0,0,1)+ osechu(cosv, senv,0))
= a(dcosvsechu,dsenvsechu,e(u — tghu)).
Consequentemente Y coincide com a parametrizagao
adcosv adsenv
’ » ’ - h ) .42
(1,0) H( coshu * coshu ae(u = tghu) (3-42)

Assim (3.42) parametriza uma pseudoesfera e coincide com (3.31) se 6 =€ = 1.

3.7 A superficie de Kuen como a transformada de

Bianchi da pseudoesfera

Lema 3.25 Seja Y uma transformada de Bianchi de uma parametrizagdo principal de
Chebyshev da pesudoesfera. Considerando 6 = 2 arctg(e*) e 0 uma fungdo dngulo de Y,

entao

O(u,v) = 2arctg(— (3.43)

)
coshu/’
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3 Superficies de Curvatura Constante Negativa
Demonstragao: Segue do Lema que
cosO = —tghu e senf = sechu. (3.44)

Além disso,
2et

Ou = 1+ e2u
De (3.34), (3.44) e (3.45) temos que,

=sechu e 6,=0. (3.45)

0,=- senétghu, (3.46)
e
6, + sechu = —cos O sechu. (3.47)
A solugao da equacao diferencial (3.46) é
0
In tg E| = —j tghudu = —Incoshu +1nA(v),

ou ainda _

0
tg =)= A(v)(sechu), (3.48)

onde y = +1 e A(v) é uma constante de integracao. A equagao (3.47)) pode ser rees-

crita como

0, = —2cos’ (g) sechu. (3.49)

Derivando-se a equacao (|3.48)), obtemos
6\—
% sec? (VT) 6, = A’(v)sechu.

Substituindo (3.49) nesta equagao, concluimos que yA(v) = —v, e entdo (3.43). O

Lema 3.26 Seja 0 dada por , entao

— v2 —cosh?u
s = —————>—,
v2 + cosh” u
(3.50)
— —2vcoshu
senf = —————.
v2 +cosh” u
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Demonstragao: De (3.43)) obtemos

ool )l

Entao, do Lema segue que,

_ _ 2 _ h2
cos@z—tgh(ln( v )) v oo w

coshu v2 + cosh?u

sené:—sech(ln( i )) —2vcoshu

coshu v2 + cosh® u

O

Teorema 3.27 A transformada de Bianchi da pseudoesfera ¢ dada a partir da pa-

rametrizacao

Y (1, 0) 2coshu(cosv +vsenv) 2coshu(senv—vcosv) sech(2u)
u,v)=a , JU—
v2 + cosh? u v2 + cosh? u v2 + cosh®u

Demonstragao: Seguindo a mesma notagao da prova do Lema e usando (3.41)),

temos que

6 = 2arctg(e”), cosO =—tghu, sen6 = sechu. (3.51)
Como
X = (acosvsechu,asenvsechu,a(u— tghu)),
X, = (—acosvsechutghu,—asenvsechutghu,a tghzu),
X, = (—asenvsechu,acosvsechu,0).
Segue de (3.51)) que
Xy
= a(cosvsechu, senv sechu,—tghu),
cosO
(3.52)
Xy
= - ’ » O .
en0 a(—senv,cosv,0)
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De (3.43) e (3.50) podemos escrever

g - 2a1rc,cg(_co;]hu )'

_vz—coshzu (3.53)

2
v2 + cosh? u

cosO

2vcoshu

sen® —
v2 4+ cosh” u

A segunda equagao em (3.53) implica que

— v? —cosh?u 2cosh?u
1+cosf=1- 7 = 7
v2+cosh“u  v2+cosh“u

Assim sendo,

cosO senf
X, + X
cos@ " senO "

= a((1+cos0)cosv sechu — sen6 senv,

Y X+

(1 + cos 0) senv sechu + senB cosv,u — (1 + cos 0) tghu),

assim obtemos o resultado desejado. O

3.8 A Transformada de Backlund

Backlund generalizou a transformada de Bianchi, como a seguir.

Definigao 3.28 Seja M uma superficie em R3 com curvatura gaussiana constante e ne-
gativa —a~>. Dizemos que a superficie N' com campo normal Ny é a transformada de
Backlund de M de inclinagao o se existe uma aplicagio @ : M — N tal que para p € M

as condigoes abaixo sao verificadas:
1. ||@(p)-pll=acoso;
2. ©(p)—p é paralelo ao vetor tangente a M em p;
3. Ny(p) é perpendiular a D(p) — p;

4. O angulo entre os normais N (p) e Ny (DP(p)) é /2 - 0.
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Lema 3.29 Seja X : U ¢ R? — R3, U aberto, uma parametrizacio principal de Chebyshev
da superficie M em R> com K = —a™% < 0 e seja 0 : M — R> uma fungio tal que
ak, = —tg6, de modo que

E=(acos0)® e G=(asenb)>.

Seja Y = @ o X uma parametrizagdao que satisfaz (1) e (2) da Definigao Entdo existe
uma funcio 6 : U ¢ R? — R3 de tal modo que
cos @ sen@

Y=X X X, 1. 3.54
Feoso cos @O ”+sen9 v ( )

Chamamos 6 a fungao angulo da transformada de Béicklund com inclinacdo o em relagdo
ao.

Demonstragao: A condigao (2) da Definigao implica que existem func¢oes A e B
tais que Y = X + AX,, + BX,,. Entao pela condigao (1) da Definicao temos que

a?cos?o = ||Y - X|| = A%||X,|I> + B?||IX,||* = a* (A% cos® O + B sen?0)

cos B senf

Tomando-se A e Bcomo A = coso e B=cos 0—9, encontramos Y. O
sen

COS

As equacoes de Bianchi-Darboux (3.34)) sao generalizadas no préximo teorema para
as equagoes de Backlund-Darboux.

Teorema 3.30 Seja X : U C R? — R3, U aberto, uma parametrizagio principal de Chebyshev
da superficie M em R® com K = —a~? < 0. Seja Y uma parametrizacio dada por (ﬂ)

Entdo Y é uma transformada de Bdcklund de inclinagao o de X se, e somente se,

7 40 senf cos 6 + senc cos O send
u v ’

_ coso _ 3.55
_cos 0 senf + seno senf cos b ( )

|

v+9u =
COS O

Demonstragao: Suponha que Y seja uma transformada de Backlund de inclinagao
o de X. Entao Y é dada por (3.54). Podemos derivar Y com respeito a u e obtemos

2] 0 [z 0
Y, =X, 1 COSO_((COS ) X, cos ) ( sen ) y o sen
u u

_— —X,., | 3.56
Y T en0 “v) ( )

cosB senf
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Assim como na prova do Teorema temos

Xy =—(tg0)0,X, + (cotgh)0,X, —asend cos ON

e
Xuv = _( tge)evxu + ( COth)euXv
Segue que
Y, = AX,, + BX, —acos o sen6 cos ON, (3.57)

onde _

cos O cos 6 senf

A = 1+Cosa((cose) (cos@) Q)Gu—(—sena)(tge)ev)
cosB — cos o sen 5 5

cos @

senf cos 6 sen6
B = t t
cosa(( p—y )u + (Cose)(CO g0)o, +( sen6)<co g@)@u)
_ cosocosO(0,+0,)
B send '

O campo normal unitario de Y ¢, pela condicao (3) da Definicao adequando-se
o sinal,

0 0
Ny = S0y | COSTCOST y ' senoN. (3.58)
acosB asen@

Procedendo de maneira analoga para Y,, segue que

Y, = X, +coso cos O X+ cos @ Xuv+(sen6 . sen® X,
cosB ) cos O send ) senf

Usando X, X,,, como no caso de Y, segue que

Y,=CX,+DX, +acosocosO senON (3.59)
onde R
o Zoso senf (6, +0,)

B cos0
e R— —_—

senf + coso cosO(0,, +0,)

D =
senf
Temos que

55



3 Superficies de Curvatura Constante Negativa

(Y,,Ny)=acosc(—senbcosO +cosa (0, +0,)— senc send cos ),
(Y,,Ny)=acoso(cosa(6,+0,)+ senbcosO + senc sen6 cosO).

Uma vez que (Y,,Ny ) =(Y,,Ny) =0, essas equagoes implicam (3.55).
Reciprocamente, suponha que (3.55) valem. Entao, em relagao a (3.57), pode-

mos escrever

Y, = (cos’0- seno sen@cos@tg@)XH + (cos O sen® cotgf + seno cos’0)X,
— acosocosOsenON,
Y, = ( senécosétg@ + seno sen’0)X,, + (sen’0 — seno cos O send cotgf)X,

+ acoso senBcosON.

Definindo Ny como em (3.58)), as equagoes acima para (Y,,Ny) e (Y,, Ny ) impli-
cam que N é, a menos de sinal, o campo normal unitario de Y. Além disso, Ny é
perpendiculara Y —X e de temos que ( Ny, N ) = seno, donde segue o angulo
entre N e Ny é % — 0. Entao Y é uma transformada de Backlund de X. O

3.9 Construcao da superficie de Dini como uma

transformacao de Backlund

Comecamos com uma parametrizagao degenerada X e o referencial mével {e;,e;, N}
definidos por (3.39) e (3.40). Quanto a fun¢ao adngulo de X, tomamos novamente
6 = 0 de modo que vale (3.41). A transformada de Backlund de inclinagdo ¢ de X é

a parametrizacao Y dada por,

Y(u,v) = X(u,v) + acos o(cos Oe; + senBe,) (3.60)

a(0,0,1) +acos o (cos0(0,0,1) + senO(cos u, senu, 0))

= a(cos o cosu senf, cos o senu senb, u + cos o cos O)

De (3.55), temos que

5 seng 5 seno sené.

e
COSO COSO

Portanto,
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Ou seja,
i (m th) _ du—senodv
2 Ccos o
. ) 1 seno , .
A forma diferencial w(u,v) = du— dv é exata, pois di(u,v) = w(u,v),
U — senoy Cos o Cos o
com P(u,v) = “oso donde
; 0 c (u—vsen0‘+c)
— | =CceX _— .
& 2 P Ccos o
Pelo Lema(3.13
cos@z—tgh(m) e senézisech(Hﬂ).
cos o cos o

De (3.60), concluimos (considerando o sinal positivo) que a transformada Y

mapeia (4,v) a

0COS0 COSV COs 0 senv u—vsenc
a , ,u—coso tgh| ———
u-—vseno u—7vseno COS O
cosh[ ——— ] cosh({————
coso coso

Portanto esta é uma parametrizacao principal de Chebyshev de uma superficie

com curvatura gaussiana constante negativa, com uma parametrizagao assintotica

que é dada pelo Lema|[3.8
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4 APENDICE

4.1 Topicos Elementares de Geometria Diferencial

Neste capitulo vamos tratar dos principais fatos da Geometria Diferencial elemen-
tar de superficies em R® enfocando no Teorema Egregium de Gauss, equacdes de

Mainardi-Codazzi e consequéncias.

Definigao 4.1 (Superficie regular) Seja S C R® e X : U c R* — R3, U aberto, uma
aplicagao tal que X(U) C S, dizemos que S é uma superficie parametrizada regular se,

e somente se,
1. X éC=(U);
2. X é um homeomorfismo entre U e VNS, em que V é um aberto do R>;
3. dX, éinjetora¥g e U.

Definicao 4.2 O vetor normal unitdrio em cada ponto p de uma superficie parametri-
zada regular S = X(U), com X : U ¢ R? = R?, é dado por

X, xX
N(P):N(UIV):M-
u v

Primeira Forma Fundamental

Seja S ¢ R® uma superficie regular. A primeira forma fundamental de S é a restri-
¢ao do produto interno usual do R? aos vetores do espago tangente de S(que é um

subespaco de R?),
Ip = <'1'>|TpS><TpS

Se X: U cR? - X(U) =V C S é uma parametrizagao, sabemos que {X,,X,} é
uma base de T,S. Entdo, tomando w € T,S, tal que w = aX,, + bX, temos
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Iy

(w,w) = a*(X,, X, ) +2ab(X,, X, Y +b*(X,, X, )
As aplicagoes (X, X, ), ( X,,, X, ), (X, X, ) sao chamadas de coeficientes da pri-
meira forma fundamental e denotadas por E = E(u,v),F = F(u,v),G = G(u,v), res-

pectivamente.

Definicao 4.3 Sejam S = X(U) uma superficie parametrizada regular, com X : U C
R? — R®. Dizemos que Y : U ¢ R? — R3 é uma reparametrizacio de X se existir um
difeomorfismo h : U — U,h(u,v) = (u,v) com Y = X oh. A fungao h é chamada de
mudanga de pardmetros.

O préximo lema garante que, a escolha do vetor normal independe da para-

metrizagao da superficie, a menos de sinal.

Lema 4.4 Sejam S = X(U) uma superficie parametrizada regulare Y : V C R* — S uma

reparametrizagdo de X, isto é, Y = X o h, em que . Assim,

d(u,v)
(@)
Ny = ————Nx(u,v).
Y ‘8(u,v) x(u,v)
(7,7
~ . . Xy x X,
Demonstragao: Basta aplicar a regra da cadeia e usar que Nx(u,v) = —*——"-,
VXY [1X0, x Xl
7X —
enquanto Ny (u,v) = ——2_. O
1 Y Ve x Y]

Lema 4.5 A primeira forma fundamental de uma superficie reqular S num ponto p € S

e w € T,,S independe da parametrizagao de S ao redor de p.

Demonstragao: Basta observar que a primeira forma fundamental é a restricao do

produto interno usual do R® ao plano tangente T,S. O

Segunda Forma Fundamental

Sejam S = X(U) uma superficie parametrizada regular, p=X(q)eSey:ICR—>U
uma curva no aberto U com p(t) = (u(t),v(t)) e a(t) a composicao da parametrizagao

com a curva y, isto é, a(t) = X(y(t)) = X(u(t),v(t)). Sejam ¥ = a’(ty) e @ = a’(t),
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temos que,

u'(tg) X, +v'(t0)X, e
u//(tO)Xu + u/(tO)[quul(tO) + Xvuv/(tO)] + v”(tO)Xv
+ v’(tO)[Xuv”/(tO) + vav’(tO)]-

a’(to)

a’(to)

Pela regularidade de S, garantimos a existéncia do vetor normal

X, xX
N(u,v)= —2""(u,v).
1=

Assim, calculando a componente normal de a”(t(), temos:

" (£0)( Xy N )+ (10))* X N ) +
2’ (£0)v"(t0) ( Xuuny N ) +”(£0) ( Xy, N ) +(v/(£0))* ( Xy, N )
(u’(tO))z<quN>+2u/(t0)v,(t0)<Xuer>+(v/(t0))2<va:N>

(a”(to),N)

+

Observagao 4.6 (a”(t),N) depende somente de y’(t) = (u'(t),v’(t)).

Assim, se escolhermos outra curva f em S tal que B(tg) = p e B'(ty) = a’(ty),
com, B(t) = X(u(t),v(t)), temos

B'(to) =1 (tg) X, + 7 (tg) X, = u'(t) X, +v'(tg) Xy = (1)

Logo, (B”(to), N') =(a”(to), N ).

Podemos definir a segunda forma fundamental em p como sendo a forma qua-
dratica dada por:

II,: T,5 -> R

aX, +bX, = I, (w) = a*( Xy, N ) +2ab (X, N ) +b* (X, N ).

Ficam definidas as fungoes e, f,g: U C R? - R, U aberto, dadas por: e(u,v) =
(Xuuw N), f(u,v) =(X,p,N) e g(u,v) =(X,,, N ) e sao denominadas de coeficientes da
segunda forma fundamental.

Assim, a segunda forma fundamental pode ser reescrita como,

I1

p(w) = a’e+2abf +bg.
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Observacao 4.7 11,(a’(ty)) = (a”(ty), N ) = =(dN,(a’(tg)), a'(t) ).
Geometricamente,
1. Se a for parametrizada pelo comprimento de arco, t(s) = a’(s) e n(s) = —a”(s)
implicando em a”(s) = k(s)n(s). Assim,

(a”(so), N}y = (k(so)n(so), N '} = k(so) {m, N ) = k(s)cos 6.

Neste caso, (a”(sp), N ) nos da a componente normal da curvatura, que tam-

bém é chamada de curvatura normal.

2. Se a for uma segao normal, isto é, « = S NII onde IT é o plano que passa por
a(sg) = p e que tem como diretores N(p) e a’(sy). Como « é uma curva plana
a C I, entao IT é o plano osculador, isto é, IT é o plano que passa por p e é

gerado por t(sg) = a(sg) e n(s). Assim temos que a’(sp) LN,.

3. Se a nao estiver parametrizada pelo comprimento de arco, procedemos como

se segue, sejam

, , o x a

f(z = v,a”(t) = a k(t) = ﬁ,n(t) - m[(v,v)a—(v,a)v], acarre-
ando que,

_ Av,v)a—(v,a)v

(kn,N) = ( N
1 2

- W(nvn (@N)=(v,a) (v, N)

_ _ {a”(sp),N)y _ 1I,(a'(s0))

= N i a o)y T T(s0)

Definicao 4.8 (Curvatura Normal) A curvatura normal de uma superficie regular S,

segundo w € T,S,p € S, é dada por

Orientabilidade de Superficies

Definicao 4.9 Uma superficie reqular S é dita orientavel se ela admitir uma cobertura

por uma familia de vizinhangas coordenadas X,(U,), em que X, : U, — S sdo cartas, de
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d(u,v)
(1, )

No caso em que S é orientavel, chamamos tal familia de vizinhancas coorde-

modo que se, p € Xo, (Uy, )N X, (Uy,) entao (p) >0 com (u,v) € Uy,, (4, V) € U,.

nadas de orientagdo de S; caso nao exista tal familia, dizemos que S é ndo-orientdvel.
Dizemos que uma carta X, : U, — S é compativel com a orientacao de S se ao juntar-
mos X, com as cartas que dao a orientacao de S, ainda temos uma orientagao para

S (logo, a mesma orientacao).

Proposicao 4.10 Seja S uma superficie regular. S é orientdvel se, e somente se, existe

um campo diferencidgvel N : S — R3 de vetores normais a S (isto é, N(p)J_TpS,Vp €S).

Demonstragao: Vide ([5], pag.124 e 125). O

Defini¢ao 4.11 Uma superficie orientada é um par (S,N), onde S é uma superficie
regular orientdvel e N : S — R3 é um campo diferencidvel de vetores normais (e unitdrios)
as.

Observemos que a existéncia do campo normal N da uma orientagao para
T,S. Dizemos que uma base {u,v} de T,S esta orientada positivamente se a base
{u,v,N(p)} esta orientada positivamente em R>, isto é, (u x v, N(p)) > 0.

Do que se segue adiante, assumiremos que todas as superficies sao orientaveis.

Para se estudar a curvatura de curvas planas recorremos a analise da variagao
do seu vetor tangente em cada ponto, isto €, analisamos o quanto a curva "deixa"de
ser reta, e a esse valor atribuimos o nome de curvatura.

Pretendendo medir a variagao do plano tangente num ponto p de uma superfi-
cie regular S, Gauss notou que isso é equivalente a medir a varia¢ao do vetor normal
em p.

Definimos a aplicagiao normal de Gauss ou imagem esférica de uma superficie

regular S por
N: § —» §?
p = Nip)
de modo que para cada vetor normal de S em p, N(p), tomamos o transladado de
N(p) a origem de R°.
Como T,S ¢ paralelo a TN(p)Sz, entao TN(p)82 pode ser identificado com T,S
(isto é, T,,S é isomorfo a Ty p)S?).
Assim, a diferencial da aplicacao normal de Gauss, a seguir
. 2 0
dN,: T, — T,S°=T,S
v > dN,(v)
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mede a variagdo do campo normal em p ou do plano tangente em p.

Definicao 4.12 Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Dizemos que T : V — V

¢ um operador linear auto-adjunto se (T(u),v)=(u, T(v)),Yu,ve V.

No que segue, supomos que S = X(U) é uma superficie parametrizada regular.

Proposigao 4.13 de ¢ um operador auto-adjunto, isto é, (de(u),v> = (u,de(v)>
compeSeu,ve TpS.

Demonstragao: Consideremos duas curvas em S = X(U) com a; : (—€,€) = S com
a1(0) =p e aj(0)=v,a;(t) = X(uy(t),v1(t)) e @y : (—€,€) = S com a,(0) =p e a5(0) =
w, ay(t) = X(uy(t), vo(1)).

Assim,

d d

ANy(v) = 2| Noa(t)=2| NX(ui(t)vi(1)

e %
= 5N oX),uj(0)+=-(N 0 X),v{(0)

= N,u{(0)+N,v;(0).

Analogamente, obtemos dN,(w) = N, u5(0) + N, v5(0).
Logo,

(dNp(v), w) (Nyu1(0) + Nyvi(0), X, u5(0) + X, v5(0) )
= u1(0)uz(0)(Ny, Xy ) +11(0)v3(0)( Ny, X ) +

+ v1(0)u3(0)(Ny, X, ) +v1(0)v5(0)( Ny, X, ).
Por outro lado,

(v,dNp(w)) = (X,u3(0)+ X, v3(0), Ny 15(0) + Nyv3(0))
= u1(0)uz(0) Ny, Xy ) +11(0)v3(0)( Xy, Ny ) +
+ v1(0)u3(0)(Xy, Ny ) +v1(0)v5(0) (Ny, Xy ).

Como (X,, N, ) =(N,, X ), segue que, (dN,(v),w) =(v,dN,(w)). O

Anteriormente, definimos a segunda forma fundamental a partir da aceleragao
da curva a, ou seja, I1,(a’(tg)) = (a”(ty), N ) = =(dN,(a’(t)),a’(ty) ). Notemos que
se tomarmos « : [a,b] — S com a(tg) =p e a’(ty) = v, como (N, a’(ty)) =0,¥Vt € [a,]],
entdo (dN,(v),v)+(N,a”(tg)) = 0, ou seja, (N, a”(tg)) = —(dN,(v),v).
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Da algebra linear, sabemos que existe uma base ortonormal {ej, e,} de T,S tal
que, definindo W := —dN,, temos W(ey) = —dN(e1) = kie; e W(ez) = —dN,(e3) = ke,

onde ki, k, sao o minimo e o maximo da forma quadratica

Q(v) =(=dN,(v),v) = —(dN,(v),v) = I1,(v) = —£—" = k,(v),

no circulo unitario de TpS.

Definicao 4.14 Usando as notagoes anteriores: ky e ky sao as curvaturas principais, e,
e ey sdo as diregoes principais (vetores principais). Definimos W = —dN, : T,§ — T,S
¢ o operador forma ou operador de Weingarten, com S = X(U) uma superficie para-
metrizada regular com p = X(q),q € U.A matriz do operador de Weingarten na base B é
(W], = [ e ) .

Definimos a curvatura Gaussiana em p € S como sendo o K(p) = detW =kik;, e

trW ky+k
curvatura média como sendo H(p) = r2 =1 5 2,

Proposi¢ao 4.15 (Formula de Euler) Sejam ki e k, as curvaturas principais de S =
X(U)em pe e e e, as direcdes principais correspondentes. Se w € T,S,|lwll=1e6 éo

dngulo entre w e ey, entdo k,(w) = ky cos® 0 + k, sen’0.

~ . . ) — N
Demonstragao: Sejaw € T,,S e [[w|| = 1, assim w € expresso por w = cosO ey +senfe; .

Temos que
I, (w)
ba(w) = Ty = (AN w)w)

= —(de(cos(95>+ senfe, ),cosOe; + sende, )
= (—cos Gde(a) - senGde(E)), cosOe; + senfey )
= (cosOk;e; + senbk,e,,cosOe; + senf e, )

= kycos’ 6 +k,sen?6.

O

Procuremos agora expressoes para a curvatura média e Gaussiana, a partir das

coordenadas locais da aplicagao normal de Gauss. Tomemos S superficie orientada

parametrizada regular, tal que S = X(U), p = X(q) € S, onde X : U c R?> - S,U
aberto, € uma parametrizagao de S.

Sejam a : I C R — U uma curva no aberto U dada por a(t) = (u(t),v(t)) com

a(0) = g e ¥ acomposicao da curva a com a parametrizagao X, isto é, y(t) = Xoa(t) =
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X(u(t),v(t), weT,S,¥(0)=pey'(0)=w=u(0)X, +v'(0)X,.
Como (N,N) =1, temos que,(N,,N)=0e(N,,N)=0,istoé, N, INeN, LN.
Assim, N,,, N, € TpS:

(4.1)

N, = anX, + anX,,
N‘U: alZXu + 6122Xv.

. aj; a . . .

Seja A = [ o2 ] a matriz associada ao operador de Weingarten na base
a1 a4

B ={X,, Xy}

Como (X,,N) = 0, derivando tal expressao com respeito a u e v, obtemos
as relacoes (X,,,, N)+(X,,N,) =0e (X,,,N)+(X,,N,) = 0. Procedendo de ma-
neira inteiramente analoga com (X,,N) = 0, obtemos (X,,,N)+(X,,N,) =0 e
(X, N)+(X,,N,, ) =0, seguem as relagoes,

e =( Xy N)=—(X;, Ny ) = a1 (X, Xy ) —a21 (X, Xy ) = —ap E—an F
f =Xy, N) ==Xy, Ny ) = —a11 (X, Xy ) —a1 (X, Xy ) = —ap F —ay G
f =X N) ==Xy, Ny) = —a12( Xy, Xyy ) —a22( Xy, Xy ) = —a12E —anF
§=(Xp», N)=—(Xy, Ny ) = —a12( Xy, Xy ) —a22( Xy, Xy ) = —a1oF —apnG

(4.2)

Matricialmente, obtemos,

PR
f g ajp ap )\ F G

Como EG-F2?>0, pois S é regular, entao

apy aip |_ [ e f EF_l__ef 1 G -F
ay an) \f g¢/\F G |\ f ¢ )JEG-F*| -F E

Portanto,
—-eG+Ff eF - fE
a] = —————, ary = ———,
W™ FEG-F2 AT EG-F2
) _—fG+gP . _fP—gE
27 EG-F2" 2TEG-F?

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.16 (Equacdes de Weingarten) Seja S C R> uma superficie reqular orientd-

vel parametrizada por X : U C R* — R3, U aberto. Entdo o operador de Weingarten de X
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¢ dado em termos da base {X,,, X, } por

—-eG+F eF—fE
W(Xu):Nu: EG—szXu+EG—];2XV
(4.3)
—fG+¢F F-¢E
W(X,) =N, = I;G—ng X ]J;G—gFZX”

Lembrando que as curvaturas principais sao os autovalores associados a
—aj1 —ai2
[W]=[-dN,] = :
—dy1 —a

e que tanto o determinante quanto o traco de uma matriz nao dependem da escolha

da base, entao

1 eG-2fF+gE eg—f*
H=tr[W]= _E(all +ay,) = 2(EC{— Fi e K =det[W] =ay a3, — a4y, = EgG _];2.
(4.4)

Embora a expressao da curvatura gaussiana K obtida acima dependa também
dos coeficientes da segunda forma fundamental, mostraremos a seguir que K pode
ser escrita em termos somente da primeira forma fundamental e € nisso que consiste
no Teorema Egregium de Gauss.

Seja a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva em S = X(U), superficie parametrizada re-
gular e orientada. Temos que a’(t) = u’(t)X, +v'(t)X, e

a”(t) = u” ()X, +u’ () (' (£) Xy + 0" (1) Xyu) +07(H) Xy + 07 (8) (1" (£) Xy +07(8) X))

Objetivamos agora escrever a”(t) na base {X,,, X,, N}.

Xuw = X, + TAX, + eN
X = ILX, + I5X, + fN (4.5)
X = DXy + T3X, + fN '
Xy = TLX, + T5HX, + gN

Os coeficientes 1’1’; sao chamados de simbolos de Christoffel e sao fungdes defini-
das no mesmo dominio da parametrizagao X.

Como, E =(X,, X, ),F =(X,,X,) e G =(X,,X,), segue, derivando cada uma
dessas expressoes com relacaoa u e v que, E, = 2(X,, X, ), E, = 2{( X1, X, ), F,, =
(X Xy )+ (X X )y Fy = (X Xy )+ (Xt X ), Gy = 2( X0, Xy ) € Gy = 2( Xy, Xy )

Assim, tomando o produto interno de X,,, X,,, com cada uma das equagoes do

sistema anterior, obtemos,
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(Xyuw X,y = TLE+TAF E,/2

(XywXy) = TLWE+T4G = F,—E,/2

(X, Xy) = TLE+TALF E,/2

(Xup, X,) = TLF+TAG G,/2

(Xp»,X,) = LDLE+TAF = F,—-G,/2

(Xpn Xy = TL,F+I4G = G,/2

Resolvendo os sistemas lineares, obtemos, para I‘f‘1 e Flzl:

. _GE,-2FF,+FE, _, 2EF,-EE,-FE,

_ - 4.6
1 2EG-F2)  °©u 2(EG - F2) (4.6)
Para I’ll2 e Flzz:
GE, - FG EG, - FE
1 v u 2 u v
_ _ EGu - FE, 4.7
2T2(EG-F2) ¢ T 2(EG-P?) 4.7)
E para lez e F222:
2GF, - GG, - FG EG, - 2FF, + FG
8 i AP, A Al Bt (4.8)

2(EG - F2) 2(EG - F2)

Como a parametrizacao X é diferenciavel de classe C* as equagoes abaixo sao

verificadas
(qu)v = (Xuv)u ’ (va)u = (Xuv)v e Ny, =Ny

Temos que,

%(qu) = %(r}lxu +T4 X, +eN)
= (T X, + T Xy + (T4), Xy + T4 Xy + €,N +eN,
= (rlll ) Xy + rlll (rllzxu + rlszv +fN)+ (r121 )» Xy
+ TAT,X, +T5HX, +gN)+e,N +eN,
= ((TY), +TLTL + TATY, +ear )X, + (TL f +Thg +e,)N

+ ((Tf)y + I I + T TS + eann) X,
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- (Xu) = %(rfzxu +T5X, + fN)
= (TH)uXy + T X + (T5)u Xy + T Xy + fuN + fN,,
= (rllz)uXu + 1“112(1“111Xu + 1“121Xv +eN)+ (r122)uXv
+ IH(0 X, +T3 X, + fN)+ f,N + fN,
= ((TY), +TATL +TAT, + fai )X, + TLe+T5f + f)N

+ (T +THT, +TETS + fan)X,

Como {X,,, X,, N} é base de R>, segue que, comparando os coeficientes em cada

termo da base obtemos, para X,
1 11 2 1 1 11 2 1
(L) + T T + I 0y +eary = () + T I + T 0 + fan.

Donde segue,

M)y + T, = (0h)y —TAL, = ea—fay,

(D)o = (Oh)y + AT, ~ TR, = eg;;__];g - fgg__ﬁ;

(D)o = (O + AL, ~T50; = 8 e];((};—_):f : efG’

(D)o = (O)y + AT, ~ TR, = l}(eg—__}fjj):

M)y = (M) + A0, ~ TR0, = FK. (4.9)

Para X,

2 12 ) ) 2 1 )
(I77)o + T4 I + I 155 + eany = (T15)y, + I 1 + I 15, + fag;.
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Donde segue,

(rlzl)v - (F122) * I“HI“ + l“121 F222 - r121 rllz - F122F221 = eay - fay,

Ty = (0 + DTS + TATS, — TR, - T5L = eég__i]ﬁ -f zl;—_];]:;'

(T5)y = (T5)u + T TS + TA T, ~TAT, - T5T, = oS- ei]i;__];:ezp +fE ‘

(T )y = (T)y + T T + TATS, AT, ~ TR0 = E(E%;];Z):

(T )y = (T5)y + T T + TATS, AT, TR0 = —EK. (4.10)

Note que e expressam a curvatura gaussiana K em fun¢ao somente
dos simbolos de Chistoffel, que nao dependem dos coeficientes da segunda forma
fundamental. Desse modo, acabamos de demonstrar que a curvatura gaussiana de
uma superficie é um conceito intrinseco, isto é, depende apenas da métrica da su-
perficie, e € nisso que consiste o Teorema Egregium de Gauss.

Comparando-se os coeficientes de N em (X,,,,), = (X)), obtemos

F111f+I’121g+ev = 112€+r122f+fu-

Ou seja,
—fu= 126 +( 11 )f -
Esta Gltima igualdade é uma das equagoes de Mainardi-Codazzi.
Se utilizarmos as outras igualdades validas em decorréncia do Teorema de

Schwarz obteremos a outra equacao de Mainardi-Codazzi, concluimos assim com o

teorema abaixo.

Teorema 4.17 (Equacées de Mainardi-Codazzi) Seja X : U ¢ R? — R3, U aberto,

uma parametrizagdo regular de uma superficie no R3. Entdo,
ey~ fu= ey + f(T5 =T} — gy,
fo—8u=ely+ f(I - 12) - 8T

No caso das parametrizagdes principais, isto é, aquelas em que F = f = 0, essas

equacgoes se simplificam bastante. Assim estabelecemos o seguinte corolario.

Corolario 4.18 Seja X : U ¢ R? - R3, U aberto, uma parametrizacio principal de uma

superficie no R>. Entdo
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_Ey(e g
“=3 (E ’ G)’
_Gufe & )
w=3 5+ E)
Demonstracao: Considerando F = 0 nas equacoes (4.6) e e usando (4.17),
segue que,

_ 1 2 _
e, =el,—gl[;=e

Ly _ ‘Ev_ﬂ(f é)
2F 826 "2 \ETG)
E,

—Gu_%(e g)
= ,

_+_
2E

G
qu=gly—ely =55 e :

O

Corolario 4.19 Seja X : U ¢ R? — R3, U aberto, uma parametrizacio principal de uma
superficie no R>. Entdo

E
(k1)y = ﬁ(kz —ky),

(ko) = S (ks ko).

Demonstra¢ao: Tomando F = 0, segue das equag¢oes de Weingarten (4.3) que as
e

curvaturas principais sao k; = £ ky = % Temos que, derivando k; com relagao a v

e usando (4.18)) obtemos

Jd (e e, E —¢eE
k = —_— —_ :7/—7/
(k1) Bv(E) E?
_ eE eE,
- E2  E2
_ l&(£+§)_@
E2\E G E?
1E E
= E% (k1 +ka) - kal
. Evkl + Eka - 2Evk1
B 2E

E
= St(k—k)
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Derivando k, com relagao a u e usando (4.18)) ficamos com

Jd(g\ 8&.G-gG,

%(6)_ G2

8u _8Gu

G G?

_ l&(£+§)_g6u
G2\E G G2

S (k) - ks

(k2)u

G2
_ Guk1+Guk2—2Guk2
- 2G

Gy
= (ky = k2).

2G

4.2 Curvatura de uma Superficie de Revolucao e

Helicoides Generalizados

Primeiro, calculamos os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais e

também o vetor normal unitario de uma superficie de revolucao.

Lema 4.20 Seja M uma superficie de revolugdo com curva perfil o = (¢p,) dada por

(2.2). Entao,
E=¢’(w),F=0,G=(¢'() + (')’

Assim, X é reqular sempre que ¢(v) e ¢’(v)>+1’(v)? sdo ndo nulos. Quando este é o caso,

o W) malg@)($) Y @) - ¢ @) )
V(@' ()2 + (' (v))? V(@' (0)? + (' (v))?
e o campo normal é
sinal¢(v) , , ,
N(u,v)= \/(qb’(v))z ~ (¢’(v))2(¢ (v)cosu,’(v) senu,—¢p’'(v)).

Demonstracao: Da parametrizacdo padrao (2.2) segue que as primeiras derivadas

parciais de X sao dadas por

71



4 Apéndice

X, = (—¢(v)senu,d(v)cosu,0),
X, (¢’ (v)cosu,p’(v)senu, p’(v)).

Entao, segue que

E = (X, X,)=(-¢()senu)® + (¢p(v)cosu)® = ¢*(v)(sen’u + cos® u) = ¢p>(v)
(X, Xy ) = —p(v)p’(v) senucosu + Pp(v)p’(v) senucosu = 0

(X, Xy ) = (¢ (v)cosu)’ + (¢’ (v) senu)® + (' (v))?

(¢'(v))*(cos® u + sen’u) + (' (v))* = ' (v)* + §'(v)?

Assim X, x X, = (¢p(v)'(v)cosu, p(v)y’(v) senu,—p(v)p’(v)) e consequente-

mente

1X, % X,ll = VEG—F2 = [p(v)ly 9/ (0)2 + (v

Portanto o campo normal unitario é

1

NOY) = s (B (0) st G0 () s, ~4(0)g )
__ sinal(¢(v)) ) ) )
= \/1p’(v)2 " ¢’(v)2(11b (v)cosu,y’(v) senu,—¢’(v))
Temos que
Xuu = (—¢(v)cosu,—¢p(v)senu,0),

<
[l

u (—¢’(v) senu, ¢’(v)cosu,0),
Xypy = (¢”(v)cosu,¢”(v)senu,p”(v)).

Lembrando que os coeficientes da segunda forma fundamental sao dados por

_ [quXva] _ [Xuv’Xva] e o= [va’Xva]

T VEc—r2 ' T VEc-r2 T NEc-p2
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Assim, os coeficientes da segunda formal fundamental sao

s W WIcos (-l cosa) i) seni 1) sene)

sinal¢(v)(=¢’(v)P(v) )
Vg2 +(@)?

f o= J@ (sn;ahp((:})/( B (=p(v) senuyp’(v)cosu + ¢’'(v)cosu’(v)senu) =0
T e (W@ O)cos™ g 0 senu =4 ()9 )
sinal¢p(v)(P'(v)p” (v) —p”(v)p’ (v)).

_ (
(

)-
Vg )2+ (' (v))?

t!

O

Observacao 4.21 A parametrizagdao padrao de uma superficie de revolugdo é uma para-

metrizagdo principal.

Neste ponto, pode-se calcular a curvatura gaussiana K por meio da equagao

Assim estabelecemos o seguinte teorema.

Teorema 4.22 Seja M uma superficie de revolugdo com curva de perfil a = (¢, ). Seja

X a parametrizagao padrdao de M. Entdo, a curvatura gaussiana é dada por

—¢,2¢/’+¢,¢,¢’,
PP+ §2P

e a curvatura média por

B (P((P//lp/_(P/lP//)_lpl((PQ +¢/2)
T 2l

Demonstragao: Aplica-se (4.4) com os coeficientes determinados no Lema O

Corolario 4.23 Para uma superficie de revolugao, as fungoes K, H, kp,km,E,P, Gef,g
sao todas constantes ao longo de paralelos, sendo que k, e k,, denotam as curvaturas

principais no contexto das superficies de rotagao.

Demonstragao: Todas estas fungoes sao expressas em termos de ¢(v) e P(v) e de

suas derivadas. Mas ¢(v) e (v) nao dependem do angulo u. O
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Podemos, em teoria, escolher uma curva de perfil parametrizada pelo compri-
mentos de arco. Nesse caso, as féormulas que obtemos até agora para uma superficie

de revolugao sao simplificadas consideravelmente.

Corolario 4.24 Seja X a parametrizacio padrdo de uma superficie de revolucio em R3

cuja curva perfil a = (¢, ) estd parametrizada pelo comprimento de arco. Entao
E=¢*F=0,G=1,

e=—Iply’, f = 0,g = (sinalp)(" P’ ~ ¢'p"),

by = o = (sinal )"0~ ')
” ” 11D, _(P”
= (sinalg) (9"’ = §'y") = o K = = =
Demonstragao: Imediata a partir das formulas obtidas para uma curva perfil nao
parametrizada pelo comprimento de arco, (4.4) e (4.20). O

Teorema 4.25 Seja H C R® um helicoide generalizado com parametrizacio dada por

2.12)), entao temos que

PP ¢¢"+¢¢"> ()%
(2§72 + () + (/0

by = Z2E Y = P+ )+ B+ G~ ')
2@+ ('P)+ (@07 |

Demonstrag¢ao: Da parametrizagao padrao (2.12) segue que as primeiras derivadas

parciais de X sao dadas por

X, = (—¢(v)senu,p(v)cosu,c)
X, = (¢'(v)cosu,d’(v)senu,’(v))

Entao, segue que

(X, X, ) =—¢p¢ senucosu + pp’senucosu + cp’'(v) = cp’(v)
(Xy, X, ) = (@' (v)cos ) + (¢ (v) senu)” + (¢'(v))?
(¢ (v))*(cos® u+ sen’u) + (P'(v))> = P'(v)* + ¢'(v)".

)
Il
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Assim X, xX,, = (¢(v)'(v)cosu—cd’(v) senu, p(v)’(v) senu+cp’(v)cos u, —p(v)p’(v)).

Consequentemente,

X, % Xl = VEG=F2 = \[2()((¢ () + (9 ()2) + (¢ (v)>.

Sendo D =||X,, x X, ||, temos que o campo normal unitario é

N(u,v) = B((p(v)v,b'(v) cosu —cd’(v)senu, p(v)’(v) senu + cdp’(v) cos u, —Pp(v)p'(v)).

Temos que

Xouu (=¢p(v)cosu,—p(v)senu,0),
X (—¢’(v) senu, ¢’(v)cosu,0),
Xy (¢p”(v)cosu,dp” (v)senu, " (v)).

Assim os coeficientes da segunda formal fundamental sao

~¢* ()Y’ (v)

4.3 Transformacao de coordenadas na equacao
Seno-Gordon

u+v u—v
Sendou=p+qev=p—qtemos quep= S eq=

. Usando a regra da cadeia
segue que,
20 _ 900p 900
du dp du dq du
1060 106
39y " 290

Assim usando novamente a regra da cadeia e o Teorema de Schwarz, a deri-
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vada segunda com relacao a u é

2’0 3(89)
ou? Ju\du
d (100 196
) 87(557871)
1 2’60 1 9°0

2 dudp i) dudq

10 (0), 10 (0
- 2dp\dul 20dq\du

10d (196 100\ 10 (190 196
5%(5%797)7871(5%7971)
190 10°60 10°90 1 9%
49pdp " 4 9dpadg i 49q0p " 49q0q
10’0 1 9’0 19%0
Zap2+§8p9q+18q2'

De modo similar, temos que

20 _ 20 200
dv dp dv  dq dv
106 190

Usando novamente a regra da cadeia e o Teorema de Schwarz, a derivada segunda
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com relacaoa v é

9’0 8(89)
ov? ov\ odv
d (100 100
) 5(59_17_59_61)
100 1 0%0

2 Jdvdp T2 dvdg

10 (06 19 [d6
2l 2]
19d(1d9 106\ 19 (106 196
5%(55_5%)_5%(55_5%)
19°0 10°60 1% 1 9%
49pdp 40Jpdq 4dqdp " 49q0q
10’0 1 9*0 19%0
18p2_§8p8q+18q2'

Assim,

1020 1 0%0 10%0 17%6 1 7?0 1062

1op? " 29p0q "Tog 10p? T29paq 47 "0

ou seja,
2%0

dpdq

Fazendo w = 20, temos que senw = sen(20) = 2senfcosO. Por outro lado,
2%0
dpdq

= senfcosH.

2 = 2senf cos O, donde Wpg = SeNw.

4.4 Determinacao das Coordenadas de Referenciais

Moéveis em R?

Considerando e = e tomando e; xe; = N, temos que {e,e,, N} é uma

Xy Xy
—, ez -
VE TG
base ortonormal do R3. Por outro lado, derivando e; e e, com respeito a u e a v,

obtemos

a(xu) X XuEu _ Xuu _Eu @11)

du\VE| “VE 262 \E 2E"
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O (X)X XuEy X By
ow\VvE|~ VE 2E¥> VE 2E'
9 (X\_ Xou XGu Xuu Gy
du\\vG) VG 2G¥2 G ~26%
9 (X)X X6y _ Xy Gv
w\VG| VG 2G¥2 G 2G4

F = f =0 e usando (4.6)), (4.7) e (4.8), obtemos

Desse modo, (4.11) torna-se

(el)u

XMM

1
VE
E,
2F

I, X, + T4 X, +eN

E, E,
—u X, +eN
2F 2G e
Eu
e, +¢eN,
E ! 2x/_ 2
rLX, +T5X,
E, G,
TX, +—2X,
2E G
EV Gu
el + e
WE ' 2VG
T,X, +T5HX, +gN
G, G,
X, X, +gN
“2F +2G "8
G,
ey +gN.
2\/_ \/_
E, E, ) E,
e — e, +eN |- =Le
(2x/§ YovG 2E"!
E, \1 e E
= e+ —N %
“ (N‘)G VE  2E°
(\/E)V N
G \/E
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enquanto que (4.12) fica sendo

(e1), = L( £y ey + G”e)—&e
_E, G, \ 1 E,
- 2E (2\/5)\/562 28!
(VG),
= —e.
VE
Analogamente, para (e,), e (e;),, temos que
1 [ E, G, ) Gy
e = ep + e |——=e
E, \ 1 Gy Gy
= e + er— —e
2\/E)\/E VGt 267
_ (B,
VG
e
1 G, G,
= — N|-—

Agora vamos encontrar N,, e N, nesta base. Pelas Equacoes de Weingarten

(4.3)) associadas ao fato que F = f = 0, segue que

N, =-Sx,=—S¢ e N =-Sx,=—

E VE G

Assim, segue o Teorema [3.22]

ér.

Bl
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