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Neste trabalho apresentamos um estudo das simetrias de Lie e de Noether de uma

equacgao de Emden-Fowler de quarta ordem particular.

Palavras Chaves: Equacao de Emden-Fowler, simetrias de Lie, solu¢des invariantes



ABSTRACT

In this work we present a study from the point of view of Lie point symmetries and

Noether symmetries of a particular fourth-order Emden-Fowler equation.

Keywords: Emden-Fowler equation, Lie point symmetries, invariant solutions



1 INTRODUCAO

Na segunda metade do século X VI, Jacob Bernoulli descobriu que a curvatura de
uma viga elastica num ponto qualquer é proporcional a deflexao naquele ponto.
Daniel Bernoulli, seu sobrinho, foi o primeiro a formular uma equacao diferencial
do movimento de uma viga vibratoéria, por volta de 1750.

Mais tarde, Leonard Euler usou a teoria de Jacob Bernoulli para investigar o for-
mato de vigas elasticas sob aplicacao de diversas forgas, fazendo varios avangos na
teoria de Bernoulli, conhecida hoje como teoria de Euler-Bernoulli para vigas. Tal
teoria somente foi aceita como ferramenta por volta de 1889, quando foi utilizada
na construcao da torre Eiffel. Atualmente ela é bastante empregada porque fornece
boas aproximacoes para problemas da engenharia, porém a auséncia de possiveis

rotagdes fez com que outras teorias surgissem (veja [HBW])).

d? d%y

A equagao

onde E é o modulo elastico, I € o momento de inércia, w = w(x,y) é a forga exer-
cida na viga e y = y(x) é a deflexao da viga na posicao x, é chamada de equagao de
Euler-Bernoulli para vigas. Ela pode ser derivada usando o principio variacional de
Hamilton. Para maiores detalhes, veja [BMZ, HBWI].

SeEelem sao constantes, entao temos

d4y
EI(@) =w(x,v),

o que nos leva a estudar a equagao
—= =ax’y", (1.2)

y,n € R, conhecida como equag¢ao de Emden-Fowler de quarta ordem.
Este trabalho pretende encontrar solugdes especiais e simetrias de Noether da equacao

(1.2), utilizando a teoria de simetrias de Lie, criada por Sophus Lie para organizar as



1 Introdugao

técnicas de resolucao de equacoes diferenciais ordinarias (EDOs) que, apesar de nu-
merosas, resolvem uma classe limitada de problemas. Utilizamos [BA]] como refer-
éncia principal para a teoria e [BMZ] para comparar resultados pertinentes obtidos.

O trabalho é parte de um artigo submetido recentemente a um periddico interna-
cional juntamente ao Professor Mariano Torrisi e atualmente se encontra sob avali-
acao.

Também, tal tema foi objeto de estudo durante o projeto de inicia¢ao cientifica,
financiado pela FAPESP e com fim em agosto de 2012, e foi anteriormente discutido
em [SF2].

O segundo capitulo apresenta uma teoria mais algébrica de grupos de transfor-
magoes a 1-parametro. O terceiro capitulo apresenta a teoria de simetrias de Lie
para EDOs de ordem n > 2. O quarto capitulo discute questoes variacionais e
conecta o calculo variacional com a teoria de simetrias para EDOs. No quinto e
ultimo capitulo, apresentaremos os resultados principais do trabalho, envolvendo a
equac¢ao de Emden-Fowler (1.2).



2 GRUPOS DE TRANSFORMACOES DE PONTOS DE LIE

Neste capitulo apresentaremos toda a teoria de grupos de transformagoes de Lie
necessaria para o desenvolvimento do trabalho. Tal teoria foi exaustivamente estu-
dada principalmente em [BAJ| (Capitulo 2), com complementos em [Hy), Ib].

Iniciaremos o capitulo com uma breve revisao de conceitos elementares de teoria
de grupos e uma construgao do grupo simétrico de ordem #, com a intengao de
intuitivamente introduzir a ideia de simetria.

A secao seguinte apresenta defini¢oes e resultados acerca de grupos de transfor-
magoes de Lie uniparamétricos. Os topicos seguintes apresentam os resultados
principais do capitulo: o Primeiro Teorema Fundamental de Lie e o teorema que nos
fornece um algoritmo para encontrar solu¢ao do problema de valor inicial fornecido
pelo Primeiro Teorema Fundamental de Lie.

Em seguida, introduziremos os conceitos de fun¢oes diferenciais, fun¢oes invari-
antes classicas e estabeleceremos relagoes entre tais conceitos. Para finalizar o capi-
tulo, abordaremos resultados acerca de transformacgdes de pontos de Lie e suas ex-

tensoes (prolongacdes).

2.1 Grupos

Defini¢ao 2.1 Seja G um conjunto ndo-vazioe ¢ : GxG — G uma lei de composi¢ao
entre elementos de G. Dizemos que o par (G, ¢) é um grupo se as seguintes condi¢oes
sao satisfeitas:

(a) G é fechado com relagao a ¢, isto é, para quaisquer elementos a e b de G, ¢(a,b)
€ um elemento de G.

(b) Para quaisquer elementos a,b e c de G, ¢(a,p(b,c)) = ¢(¢p(a,b),c). Tal pro-
priedade é chamada de associativa.

(c) Existe um unico elemento e em G, chamado de elemento neutro, tal que
¢(e,a)=¢P(ae)=a, YaeG.

(d) Para qualquer a € G, existe um tnico elemento a~! € G, chamado de inverso de
a, tal que ¢(a, al)= cj)(a_l,a) =e.



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Observacao 2.2 Tanto na existéncia do elemento inverso quanto na existéncia do ele-

mento neutro, a unicidade pode ser demonstrada.

Observacao 2.3 Fixada uma lei de composi¢ao, denotaremos o grupo (G, ) simples-

mente por G.

Definicao 2.4 Um subgrupo de G é um subconjunto nao-vazio de G que munido da

mesma operacao de G forma um grupo.

Defini¢ao 2.5 Uma transformagao T num conjunto A # () é uma aplicacao injetora

de A em si mesmo, isto é,
T : A—>A

ar> T(a).

Da defini¢ao acima apresentada, é imediato ver que uma transformacao T é uma
aplicagao bijetora de A em si mesmo.

O conjunto de todas as transforma¢des munido com a operagao composicao de
fungdes € um grupo, chamado grupo de transformacoes.

Seja E um conjunto com n elementos E = {1,2,...,n}. Considere o conjunto S(E) das
funcoes bijetoras de E em E. Notemos que S(E) # 0, pois a fungao Id(x) = x,Vx € E,
é bijetora. Como a composta de duas fungoes bijetoras é bijetora, a composicao
satisfaz a propriedade (a) de fechamento. Mostremos que (S(E), o) € um grupo.

(b) Dadas f,g,h € S(E), (f o (g o h))(x) = f(g(h(x))) = (f 0 Q)(h(x)) = ((f ) o h)(x)

(c) (f o Id)(x) = F(Id(x)) = f(x), Y € S(E) e (Id o f)(x) = [d(f (x)) = £ (x),Yf € S(E).

(d) ¥ f € S(E),A!f~1 € S(E), pois toda funcio bijetora possui inica inversa, também
bijetora.

Portanto, (S(E),o) é um grupo, chamado grupo simétrico de grau n. De maneira
mais geomeétrica, o grupo simétrico de um objeto é o grupo de todas as isometrias
sob as quais o objeto é invariante, isto ¢, mantém-se o mesmo. E um subgrupo do
grupo de isometrias do espaco em questao, que por sua vez é subgrupo do grupo de

transformacgoes.

Exemplo 2.6 Grupo diedral.

Um grupo diedral é um grupo simétrico de um poligono regular de n lados, repre-
sentado por D,, ou D,,,. Consideremos n = 3.

Sejam H = {1,2,3} o conjunto dos vértices de um tridngulo equilateroe f; : H - H
as transformagoes no plano que deixam o tridngulo invariante. Tais transformacgoes
sao obtidas por rotagoes dos vértices e reflexdes dos mesmos em relacao as retas

bissetrizes.

10



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Sejam e a identidade (ou a rotagao dos vértices com angulo 27t), a a rotagao com

angulo %’T e b a reflexao dos vértices 2 e 3 em relagao a bissetriz de 1. Podemos

representar tais elementos por

1 2 3 1 2 3 1 2 3
e= , a= e b= .
(123) (231] [132]

2

Compondo aoa =a“eaob =ab, encontramos

1 2 3 1 2 3
a’ = e ab= = ba®.
31 2 21 3

Compondo, agora, b o a = ba, encontramos

ba:123,
3 21

a ultima simetria, uma vez que qualquer outra composi¢ao dara uma das encon-
tradas previamente.

Temos, assim, o grupo de simetrias do triangulo equilatero, o grupo diedral D5 =
le,a,a®,b,ba, ba?).

2.2 Grupos de transformacgoes de Lie a 1-parametro
Sejax = (xq,x»,...,x,) um ponto de um aberto D Cc R". O conjunto de transformacoes
x' = X(x;€),

definido para cadaxe D e e € S CR, com ¢(e,0) definindo uma lei de composi¢ao
em S, forma um grupo de transformacgoes a 1-parametro em D se

(i) Para cada x € D, as transformagoes sao injetoras em D. Logo, x* € D;

(ii) S com a lei de composi¢ao ¢ forma um grupo;

(iii) Para cada x € D, temos que x = x* quando € = €, é a identidade em S, isto é,
X(x;€9) =x%;
(iv) Se x* = X(x;€) e x** = X(x*;0), entao

x" = X(x;¢(€,0)).

11



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Podemos, entao, definir um grupo de transformacdes de Lie a 1-parametro:

Defini¢ao 2.7 Um grupo de transformacgoes a 1-parametro é um grupo de transfor-
magcoes de Lie a 1-parametro se

(a) S é um intervalo de R. Sem perda de generalidade, € = 0 corresponde a identi-
dade ede S;

(b) X é C* em D com respeito a x e uma fun¢ao analitica em S com respeito a €;

(c) ¢ é uma funcao analitica.

Se pensarmos em x como uma variavel espacial e e como variavel temporal, entao

um grupo de transformacgoes de Lie a 1-parametro define um fluxo estacionario.

Exemplo 2.8 Grupo de translagdes no plano.

Considere o grupo de translagoes

X+€,

2.1
= py,eelR (2.1)

Neste caso, ¢(€,0) = € + 6. Mostremos que é¢ um grupo de transformagoes de Lie.

(i) y* é claramente injetora. De fato, fixando e arbitrario, temos
X| =X, © X +€E=X)+€ S X =X,

e, portanto, x* é injetora.

(ii) R é um corpo, portanto é um grupo com a soma como lei de composicao.

(iii) Se e =e =0, entao x* = X(x,0) = (x,y) = x.

(iv) Sendo x* = (x + €,v), temos que x* = (x+ 6 + €,7). Logo, como ¢(€,0) = € + 9,
X(x;P(€,0)) = (x +€+6,p) =x*.

Portanto, o grupo de transla¢des é um grupo de transformacgdes a 1-parametro. As
propriedades (a), (b) e (c) sao imediatas e, com isso, o grupo de translagdes é um

grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro.

Exemplo 2.9 Grupo de scalings no plano.

Considere o grupo de scalings

- (2.2)
v = a’y, 0<a<o. '

12



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie
Aqui, ¢(a,p) = ap, onde a = 1 corresponde ao elemento neutro do grupo multi-

plicativo R7.

2.3 Primeiro Teorema Fundamental de Lie
Considere o grupo de transformacoes de Lie a 1-parametro

x" = X(x;€), (2.3)

com a identidade € = 0 e a lei de composi¢ao ¢. Expandindo ({2.3)) em série de Taylor,

em alguma vizinhanca de € = 0, temos

. X 1 ,(d°X ~ X )
X = X+€[% ]+E€ (W )+...—X+€[¥ ]+O(€ )
e=0 €= e=0
Seja
0X
0= 5 (2.4

A transformacgao que associa x a x + €£(x) é chamada transformacao infinitesimal
do grupo de transformacoes de Lie e as componentes &(x) sao chamadas de
infinitesimais de (?2.3).

Nossa intencao € mostrar, via primeiro teorema fundamental de Lie, que as trans-
formacoes infinitesimais contém todas as informacoes necessarias do grupo de trans-

formacoes de Lie a 1-parametro (2.3). Antes, vejamos o seguinte lema:

Lema 2.10 O grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro ((2.3) satisfaz a relagio
X(x;€ +Ae) = X(X(x;€); p(e™ L, € + A€)). (2.5)

Demonstragao: Do item (iv) da definicao de grupo de transformacao a 1-parametro
temos que,
X(X(x;€); cj)(e_l, e+ Ae)) = X(x;P(e, (j)(e_l, € + Ae€))).

Dos axiomas de grupo, obtemos

X(x; (e, qb(e_l, e+Ae)) = X(xP(P(e, e ), e+ Ae))
= X(x;¢(e, €+ A€))
= X(x;€+Ae).

13



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Portanto, X(X(x;€); p(e7!, e + Ae€)) = X(x; € + A€). O

Teorema 2.11 Primeiro Teorema Fundamental de Lie: Existe uma parametriza-
¢do t(e) tal que o grupo de transformagoes de Lie (2.3|) é equivalente a solugdo de um
problema de valor inicial para um sistema de EDOs de primeira ordem dado por

dx_

T &(x7), (2.6)
com
x'=x quando tT=0. (2.7)
Em particular,
7(€) :J I'(e)de’, (2.8)
0
onde
dp(a,b
T(e) (Pé(’b ) (2.9)
(a,b)=(e"L,€)
e
ro)=1

Demonstragao: Fazendo a expansao de (2.5) em série de Taylor em Ae = 0, temos

dX(x;€)

X(x;e + Ae) = X(x;€) + P

A€ + O((Ae)?). (2.10)

Expandindo (j)(e_l, € + Ae) da mesma forma que 1) obtemos
q)(e_l, e+Ae)= (e, e) +T(e)Ae + O((Ae)?), (2.11)
onde I'(€) é definido como em (2.9). Logo, pelo Lema anterior

X(x;e+Ae) = X(X(x;e);Pp(e7!, e+ A€))
(2.12)
= X(X(x;€);T(e)Ae + O((A€)?)).

14



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Com mais uma expansao em série de Taylor,

X (X(x;€);0)

X(x;e+Ae) = X(x5;0)+Ael'(e) 9

+0((Ae)?)

5=0 (2.13)

= x"+T(e)é(x*)Ae + O((A€)?).

Dessa forma, igualando (2.10) e (2.13), temos que x* = X(x;€) satisfaz o problema
de valor inicial para o sistema de equagodes diferenciais

dx* 3
de

I(e)&(x7), (2.14)

com x* =x quando € = 0.

De (2.14),T(0)=1e 7(e) = foel“(e’)de’ nos da 1)
dé(x)

Como cada e é continua, pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes,
(2.6) tem solucao unica e tal solugao é dada por (2.3). O

Exemplo 2.12 Grupo de transla¢des no plano.
Para o grupo de translagoes (2.2) do Exemplo 2.8, a lei de composic¢ao é dada por
¢(a,b)=a+bee ! =—€. Entdo

dP(a,b) )
b
el(e)=1.
Sendo x = (x,y), temos
oX(x;e)
s = =2 = (1,0),
Consequentemente, nosso sistema de EDOs ¢
dx* dy*
de boe de 0

com
x'=x,9"'=y quando €=0.

Exemplo 2.13 Grupo de scalings.

Para o grupo de scalings (2.2) do Exemplo 2.9, usando a reparametrizagdo e =a —1,

15



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

temos:

X=(l+e)x, v'=(1+€)?y, -l1<e<oo,

de forma que a identidade do grupo seja € = 0. Assim, a lei de composi¢ao do grupo
¢ serd ¢(e,0) = € + 0 + €6. Também, para cada elemento € do grupo, seu inverso ¢é

—€
dado por e7! = T e Consequentemente,
€

Ipa,b)
T =1+ a,
e, portanto,
dP(a,b) 1
I'(e) = = .
(€) b l1+e€
(a,b)=(e71,€)
Sendo x = (x,v), devemos ter
dX(x;€) B
é(X) - ae - (X, 2}’)
e=0
Assim, nosso sistema de EDOs é:
ax*  x* dy* 2y
de 1+e, de 1+e

com x* =x, ¥ =y quando € = 0.

2.4 Geradores infinitesimais

Em vista do primeiro Teorema Fundamental de Lie, a partir de agora consider-

aremos que o grupo de transformacgoes de Lie é parametrizado de forma que a lei

de composicdo ¢ dada por ¢(a,b) = a+b. Assim, e

=-eel(e)=1. Logo, em ter-
mos dos infinitesimais £(x), o grupo de transformacgoes de Lie a 1-parametro (2.3)

se torna
ax*
de

=&(x7), x =X. (2.15)
e=0

Defini¢ao 2.14 O gerador infinitesimal do grupo de transformacoes de Lie a 1-

16



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

parametro (2.3) é o operador
5 d
X=Xx)=Ex) V=) &X)5- (2.16)
onde V é o operador gradiente

Jd d J
V= (axl'axz"”’c?xn)'

Hé uma generalizacao para os geradores infinitesimais de grupos de transformagoes
de Lie. Tal generalizagao é conhecida como operador de Lie-Backlund. Para maiores
detalhes, veja [GIKM, Ib].

Do Primeiro Teorema Fundamental de Lie, assim como um grupo de transfor-
magoes de Lie a 1-parametro é determinado por suas transformacgodes infinitesimais,
ele também é determinado pelo seu gerador infinitesimal. O teorema seguinte ex-
plicita um algoritmo para encontrar a solu¢ao do problema de valor inicial (2.15).

Teorema 2.15 O grupo de transformagoes de Lie a 1-parametro (2.3)) é equivalente a
eX i k
X' =e x:x+eXx+---:ZFX X, (2.17)
k=0

onde o operador X = X(x) é o gerador infinitesimal definido como em (2.16)) e 0 operador
Xk é dado por
Xk=xx"1k=1,2,...

Em particular, X0 =1d, ondeIdéo operador identidade.

Demonstracao: Seja
* - * a
X() =80V =) &(X)7,
i=1 '

onde
x" = X(x;€).

Pelo teorema de Taylor, a série de Taylor de x* é dada por

). (2.18)
e=0




2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Para toda fungao F(x) diferenciavel, temos que

d IF(x)dx; & LIF()
e’ ®-) T de = LS T = XHOF()

Assim,

= X(x")x5,

dx* i dx* d
de2 — delde

e, usando indugao, chegamos em

de k
— =X"(x")x", k=1,2,
Tek (x7)
Consequentemente,
de k
—_— = X" (x)x. 2.19
| X (2.19)

Substituindo (2. 19]) em (2.18), obtemos (2.17), completando a demonstracdo. [
A série dada por (2.17) é chamada de série de Lie, desenvolvida a partir do gerador
infinitesimal (2.16] -, e é a maneira que usaremos para encontrar, dado um gerador

infinitesimal, as transformacoes associadas a esse gerador.

Corolario 2.16 Se F(x) é infinitamente diferenciavel, entdo para o grupo de transfor-
magoes de Lie a 1-pardmetro (2.3)) com gerador infinitesimal (2.16), temos

F(x*) = F(e¢X) = e*X F(x). (2.20)

Demonstragao: Expandindo F(x*) em série de Taylor em € = 0, temos

) = € dkP
F(x) = :Z '[ dek

=0

). (2.21)
e=0

Analogamente a (2.19),

dkF(X*) koo» *
W =X (X )F(X )
e, Consequentemente,
d¥E(x") )
Taek | = X¥(x)F(x).

18



2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Logo,
X €k v (€ o X
F(x*) = F(eXx) = Z—' (X*(x)F(x)) = Z(FX (x))F(x) = ¢“XF(x)
k=0 k=0
O
Exemplo 2.17 Grupo de rotagao.
Considere o grupo de rotagao
x* = Xcos€+ysine,
y* = —xsine+ycose.
O infinitesimal &(x) é dado por
ax* dy*
E(X)_(él(x’y)’€2(x’y))_[ d(—? ’ de 0]_(_y’x)'
€= €=

Assim, o gerador infinitesimal é dado por

0 d
X = —yﬁﬁ‘xa—y.

Exemplo 2.18 Grupo de dilatagoes no plano.
Considere o gerador infinitesimal

Entao,
Xx=x, sz:X(Xx):x, v, X'x =x.

Desta forma, a série de Lie de x* é dada por

2 3 4
€ € € c

X=X+€X+—X+——X+—X+--=¢x.

>k
_— € Lk
x—[—X TRETR
k

k!
=0

Logo, x* = e‘x.
Analogamente para y, devemos ter y* = 6_363} e, portanto, a transformacao é dada

—3ey).

por x* = (ex, e
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

2.5 Invariancia

Defini¢ao 2.19 Uma fungao F(x) infinitamente diferenciavel é uma func¢ao invari-

ante sob um grupo de transformacoes de Lie (2.3) se, e somente se,
F(x*) = F(x). (2.22)

Se F(x) é uma funcao invariante de (2.3), entao F(x) é chamada de invariante de
(2.3). Abaixo, um teorema que nos da uma condic¢ao de invariancia.

Teorema 2.20 F(x) é invariante sob um grupo de transformagées de Lie (2.3)) se, e so-
mente se, XF(x) = 0.

Demonstragao: Pelo Corolario 2.15,
F(x*) = ie—kxkp(x) = F(x) + eXF(x) + l(-:2X21:(x) +
2 7 5

Suponha que F(x) = F(x*). Entao
L 2y Loy 130
0 = eXP(x)+§e X F(x)+...:(eld+§€ X+€e X +...)XF(X),

onde Id é o operador identidade. Assim, segue que XF(x) = 0.
Reciprocamente, suponha que XF(x) = 0. Entao X"F(x)=0,n=1,2,....
Assim,

F(x*) = F(x) + 0e + 0%62 +oue

ou seja, F(x*) = F(x). U

Defini¢ao 2.21 Uma superficie F(x) = 0 € uma superficie invariante sob um grupo
de transformacdes de Lie (2.3) se, e somente, se

F(x*)=0 quando F(x)=0.

Teorema 2.22 Uma superficie F(x) = 0 é uma superficie invariante sob um grupo de
transformagoes de Lie (2.3) se, e somente se,

XF(x)=0 quando F(x)=0.

Demonstragao: Consequéncia imediata do Teorema [2.20] O
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

No que se segue, utilizaremos a notacao

=V

Uma equacao diferencial y<”) =f(x09,9",. ..,y(”‘l)) é o zero de uma funcao difer-
encial. Assim, podemos considerar tal equagao diferencial como uma superficie no

espaco (X,9,91,V2,...,¥,_1), onde p; = y(i). Usaremos essa correspondéncia na Sec¢ao
3.

2.6 Transformacdes de pontos e transformacoes

estendidas

Definicao 2.23 Um grupo de transformagoes de pontos de Lie a 1-parametro é um

grupo de transformacoes da forma

x* X(x,u;€),

(2.23)
u* U(x,u;€),

agindo no espago de n + m variaveis

X = (x1,%Xp,...,X,),

(U1, U, .., Uy,),

onde x representa n variaveis independentes e u representa m variaveis depen-

dentes.

Um grupo de transformacgoes de pontos de Lie ¢ admitido pelo sistema de
equacoes diferenciais S se aplica qualquer solucao u = 6(x) de S em uma familia
uniparamétrica de solugoes u = ¢(x;€) de S. Equivalentemente, deixa S in-
variante no sentido de que a forma de S é mantida em termos das variaveis de ([2.23|)
para qualquer solucao u = 6(x) de S.

Seja du o conjunto de todas as derivadas parciais de primeira ordem de u com

respeito a x:

B dul ou! Jul Ju? Ju? Ju? du™ Ju™

du =
dx; dx,” " ox, dxy  dxy” ox, T dx; T dx,,

Em particular, se m =n =1, entdo du = y’.
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

De forma mais geral, seja d*u o conjunto de coordenadas

y okuh
u, . . = ’
iip...0) axﬁ axiz ... ank

com y = 1,2,...,m,i]- =1,2,...,.nej=12,... k. Istoé, oFuéo conjunto das derivadas
parciais de ordem k de u com respeito a x.

A transformagao natural das derivadas parciais da variavel dependente leva suces-
sivamente a extensdes (prolongacoes) de (2.23) agindo no espaco (x, 1) para grupos

de transformacgoes de Lie agindo nos espagos
(x,u,du),(x,u,du, 92u),..., (x,u,du, %u,..., aku),

para k > 2.

Introduzindo o conceito de transformacodes estendidas (prolongadas), podemos for-
mular o problema de encontrar grupos de transformagoes de pontos de Lie a 1-
parametro, admitido por um sistema de equagdes diferenciais S, em termos dos
geradores infinitesimais admitidos por S.

Estudaremos apenas o caso onde m = n = 1, ou seja, ha uma variavel dependente e
uma independente.

No estudo das propriedades de invariancia de uma EDO de ordem k com a var-
iavel independente x e a variavel dependente y, o objetivo é encontrar o grupo de

transformacoes de pontos de Lie da forma

X(x,ys€), (2.24)
Y(x,p;€), '

<
[l

onde y = y(x).
Naturalmente podemos estender {} para (x, y,y’,y”,...,y(k)),k > 1, demandando
que (2.24) preserve as condi¢des de contato para os diferenciais dx,dy,dy;,dy,,...,dy

dy=vyidx e dyy=yrdx, k>1.

Em particular, sob a agao de 1} as derivadas transformadas y;, k > 0,s3ao definidas
por
Ay = vy, 4x7, (2.25)
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

onde x* e y* sao dados como em (2.24). Entao

Y(x,v; Y (x,v;
dy* = dY(x,y;e):a (;xy e)dx+ (;yy e)dy,
(2.26)
X(x,; IX(x,y;
dx* = dX(x,y;e):a (;xy e)dx+ (;yy e)dy.
De e segue que dy* = p;dx*.
E, assim,
dY(x,p;€) dY(x,y;€) dX(x,p;€) dX(x,p;€)
_— ———dy =v] d dy]|. 2.27
5y Xt 7 dy=y1|—5, x+ PR (2.27)
Substituindo as condicdes de contato em (2.27), temos
Y (x,y; Y (x,y;
* Y(gxy 6)“)1 Y(gyy €)
Yl(x'y'yl;e) == X (x,p;€) X (x,v;€) (228)
x TH dy

Teorema 2.24 O grupo de transformagées de pontos de Lie a 1-pardmetro (2.24) agindo

no espago (x,v) é estendido para o grupo de transformagoes de Lie

=
Il

X(x,y;€),

* Y(x,v;€), (2.29)
= Nxyyue)

onde Yi(x,v,v1;€) é dado por e age 1o espago (x,v, ;).

Demonstragao: Como a extensao ja foi encontrada, basta mostrar o fechamento da

A
Il

mesma no espago (x,v,71).

Seja ¢(€,0) a lei de composi¢ao dos parametros € e 6. Assim,
(X*x-,y**) — (X(x*’ y*; 6), Y(X*, y*; 6)),

Como é grupo, temos que (x*,v*) = (X(x,v;P(€,9)), Y(x,v; ¢(€,0))). Assim,

pelas condigoes de contato dy™ = y;"dx™, temos

AY (x,1;¢(€,0)) n Y (x,1;¢(€,0))
*% Y 6 ) _ 8x 1 ay
=Ny 9le0) = Gr sy X’
ox th dy
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

completando a demonstragao. O

Teorema 2.25 A segunda extensdo de (2.24), agindo no espago (x,v,v1,v,), ¢ dada pelas
transformagoes(2.29) e por

Y, Y, Y,

. ox TV Ty
yZ = YZ(xyyyylly2ie) = X (x,9;¢(€,9)) 8X(X,y;(f)(€,5)). (230)
dx th dy
Demonstragao: A demonstragao é analoga a do Teorema [2.24] O

Usando indugao, podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 2.26 A k-ésima extensdo de (2.24) é o sequinte grupo de transformagoes de
pontos de Lie agindo no espago (x,v,91,V2-...,Vk):

= X(x,v;€),
v = Y(x,p;€),
v = Yi(xp915€),

31;1;1 _l_ylalg;l +"'+yk%
yk = Yk(x,%yl;}’z---;yk}e): IX(x,9;0(€,0)) IX(x,y;:P(€,0))
Ix ! 9

Exemplo 2.27 Grupo de translagoes.
Para o grupo de translacoes (2.1) do Exemplo temos:
Y (x,y;€) Y (x,y;€)
. x th dy

= X (x,y5€) dX(x,y;€) =
dx 2! dy

De forma mais geral,
. _ dy;_, _ d*y*
yk dxx- dx*k *
Como dx* =dx e y* =y, temos que
dky

Carraal
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Assim, para o grupo de translagdes, o k-ésimo grupo estendido é dado por

*

X

v;

X+e V' =y,
Vis i:1,2,...,k.

Exemplo 2.28 Grupo de scalings.
Para o grupo de scalings (2.2) do Exemplo|2.9|temos:

L _dyt e*dy  dy
3)1_dx*_ e€dx _eﬁ‘ez’l'

De foma mais geral,

iy _dNE)
Yk = T dx e€dxk Yk

Assim, para o grupo de scalings, o k-ésimo grupo estendido é dado por

* — €

= €eX,
v o= ey,
yo= Py i=1,2, 0k

Sabemos que um grupo de transformacgoes de pontos de Lie a 1-parametro é carac-
terizado pelo seu gerador infinitesimal. Uma vez que a k-ésima extensao do grupo
também é um grupo de transformacdes de pontos de Lie a 1-parametro, o estudo

dos grupos estendidos se reduz ao estudo dos geradores infinitesimais estendidos.

Definicao 2.29 O operador derivada total é definido por

d d d d
D_ﬁ+p18_y+y28_yl+m+y”“8_%+”” (2.31)

Em termos da diferencial total (2.31)), a k-ésima extensao de (2.24) é dada por

x = X(x,p;e€),

s E(;’y;(e)’ ) (2.32)
. i-1(%0,91,...,Vi1 .

= =1,2,....k

Vi DX(x,v;€) p i=120k

onde Yy = Y(x,p;¢€).
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie
O grupo de transformagoes de pontos de Lie

x'=X(x,9;€)=x+€&(x,y)+ O(ez),
v =Y(x,p;¢€) :y+e11(x,y)+O(62), (2.33)

agindo no espago (x,y), tem os infinitesimais £(x,y) e #(x, ), com o gerador infinites-

imal dado por (2.16).
A k-ésima extensao de (2.33), dada por

x* = X(x,v;€) = x + €&(x,p) + O(€?),
V' =Y(xy;€) =y +en(x,p)+ O(e?),
v = Yi(x,9,915€) = y1 +enV(x,9,91) + O(€?), (2.34)

Ve =YX, 0,015,V €) = Vi + en®(x,v,v1,...,vk) + O(€?),
tem o k-ésimo gerador infinitesimal estendido
% 0 0 %
(k) — i i (1) ... (k) i
X =&lny)=- +17(x,y)ay +1 (x,y,yl)ay1 ot (x,y,yl,...,yk)ayk, (2.35)
k=1,2,..., com infinitesimais
E(x;y), ﬂ(xyy)) 17(1)(x;y;y1)) vy ﬁ(k)(x;y;y1;~--;yk)~

O préximo teorema nos da uma formula explicita para os #(¥)

Teorema 2.30 Os infinitesimais nX) satisfazem

n(k)(x,y,yl,...,yk) = Dn(k_l)(x,y,yl,...,yk_l) -yuDE, k=1,2,..., (2.36)
onde 11(0) =1(x,v). Em particular,
k
Z = ]' Tk iaDIE, k1. (2.37)
=1
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2 Grupos de transformacgoes de pontos de Lie

Demonstragao: De (2.31)), (2.32) e (2.34), temos

DY, D[y +en®V+0(e?)]  yp+eDy*V

Y; = = +O(e?
k DX D[x+ €& + O(£2)] 1+eDE (%)
= ye+e[Dn* Y —pDE]+ O(e?) =y + en™ + O(e?),
levando a (2.36). Usando inducao em k, chegamos a (2.37). O

Usando o Teorema acima e a defini¢ao de derivada total, podemos encontrar for-

mulas ainda mais explicitas para os diferentes #*):

W = et (= EDvr — & (01)%

(2.38)
N2 = fax+ 21y = Ex)V1 + (1yy — 261 (01)7+
3 (2.39)
~&yp(1)° + (11y = 2E)v2 = 3E, 91925
17(3) = Hyxxx t (377xxy - éxxx)yl + 3(77xyy - zéxxy)(}}l)z
+(77yyy - 359(}13/)(?1)3 - Eyyy(yl )4 + 3(77xy - (Exx)y2
(2.40)

+3(1Tyy = 3Exy) V102 — 65y (91)%92

_36(}}2)2 + (7731 - 3636)})3 - 46323}1}}3'

continuando até a extensao desejada.
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3 SIMETRIAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Neste capitulo discutiremos as relagdes entre os grupos de transformagoes de pontos
de Lie e as equagoes diferenciais ordinarias. Discutiremos a invaridncia de EDOs de
ordem n > 2, apresentando condigoes necessarias e suficientes para que uma EDO
admita simetrias de pontos de Lie, porém tais conceitos podem ser aplicados a EDOs

de primeira ordem.

Defini¢ao 3.1 Uma funcao localmente analitica com um namero finito de variaveis
x, y e derivadas de y é chamada de fungao diferencial. A maior ordem das derivadas
que aparecem na funcao diferencial é chamada de ordem da fungao. O espago veto-
rial de todas as fun¢oes diferenciais de ordem finita é denotado por A e é chamado
de espaco universal da Grupo-Analise.

Exemplo 3.2 Qualquer fun¢ao f : 0 # X C R” — R analitica é uma func¢ao diferencial
de ordem 0.

Exemplo 3.3 As fungoes

, Y
P:y— 7

F=y®=fxpy”,
onde p é uma constante, sao fungdes diferenciais de ordem 2 e 4, respectivamente.

Entao, ao trabalhar com EDOs, estamos lidando com o zero de alguma funcao difer-
encial.

Defini¢ao 3.4 Uma funcao diferencial F(x,y,vy,...,7%) € uma funcao invariante sob
um grupo de transformacodes de Lie (2.3) se, e somente se,

F(x*,y*,yi,_..,y;) =0 quando F(x,y,v1,...,vx) = 0.
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3 Simetrias de equacgoes diferenciais ordinarias

Considere a EDO
"= fxp,9,..,9" ), (3.1)

n > 2, ou equivalentemente a superficie no espaco (x,9,91,.-.,¥(n-1))

y

V= f(%9, 91 Y(n-1)) (3.2)

_dy
Cdxt’
Defini¢ao 3.5 Uma simetria de Lie de uma EDO de ordem # (3.1)), n > 2, é um grupo

de transformacdes de Lie a 1-parametro

onde y; =y

*

X

y

com gerador infinitesimal

X(x,95€) = x + €&(x,p) +0(€?),

, (3.3)
Y(x,p;€) =y +en(x,y) +o(e?),

*

d 0
X=&(xy)5-+ n(x,y)a—y,

admitido por (3.1).

Os infinitesimais do gerador infinitesimal satisfazem um sistema sobredetermi-
nado de EDPs, sistema este que recebe o nome de determining equations ou equagoes

determinantes. Veremos mais detalhes logo em seguida.

Defini¢ao 3.6 O grupo de transformacoes de pontos de Lie a 1-parametro (3.3
deixa invariante uma EDO de ordem n (3.1)), isto é, é uma simetria de Lie admi-

tida por (3.1) se, e somente se, sua extensao de ordem n deixa invariante a superficie
2.
Isto é, o grupo de transformagdes (3.3)) é uma simetria de Lie de (3.1) se, e somente

se, estiver nas condicoes do Teorema 2.19.
Também, invariancia na superficie (3.2) significa que qualquer solucao y = 6(x) de
(3.1) é levada em outra solugao y = 6(x, €) via agao de (3.3).

Lema 3.7 Uma equagao diferencial F(x,9,71,...,Vx) = 0 é uma EDO invariante sob um
grupo de transformagées de Lie (2.3)) se, e somente se,

X(k)F(X;y;ylw-,yk):O qu‘mdo F(x’y’yl""’yk):o'
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3 Simetrias de equacgoes diferenciais ordinarias
E facil ver que a condicao de invariancia do Corolario acima é equivalente a

X(k)F(x,y,yl,...,yk) =AF(%,9,91,.., V)
para algum A € A.

Teorema 3.8 Critério infinitesimal para invariancia de uma EDO de ordem
n>2: Seja

0 0
X:é(x,y)$+17(x,y)$ (3.4)

o gerador infinitesimal do grupo de transformagoes de pontos de Lie (3.3)). Seja

n a 8 ) a n ) n
X0 = e ey g ntey) e n ey v )55y y ) (3.5)

ay(”)

a n-ésima extensdo de (3.4). Entdo (3.4) é uma simetria de pontos admitida por (3.1)) se,
e somente se,

X(”)(yn (%991, Vu_1) =0 quando y,=f.

Demonstragao: A demonstragao segue da Defini¢ao 3.6 O

Se f for polinomial em y,y1,75,...,9,_1, entdo os coeficientes de cada monomio
deve ser zero, pois para qualquer EDO podemos assumir valores arbitrarios para
V,V1,V2,-.., Vu_1, encontrando assim um sistema linear de EDPs homogéneas em
E(x,v) e n(x,v), as determining equations para simetrias de pontos admitidas pela
EDO (3.1).

E possivel mostrar que uma EDO de segunda ordem admite no maximo 8 geradores
e, para n > 2, n+4 geradores. Veja [Mal].

Para finalizar a secao, um teorema que pode simplificar muitos calculos.
Teorema 3.9 Considere uma EDO de ordem n, n > 3, da forma

(n) —

v g(x, )y 4+ h(x,y,y',...,y("_z)).

Se a EDO acima admite o gerador infinitesimal (2.16)), entdao &, = 0 e 17, = 0.

As demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [BI].
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4 SIMETRIAS DE NOETHER

Neste capitulo, discutiremos os principios variacionais que levam a equacgao de
Euler-Lagrange e depois relacionaremos tais conceitos com as simetrias estudadas

nos capitulos anteriores, definindo simetrias de Noether e primeiras integrais.

4.1 Equacao de Euler-Lagrange

Seja V um espaco vetorial. Um funcional é uma correspondéncia de V num corpo K.
Os corpos usualmente considerados sao C ou R e para nossos propositos é suficiente

considerar K = R.

Exemplo 4.1 A norma ||.||: X — R de um espago normado (X,||.||) ¢ um funcional.

Lema 4.2 Lema de Lagrange: Se a(x) é continua num intervalo [a,b] e

para toda funcdo h(x) de classe C™ tal que h(a) = h(b) = h'(a) = ¥ (b) =0,k =1,...,m
entdo a(x) = 0.

Demonstragao: Suponha que a(x) = 0 e, sem perda de generalidade, suponha que
a(x) > 0 em algum x € [a,b]. Entdo existe intervalo [xy,x,] tal que a(x) é positiva
nele.
Defina h(x) = [(x — x1)(x — x,)]"™*! para x € [x;,x,] e h(x) = 0 caso contrario. Logo,

h(x) esta nas condi¢oes do Lema. Entretanto,

b Xy

f a(x)h(x)dx = j a(x)[(x —x1)(x —x,)]" tdx > 0,
a

X1

contradizendo a hipétese. Portanto, a(x) = 0,VYx € [a, b]. O
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4 Simetrias de Noether

Lema 4.3 Se a(x) e B(x) sdo continuas em [a.b] e se

b
[ tatomta) + prow ax=o

para toda fungao h(x) diferencidvel, entao p(x) é diferenciavel e B’(x) = a(x),Vx € [a, b].

Demonstragao: Veja [GE]. O

Seja J[y] um funcional definido num espago vetorial normado (X, ||.||) e seja

Ayl =]y +h]1=Jly],

onde a funcao h = h(x) é o incremento de y = y(x). Se fixamos p, entdo AJ[h] é um

funcional de h. Analogamente ao conceito de Analise, J[h] é dita ser diferenciavel se
AJ[h] = @[]+ ellll,

onde ¢[h] é um funcional linear e € — 0 quando ||h|| — 0. O funcional linear ¢[h] é

chamado de variagao (ou diferencial) de J[h] e é denotado por oJ[h].

Teorema 4.4 A diferencial de um funcional diferencidvel é tinica.

Demonstragao: Suponha que a diferencial nao seja tnica, isto é,

P1[h]+ erllhll = AJ[h] = ¢po[h] + eo]|All,

com €; — 0,e, — 0 quando [|k|| — 0. Assim,

P1[h] = Pao[h] = e[|kl — e1][hll = (62 — e)lIAl|,
com €; — 0,e, — 0 quando ||k|| — 0. Isto significa que

gl galh) _
A T I

Suponha que ¢[h] = ¢ [h] — ¢p,[h] # 0 para toda funcao h = h(x). Seja hy = 0 tal que
¢[ho] # 0 e defina h,, = hy/n. Logo, ||h,|| = 0 quando n — oco. Entao

QL] . nglhy] _ ¢lho]
lim = lim = =0,
n—00 ”hn” n—o0 n||h0|| ”hO”
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4 Simetrias de Noether

de onde segue que W nao tende a zero quando ||h|| — 0, o que é um
absurdo.
Logo, l] = 1 [1] - ¢[h] = 0 ¢, portanto, ; [1] = s [h]. O

Também da Analise sabemos que, dada uma funcao diferenciavel F(xy,...,x,), F
tem um extremo (local) no ponto (xj,...,x}) se AF = F(xy,...,x,) - F(x},...,x},) ndo
muda de sinal para todos os pontos (xi,...,x,) pertencentes a uma vizinhanca de
(x],...,x},), onde o extremo é um maximo se AF <0 e ¢ um minimo se AF > 0.

Da mesma forma, dizemos que um funcional J[y] tem um extremo (local) em y = p*

se J[y]—J[y*] nao muda de sinal numa vizinhanca da curva y = y*(x).

Teorema 4.5 Uma condigdo necessdria para que o funcional diferencidvel J[h] tenha um

extremo em y = y* é 0J[h] = 0, para todos os incrementos h possiveis.
Demonstragao: Veja [GE]. O

Um dos problemas mais simples e mais usuais no calculo variacional é determinar

para que fungoes y(x) o funcional

b
]M=me%NM

possui extremo. O Teorema abaixo nos da uma condigao necessaria para que o fun-
cional definido acima possua um extremo. Omitiremos a demonstragao por ser um
caso particular de uma generalizacao que construiremos mais adiante, porém ela

pode ser encontrada em [GF].

Teorema 4.6 Seja J[y] um funcional da forma

b
fm:ij%mm,

definido num conjunto de fungoes y(x) que tém a primeira derivada continua em [a,b] e
satisfaz a condigao de fronteira y(a) = A,y(b) = B. Entao uma condigdo necessiria para
que J[y] tenha um extremo para uma dada fungdo y(x) é que y(x) satisfaca a chamada

Equacao de Euler-Lagrange

oF d

5:: FV_EFV:O’ (4.1)
onde
6 _9 49
oy dy dxady’
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4 Simetrias de Noether

¢ o operador de Euler-Lagrange.

Consideremos agora funcionais da forma

b
Jlv] = j F(x,y,y’,...,y(”))dx. (4.2)

Analogamente ao problema anterior, queremos encontrar para quais fungoes y =

y(x) satisfazendo as condigoes

y(a)= A1,y (a) = Ay, 9" (@) = Ay,
y(b) = B1,9'(b) = By,..., " V(b) = By,

o funcional (4.2) possui extremo. Suponha que z(x) = y(x) + h(x) é tal que

z(a)=Ay,2(a) = Ay,...,2" V(@)= A,_,
z(b) = By,2'(b) = B,,..., 2" V(b) = B, 4,

isto é
(4.3)

Utilizando o Teorema de Taylor, temos que
F(x,9+hy +H,..,.vy"W+h") =~ F(x,,v,...,9")+ Fy(x, 3,9, oMb

/

+ Fp(x,9,0,.. 9"+ +

+ Fy(m(x,y,y’,...,y(”))h(”).
Assim,

AR = [FGy+hy + 7,y ™ 4 h) ~F(x,3,9',...,y™)]dx ~

b ’ ’ ’
~ L [Fy(x,y,y ,...,y(”))h+Fy,(x,y,y ,...,y(”))h +...]dx

Dessa forma, o incremento 6] [h] é

b
5J[h] = f Fy(x,0,9s...,9")h(x)dx.
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4 Simetrias de Noether

Utilizando o Teorema temos que uma condi¢do necessaria para que J[}] possua

extremo é ,
J Fy(%,9,9,...,9")h(x)dx = 0. (4.4)

Suponha que existam as derivadas em relacao a x de ordem k de Fy(k), k=1,...,n.

Integrando a condigao (4.4) n vezes por partes e usando as condi¢oes de fronteira

(4.3)), temos que

b d 42 Aan
n —
J; |:F}/ - E.Fy/ + ﬁl‘—“yn —t (—1) Wpy(n) h(X)dX =0.
Entao, pelo Lema 4.3, temos que
i & Ldn
F}/ - EF}}/ + wau — et (—1) WP}](”) — 0, (45)

a equacao de Euler-Lagrange. Utilizando o operador derivada total (2.31), o oper-
ador de Euler-Lagrange pode ser reescrito como

S 0 w 9
—=—+) (-1yD—. (4.6)
oy dy ]:Zl dy/

De maneira mais geral, o operador de Euler-Lagrange é definido pela soma formal

4.2 Simetrias de Noether

Definigao 4.7 Dizemos que uma EDO F(x,7,7’,v”,...,") = 0 possui principio varia-
cional, ou estrutura variacional, se existe uma fung¢ao £(x,y,v’,y”,. ..,y(”)), chamada
de Lagrangeana, tal que
oL
=_F
0y
Fisicamente, a Lagrangeana pode ser interpretada como a diferenga entre as ener-
gias cinética e potencial de um sistema.
Sejam F(x,v,v’,v”,...,9"™) = 0 uma EDO e L(x,v,v’,9”,...,9"") uma Lagrangeana

tal que a equacao de Euler-Lagrange ¢ satisfeita.
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4 Simetrias de Noether
Seja

P P
Xzé(x,y)aw(x,y)@ (4.7)

um gerador de simetrias de F. Entao

L(x*,v%,..., (y(”))*)

L(x+e&+o(e?),y+en+o(e?),..., " +en™ +o(e") =

L(x, y,y’,...,y(”))+

&

oL
ay(”)

IL L 4L

ok 9% Ok 2 _
+€ Eax+118y+17 8y’+ +1 +0(€e”)

= Lx61,9,..,9")+eXML +o(e?),

onde X é a n-ésima extensao de 1) Além disso, dx* = (1 + e(DE) + o(e?))dx.
Assim,

~b
Jlv*] = L%, (")) dx" =

Ja

b
= [£(x,9,7,..., 9"+ eX™ L +0(e?)](1 + e(DE) + 0(€?))dx =

Ja

(4.8)
b b

— L(x, y,y’,...,y(”))dx + eJ (X(”)L' +LDE&)dx + 0((—:2) =

Ja a

b
= Jly]+ ef (XL + LDE)dx + o(€?).

Se J[y] = 0, temos que

b
Jv'] = ef (XL + LDE)dx + o(e?).

Para entao satisfazer as condi¢oes do Corolario 3.2, devemos ter

b
Jly']= ej (X" L+ LDE)dx+0(e?) =0
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4 Simetrias de Noether

2

e, pela independéncia linear dos monomios €,€7,..., devemos obrigatoriamente ter

X"g 4 LDE = 0.

Definigao 4.8 Sejam (4.7) um gerador de simetrias e £ = £(x,v,7,...,9™) uma La-
grangeana de F.

X é dito ser um gerador de simetria variacional da equagao de Euler-Lagrange se
XML+ LDE=0.

Se existe fungdo A = A(x,9,v’,...,9'") tal que X" L + LDE = DA, entdo X é dito
ser um gerador de simetria de divergéncia. Podemos entao definir as simetrias de
Noether.

Defini¢ao 4.9 Um gerador de simetrias (4.7)) é dito ser um gerador de simetria de
Noether da equacao diferencial F(x, y,y’,...,y(”)) = 0 se é um gerador de simetria

variacional ou de divergéncia.

Considere a EDO
v = f(x,9,9,...,9" V). (4.9)

Defini¢io 4.10 Uma primeira integral da EDO (4.9) é uma funcao I = I(x,v,v’,...,9"" 1)
tal que
DI=0

em todas as solugoes y = y(x) da EDO.

Uma vez que uma primeira integral I da EDO (4.9) satisfaz I(x,9,7’,...,»""V) =,
onde c € uma constante, podemos interpreta-la como uma quantidade que é conser-
vada nas solugoes de (4.9).

Seja

d d
X = ’ = ’ =
Eygtnny)5

um gerador de simetria de Noether. Entao, usando o Teorema de Noether (veja
[BA} IGF, Nol]), podemos afirmar que I é da forma

o o

1 :A—éﬁ—(ﬂ_y,é)éy,[:_D((q_y,é))éyu

0
Lo =D =y O) 5L (4:10)
y

onde A é a funcao potencial de (??). Para maiores detalhes sobre simetrias de Noether

e primeiras integrais, veja [BE, BA} IGF, [FST), No].
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5 EQUACAO DE EMDEN-FOWLER

Neste capitulo aplicaremos a teoria de simetrias de Lie na equacao de Emden-Fowler
(1.2), encontrando sua group classification completa. A seguir, usando seu principio
variacional, encontraremos simetrias de Noether e as primeiras integrais para casos

nao presentes em [BMZ]]. Para finalizar, encontraremos uma solugao invariante a

" a -5

trés parametros de y y~3 = 0 e, usando suas primeiras integrais, encontramos

uma solucao invariante implicita que esta de acordo com os resultados obtidos em
[BMZ].
5.1 Simetrias de Lie

Sejam F = y”” —ax?y" = 0 e X um gerador de simetrias de F dado por (2.16). Apli-
cando a extensao de quarta ordem do gerador X em F, obtemos

XWE =y —qyx?=Ley" —y(nax?y" ). (5.1)

Tomando g(x,y) = ax” e h(x,y,",y",y",9"”) = 0, do Teorema[3.9temos que &, = 0
e fyy = 0. Assim

£(xy) = &x), n(xy) = alx)y+p(x). (5.2)
Aplicando a condicao de invariancia a e usando (5.2) e (2.37) para n®), obte-

mos

/\(y/m_axyyn) _ ﬁ////_l_a////y_l_yn—l(_nﬁaxy)+yn(_a7/x7/—1€_naxVa)+
+y’(4a"’—<§””)+y”(6a"—4€”’)+;u”'(4a'—6<§")+ (5.3)

+ylll/(a _ 46,).
Temos, entao, as seguintes determining equations:

B +a”"y +y" " (=npax?) + y"(~ayx? T & —nax’ a) = Aax'y", (5.4)
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5 Equagao de Emden-Fowler

4a”" - & =0, (5.5)
6a” —4&" =0, (5.6)
4a’ - 6&" =0, (5.7)

a—4& =\ (5.8)

De (/5.7), temos que a(x) é da forma

Logo, de (5.9) e (5.6), temos que & = 0, isto é, &(x) é da forma &(x) = ag+a; x+a,x>
e, portanto, 7(x,v) € dado por

n(x,y) = (%al +3a,x + k)y + B(x).

A equacgao determinante (5.4) pode entao ser reescrita como

-3n-5

g+ y" oo )+ k(1 =)+ ax(=3n - 5)x }+

(5.10)

+ ?n{“ny_l(—ao —a1x - azxz)} +y""! (-nax? ) = 0,
finalizando a prova do seguinte teorema:

Teorema 5.1 Seja

P P
X = 5(9@3}@ + 17(&3/)5

2

um gerador de simetria de Lie da EDO y""”" = ax?y". Entdo

X =(ag+a1x+ a2x2)% + [(%al +3a,x + k)y +ﬁ(x)] %,
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5 Equagao de Emden-Fowler

onde as constantes ay,ay,a,,as e a fungdo B(x) e satisfazem (5.10).

E importante notar que se n = 0,1, temos que f(x) = 0 em pela independén-
cia linear dos monémios 1,9,72,.... Desta forma, alguns casos devem ser consider-
ados separadamente. Tais casos sao aqueles em que constantes sao eliminadas ou
que alterem a equacao (5.10), resultando em simetrias possivelmente diferentes das
obtidas nos casos mais gerais. Os valores particulares para n que de alguma forma
alteram a equacao sao: n=0,1,-5/3.

Essa analise baseada nos parametros nos leva a encontrar a classificacao de todas
as simetrias, o que faremos a seguir e chamamos de group classification completa da
equacao em questao.

Consideremos primeiramente o caso em que n # 0,1,-5/3, com a # 0. Como ob-
servado anteriormente, este caso implica em S(x) = 0. Assim, a equagao (5.10) se

torna

xV [al (_3112_ > ) +k(1=n)—ayy|+x7  ay(-3n-5)—a,y]—agyx? 1 =0. (5.11)

Consequentemente, se y = 0,—-3n — 5, temos o gerador de simetria

d d
X=(1-n)x=—+(4 —.
(L= gos 4y
Se y = -3n -5, temos os geradores
d d d d
X, =(n-1)x= Dy—, X,=x>= .
1=(n )xax+(3n+ )yay, )=X 8x+3xy8y
Finalmente, se y = 0, temos os geradores
d d d
Xi==—, Xo=(1-n)x=— —.
1 ox’ 2 ( n)xax+4yay
Considere agora n = —5/3. Como ainda temos f(x) = 0, pois n = 0,1, a equagao
(5.10) é entao escrita como
ax? (85 ) rlo rtl=0 5.12
5 V4| -aagyx aayx’" = 0. (5.12)

Logo, devemos considerar dois casos para  em (5.12): y =0e y #0. Se y =0,

temos que os termos a4y, a; e a, de £(x) sao arbitrarios e k = 0. Assim, obtemos os
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5 Equagao de Emden-Fowler

geradores de simetria

_d _d 3 d o0 d
Xi=—, Xz—x$+§ya—y, X3=x ax+3xyay (5.13)
para a equacgao
ylll/ — ay—5/3. (514)

Se y # 0, temos pela independéncia linear dos mondmios ax?1, ax?, axr+! que o0s

.. 3 : :
coeficientes a; e a, se anulam e k = %, de forma que o gerador de simetria de

y//// _ axyy—5/3' (515)
é dado por
Jd 12+3y d
X =x=— -—. 1
Xoot—g yay (5.16)

Em nenhum dos casos anteriores foi considerado a = 0. Quando a = 0, a equagao

(5.10) se escreve ¢””” = 0, isto ¢,

c(x) = co+ 1 X + Crx% + c3x°. (5.17)
Assim, os geradores de simetria de Lie de """ = 0 sao
d d d , d d d
Xl—ﬁ, X2—2X£+3ya—y, X3—X $+3xya—y, X4—ya—y
(5.18)
_d _d 50 30
Xs—a—y, X6—Xa—y, X7—X 8—3}, Xg—x a—y

Os geradores (5.18) encontrados estao de acordo com [BMZ], onde equag¢des do
tipo v = f(y) foram estudadas.

Considere a mudanca de variaveis

B axy+4
7 =7— .
P 2 i+ e
Logo, derivando y quatro vezes, devemos ter """ = y”” —ax?. Portanto, se consid-

77

erarmos n = 0 em F, as simetrias de y”” —ax” = 0 sao equivalentes as simetrias

encontradas para o caso anterior, a = 0, através da mudanca de variaveis y - 7.
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5 Equagao de Emden-Fowler

Considere, finalmente, n = 1,a # 0. Entao nossa equacao (5.10) é escrita como

ﬁ//// _ ax‘)/ﬁ_l_
(5.19)
+ [axV (—4da; — 8a,x) +ayx’ (—ayg—ayx — azxz)] =0,

isto é,
ﬁ”” _ ax)//g — 0’
ax? " (—agy) +ax?[a) (-4 — )]+ ax? ' [ay(-8 - )] = 0.

Suponha que y # 0,—4,-8. Entao ay = a; = a, = 0 e os geradores de simetria de

y”” —axVy =0 sao
J

J
Xy = ya—y, Xy = ﬁ(x)a_y’

onde f(x) € uma solugao da propria equagao considerada.

V2

Se ¥ = —4, temos que ay = a, = 0 e os geradores de simetria de y”””” —ax~*y = 0 sdo

onde f(x) é como no caso anterior.

1777

Se y = -8, temos que ay = a; = 0 e os geradores de simetria de y”””” —ax~%y = 0 sdo

d , 0 d d
Xy = ya_y' Xy =x"o_ % 3x})a—y’ X3 = ﬁ(x)a—y:
onde f(x) também é como nos casos anteriores.
Se ¥ =0, aequacao (5.19) nosdd a; =a,=0e
B —ap = 0. (5.20)

Para resolver a EDO (5.20), devemos considerar dois casos: a > 0 e a < 0. Por
questao de simplicidade, consideraremos a =1 e a = -1. Se a = 1, temos a EDO

B — B = 0 e sua solugao geral é dada por
B(x)=cre* +cycosx+cze™™ +cysinx,

onde ¢y, ¢y, c3 e ¢4 SA0 constantes.

42



5 Equagao de Emden-Fowler

177

Assim, os geradores de simetria de y”” —y = 0 sdo

d d d d

d
a, Xzzya—y, X3:€xa—y, X4:€_xa—y, X5:Sinx—, X6:COSX—.

A= 9y 9y

Sea=-1,aEDO B”” + p = 0 possui solugao dada por

X

V2

X X X = X —x X
ﬁ(x):dle\ﬁ81n—+dze\5cos +d3€‘581n—+d4e\5cos—,
\& V2 V2

onde dy,d,,ds e d4 sao constantes.

Temos entao os geradores de simetria

d 0 2 x d 2 x d
Xi=—, Xo=9yv=—, X3=eV2sin——, X;=¢eV2cos——
PTox 2Ty 2oy Tt V2 9%
—x = x d
Xz =eV2sin——, X =eV2cos——
’ 20y’ ° V2 9y

para a equacgao p”"”’

+v =0, terminando a group classification da equacao de Emden-
Fowler proposta.

Vale ressaltar que o caso n = 1 tem uma particularidade tipica: na maioria dos
casos, para encontrar todas as simetrias de Lie de uma equacao diferencial linear,
deve-se saber anteriormente uma solucao da propria equacao, seja ela ordinaria ou
parcial. Isso se deve porque alguma das determining equations resultara na equagao
considerada.

As simetrias encontradas para o caso n =1 com y = 0 também estao de acordo com

os resultados obtidos em [BMZ]].

5.2 Simetrias de Noether e primeiras integrais

Apresentaremos agora algumas verificagoes para os geradores encontrados na se¢ao
anterior e, por fim, resumiremos em uma tabela as simetrias de Noether encon-
tradas.

Considere a Lagrangeana

yn+1
( ,,)2 +1,n¢—1,
L= yT ~ax?F(y), Fy)={ " (5.21)
Inly|, n=-1.
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5 Equagao de Emden-Fowler

Aplicando o operador de Euler-Lagrange (4.6)) a Lagrangeana, obtemos a EDO (1.2)).
Considere o gerador

_9
Cox

2

X, (5.22)

Note que X, é gerador de simetria de vy —ay” = 0,Vn, entdo nossa andlise se reduz
averificarn=-1en=-1.

| ’ ]ll

e, portanto, (5.22) é uma simetria variacional de y”” —ay” = 0.

2

Considere a equagao p”” —ax(=3"=5)y" = 0 e o gerador

d %
_ 2
X, =x 8x+3xy8y' (5.23)

Utilizando a Definicao 4.8, temos que
(2) _ ) N2
X, 'L+ LDE =4yy" =D[2(v")7],

senz-1le
XL+ £DE = 4y'y” +3x7 = D[2(y')? + 31nx]],

se n = —1. Portanto, (5.23)) ¢ uma simetria de divergéncia da EDO em questao.
Assim, provamos o item 1 e parcialmente o item 3 do seguinte resultado (veja
[EST]).

Teorema 5.2 As seguintes afirmagoes valem:

1. O gerador

P
X=- (5.24)

é um gerador de simetria variacional da equagao

v +ay" =0. (5.25)
2. Seja
d d
XI’L = (1 —n)x$+4ya—y (526)

um gerador de simetria de Lie da equagdo (5.25)). Entdo X é é um gerador de sime-

tria variacional da EDO se, e somente se, n = —5/3.
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5 Equagao de Emden-Fowler

3. O gerador

d d
— 42 7 il
X=x 5t 3xy 7 (5.27)

¢é um gerador de simetria de divergéncia da equagao

V2

v+ ax(=31-5)

"' =0, (5.28)

onde a é uma constante.

Em particular, se n = =5/3, entdo X é gerador de simetria de divergéncia da equagdo

1777

(% +ay‘% =0.

Para provar o item 2, tomemos primeiramente n = —5/3. Assim, temos o gerador

e, utilizando a Definicao 4.8, X 5,3£ + LDE = 0. Por outro lado, se n é arbitrario,
X, L+LDE =(3n+5)L.

Portanto, X,, é gerador de simetria variacional de se, e somente se, n = —5/3.

Omitiremos o restante da demonstra¢ao do item 3 por questao de brevidade, porém
ela pode ser encontrada com detalhes em [EST] e é analoga aos casos apresentados
anteriormente.

A tabela a seguir apresenta um resumo das simetrias de Noether encontradas para

os geradores encontrados na se¢ao anterior.

’ Equacao H Gerador H Potencial A ‘
" __ n a
v =ay", Vn ; o , 0
7y _ 2 i I
" =ays 2x8x+3y8y 0
p”” = ax(73n=d)yn x2i + 3xyi 2(y’)?
Jx dy
" _ =5 22 a N2
" =ays x8x+3xy8y 2(v)
d d
" _ -2..—1 2 7 i N2
" =ax""y x 8x+3xy8y 2(y’)" + 31n|x|

Tabela 5.1: Simetrias de Noether encontradas para os geradores da se¢ao anterior.

Podemos entao estabelecer primeiras integrais para as simetrias da Tabela 5.1. As

primeiras integrais para os casos n = —5/3 nao foram estudadas, uma vez que tais
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5 Equagao de Emden-Fowler

resultados podem ser encontrados em [BMZ]. Assim, encontramos as primeiras

integrais para o gerador de simetria

—+3 i
Y ox Ty

da EDO p”” = ax=3"=5y".

Consideremos primeiramente n # —1. Entao, usando a Lagrangeana

n+1

o

I
<
e
<

e (4.10), encontramos a primeira integral

2 x2(yf/)2 3(n+1 ym—l 2
I=20)"+ o ax =30 )m +(3xy —y'x% )y =By +xy")y” =c.

Se n = -1, entao com a Lagrangeana

Wy

[l:2

- ax_Zlnlyl

e (4.10), encontramos a primeira integral

X

I=2(v")*+3aln|x| - aln|y| +

5.3 Solucodes invariantes

Apresentaremos duas solugdes invariantes para a equagao y”””’—ay~>/3 = 0. Utilizare-

mos 0 método de caracteristicas

dx dy

E(xy)  n(xy)

para encontrar a primeira (veja Apéndice) e utilizaremos as primeiras integrais obti-
das em [BMZ] para encontrar uma outra solu¢ao invariante, dada por uma integral.
Veja [EFST]| para encontrar outras solugoes invariantes do problema analisado.

Antes de proceder com os resultados, definamos solucao invariante.

Defini¢ao 5.3 Seja
F(x,v,7,...,9/") =0 (5.29)
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uma EDO que admite um grupo de transformacgoes de pontos de Lie a 1-parametro

com gerador infinitesimal

d d
X =£(x;y>§+'7(x,y)a—y- (5.30)

A funcao y = 0(x) é dita ser uma solucao invariante da EDP (5.29) se, e somente se,
(i) vy = 6(x) é uma curva invariante de (5.30); e
(ii) y = O(x) é solucao de (5.29).

Para maiores detalhes, veja [BA] Hyl, b}, SE2].
y—5/3

Considere a equagao y”” —a

por (5.13).

Dados A, €, 6 arbitrarios,

= 0 e os geradores de simetria X;, X, e X3 dados

X = (AX, + €Xp +5X3) = (A + ex + 5x2)(% N (3_263, N 35xy)%_

Utilizando o método de caracteristicas, temos

dx B dy
A+ex+00x2 y(%€+36x)'

Assim, obtemos o invariante
y:C(/\+ex+6x2)3/2, (5.31)

onde C é uma constante de integracao a ser determinada. Considerando agora que

1777
y —

ay_5/3 = 0, determinamos

oo 164 3/8
1 9(e2-416)2|

" —ax~5/3 = 0 é uma familia a trés parametros

Portanto, nossa solugao de y

164 3/8
_ 2\3/2
Yyes(x)= l9(€2 —4/\6)2l (A+ex+0x7)"~. (5.32)
Note quese A =0 =0e € =1, temos
16 3/8
Yo,1,0 = (—9a) X2,
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5 Equagao de Emden-Fowler

solucao que seria obtida via método de caracteristicas considerando X = X,.
Tomando A =0 =€ e 6 =1, estariamos considerando somente o gerador X3, gerador
este que nos da apenas o invariante trivial, acontecendo o mesmo se tomassemos

"
—a

€e=0=0e A=1. Porém, y = 0 ndo é solugao de y y™/3 = 0, pois y(x) deve ser
obrigatoriamente uma fun¢ao nao nula.

A solugao a trés parametros acaba por explicar os motivos de nao con-
seguirmos encontrar solugoes invariantes via método de caracteristicas para os ger-
adores X, e X3. Assim, se € = 0, nao podemos tomar 6 =0 ou A = 0.

Por outro lado, se €2 = +2V5, de (5.31) temos que

Y(x) = C(A£2VA6x + 6x%)%? = C(VA £ Vox)®.

”»

. . ~ 1 _ . _ ~
Assim, para que ¥ seja solugao, teremos + = 0, pois y””=0, o que nao pode acontecer.

Considere agora, de acordo com [BMZ]], as primeiras integrais obtidas por meio de

X1, X, e X3, dadas respectivamente por

-2/3 )
-

) 1
I ==(y )Z—an v =y,

3 1
I:xI +_ ,,,——’/’:C,
2 1+ 359Y VY 2
I3 = x°I; + 3xyy” — xv'y” = 3vy” + 3(v")% = c3,
com ¢y, ¢, e c3 constantes. Isolando o termo 3yy”” em I, e substituindo em I3, temos

3yy” —2(v')? + x%c; — 2xcy + ¢35 = 0. (5.33)

Tome ¢; = ¢, = 0 e considere a mudanga de variaveis y” = ¢(y). Integrando (5.33),
-5/3
y

obtemos que uma solu¢ao invariante implicita de y”” —a

| 7=
+./3c3+cqp?3

onde c4 e c5 sao constantes e c3cy # 0, 0 que se pode ver substituindo a solugao

= 0, via primeiras

integrais, é dada por

=X+ Cs,

implicita na equacao. Desta forma, nao podemos ter c3 = 0.
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6 APENDICE

6.1 Equacao caracteristica

Seja
F(x,9,9,...,9")=0 (6.1)

uma equagao diferencial ordinaria que admita um grupo de transformagoes de pon-

tos de Lie a 1-parametro com gerador infinitesimal
d J
X=eluylgernylas (6.2)

Seja O(x) um invariante de (6.1). Entao devemos ter

X(y-0(x) = E(x,y)%w(x,y)a% (y-0(x)) =0,

isto é,

dae
- » 5 ’ = 0
c(uy)——+nxy)
Em outras, palavras, 6(x) é uma curva invariante do grupo gerado por (6.2) se, e

somente se,

dx dy

() 1(xy)
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