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Lista 4
Funcoes de uma Variavel

Teorema do Valor Médio, Regra de L’Hoépital, Maximos e Minimos em
intervalos abertos, Como as derivadas afetam a forma do grafico.
Crescimento, decrescimento e concavidade.

. Seja f(z) = |z — 1.
f(3) = f(0) = f'(¢)(3 = 0). Por que isso ndo contradiz
o teorema do valor médio?

. Mostre que a equacdo 223 + 322 4+ 62 + 1 = 0 tem exa-
tamente uma raiz real.

10.

. Mostre que um polinémio de grau 3 tem no maximo trés
rafzes reais.

. Use o teorema do valor médio para provar a desigual-
dade:
sen(a) — sen(b) < |a — b

. Prove as identidades:

(a) arcsen(mH) = 2arctg(\/x) — §

(b) 2arcsen(x) = arccos(1 — 2z?)

L’Hopital

11.

. Calcule os seguintes limites usando L’Hopital quando
possivel
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Como a derivada afeta o grafico

. Prove que a fungao 2z° + 23 + 2x é crescente em todos
0s pontos.

Mostre que nao existe c tal que 8.

12.

13.

in(z)

Determine os intervalos nos quais f(x) = =~ é cres-
cente e nos quais é decrescente.

. . . _a?
Determine os intervalos nos quais f(z) = e~z é cres-

cente e nos quais é decrescente.

Encontre os valores maximos e minimos globais de f (se
existirem) no intervalo dado:

(a

f(x) =1+ 2 no intervalo (0, )

(b) g(z) = \/9 + 22 no intervalo (—oo, 00)
h(x) = x® — 72% + 2 no intervalo de (—oo, c0)
(d) k(z) = ( ) — x no intervalo (0, c0)
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Encontre os valores de c tal que o gréafico de

(z) = 1/(z — 2?) no intervalo (0, 1)

flx) =a* + 223 + ca® + 2242
seja céncavo para cima em todos os pontos.
Mostre que a funcdo f(x) = z|z| tem um ponto de
inflexdo em (0,0) mas que f”(0) néo existe.
Esbogo de Graficos

Para as préximas fungoes use o roteiro para esbogar o
grafico.

A. Determine o dominio da funcgéo.

interseccoes com os €ixos;

Simetrias;

Encontre as assintotas horizontais e verticais;

=Y Aaw

Encontre os intervalos para os quais a funcao é cres-
cente ou decrescente;

=

Encontre os valores de maximo e minimo locais;

@

Encontre os intervalos de concavidade e os pontos
de inflexao;

H. Esboce o grafico, utilizando as informagoes dos itens
anteriores.

(a) (z* - 1)
(b) 3%/ —
()
(d) @

(1:+2)2 +1
+ cos(x)
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14. Use o roteiro do exercicio 13 para esbocar o grafico da
curva. No passo D, ache uma equacao para a assintota
obliqua, caso exista.

(2) y:xil
22
(b) y = (x+1)2

(c) y=vVa?+1

(d) y =10+ 12z + 422

3
x° 4+ 4
() y=—3
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Respostas dos exercicios.

1. f(3) = 2,f(0) = 1; Substituindo: f'(c) = 1/3.
Porém, derivando f(z) = |z—1|, tem-se que: f'(z) =
1,z > 1,f'(z) = =1,z < 1, f’(1) ndo existe. Nao
existe f’(c) = 1/3. Nao contradiz o TVM: ela nao é
diferencidvel em todos os pontos do intervalo aberto
(0,3).

2. Seja f(x) = 223 + 322 + 62 + 1. Como f(0) = le
f(=1) = —4 e f continua pelo Teorema do Valor In-
termedidrio existe ¢ tal que f(c¢) = 0. Para provar a
unicidade. Suponha que existissem mais de uma raiz.
Sejam c¢; e ¢o duas raizes. Pelo Teorema de Rolle,
existiria d tal que f/(d) = 0. Mas f'(z) = 62°+6x+6
e logo f/(z) > 0 para todo x. Absurdo

3. Suponha que tenha 4 raizes. Pelo Teorema de Rolle,
implica que f' (grau 2) teria 3 raizes. Mas como é
um polinémio de grau 3, sua derivada terd grau 2 e
¢é impossivel ter mais de duas raizes reais.

4. Pelo TVM , em um intervalo [a,b], existe
sen(b)=sen(a) - — f1(¢) = cos(c). Manipulando:

|sen(a) — sen(b)| = |cos(c)||(a — b)|, em que cos(c) <
1, logo: |sen(a) — sen(b)| < |(a — D).

Derivando os dois lados: o lado esquerdo re-
sulta em L o lado direito, resulta no

5. (a)

Va(et1)
mesmo. Para provar: fazendo para z = 1:

arcsen(0) = 0,2arctg(1) = 5 =25 =5 =0
Derivando os dois lados, resultam no mesmo va-

lor: \/1277 Fazendo para x = 0: 2arcsen(0) =

0, arccos(1) = 0.
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7.y = 22° + 23 + 22,9 = 102* + 322 + 2, como a
funcao derivada é sempre ”nao-negativa’por conta
de ser elevada a quarta, ao quadrado e ser somado
dois, a fungao é crescente em todos os pontos.

10.

11.

12.

13.

Cf(2) =

1=in(@) - Crescente: fl(x) > 0se (1 —

In(z)) > 0=>In(z) <1=>0<z < e Decres-
cente: 1 —In(z) <0=>In(z)>1=>z>e¢

Cf(x) = _e™5 4. Crescente: f'(z) > 0,z < 0. De-

crescente: f(x) <0,z >0

(a) Nao possui.
(b) Minimo 3 em z = 0. Nao tem maximo.
(¢) Nao possui.
(d) Méximo —1 em = = 1. Nao tem minimo.
(e) Minimo 4 em z = 1. Nao tem mdximo.
c> %
f(x)=2,2>0; f'(z) = —2,2 < 0. Como a fungao

"muda de concavidade”em 0, hd um ponto de in-
flexdo em (0,0). f'(z) = 2z, as derivadas laterais sdo
diferentes; logo, f”(0) néo existe.

(a) Crescente se 0 <z <1ouzx > 1.

Derivadas iguais a zero x = —1 ou = 0 ou
=1
i — _ 1 1
Concava para cima se ¢ < —1 ou 7 <z < 7
oux > 1.
\
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(b) Crescente se 0 < z < 8.
Derivadas iguais a zero x = 8.
Derivada nao existe x = 0.
Concavidade para baixo z < 0 ou x > 0.
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(c¢) Crescente se x > —2.
Concava para cima se x > —2.
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(d)

Pontos Criticos m + 27k.
Crescente Exceto nos pontos criticos.
Concava para cima se cos(z) < 0,

(% + 2km, 28 + 2km), k € Z.

Concavidade para baixo se cos(z) > 0,

(=5 +2km, 5 +2km), k € Z.

Pontos criticos em z = 0,z = —1.
Decrescente x < —1. Crescente se x > —1.
Concava para cima em (—o0,0) U (2, 00).
Céncava para baixo em (0, 2).

Crescente se x > 0.
Pontos de inflexdo £ = —3 ou x = 3.
Concava para cimase —3 <z < 0oul <z < 3.

(2)
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Dominio 0 < z < e.

Crescente nunca.

Concava para cima se 0 < z < 1.
Concava para baixo se 1 < x < e.
Assintotas verticais em = = 0,z = e.
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Dominio (—o0, —1) U (—1,00).

Sempre crescente.

Concava para cima —oco <z < —lou -1 <z <
—1/2.

Assintotasem y =1 e z = —1.

¥
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Dominio x # & + km, k € Z.
Crescente para (0, 5 + k7), k € Z.
Concavidade para cima em = € (§,5)U(3, %7’)

Assintota vertical em z = 5 + kn, k € Z.

Dominio x # £3

x 2
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Primeira derivada & ~22-9)
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Crescente se t < —3 ou -3 <z <1—+10 ou

x> 1+ +/10.

(k) Dominio —7/2 < z < /2
Crescente em (0, 7/2)
Concava sempre para cima.
Assintota vertical em x = +m/2

(1) Crescente se —sen(z) > 0, em (27k — m, 27k).
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(m) Dominio D = (—2m,27) — {0}.
Crescente se —m <z <0ouw <z < 27.
Pontos Criticos x = —mouz =7
Concava para baixo: nunca. Assintotas verti-
cais na origem.

(n) Pontos criticos: ¢ =2,t = —

Decrescente se —2\/> <t< 2\/7

_ 6 6
Concava para cima se \/g <t< -—-2out> 75
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(a) Méximo Local —4 em x = —2.

Minimo Local 0 em x = 0.

Crescente em (—oo, —2) U (0, 00).

Assintota vertical em z = —1.

Nao hé assintota horizontal.

Assintota inclinada em y =z — 1.

Concava para baixo em (—oo,—1) e para cima
em (—1,00).
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(b) Assintota vertical em x = —1.

Assintota horizontal em y = 1.
Nao possui assintota inclinada.

(¢) Nao h4 assintota vertical ou assintota horizon-
tal.

Assintota inclinada em y =z e y = —x.

(d) Nao hé assintota vertical ou assintota horizon-
tal.

Assintota inclinada em y = 2x+3 ey = —2x—3.
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(e) Assintota vertical em x = 0.
Nao hé assintota horizontal.
Assintota inclinada em y = x.




